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Definition 2. The fractional derivative of      in the Caputo sense is defined as  

  
      

 

      
∫          

  

   
      

 

 

 

for        ,    ,    ,      
   [6], [7]. 

Let          ,                be continuous and bounded functions,          
  

   
           . 

Consider the problem 

  
                  

          ,     ,       , 

           ,       , 
            ,     , 

            ,     ,       , 

then           are known functions, continuous and bounded in their domains of definition. 

We seek the solution of this problem in the form  

                     ,     ,       , 

where              
 

 
              is chosen such that the boundary conditions for        

are zero. 

For the function       , the main auxiliary boundary problem is solved, where    , and there 

are no initial conditions: 

  
                  ,     ,       , 

               ,     . 

Separating the variables                 we apply the fractional integral of order  , where 

     ,  to the equation with respect to     . Now we apply the homotopy perturbation method. The 

obtained functions      and      are used to solve the original problem, which is being solved in this 

formulation for the first time. 
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Abstract. In this paper we are continue (e.g. [2]) to study the problems of minimax estimation 

linear functional under solutions systems of equations with partial derivations. New systems and new 

observe operators are considerate. New results are obtained in case unknown functions belong to Hilbert 

spaces with special metrics. Keywords: minimax estimation, minimax estimation error, functional 

minimization. 

 

Let  - is an open bounded set (domain) in Rn  with regular bound S , ],[ 10 ttQ  , 

1

10 ],[ Rtt  , ][ 1,0 ttS  . Let also functions a t xij ( , )  are defined on Q , such that 

a L a t x Rij
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, ( , ) , ,
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1 1

2 10      on the domain Q .  

Let W2
1( ) - is Sobolev’s space with corresponding norm and W2

1
0

( )  its clothing. For any 

elements  , ( )W2
1   we are consider the bilinear form 
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dx
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The corresponding linear operator may be written in the form 
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Let the state system of control was described the next equation  

),(,)( 22

2

QLfftA
t








 

,),( 00 fxt  1
0 )(

f
t

t





, )(, 210 Lff . 

We can observe the element of Hilbert space H  like this  

2)( fvCy   , )(22 QLf  , 

where )(vC )),;,(( 0102 HHttL . Under this assumptions the state equation have unique 

solution )(t  in the Hilbert space ),,( 102 HttL  and );,( 0102 HttL
t





. 

We are assumed, that functions a t xij ( , )  are well known, elements f , 0f , 
1f  

2f  – are not 

defined, but must be satisfied inequality  

,1),(),(),(),( 2111000  ffQffQffQfQf  

де ),,( xtQ )(0 xQ , )(1 xQ , ),(2 xtQ , well–known, symmetric, positive definite operators that have 

bounded inverse operators [3]. 

In this assumptions the minimax estimation of linear functional 

 




1

0

1

0

0201 )),(())(),(()(

t

t

t

t

dt
t

tldtttll


  

we will to look in the form  

cyul 
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where ),(   - is the corresponding dual operation in the H space, under condition 
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Let })()(sup:),{( 


 llcuE  is not empty set and D )()(supinfarg 


 ll  is 

closed convex not empty set too. Under this assumptions we can found the elements 


u  and 


c  in the set 

D . The quantity  , that we will named minimax estimation error, and the element u


, that we will 

named minimax estimation, may be found using the solutions of the following system of equation  
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in the form 

2/1

0 ]))(),(([
1

0



t

t

dttptl . 

Note, that this system of equations are the partial case of the general system which may be found in 

[3]. 

Introduce now the functional 

)()( 2 vvI   

defined on the subset XK   and examine the problem of it’s minimum finding, using parameter 

v  as control parameter. 

Theorem 1[3]. The minimax estimation of the linear functional )(l  may be found in the form 


 1

0

))(),((),()(

t

t

dtttlul   

and the corresponding error estimation is 

2/1]))(),(([
1

0



t

t

dttptl . 

Theorem 2.[2] Let XK   is compact set from Hilbert space X  and all the next conditions are 

satisfied : 

1. Operator )(vC )),;,(( 0102 HHttL  is linear and embedding 0HH  is compact; 

2. constC )(sup  ; 

3. Sequence })({  nC  converges strictly to the element  )( 0C  if  the sequence }{ n  converges 

weakly to the 0  in X .  

Then the set )(infarg I  is not empty. 
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Under constructions of this theorems we are obtained an necessary conditions for the elements 

from the set )(infarg I . 

Let an operator )(B is defined by the rule 

XHBC H   ,,),,)((),)(( . 

Theorem 3. Let )(infarg0  I  and XK   is compact set from Hilbert space X . Then 

following inequalities are satisfied 

,,0)),()())((( 00020

* KpCQpB  
 

where )( 0p is obtained from the solutions of system corresponding equations with 0  . 

Like [1], we can solve many interesting problems using these theorems. For example, consider now 

the observation vector in the form ),(),()( 2 xtfxttvy   , where ( )t  is the solution of equation 

.0),(,0),(,)( 0

'

012

2

 xtxtftA
t





 

In this case, statement of theorem 3 may be written in the form 




),,(),,,(sup 0vxtkpvxtu
k


 ),,(),,,( 000 vxtpvvxtu


 a.e. in Q . 

In additional assumption that 0),( xtl  in Q ,  1)( t  we obtained that )()(max 2

00 tvtkv
k




 

a.e. in ],[ 10 tt  or 1)(0 tv  a.e. in ],[ 10 tt  .  
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ДО ПОБУДОВИ ІНВАРІАНТНОЇ НЕЧІТКОЇ ПСЕВДОМЕТРИКИ НА НЕЧІТКИХ 

МНОЖИНАХ 
 

За наявності нечіткого вербального подання даних та проведення вимірювань у шкалах, 

визначених за класифікацією С. Стівенса, на основі поняття коефіцієнту лінгвістичної кореляції 

побудовано інваріантну псевдометрику на гомогенних та гетерогенних нечітких множинах з 

урахуванням основних положень репрезентативної теорії вимірювань.  

 

Згідно з репрезентативною теорією вимірювань [1] при побудові формальних моделей 

емпіричних систем відношення між емпіричними елементами (об’єктами) визначаються на основі 

вимірювань їхніх властивостей. Якщо при формалізації використовуються результати вимірювань 

нечітких якісних та кількісних властивостей, то для отримання адекватної математичної моделі 

емпіричної системи з відношеннями необхідно забезпечувати інваріантність відношень за 

допустимих перетворень результатів вимірювань (в шкалах порядку, відношень або інтервалів) 

нечітких якісних та кількісних властивостей емпіричних елементів. 

Зокрема, для нечітких задач кластерного аналізу багатовимірних даних за наявності 

нечіткого вербального подання даних необхідно визначити інваріантну нечітку метрику або 

псевдометрику з метою побудови нечітких алгоритмів, які забезпечуватимуть прозору 

інтерпретацію отриманих результатів кластеризації [2, 3]. У даній роботі запропоновано 

загальний підхід до побудови інваріантної нечіткої псевдометрики на гомогенних та гетерогенних 

нечітких множинах.  


