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Ðîçäië I. Òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà òà ¨¨
àíàëîãè

Ëåêöiÿ �1

Ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà i ïåðøà òåîðåìà

Âåé¹ðøòðàññà

1 Íåïåðåðâíiñòü i ðiâíîìiðíà íåïåðåðâíiñòü

Íåõàé X òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y i x0 ∈ X. Íàãàäà¹ìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó V òî÷êè f(x0) â Y

iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 â X òàêèé, ùî f(U) ⊆ V . Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå,

ÿêùî âîíî íåïåðåðâíå â êîæíié òî÷öi x ∈ X. Äëÿ ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, dX) âiäñòàíü

ìiæ òî÷êàìè x, y ∈ X ïîçíà÷àòèìåìî |x − y|X = dX(x, y).1 Íàãàäà¹ìî, ùî ε-êóëåþ (àáî

ε-îêîëîì) ç öåíòðîì â òî÷öi x0 íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà

B(x0, ε) = BX(x0, ε) =
{
x ∈ X : |x− x0|X < ε

}
.

Ìíîæèíà U ⊆ X íàçèâà¹òüñÿ îêîëîì òî÷êè x0 â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî

B(x0, ε) ⊆ U äëÿ äåÿêîãî ε > 0. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðiâ X òà Y

íåïåðåðâíiñòü â òî÷öi x0 îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 Òàêå, ùî

f
(
BX(x0, δ)

)
⊆ BY

(
f(x0), ε

)
. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi çàïèñó-

¹òüñÿ ó âèãëÿäi çâè÷íîãî ëàíöþæêà êâàíòîðiâ:

∀x0 ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ X
∣∣∣ |x− x0|X < δ ⇒ |f(x)− f(x0)|Y < ε.

Ïåðåíîñÿ÷è ïåðøèé êâàíòîð çàãàëüíîñòi íà êiíåöü (i òðàäèöiéíî çàìiíþþ÷è x0 íà x′),

ïðèõîäèìî äî ïîíÿòòÿ ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi. Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, x′ ∈ X
∣∣∣ |x− x′|X < δ ⇒ |f(x)− f(x′)|Y < ε

1Çâiñíî, ùî òóò çíàê ìiíóñà â ïîçíà÷åííi |x − y|X íå íåñå æîäíîãî çìiñòó. Àëå, ÿê âiäîìî, êîæíèé

ìåòðè÷íèé ïðîñòið ìîæíà içîìåòðè÷íî âêëàñòè â íîðìîâàíèé ïðîñòið (íàïðèêëàä â ℓ∞(X)). I òîäi öåé

ìiíóñ îçíà÷àòèìå ðåàëüíå âiäíiìàííÿ â öüîìó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði, à | · |X � íîðìó â öüîìó ïðîñòîði.
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Î÷åâèäíî, ùî ç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü, à íàâïàêè, âçàãàëi êà-

æó÷è � íi: ïðèêëàäîì ñëóæèòü âiäîáðàæåííÿ f : R → R, f(x) = x2. Ïðîòå ó âèïàäêó

êîìïàêòíîãî X iñòèíå é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ïðèéíÿòî íàçèâàòè òåîðåìîþ Êàíòî-

ðà.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì, ÿêùî ç êîæíîãî éîãî

âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ ìîæíà âèäiëèòè ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ. Öå îçíà÷åííÿ âî÷åâèäü ðiâ-

íîñèëüíî òîìó, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ (Ux)x∈X îêîëiâ Ux òî÷îê x iñíó¹ ñêií÷åííèé íàáið

x1, x2, . . . , xn ∈ X òàêèé, ùî X =
n⋃
k=1

Uxk .

Òåîðåìà 1.1 (Êàíòîð). Íåõàé X � êîìïàêòíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðè÷íèé

ïðîñòið i f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ε > 0. Îñêiëüêè f íåïåðåðâíå, òî äëÿ êîæíîãî x ∈ X iñíó¹

δx > 0 òàêå, ùî f
(
BX(x, 2δx)

)
⊆ BY

(
f(x), ε

2

)
. Ïîêëàäåìî Ux = BX(x, δx). Òîäi ç êîì-

ïàêòíîñòi X âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü x1, x2, . . . , xn ∈ X òàêi, ùî X =
n⋃
k=1

Uxk . Ïîêëàäåìî

δ = min
{
δx1 , δx2 , . . . , δxn

}
i âiçüìåìî x, x′ ∈ X òàêi, ùî |x−x′|X < δ. Òîäi iñíó¹ k = 1, 2, . . . , n

òàêå, ùî x ∈ Uxk . Îòæå,

|x− xk|X < δxk < 2δxk i |x′ − xk|X < |x′ − x|X + |x− xk|X < δ + δxk ≤ 2δxk .

Òàêèì ÷èíîì, x, x′ ∈ BX(xk, 2δxk), à çíà÷èòü,

|f(x)− f(x′)|X ≤ |f(x)− f(xk)|X + |f(xk)− f(x′)|X < ε
2
+ ε

2
= ε.

Îòæå, f ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà.

2 Äîïîìiæíi òîòîæíîñòi òà íåðiâíîñòi çà ó÷àñòþ

áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ

Íàãàäà¹ìî ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà:

(x+ y)n =
n∑
k=0

Ck
nx

kyn−k, äå Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
.

Äî ðå÷i, äëÿ ïîçíà÷åííÿ áiíîìiàëüíèõ êîåôiöi¹íòiâ Ck
n â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði ÷àñòi-

øå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñèìâîë Íüþòîíà
(
n
k

)
. Ïiäñòàâëÿþ÷è â áiíîì Íüþòîíà x = 1 − y,

îäåðæó¹ìî

S1 =
n∑
k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k = 1. (1.1)
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Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà ïî çìiííié x i äîìíîæèâøè íà x, ìàòè-

ìåìî:

n(x+ y)n−1 =
n∑
k=0

kCk
nx

k−1yn−k i nx(x+ y)n−1 =
n∑
k=0

kCk
nx

kyn−k.

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíîâó y = 1− x, îòðèìó¹ìî:

S2 =
n∑
k=0

kCk
nx

k(1− x)n−k = nx. (1.2)

Äàëi ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ùå ðàç ïî x ðiâíiñòü
n∑
k=0

kCk
nx

kyn−k = nx(x+ y)n−1 i äîìíîæèìî ¨¨

íà x. Áóäåìî ìàòè
n∑
k=0

k2Ck
nx

kyn−k = x
(
n(x+ y)n−1 + nx(n− 1)(x+ y)n−2

)
=

= nx(x+ y)n−2(x+ y + (n− 1)x) = nx(x+ y)n−2(y + nx).

Ïîêëàäàþ÷è çíîâó y = 1− x, îòðèìà¹ìî, ùî

S3 =
n∑
k=0

k2Ck
nx

k(1− x)n−k = nx(1− x+ nx). (1.3)

Ïðèñòóïèìî òåïåð äî îá÷èñëåííÿ ñóìè

S =
n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k. (1.4)

Ïiäíîñÿ÷è äî êâàäðàòà (k − nx)2 i âèêîðèñòîâóþ÷è çíà÷åííÿ ñóì S1, S2 òà S3, ùî áóëè

çíàéäåíi âèùå, îòðèìà¹ìî

S =
n∑
k=0

(k2 − 2knx+ n2x2)Ck
nx

k(1− x)n−k =

=
n∑
k=0

k2Ck
nx

k(1− x)n−k − 2nx
n∑
k=0

kCk
nx

k(1− x)n−k + n2x2
n∑
k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k =

= S3−2nxS2+n
2x2S1 = nx(1−x+nx)−2nx·nx+n2x2 = nx(1−x+nx−2nx+nx) = nx(1−x).

Îòæå, ìè âñòàíîâèëè, ùî

S =
n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k = nx(1− x). (1.5)

Äàëi çàóâàæèìî, ùî

x(1− x) = x− x2 = 1
4
− (x2 − 2x · 1

2
+ 1

4
) = 1

4
− (x− 1

2
)2 ≤ 1

4
.

Ìè äîâåëè íàñòóïíó íåðiâíiñòü

S =
n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k ≤ n

4
. (1.6)

Òåïåð ìè ãîòîâi äîâåñòè íàñòóïíó îñíîâíó ëåìó.
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Ëåìà 1.1. Íåõàé x ∈ [0; 1], δ > 0 i n ∈ N. Òîäi

Sn(x, δ) =
∑∣∣ k
n
−x
∣∣≥δC

k
nx

k(1− x)n−k ≤ 1
4nδ2

,

äå ñóìóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ïî âñiõ k = 0, 1, . . . , n ç
∣∣ k
n
− x
∣∣ ≥ δ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî

| k
n
− x| ≥ δ ⇔ ( k

n
− x)2 ≥ δ2 ⇔ (k − nx)2 ≥ n2δ2 ⇔ 1 ≤ (k−nx)2

n2δ2
.

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (1.6), ìàòèìåìî:

Sn(x, δ) =
∑

| k
n
−x|≥δ

1 · Ck
nx

k(1− x)n−k ≤
∑

| k
n
−x|≥δ

(k−nx)2
n2δ2

· Ck
nx

k(1− x)n−k ≤

≤ 1
n2δ2

∑
| k
n
−x|≥δ

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k ≤ 1
n2δ2

n∑
k=0

(k − nx)2Ck
nx

k(1− x)n−k ≤ 1
n2δ2

· n
4
= 1

4nδ2
,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

3 Ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà i òåîðåìà Áåðíøòåéíà

Äëÿ ôóíêöi¨ f : [0; 1] → R i íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí

Bnf(x) =
n∑
k=0

f
(
k
n

)
Ck
nx

k(1− x)n−k,

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ n-èì ìíîãî÷ëåíîì Áåðíøòåéíà.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn : X → R ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨

f : X → R íà ìíîæèíi X (ïîçíà÷à¹ìî fn
−→−→ f íà X), ÿêùî

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N
∣∣∣ |fn(x)− f(x)| < ε.

Ñèìâîëîì C(X) ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X → R. ßêùî X = [a; b],

òî ïèñàòèìåìî C[a; b] çàìiñòü C
(
[a; b]

)
.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìè íàçèâàòèìåìî òåîðåìîþ Áåðíøòåéíà, âñòàíîâèâ õàð-

êiâñüêèé ìàòåìàòèê Ñ. Í. Áåðíøòåéí ó 1912 ðîöi.

Òåîðåìà 1.2 (Áåðíøòåéí). Íåõàé f ∈ C[0; 1]. Òîäi Bnf
−→−→ f íà [0; 1].
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà ëåìîþ Ãåéíå-Áîðåëÿ âiäðiçîê [0; 1] ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì, òî,

çà òåîðåìîþ 1.1, ôóíêöiÿ f ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i äëÿ íüîãî çíà-

éäåìî δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, x′ ∈ [0; 1] ç íåðiâíîñòi |x − x′| < δ âèïëèâà¹, ùî

|f(x)− f(x′)| < ε
2
. Ç ôîðìóëè (1.1) ìà¹ìî, ùî f(x) =

n∑
k=0

f(x)Ck
nx

k(1− x)n−k. Òîìó

|f(x)− Bnf(x)| =
∣∣∣ n∑
k=0

f(x)Ck
nx

k(1− x)n−k −
n∑
k=0

f
(
k
n

)
Ck
nx

k(1− x)n−k
∣∣∣ ≤

≤
n∑
k=0

Ck
n

∣∣f(x)− f
(
k
n

)∣∣xk(1− x)n−1 = Σ1 + Σ2,

äå

Σ1 =
∑

| k
n
−x|<δ

Ck
n

∣∣f(x)− f
(
k
n

)∣∣xk(1− x)n−1 i Σ2 =
∑

| k
n
−x|≥δ

Ck
n

∣∣f(x)− f
(
k
n

)∣∣xk(1− x)n−1.

Çà âèáîðîì δ, ç íåðiâíîñòi | k
n
− x| < δ âèïëèâà¹, ùî |f(x) − f( k

n
)| < ε

2
, à òîìó, âèêîðèñòî-

âóþ÷è (1.1), ìàòèìåìî:

Σ1 ≤ ε
2

∑
| k
n
−x|<δ

Ck
nx

k(1− x)n−k ≤ ε
2

n∑
k=0

Ck
nx

k(1− x)n−k = ε
2
S1 =

ε
2
.

Ïðèñòóïèìî äî îöiíêè äðóãî¨ ñóìè Σ2. Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî îáìåæåíiñòü

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó, iñíó¹ òàêå ÷èñëî M > 0, ùî |f(x)| ≤M íà [0; 1]. â òàêîìó

ðàçi

|f( k
n
)− f(x)| ≤ |f( k

n
)|+ |f(x)| ≤M +M = 2M,

îòæå, çà ëåìîþ 1.1, ìàòèìåìî:

Σ2 ≤ 2M
∑

| k
n
−x|≥δ

Ck
nx

k(1− x)n−k = 2M · Sn(x, δ) ≤ 2M · 1
4nδ2

= M
2nδ2

äëÿ âñiõ x ∈ [0; 1]. Îñêiëüêè γn = M
2nδ2

→ 0 ïðè n→ ∞, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , äëÿ ÿêîãî

γn <
ε
2
ïðè n ≥ N . Â òàêîìó ðàçi Σ2 ≤ γn <

ε
2
, à òîìó

|f(x)− Bnf(x)| ≤ Σ1 + Σ2 <
ε
2
+ ε

2
= ε

ïðè n ≥ N i x ∈ [0; 1]. Îòæå, Bnf
−→−→ f íà [0; 1].
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4 Ïåðøà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ

Ê. Âåé¹ðøòðàññ ó 1887 ðîöi çà äîïîìîãîþ ñèíãóëÿðíèõ iíòåãðàëiâ âñòàíîâèâ òåîðåìó ïðî

ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié àëãåáðà¨÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ÿêó ìè íàçâå-

ìî ïåðøîþ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ. Âîíà ëåãêî âèâîäèòüñÿ ç ïiçíiøî¨

òåîðåìè Áåðíøòåéíà, ùî ìè òóò i çðîáèìî íàâiòü â óòî÷íåíié âåðñi¨.

Òåîðåìà 1.3 (Âåé¹ðøòðàññ). Íåõàé a < b i f ∈ C[a; b]. Òîäi äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ

fn(x) =
1

(b−a)n

n∑
k=0

f
(
a+ k

n
(b− a)

)
Ck
n(x− a)k(b− x)n−k

âèêîíó¹òüñÿ, ùî fn
−→−→ f íà [a; b].

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó ôóíêöiþ x = l(t) = a + t(b − a) i îáåðíåíó äî íå¨

t = l−1(x) = x−a
b−a . Çðîçóìiëî, ùî l

(
[0; 1]

)
= [a; b]. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g = f ◦ l. Çðîçóìi-

ëî, g ∈ C[0; 1]. Îòæå, çà òåîðåìîþ 1.1, ìàòèìåìî, ùî äëÿ ôóíêöié gn = Bng âèêîíó¹òüñÿ

gn
−→−→ g íà [0; 1]. Ïîêëàäåìî fn = gn ◦ l−1. Àëå g ◦ l−1 = f ◦ l ◦ g−1 = f i l−1

(
[0; 1]

)
= [a; b].

Îòæå, fn = gn ◦ l−1 −→−→ g ◦ l−1 = f íà [a; b]. Êðiì òîãî, îñêiëüêè g
(
k
n

)
= f

(
a+ k

n
(b− a)

)
, òî

fn(x) = gn
(
x−a
b−a

)
=

n∑
k=0

g
(
k
n

)(
x−a
b−a

)k(
1− x−a

b−a

)n−k
= 1

(b−a)n

n∑
k=0

f
(
a+ k

n
(b−a)

)
Ck
n(x−a)k(b−x)n−k,

ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Ëåêöiÿ �2

Ïåðøà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ

ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

1 Ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà äëÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

Äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè X i ÷èñëà s ∈ N ïîçíà÷àòèìåìî s-èé ñòåïiíü X ñèìâîëîì

Xs =
{
x = (x1, x2, . . . , xs) : x1, x2, . . . , xs ∈ X

}
. Òàê, [0; 1]s � öå s-âèìiðíèé êóá. ßêùî s = 1,

òî [0; 1]1 = [0; 1] � öå çâè÷àéíèé îäèíè÷íèé âiäðiçîê. Ó âèïàäêó s = 2, [0; 1]2 � öå îäèíè÷íèé

êâàäðàò. Ïîçíà÷àòèìåìî N0 = N∪{0}. Åëåìåíòè n = (ni)
s
i=1 = (n1, n2, . . . , ns) ∈ Ns

0 íàçèâà-

òèìåìî ìóëüòèiíäåêñàìè. Äëÿ âåêòîðiâ (÷è ìóëüòèiíäåêñiâ) x = (xi)
s
i=1 òà y = (yi)

s
i=1 ∈ Rs

çàïèñ x ≤ y (÷è, âiäïîâiäíî, x < y) îçíà÷à¹, ùî xi ≤ yi (÷è, âiäïîâiäíî, xi < yi) äëÿ

äîâiëüíîãî i = 1, 2, . . . , s. Êðiì òîãî, ìè îòîòîæíþâàòèìåìî 0 = (0, 0, . . . , 0), ÿêùî öå íå

âèêëèêàòèìå íåïîðîçóìiíü. Äëÿ íîìåðà m ∈ N ïîçíà÷àòèìåìî

Km =
{
0, 1, . . . ,m

}
Äàëi äëÿ ìóëüòèiíäåêñà n = (ni)

s
i=1 ∈ Ns

0 ïîçíà÷àòèìåìî

Kn = Kn1,n2,...,ns =
{
k ∈ Ns

0 : 0 ≤ k ≤ n
}
=

s∏
i=1

Kni
.

Çîêðåìà, ÿêùî ni = m äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, . . . , s, òî

Kn = Km,m, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
s ðàç

= Ks
m.

Êðiì òîãî, äëÿ âåêòîðiâ a = (ai)
s
i=1, b = (bi)

s
i=1 ∈ Rs òàêèõ, ùî a ≤ b, ïîçíà÷àòèìåìî

P [a; b] =
{
x ∈ Rs : a ≤ x ≤ b

}
=

s∏
i=1

[ai; bi].

Òàêèì ÷èíîì, Kn = Ns
0 ∩ P [0;n] äëÿ ìóëüòèiíäåêñà n ∈ Ns

0.

Äàëi äëÿ âåêòîðiâ x, y ∈ Rs, êðiì çâè÷àéíèõ ïîêîîðäèíàòíèõ ëiíiéíèõ îïåðàöié äîäà-

âàííÿ âiäíiìàííÿ i ìíîæåííÿ íà ÷èñëî, ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêîæ îïåðàöi¨ ïîêîîð-

äèíàòíîãî ìíîæåííÿ, äiëåííÿ i ñêàëÿðíîãî ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xs + ys), x− y = (x1 − y1, x2 − y2, . . . , xs − ys),

xy = (x1y1, x2y2, . . . , xsys),
x
y
= (x1

y1
, x2
y2
, . . . , xs

ys
), xy = xy11 x

y2
2 . . . xyss .
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Ïðè öüîìó äîïóñêà¹ìî, ùî çàìiñòü îäíîãî ç âåêòîðiâ x ÷è y íàïèñàíî çâè÷àéíå ÷èñëî. Â

òàêîìó ðàçi öi îïåðàöi¨ ðîçóìi¹ìî îòîòîæíþþ÷è x = (x, x, . . . , x) ÷è y = (y, y, . . . , y). Ñêà-

æiìî, xm = xm1 x
m
2 . . . x

m
s äëÿ m ∈ N, ÷è 1−x = (1−x1, 1−x2, . . . 1−xs). Äëÿ ìóëüòèiíäåêñiâ

k = (ki)
s
i=1, n = (ni)

s
i=1 ∈ Ns òàêèõ, ùî k ≤ n, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Ck
n = Ck1

n1
Ck2
n2
. . . Cks

ns

Âèçíà÷èìî òàêîæ ôóíêöi¨ φn,k : Rs → R òàêèì ïðàâèëîì:

φn,k(x) = Ck
nx

k(1− x)n−k =
s∏
i=1

Cki
ni
xkii (1− xi)

ni−ki , äëÿ x = (xi)
s
i=1 ∈ Rs.

Äëÿ ôóíêöi¨ f : [0; 1]s i ìóëüòèiíäåêñà n = (n1, n2, . . . , ns) ∈ Ns ïîêëàäåìî

Bnf(x) =
∑
k∈Kn

f
(
k
n

)
φn,k(x), äëÿ x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rs.

Àáî, äåòàëüíiøå,

Bnf(x) = Bn1,n2,...,ns(x1, x2, . . . , xs) =
∑
k∈Kn

f
(
k
n

)
Ck
nx

k(1− x)n−k =

=

n1∑
k1=0

n2∑
k2=0

· · ·
ns∑
ks=0

f
(
k1
n1
, k2
n2
, . . . , ks

ns

) s∏
i=1

Cki
ni
xkii (1− xi)

ni−ki =

=

n1∑
k1=0

n2∑
k2=0

· · ·
ns∑
ks=0

f
(
k1
n1
, k2
n2
,..., ks

ns

)
Ck1
n1
Ck2
n2
...Cks

ns
xk11 x

k2
2 ...x

ks
s (1−x1)n1−k1(1−x2)n2−k2 ...(1−xs)ns−ks .

Ìíîãî÷ëåí Bnf(x) = Bn1,n2,...,ns(x1, x2, . . . , xs) âiä s çìiííèõ íàçèâàòèìåìî ìíîãî÷ëåíîì

Áåðíøòåéíà, ùî âiäïîâiäà¹ ìóëüòèiíäåêñó n.

Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî íàñòóïíó òîòîæíiñòü, ÿêà óçàãàëüíþ¹ (1.1) ç ëåêöi¨ 1.

Ëåìà 2.1. Äëÿ äîâiëüíèõ s ∈ N, n ∈ Ns òà x ∈ Rs âèêîíó¹òüñÿ, ùî∑
k∈Kn

φn,k(x) = 1.

Òîáòî Bn1 = 1.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è äèñòðèáóòèâíiñòü i ðiâíiñòü (1.1), ìàòèìåìî:

∑
k∈Kn

φn,k(x) =

n1∑
k1=0

n2∑
k2=0

· · ·
ns∑
ks=0

s∏
i=1

Cki
ni
xkii (1− xi)

ni−ki =
s∏
i=1

ni∑
ki=0

Cki
ni
xkii (1− xi)

ni−ki = 1.
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2 Òåîðåìà Áåðíøòåéíà äëÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

Äëÿ âåêòîðà x = (x1, x2, . . . , x2) ÷èñëî |x| = max
i=1,...,s

|xi| íàçèâà¹ìî éîãî ìàêñèìóì-íîðìîþ.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìè íàçèâà¹ìî òåîðåìîþ Áåðíøòåéíà äëÿ ôóíêöié áàãàòüîõ

çìiííèõ, óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 1.2.

Òåîðåìà 2.1 (Áåðíøòåéí). Íåõàé s ∈ C[0; 1]s. Òîäi

Bnf(x) = Bn1,n2,...,nsf(x)
−→−→ f(x) íà [0; 1]s

ïðè n1 → ∞, n2 → ∞, . . . , ns → ∞.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìíîæèíà [0; 1]s êîìïàêòíà, òî çà òåîðåìîþ 1.1, ôóíêöiÿ f ¹ ðiâíî-

ìiðíî íåïåðåðâíà. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i âèáåðåìî δ > 0 òàêå, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, x′ ∈ [0; 1]s

ç |x− x′| < δ âèïëèâà¹, ùî |f(x)− f(x′)| < ε
2
. Çà ëåìîþ 2.1, ìà¹ìî f(x) =

∑
k∈Kn

f(x)φn,k(x)

i 0 ≤ φn,k(x) ≤ 1 äëÿ x ∈ [0; 1]s. Â òàêîìó ðàçi

|f(x)−Bnf(x)| =
∣∣∣ ∑
k∈Kn

f(x)φn,k(x)−
∑
k∈Kn

f
(
k
n

)
φn,k(x)

∣∣∣ ≤ ∑
k∈Kn

∣∣f(x)−f( k
n

)∣∣φn,k(x) = Σ1+Σ2,

äå

Σ1 =
∑∣∣ k
n
−x
∣∣<δ
∣∣f(x)− f

(
k
n

)∣∣φn,k(x) i Σ2 =
∑∣∣ k
n
−x
∣∣≥δ
∣∣f(x)− f

(
k
n

)∣∣φn,k(x).
Ç ëåìè 2.1 íà îñíîâi âèáîðó δ ìàòèìåìî, ùî

Σ1 ≤ ε
2

∑∣∣ k
n
−x
∣∣<δφn,k(x) ≤

ε
2

∑
k∈Kn

φn,k(x) =
ε
2
.

Ïåðåéäåìî äî îöiíêè Σ2. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà íà êîìïàêòíié ìíîæèíi

[0; 1]s, òî çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà, âîíà áóäå îáìåæåíîþ. Îòæå, iñíó¹ M > 0 òàêå,

ùî |f(x)| ≤ M íà [0; 1]k. Äàëi çàóâàæèìî, ùî íåðiâíiñòü
∣∣ k
n
− x

∣∣ = max
i=1,...,s

∣∣ ki
ni

− xi
∣∣ ≥ δ

ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî iñíó¹ i = 1, 2, . . . , s äëÿ ÿêîãî
∣∣ ki
ni

− xi
∣∣ ≥ δ. Êðiì òîãî, φn,k(x) ≥ 0 i∣∣f(x)− f

(
k
n

)∣∣ ≤ 2M . Òîìó

Σ2 ≤ 2M
∑∣∣ k
n
−x
∣∣≥δφn,k(x) ≤

s∑
i=1

∑∣∣ ki
ni

−xi
∣∣≥δφn,k(x).

Çàóâàæèìî, ùî ç (1.1) âèïëèâà¹, ùî 0 ≤ C
kj
njxi(1 − xj)

nj−kj ≤ 1 ïðè 0 ≤ xj ≤ 1 òà

j = 1, 2, . . . , s. Òîìó çà ëåìîþ 1.1, äëÿ äîâiëüíîãî i = 1, 2, . . . s âèêîíó¹òüñÿ, ùî∑∣∣ ki
ni

−xi
∣∣≥δφn,k(x) =

∑∣∣ ki
ni

−xi
∣∣≥δC

ki
ni
xi(1− xi)

ni−ki
∏
j ̸=i

Ckj
nj
xj(1− xj)

ni−kj ≤
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≤
∑∣∣ ki

ni
−xi
∣∣≥δC

ki
ni
xi(1− xi)

ni−ki = Sni
(xi, δ) ≤ 1

4niδ2
.

Òîìó

Σ2 ≤ 2M
s∑
i=1

1
4niδ2

= M
2δ2

(
1
n1

+ 1
n2

+ · · ·+ 1
ns

)
= An.

Îñêiëüêè An → 0 ïðè n1, n2, . . . , ns → ∞, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî An < ε
2
ïðè

n1, n2, . . . , ns ≥ N . Òîäi äëÿ òàêèõ n = (n1, n2, . . . , ns) i äîâiëüíîãî x ∈ [0; 1]s âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

|f(x)− Bnf(x)| ≤ Σ1 + Σ2 <
ε
2
+ ε

2
= ε.

Îòæå, Bnf
−→−→ f íà [0; 1]s.

3 Ïåðøà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ïåðøî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ ôóíêöié áàãà-

òüîõ çìiííèõ íà s-âèìiðíîìó ïàðàëåëåïiïåäi.

Òåîðåìà 2.2 (Âåé¹ðøòðàññ). Íåõàé a, b ∈ Rs òàêi, øî a < b, P = P [a; b] i f ∈ C(P ). Òîäi

äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ

fn(x) =
1

(b−a)n
∑
k∈Ks

n

f
(
a+ k

n
(b− a)

)
Ck
n(x− a)k(b− x)n−k, n ∈ N, x ∈ Rs,

âèêîíó¹òüñÿ, ùî fn
−→−→ f íà P .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó çàìiíó x = l(t) = a+t(b−a), t ∈ [0; 1]s, i îáåðíåíó ôóíêöiþ

t = x−a
b−a , x ∈ P (òóò ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âåêòîðíi îïåðàöi¨, ââåäåíi íà ïî÷àòêó ëåêöi¨).

Çðîçóìiëî, ùî l : [0; 1]s → P i l−1 : P → [0; 1]s ¹ ëiíiéíèìè (íåîäíîðiäíèìè) ái¹êöiÿìè.

Ïîêëàäåìî g = f ◦ l. Òîäi g ∈ C[0; 1]s. Îòæå, çà òåîðåìîþ 2.1, äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíøòåéíà

gn = Bn,n,...,ng, n ∈ N, âèêîíó¹òüñÿ, ùî gn(t) −→−→ g(t) ïðè t ∈ T . Çðîáèâøè îáåðíåíó çàìiíó

t = l−1(x), îòðèìà¹ìî ìíîãî÷ëåíè fn = gn ◦ l−1, ïðè÷îìó

fn = gn ◦ l−1 −→−→ g ◦ l−1 = f ◦ l ◦ l−1 = f íà P.

Êðiì òîãî, äëÿ x = l(t) ∈ P ìàòèìåìî, ùî t = l−1(x) = x−a
b−a , i òîìó

fn(x) = gn
(
l−1(x)

)
= gn(t) =

∑
k∈Ks

n

g
(
k
n

)
Ck
nt
k(1− t)n−k =

∑
k∈Ks

n

f
(
l
(
k
n

))
Ck
nt
k(1− t)n−k =

=
∑
k∈Ks

n

f
(
l
(
k
n

))
Ck
n

(
x−a
b−a

)k(
1− x−a

b−a

)n−k
= 1

(b−a)n
∑
k∈Ks

n

f
(
l
(
k
n

))
Ck
n

(
x− a)k

(
b− x)n−k,

i çàëèøèëîñü ïiäñòàâèòè l
(
k
n

)
= a+ k

n
(b− a).
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Òåïåð ìè ëåãêî ìîæåìî äîâåñòè ïåðøó òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ äëÿ

êîìïàêòíèõ ïiäìíîæèí Rs.

Òåîðåìà 2.3 (Âåé¹ðøòðàññ). Íåõàé s ∈ N, X � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà Rs i f ∈ C(X).

Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ fn : Rs → R òàêà, ùî fn
−→−→ f íà X.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êîìïàêòíà ìíîæèíà X çàìêíåíà i îáìåæåíà â X. Òîìó X ⊆ P

äëÿ äåÿêîãî ïàðàëåëåïiïåäà P = P [a; b], äå a, b ∈ Rs i a < b. Îñêiëüêè P ¹ íîðìàëüíèì

ïðîñòîðîì, àäæå âií ìåòðèçîâíèé, i êîìïàêòíà ìíîæèíà X çàìêíåíà â P , òî çà òåîðåìîþ

Òiòöå-Óðèñîíà [4, 2.1.6] iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f̃ : P → R òàêà, ùî f̃(x) = f(x) íà X.

Äàëi çà òåîðåìîþ 2.2 iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ fn : R→R òàêà, ùî fn
−→−→ f̃ íà P .

Òîäi, îñêiëüêè X ⊆ P , òî fn(x)
−→−→ f̃(x) = f(x) äëÿ x ∈ X.
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Ëåêöiÿ �3

Òðèãîíîìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè i äðóãà òåîðåìà

Âåé¹ðøòðàññà

1 Íîðìîâàíi àëãåáðè òà ¨õ ïiäàëãåáðè

Íàãàäà¹ìî, ùî àëãåáðîþ íàä ïîëåì K äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçèâà¹òüñÿ âåêòîð-

íèé ïðîñòið íàä ïîëåì K, íà ÿêîìó çàäàíà îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ X2 3 (x, y) 7→ xy ∈ X, ÿêà

äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ X i λ ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A1)�(A4) (äèâ. íèæ÷å). ßêùî ìíîæå-

ííÿ êîìóòàòèâíå, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü (A5) äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X, òî àëãåáðà

íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíîþ. Îäèíèöåþ àëãåáðè íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ¨¨ åëåìåíò 1 ∈ X, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ (A6). Ïàðà
(
X, ‖ · ‖

)
íàçèâà¹òüñÿ íîðìîâàíîþ àëãåáðîþ,

ÿêùî ‖ · ‖ ¹ íîðìîþ íà àëãåáði X, ïðè÷îìó äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X âèêîíó¹òüñÿ (A7). ßêùî

äî òîãî æ âîíà ïîâíà âiäíîñíî ñâî¹¨ íîðìè, òî êàæóòü, ùî X � 4áàíàõîâà àëãåáðà.

(A1) (xy)z = x(yz); (A2) (x+ y)z = xz + yz; (A3) x(y + z) = xy + xz;

(A4) λ(xy) = (λx)y = x(λy); (A5) xy = yx; (A6) x1 = 1x = x;

(A7) ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖

Ïiäìíîæèíà A àëãåáðè X íàçèâà¹òüñÿ ïiäàëãåáðîþ, ÿêùî A ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì òà-

êèì, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ A âèêîíó¹òüñÿ, ùî xy ∈ A.

Â íàñòóïíèõ ïðèêëàäàõ îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì K = R. Çâiñíî, ùî ïîëå R ìîæíà çàìi-

íèòè íà C.

Ïðèêëàä 3.1. Íåõàé K � êîìïàêòíèé ïðîñòið i C(K) � âåêòîðíèé ïðîñòið íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié f : K → R ç ïîòî÷êîâèì ìíîæåííÿì fg(t) = f(t)g(t), t ∈ K i ìàêñèìóì-íîðìîþ

‖f‖ = max
t∈K

|f(t)|. Òîäi C(K) ¹ êîìóòàòèâíîþ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ íàä ïîëåì R ç îäèíèöåþ

1(t) = 1, t ∈ K.

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé C = C(R) � âåêòîðíèé ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : R → R

ç ïîòî÷êîâèì ìíîæåííÿì. Òîäi A ¹ êîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ 1(t) = 1.

Ïðèêëàä 3.3. Ñóêóïíiñòü P óñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ïîëiíîìiâ íà R ¹ ïiäàëãåáðîþ C.

Ïðèêëàä 3.4. Ñóêóïíiñòü C2π óñiõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöiÿ f ∈ C ¹ ïiäàëãåáðîþ C. ßêùî

çàäàòè íîðìó ‖f‖ = max
t∈R

, òî C2π ñòà¹ êîìóòàòèâíîþ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ.
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Ïðèêëàä 3.5. Íåõàé X � íîðìîâàíèé ïðîñòið, L(X) � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïå-

ðàòîðiâ A : X → X ç íîðìîþ ‖A‖ = sup
∥x∥≤1

‖Ax‖. Òîäi L(X) ¹ íîðìîâàíîþ àëãåáðîþ (âçàãàëi

êàæó÷è, íåêîìóòàòèâíîþ) ç îäèíèöåþ Ix = x, x ∈ X. ßêùî X � áàíàõiâ ïðîñòið, òî L(X)

¹ áàíàõîâîþ àëãåáðîþ.

2 Òðèãîíîìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè

Òðèãîíîìåòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ f : R → R âèãëÿäó

f(x) = a0 +
n∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
,

äå n ∈ N0 i ak, bk ∈ R. Ñóêóïíiñòü óñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ïîçíà÷àòèìåìî

ñèìâîëîì T . Çðîçóìiëî, ùî T ⊆ C.

Çàðàç ìè âñòàíîâèìî äåÿêi âëàñòèâîñòi ñóêóïíîñòi T .

Òâåðäæåííÿ 3.1. Ñóêóïíiñòü T óñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà R ìà¹ òàêi âëà-

ñòèâîñòi:

10 T ¹ ïiäàëãåáðîþ àëãåáðè C2π;

20 ÿêùî f ¹ àëãåáðà¨÷íèì ìíîãî÷ëåíîì i g(x) = f(cos x) òà h(x) = f(sin x) äëÿ x ∈ R,

òî g, h ∈ T ;

30 ÿêùî f ∈ T i g(x) = f
(
x+ π

2

)
òà h(x) = f

(
x− π

2

)
äëÿ x ∈ R, òî g, h ∈ T .

Äîâåäåííÿ. 10. Íåõàé f, g ∈ T i λ ∈ R. Òîäi, äîïîâíþþ÷è ïðè ïîòðåái ñóìè äîäàíêàìè ç

íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìàòèìåìî, ùî

f(x) =
n∑
k=0

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
, g(x) =

n∑
k=0

(
ck cos kx+ dk sin kx

)
.

Ó òàêîìó ðàçi

λf(x) =
n∑
k=0

(
λak cos kx+ λbk sin kx

)
,

f(x) + g(x) = f(x) =
n∑
k=0

(
(ak + ck) cos kx+ (bk + dk) sin kx

)
,

à îòæå, λf ∈ T i f + g ∈ T .

Äëÿ ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòi fg ∈ T ïðèãàäà¹ìî òàêi òðèãîíîìåòðè÷íi ôîðìóëè:

cosα cos β = 1
2

(
cos(α− β) + cos(α + β)

)
, sinα sin β = 1

2

(
cos(α− β)− cos(α + β)

)
,

cosα sin β = 1
2

(
sin(α + β)− sin(α− β)

)
, sinα cos β = 1

2

(
sin(α + β) + sin(α− β)

)
.

(3.1)
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Ïåðåìíîæàþ÷è ñóìè f òà g i âèêîðèñòîâóþ÷è (3.1), îäåðæèìî

f(x)g(x)=
n∑

k,j=1

(
akck cos kx cos kj+bkdk sin kx sin kj+akdk cos kx sin kj+bkck sin kx cos kj

)
=

= 1
2

n∑
k,j=1

(
akck

(
cos(k − j)x+ cos(k + j)x

)
+ bkdk

(
cos(k − j)x− cos(k + j)x

)
+

+akdk
(
sin(k+j)x−sin(k−j)x

)
+bkck

(
sin(k+j)x+sin(k−j)x

))
.

Ïåðåãðóïóâàâøè äîäàíêè îäåðæó¹ìî, ùî fg ∈ T .

20. Íåõàé f(x) =
n∑
k=0

akx
k. Òîäi

g(x) = f(cos x) =
n∑
k=0

ak cos
k x.

Àëå ç (i) âèïëèâà¹, ùî ôóíêöi¨ cosk x ¹ òðèãîíîìåòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ÿê äîáóòîê

cos x ñàìî¨ íà ñåáå. Òîìó g ∈ T , ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòiâ T . Àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî,

ùî h ∈ T .

30. Çà âiäîìèìè ôîðìóëàìè äîäàâàííÿ,

cos k
(
x± π

2

)
= cos kx cos kπ

2
∓ sin kx sin kπ

2
, sin k

(
x± π

2

)
= sin kx cos kπ

2
± cos kx sin kπ

2
.

Òîìó, çâîäÿ÷è ïîäiáíi â ôîðìóëàõ äëÿ âèðàçiâ g(x) òà h(x), îäåðæó¹ìî, ùî g, h ∈ T .

3 Çîáðàæåííÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi ñóìè ïàðíî¨ i íåïàðíî¨

Òâåðäæåííÿ 3.2. Êîæíó ôóíêöiþ f ∈ C2π ìîæíà îäíîçíà÷íî ïîäàòè ó âèãëÿäi f = p+q,

äå p ∈ C2π � ïàðíà ôóíêöiÿ, à q ∈ C2π � íåïàðíà ôóíêöiÿ.

Äîâåäåííÿ. �äèíiñòü. Íåõàé f = p + q, äå p ∈ C2π � ïàðíà ôóíêöiÿ, à q ∈ C2π � íåïàðíà

ôóíêöiÿ. Òîäi äëÿ x ∈ R ìàòèìåìî, ùî

f(x) + f(−x) = p(x) + q(x) + p(−x) + q(−x) = p(x) + q(x) + p(x)− q(x) = 2p(x),

f(x)− f(−x) = p(x) + q(x)− p(−x)− q(−x) = p(x) + q(x)− p(x) + q(x) = 2q(x).

Òàêèì ÷èíîì,

p(x) = 1
2

(
f(x) + f(−x)

)
, q(x) = 1

2

(
f(x)− f(−x)

)
äëÿ x ∈ R. (3.2)
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Iñíóâàííÿ. Âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ p, q : R → R ôîðìóëàìè (3.2). Çðîçóìiëî, ùî p òà q

íåïåðåðâíi. Îñêiëüêè f ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ, òî äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ, ùî

p(x+ 2π) = 1
2

(
f(x+ 2π) + f(−x− 2π)

)
= 1

2

(
f(x) + f(−x)

)
= p(x),

q(x+ 2π) = 1
2

(
f(x+ 2π)− f(−x− 2π)

)
= 1

2

(
f(x)− f(−x)

)
= q(x).

Îòæå, p, q ∈ C2π. Äàëi, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R

p(−x) = 1
2

(
f(−x) + f(−(−x))

)
= 1

2

(
f(−x) + f(x)

)
= 1

2

(
f(x) + f(−x)

)
= p(x),

q(−x) = 1
2

(
f(−x)− f(−(−x))

)
= 1

2

(
f(−x)− f(x)

)
= −1

2

(
f(x) + f(−x)

)
= −p(x),

à òîìó p ïàðíà i q íåïàðíà. Êðiì òîãî,

p(x) + q(x) = 1
2

(
f(x) + f(−x) + f(x)− f(−x)

)
= 1

2
· 2f(x) = f(x)

äëÿ x ∈ R.

4 Äðóãà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ

Ïî÷íåìî ç òðüîõ ëåì.

Ëåìà 3.1. Íåõàé p ∈ C2π � ïàðíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ

ìíîãî÷ëåíiâ pn ∈ T òàêà, ùî pn(x)
−→−→ p(x) íà R.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ φ : [−1; 1] → R, φ(t) = p(arccos t) äëÿ t ∈ [−1; 1]. Çà ïåð-

øîþ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà (òåîðåìà 1.3), iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

φn íà R òàêà, ùî φn
−→−→ φ íà [−1; 1]. Ïîêëàäåìî pn(x) = φ(cos x) äëÿ x ∈ R. Òîäi pn ∈ T ,

ïðè÷îìó ç ïàðíîñòi cos x âèïëèâà¹ ïàðíiñòü pn. Îñêiëüêè arccos (cos x) = x ïðè x ∈ [0; π] i

cos x ∈ [−1; 1], òî

pn(x) = φn(cos x)
−→−→ φ(cos x) = p

(
arccos (cos x)

)
= p(x), ïðè x ∈ [0; π].

Äàëi, çà ðàõóíîê ïàðíîñòi ôóíêöié p i pn ìàòèìåìî:

pn(x) = pn(−x) −→−→ p(−x) = p(x), ïðè x ∈ [−π; 0].

Òàêèì ÷èíîì, pn(x)
−→−→ p(x) íà [−π; π]. Òîäi, âðàõîâóþ÷è 2π-ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöié p i pn,

îäåðæèìî, ùî pn(x)
−→−→ p(x) íà R.
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Ëåìà 3.2. Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

gn ∈ T òàêà, ùî gn(x)
−→−→ f(x) sin2 x íà R.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, ñêîðèñòàâøèñü òâåðäæåííÿì 3.2, ïîäàìî f ó âèãëÿäi f = p + q,

äå p ∈ C2π � ïàðíà ôóíêöiÿ, à q ∈ C2π � íåïàðíà ôóíêöiÿ. Òîäi ôóíêöiÿ y = q(x) sin x áóäå

ïàðíîþ, ÿê äîáóòîê äâîõ íåïàðíèõ ôóíêöiÿ. Îòæå, çà ëåìîþ 3.1, iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ pn, qn ∈ T òàêi, ùî

pn(x)
−→−→ p(x), qn(x)

−→−→ q(x) sin x íà R.

Òîäi, îñêiëüêè | sin x| ≤ 1, òî

pn(x) sin
2 x −→−→ p(x) sin2 x, qn(x) sin x

−→−→ q(x) sin2 x íà R.

Ïîêëàäåìî gn(x) = pn(x) sin
2 x+ qn(x) sin x äëÿ x ∈ R. Çðîçóìiëî, ùî gn ∈ T . Êðiì òîãî,

gn(x) = pn(x) sin
2 x+ qn(x) sin x

−→−→ p(x) sin2 x+ q(x) sin2 x =
(
p(x) + q(x)

)
sin2 x = f(x) sin2 x

äëÿ x ∈ R.

Ëåìà 3.3. Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ

hn ∈ T òàêà, ùî hn(x)
−→−→ f(x) cos2 x íà R.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f̃ ∈ C2π, f̃(t) = f(t+π
2
) äëÿ t ∈ R. Òîäi, çà ëåìîþ 3.2, iñíó¹

ïîñëiäîâíiñòü g̃n ∈ T òàêà, ùî g̃n(t)
−→−→ f̃(t) sin2 t. Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöi¨ hn(x) = g̃n

(
x− π

2

)
áóäóòü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè, ïðè÷îìó

hn(x) = g̃n
(
x− π

2

) −→−→ f̃
(
x− π

2

)
sin2

(
x− π

2

)
= f(x) cos2 x.

äëÿ x ∈ R.

Òåïåð ìè ëåãêî ìîæåìî äîâåñòè äðóãó òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ.

Òåîðåìà 3.1 (Âåé¹ðøòðàññ). Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ

ìíîãî÷ëåíiâ fn ∈ T òàêà, ùî fn(x)
−→−→ f(x) íà R.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè ëåìè 3.2 i 3.3, çíàéäåìî ïîñëiäîâíîñòi òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíî-

ãî÷ëåíiâ gn i hn òàêi, ùî

gn(x)
−→−→ f(x) sin2 x i hn(x)

−→−→ f(x) cos2 x äëÿ x ∈ R.

Ïîêëàäåìî fn = gn + hn. Çðîçóìiëî, ùî fn ∈ T , ïðè÷îìó

fn(x) = gn(x) + hn(x)
−→−→ f(x) sin2 x+ f(x) cos2 x = f(x)

(
sin2 x+ cos2 x

)
= f(x),

äëÿ x ∈ R.
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Ëåêöiÿ �4

Ìíîãî÷ëåíè Ôåé¹ðà òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

1 Ðÿäè Ôóð'¹, ¨õíi ÷àñòèííi ñóìè i ÿäðî Äiðiõëå

Íåõàé f : R → R � 2π-ïåðiîäè÷íà iíòåãðîâíà íà [−π; π] ôóíêöiÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ÷èñëà

a0 =
1

π

π∫
−π

f(u)du, an =
1

π

π∫
−π

f(u) cosnu du, bn =
1

π

π∫
−π

f(u) sinnu du, n ∈ N, (4.1)

íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f , à ðÿä

a0
2
+

∞∑
k=1

(
an cosnx+ bn sinnx

)
íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ ôóíêöi¨ f . Ñóìè

Sn(x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
, n ∈ N0, (4.2)

¹ ÷àñòèííèìè ñóìàìè ðÿäó Ôóð'¹ äëÿ ôóíêöi¨ f .

Ùîá çàïèñàòè Sn(x) â çðó÷íîìó âèãëÿäi, çíàéäåìî äëÿ α ∈ R ñóìó

A = 1
2
+

n∑
k=1

cos 2kα.

Äîìíîæèâøè öþ ðiâíiñòü íà 2 sinα i âðàõîâóþ÷è, ùî 2 sin x cos y = sin(x+ y)− sin(x− y),

ìàòèìåìî:

2A sinα = sinα +
n∑
k=1

2 cos 2kα sinα = sinα +
n∑
k=1

(
sin(2k + 1)α− sin(2k − 1)α

)
=

= sinα+(sin 3α−sinα)+(sin 5α−sin 3α)+ · · ·+
(
sin(2n+1)α−sin(2n−1)α

)
= sin(2n+1)α.

Îòæå,

A = 1
2
+

n∑
k=1

cos 2kα =
sin(2n+ 1)α

2 sinα
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè α = t
2
äëÿ t ∈ R, îäåðæèìî ôóíêöiþ

Dn(t) =
1
2
+

n∑
k=1

cos kt =
sin(2n+ 1) t

2

2 sin t
2

, (4.3)

ÿêó íàçèâàòèìåìî ÿäðîì Äiðiõëå. Çðîçóìiëî, ùî Dn(t) ¹ òðèãîíîìåòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì.

Çîêðåìà, Dn(t) ¹ íåïåðåðâíîþ 2π-ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ.
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Çàôiêñó¹ìî x ∈ R i ïåðåòâîðèìî òåïåð ñóìó Sn(x) çà äîïîìîãîþ (4.1), (4.2) i (4.3).

Sn(x) =
a0
2
+

n∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
=

= 1
2π

π∫
−π

f(u)du+
n∑
k=1

(
cos kx · 1

π

π∫
−π

f(u) cos ku du+ bk sin kx · 1
π

π∫
−π

f(u) sin ku du
)
=

= 1
π

π∫
−π

f(u)
(

1
2
+

n∑
k=1

cos k(u− x)
)
du = 1

π

π∫
−π

f(u)Dn(u− x)du.

Çðîáèâøè çàìiíó çìiííî¨ t = u − x, u = x + t, dt = du, t(−π) = −π − x, t(π) = π − x

ìàòèìåìî, ùî

Sn(x) =
1
π

π−x∫
−π−x

f(x+ t)Dn(t)dt =
1
π

π∫
−π

f(x+ t)Dn(t)dt,

àäæå, ÿê âiäîìî, äëÿ äîâiëüíî¨ 2π-ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨, à çîêðåìà äëÿ φ(t) = f(x+ t)Dn(t),

iíòåãðàë
a+2π∫
a

φ(t)dt íå çàëåæèòü âiä a.

Îòæå, ìè âñòàíîâèëè, ùî

Sn(x) =
1
π

π∫
−π

f(x+ t)Dn(t)dt, , x ∈ R, n ∈ N0. (4.4)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ f = 1 ìàòèìåìî, ùî a0 = 2 i an = bn = 0 äëÿ n ∈ N. À òîìó Sn(x) = 1

äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N0 i x ∈ R. Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â (4.4), îäåðæèìî:

1
π

π∫
−π

Dn(t)dt = 1, , x ∈ R, n ∈ N0. (4.5)

2 Ñåðåäíi àðèôìåòè÷íi ÷àñòèííèõ ñóì ðÿäiâ Ôóð'¹ i ÿäðî Ôåé¹ðà

Â öüîìó ïóíêòi ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ ç ïîïåðåäíüîãî. Äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N

i x ∈ R ïîêëàäåìî

Tn(x) =
1
n

n−1∑
k=0

Sk(x),

òîáòî, òðèãîíîìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí Tn(x) ¹ ñåðåäíiì àðèôìåòè÷íèì n ïåðøèõ ÷àñòèííèõ

ñóì S0(x), S1(x),. . . ,Sn−1(x). Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.4), ïåðåòâîðþ¹ìî

Tn(x) =
1
n

n−1∑
k=0

Sk(x) =
1
n

n−1∑
k=0

1
π

π∫
−π

f(x+ t)Dk(t)dt =
1
π

π∫
−π

f(x+ t)
(

1
n

n−1∑
k=0

Dk(t)
)
dt.
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Òðèãîíîìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí, ÿêèé ç óðàõóâàííÿì (4.3) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

Φn(t) =
1
n

n−1∑
k=0

Dk(t) =
1

2n sin t
2

n−1∑
k=0

sin(2k + 1) t
2
, (4.6)

íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì Ôåé¹ðà. Òàêèì ÷èíîì,

Tn(x) =
1
n

n−1∑
k=0

Sk(x) =
1
π

π∫
−π

f(x+ t)Φn(t)dt, x ∈ R, n ∈ N. (4.7)

Äëÿ ïåðåòâîðåííÿ ÿäðà Ôåé¹ðà çàéìåìîñÿ ñïî÷àòêó îá÷èñëåííÿì ñóìè

B =
n−1∑
k=0

sin(2k + 1)α

äëÿ α ∈ R. Îñêiëüêè 2 sin x sin y = cos(x − y) − cos(x + y), òî, äîìíîæóþ÷è öþ ñóìó íà

2 sinα, ìàòèìåìî:

2B sinα =
n−1∑
k=0

2 sin(2k + 1)α sinα =
n−1∑
k=0

(
cos 2kα− cos(2k + 2)α

)
=

=
(
1− cos 2α

)
+
(
cos 2α− cos 4α

)
+ · · ·+

(
cos(2n− 2)α− cos 2nα

)
= 1− cos 2nα = 2 sin2 nα,

àäæå 1− cos 2x = 2 sin2 x. Îòæå,

B =
n−1∑
k=0

sin(2k + 1)α =
sin2 nα

sinα
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ B ç α = t
2
ó (4.6), îòðèìà¹ìî:

Φn(t) =
1
n

n−1∑
k=0

Dn(t) =
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

. (4.8)

ßê ìè çàóâàæóâàëè ðàíiøå, äëÿ ôóíêöi¨ f = 1 âèêîíó¹òüñÿ, ùî Sk(x) = 1 äëÿ êîæíîãî

k ∈ N0, à òîìó Tn(x) = 1 äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N. Ïiäñòàâëÿþ÷è öå â (4.7), îäåðæèìî

1
π

π∫
−π

Φn(t)dt = 1, x ∈ R, n ∈ N. (4.9)

3 Ìíîãî÷ëåíè Ôåé¹ðà, îïåðàòîð Ôåé¹ðà i òåîðåìà Ôåé¹ðà

Íåõàé f ∈ C2π. Äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N i x ∈ R, âðàõîâóþ÷è (4.7), ïîêëàäåìî

Fnf(x) = Tn(x) =
1
π

π∫
−π

f(x+ t)Φn(t)dt. (4.10)

Òðèãîíîìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí Fnf(x) íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ôåé¹ðà, à âiäîáðàæåííÿ

Fn : C2π → T � îïåðàòîðîì Ôåé¹ðà. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ìè íàçèâàòèìåìî òåîðåìîþ

Ôåé¹ðà.
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Òåîðåìà 4.1 (Ôåé¹ð). Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi Fnf(x)
−→−→ f(x) íà R.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ç (4.8) âèïëèâà¹, ùî Φ(t) ≥ 0 íà R. Çàôiêñó¹ìî

ε > 0. Îñêiëüêè f íåïåðåðâíà òî çà òåîðåìîþ Êàíòîðà (òåîðåìà 1.1) âîíà áóäå ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíîþ íà [−π; π]. Äàëi, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî îáìåæåíiñòü íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨ ìàòèìåìî, ùî f îáìåæåíà íà [−π; π]. Òîìó ç 2π-ïåðiîäè÷íîñòi ëåãêî îòðèìó¹ìî,

ùî f îáìåæåíà i ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà R. Îòæå, iñíóþòü L > 0 i δ ∈ (0; π) òàêi, ùî äëÿ

|f(x)| ≤ L íà R i äëÿ äîâiëüíèõ x, x′ ∈ R, ÿêùî |x′ − x| ≤ δ òî
∣∣f(x′)− f(x)

∣∣ < ε
2
.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è (4.9) i (4.10) ìàòèìåìî, ùî äëÿ ôóíêöié fn(x) = Fnf(x) äëÿ äîâiëü-

íîãî x ∈ R âèêîíó¹òüñÿ:

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ = ∣∣∣ 1π

π∫
−π

f(x+ t)Φn(t)dt− 1
π

π∫
−π

f(x)Φn(t)dt
∣∣∣ = ∣∣∣ 1π

π∫
−π

(
f(x+ t)− f(x)

)
Φn(t)dt

∣∣∣ ≤
≤ 1

π

π∫
−π

∣∣f(x+ t)− f(x)
∣∣Φn(t)dt =

1
π

π∫
−π

gn(x, t)dt = I1 + I2,

äå gn(x, t) =
∣∣f(x+ t)− f(x)

∣∣Φn(t) äëÿ x, t ∈ R,

I1 =
1
π

δ∫
−δ

gn(x, t)dt i I2 =
1
π

−δ∫
−π

gn(x, t)dt+
1
π

π∫
δ

gn(x, t)dt.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîìiðíó íåïåðåðâíiñòü ç x′ = x+ t, ìàòèìåìî, ùî
∣∣f(x+ t)− f(x)

∣∣ < ε
2

ïðè |t| ≤ δ, îòæå, gn(x, t) ≤ ε
2
Φn(x) ïðè òàêèõ t. Òîìó, âðàõîâóþ÷è (4.9),

I1 =
1
π

δ∫
−δ

gn(x, t)dt ≤ ε
2π

δ∫
−δ

Φn(t)dt ≤ ε
2π

π∫
−π

Φn(t)dt =
ε
2
.

Äàëi, ç îáìåæåíîñòi ìà¹ìî, ùî gn(x, t) ≤
(
|f(x+ t)|+ |f(x)|

)
Φn(t) ≤ 2LΦn(t), à òîìó

I2 =
1
π

−δ∫
−π

gn(x, t)dt+
1
π

π∫
δ

gn(x, t)dt ≤ 2L
π

( −δ∫
−π

Φn(t)dt+
1
π

π∫
δ

Φn(t)dt
)
= 4L

π

π∫
δ

Φn(t)dt,

àäæå Φn(t) ïàðíà. Ç (4.8) ìàòèìåìî, ùî äëÿ 0 < t ≤ δ ≤ π âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

0 ≤ Φn(t) =
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

≤ 1

2n sin2 δ
2

.

Â òàêîìó ðàçi,

I2 ≤
4L

π

π∫
δ

Φn(t)dt ≤
4L

π
· 1

2n sin2 δ
2

· (π − δ) ≤ γ

n
, äå γ =

2L

sin2 δ
2

.

Âèáåðåìî íîìåð N òàêèé, ùî γ
n
< ε

2
ïðè n ≥ N . Òîäi

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ ≤ I1 + I2 <

ε
2
+ ε

2
= ε

íà R, à òîìó fn(x) −→−→ f(x) íà R.
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4 Äðóãèé ñïîñiá äîâåäåííÿ òåîðåì Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ

Òåïåð âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó Ôåé¹ðà, ïîêàæåìî iíøèé ñïîñiá äîâåäåííÿ ïåðøî¨ òà äðó-

ãî¨ òåîðåì Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî ðàíiøå ìè îòðèìóâàëè ïåðøó

òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà çà äîïîìîãîþ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíøòåéíà, à ïîòiì ç íå¨ âæå âèâîäè-

ëè äðóãó òåîðåìó Âåé¹ðøòðàññà. Çàðàç æå ìè ñïî÷àòêó îäðàçó îòðèìó¹ìî äðóãó òåîðåìó

Âåé¹ðøòðàññà, à ïîòiì ç íå¨ âèâîäèìî ïåðøó. I öå äà¹ íàì àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá äîâåäåííÿ

òåîðåì Âåé¹ðøòðàññà.

Òåîðåìà 4.2 (äðóãà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà). Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ fn ∈ T òàêà, ùî fn(x)
−→−→ f(x) íà R.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî fn = Fnf . Òîäi ç òåîðåìè 3.1 ìà¹ìî, ùî fn
−→−→ f íà R.

Òåîðåìà 4.3 (ïåðøà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà). Íåõàé a < b i f ∈ C[a; b]. Òîäi iñíó¹ ïîñëi-

äîâíiñòü àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ fn ∈ P òàêà, ùî fn(x)
−→−→ f(x) íà [a; b].

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî ìiðêóþ÷è ïîäiáíî äî ïåðøî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàñ-

ñà (1.3), òiëüêè ç âèêîðèñòàííÿì ëiíiéíî¨ ái¹êöi¨

[−1; 1] 3 x 7→ y = ℓ(x) = b+ 1
2(b−a)(x+ 1) ∈ [a; b],

çàãàëüíèé âèïàäîê çâîäèìî äî âèïàäêó [a; b] = [−1; 1].

Îòîæ, íåõàé [a; b] = [−1; 1]. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó 2π-ïåðiîäè÷íó ôóíêöiþ

g(t) = f(cos t), t ∈ R.

Òîäi, çà òåîðåìîþ 4.1 äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ gn(t) = Fng(t), âèêîíó¹òüñÿ, ùî

gn(t)
−→−→ g(t) íà R. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ g(t) ïàðíà, àäæå òàêîþ ¹ ôóíêöiÿ cos t. Òîäi,

ÿê âiäîìî, äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ bn = 0 äëÿ n ∈ N. Òîìó

gn(t) = Tn(t) =
1
n

n−1∑
k=0

Sn(t) =
1
n

n−1∑
k=0

(a0
2

+
k∑
j=0

aj cos jt
)
=

n−1∑
k=0

αk cos kt

äëÿ äåÿêèé êîåôiöi¹íòiâ αk. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ìóàâðà i áiíîì Íüþòîíà,

ìàòèìåìî:

cosnt = Re
(
cosnt+ i sinnt

)
= Re

(
cos t+ i sin t

)n
= Re

n∑
k=1

Ck
ni
k sink t cosn−k t.

Îñêiëüêè i2j = (i2)j = (−1)j i i2j+1 = i2ji = (−1)ji, òî

cosnt =
∑

0≤2j≤n

C2j
n (−1)j sin2j t cosn−2j t =

∑
0≤2j≤n

(−1)jC2j
n (1− cos2 t)j cosn−2j t = Cn(cos t),
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äå Cn � äåÿêèé àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ ≤ n. Ïîêëàäàþ÷è

fn(x) =
n−1∑
k=0

Ck(x),

ìàòèìåìî, ùî fn ¹ àëãåáðà¨÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ < n i

gn(t) = fn(cos t), t ∈ R.

Òàêèì ÷èíîì, ïîêëàäàþ÷è x = cos t ìàòèìåìî, ùî

fn(x) = fn(cos t) = gn(t)
−→−→ g(t) = f(cos t) = f(x),

à òîìó fn(x)
−→−→ f(x) íà [−1; 1], àäæå [−1; 1] =

{
x = cos t : t ∈ R

}
.
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Ëåêöiÿ �5

Îäèí êëàñ iíòåãðàëiâ Ñòiëò'¹ñà

1 Îäíà ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ Ñòiëò'¹ñà

Îçíà÷åííÿ i âëàñòèâîñòi iíòåãðàëiâ Ñòiëò'¹ñà ðîçãëÿäàëèñÿ â êóðñi ìàòåìàòè÷íîãî àíà-

ëiçó. Òóò ìè íàãàäà¹ìî îäíó ôîðìóëó äëÿ ¨õ îá÷èñëåííÿ, ùîá ïîòiì âèâ÷èòè îäèí êëàñ

iíòåãðàëiâ Ñòiëò'¹ñà âiäíîñíî ôóíêöié ñòðèáêiâ, ÿêèé ìè âèêîðèñòà¹ìî â íàñòóïíié ëåêöi¨

ïðè äîâåäåííi òåîðåìè Äæåêñîíà ïðî íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè.

Ñïî÷àòêó ïðèãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ iíòåãðàëà Ñòiëò'¹ñà. Ðîçãëÿíåìî äâi ôóíêöi¨

f : [a; b] → R i g : [a; b] → R. Äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ

T : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

âiäðiçêà [a; b] i äîâiëüíèõ òî÷îê x̄k ∈ [xk−1, xk], äå k = 1, 2, . . . , n âèçíà÷èìî iíòåãðàëüíó

ñóìó Ñòiëò'¹ñà

σ =
n∑
k=1

f(x̄k)∆g(xk),

äå∆g(xk) = g(xk)−g(xk−1). Íåõàé∆xk = xk−xk−1 i λ = max
k=1,2,...,n

∆xk � ïàðàìåòð ðîçáèòòÿ

T . Iíòåãðàë Ñòiëò'¹ñà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

b∫
a

f(x)dg(x) = lim
λ→0

σ.

äå ãðàíèöÿ I = lim
λ→0

σ iíòåãðàëüíèõ ñóì Ñòiëò'¹ñà âèçíà÷à¹òüñÿ, ÿê òàêå äiéñíå ÷èñëî I,

ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçáèòòÿ T ç λ < δ ïðè

äîâiëüíîìó âèáîði òî÷îê x̄k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |σ − I| < ε.

Äîáðå âiäîìî, ùî iíòåãðàë Ñòiëò'¹ñà
b∫
a

f(x)dg(x) iñíó¹, ÿêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà, à g

îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨. Äëÿ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié f(x) = u(x) + iv(x), äå u = Re f i v = Im f ,

iíòåãðàë Ñòiëò'¹ñà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

b∫
a

f(x)dg(x) =

b∫
a

u(x)dg(x) + i

b∫
a

v(x)dg(x).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f i ôóíêöi¨ îáìåæåíî¨ âàðiàöi¨ g âèêîíó¹òüñÿ, ùî

b∫
a

f(x)dg(x) =

c∫
a

f(x)dg(x) +

b∫
c

f(x)dg(x), (5.1)
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ÿêùî a < c < b.

Íàñòóïíó ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëà Ñòiëò'¹ñà ïîäàìî ç äîâåäåííÿì, îñêiëüêè

âîíà íàäàëi áóäå ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé f ∈ C[a; b], a = c0 < c1 < · · · < cm < cm+1 = b i g : [a; b] → R ñòàëà

íà êîæíîìó iíòåðâàëi (ck; ck+1) ïðè k = 0, 1, . . . ,m. Òîäi

b∫
a

f(x)dg(x) = f(a)
(
g(a+ 0)− g(a)

)
+

m∑
k=1

f(ck)
(
g(ck + 0)− g(ck − 0)

)
+f(b)

(
g(b)− g(b− 0)

)
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîêm = 0, òîáòî êîëè g(x) = γ ñòàëà íà íà iíòåðâàëi

(a; b). Â òàêîìó ðàçi ∆g(xk) = g(xk)− g(xk−1) = γ − γ = 0 ïðè k = 2, 3, . . . , n, òîìó

σ = f(x̄1)∆g(x1) + f(x̄n)∆g(xn) = f(x̄1)
(
g(x̄1)− g(a)

)
+ f(x̄n)

(
g(b)− g(xn−1)

)
.

Àëå ïðè λ → 0 ìà¹ìî, ùî ∆x1 → 0 i ∆xn → 0, à òîìó x1, x̄1 → a + 0 i xn−1, x̄n → b − 0.

Îòæå, îñêiëüêè σ →
b∫
a

f(x)dg(x) ïðè λ→ 0, òî

b∫
a

f(x)dg(x) = f(a)
(
g(a+ 0)− g(a)

)
+ f(b)

(
g(b)− g(b− 0)

)
, ÿêùî g ñòàëà íà (a; b). (5.2)

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó çàãàëüíîãî âèïàäêó. Ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî g � öå ôóíêöiÿ îáìå-

æåíî¨ âàðiàöi¨ íà âiäðiçêó [a; b]. Ïîçíà÷èìî

fk = f(ck), gk = g(ck), g+k = g(ck + 0), g−k = g(ck − 0).

Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü (5.1) i çàñòîñîâóþ÷è (5.2) äî êîæíîãî ç âiäðiçêiâ [ck; ck+1], îäåðæèìî

b∫
a

f(x)dg(x) =
m∑
k=0

ck+1∫
ck

f(x)dg(x)=
m∑
k=0

(
f(ck)

(
g(ck+0)−g(ck)

)
+f(ck+1)

(
g(ck+1)−g(ck+1−0)

))
=

=
m∑
k=0

(
fk · (g+k − gk) + fk+1 · (gk+1 − g−k+1)

)
=

m∑
k=0

fk · (g+k − gk) +
m∑
k=0

fk+1 · (gk+1 − g−k+1) =

=
m∑
k=0

fk·(g+k −gk)+
m+1∑
k=1

fk·(gk−g−k )=f0·(g
+
0 −g0)+

m∑
k=1

fk·(g+k −gk+gk−g
−
k )+fm+1·(gm+1−g−m+1)=

= f0 · (g+0 − g0) +
m∑
k=1

fk · (g−k − g−k ) + fm+1 · (gm+1 − g−m+1) =

= f(a)
(
g(a+ 0)− g(a)

)
+

m∑
k=1

f(ck)
(
g(ck + 0)− g(ck)

)
+ f(b)

(
g(b+ 0)− g(b)

)
,

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Íàñëiäîê 5.1. Íåõàé f ∈ C[a; b], a = c0 < c1 < · · · < cm < cm+1 = b i g : [a; b] → R ñòàëà

íî êîæíîìó iíòåðâàëi (ck−1; ck) i íåïåðåðâíà çëiâà â òî÷êàõ ck ïðè k = 1, 2, . . . ,m + 1.

Òîäi
b∫

a

f(x)dg(x) =
m∑
k=0

f(ck)
(
g(ck + 0)− g(ck)

)
Äîâåäåííÿ. Ç óìîâè ìà¹ìî, ùî

g(a+ 0)− g(a) = g(c0 + 0)− g(c0),

g(ck + 0)− g(ck − 0) ïðè k = 1, 2, . . . ,m,

g(b)− g(b− 0) = g(cm+1)− g(cm+1 − 0) = g(cm+1)− g(cm+1) = 0.

Òîìó ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.1.

2 Ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ ω(x) äëÿ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨

Ïî÷íåìî ç îäíîãî ïðîñòîãî çàóâàæåííÿ ïðî àðèôìåòè÷íi ïðîãðåñi¨.

Ëåìà 5.1. Íåõàé x0 ∈ R, d > 0 i xn = x0 + nd äëÿ n ∈ Z. Íåõàé òàêîæ a ∈ R, p, q ∈ N i

T = pd òàêi, ùî

xn−1 < a ≤ xn < · · · < xn+q−1 < a+ T ≤ xn+q

äëÿ äåÿêîãî n ∈ Z. Òîäi p = q.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè x0 + (n − 1)d = xn−1 < a ≤ xn = x0 + nd, òî n − 1 < a−x0
d

≤ n. Òàê

ñàìî x0 + (n + q − 1)d = xn+q−1 < a + T = a + pd ≤ xn+q = x0 + (n + q)d, à çíà÷èòü,

(n+ q − p− 1)d < a− x0 ≤ (n+ q − p)d i òîìó m− 1 < a−x0
d

≤ m, äå m = n+ q − p. Òàêèì

÷èíîì, (m− 1;m] ∩ (n− 1;n] 6= ∅, ïðè÷îìó m,n ∈ Z. Îòæå, m = n i òîìó p = q.

Äëÿ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ xn = x0 + nd ç d > 0 ðîçãëÿíåìî ïîðîäæåíó íåþ ôóíêöiþ

ñòðèáêiâ ω : R → R,

ω(x) = nd ïðè xn < x ≤ xn+1, äå n ∈ Z.

ßñíî, ùî ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ ω ñòàëà íà êîæíîìó iíòåðâàëi (xn; xn+1) i íåïåðåðâíà çëiâà â

êîæíié òî÷öi xn, ïðè÷îìó ω(xn) = (n−1)d, ω(xn+0) = nd, à çíà÷èòü, ω(xn+0)−ω(xn) = d.

Ç íàñëiäêó 5.1 âèïëèâà¹, ùî

b∫
a

f(x)dω(x) = d
∑

a≤xk<b

f(xk), ÿêùî f ∈ C[a; b]. (5.3)
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Ëåìà 5.2. Íåõàé x0 ∈ R, d > 0, p ∈ N, T = pd, ω � ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ, ùî ïîðîäæåíà

àðèôìåòè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ xn = x0 + nd, i f : R → R � íåïåðåðâíà T -ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ.

Òîäi
a+T∫
a

f(x)dω(x) íå çàëåæèòü âiä ÷èñëà a.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a, b ∈ R. Äîâåäåìî, ùî

a+T∫
a

f(x)dω(x) =

b+T∫
b

f(x)dω(x).

Âiçüìåìî òàêi öiëi ÷èñëà n i m, ùî xn−1 < a ≤ xn i xm−1 < b ≤ xm. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 5.1,

áóäåìî ìàòè:

xn−1 < a ≤ xn < · · · < xn+p−1 < a+T ≤ xn+p i xm−1 < b ≤ xn < · · · < xm+p−1 < b+T ≤ xm+p.

Äàëi ç (5.3) îòðèìó¹ìî

a+T∫
a

f(x)dω(x) = d

n+p−1∑
k=n

f(xk) = d

p∑
k=1

f(uk) i

b+T∫
b

f(x)dω(x) = d

m+p−1∑
k=m

f(xk) = d

p∑
k=1

f(vk),

äå uk = xn+k−1 i vk = xm+k−1 ïðè k ∈ Z. Îòæå, äîñèòü ïîêàçàòè ðiâíiñòü
p∑

k=1

f(uk) =

p∑
k=1

f(vk).

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó, ùî iñíóþòü öiëå ÷èñëî s i íîìåð j = 1, 2, . . . , p òàêi, ùî vj = u1+sT .

Ìà¹ìî

vj − u1 = xm+j−1 − xn = x0 + (m+ j − 1)d− x0 − nd = (l + j)d,

äå l = m+n−1 ∈ Z. Çðîçóìiëî, ùî ñåðåä p ïiäðÿä íàïèñàíèõ öiëèõ ÷èñåë l+1, l+2, . . . , l+p

îáîâ'ÿçêîâî ÿêåñü äiëèòüñÿ íà p. Òîìó iñíóþòü s ∈ Z i j = 1, 2, . . . , p òàêi, ùî l + j = sp.

Òîäi vj − u1 = (l + j)d = spd = sT , à çíà÷èòü, vj = u1 + sT .

Ðîçãëÿíåìî öiëå ÷èñëî q = p− j + 1. ßñíî, ùî 1 ≤ q ≤ p. Êðiì òîãî,

vj = u1 + sT, vj+1 = vj + d = u1 + d+ sT = u2 + sT, . . . , vp = vj+q−1 = uq + sT,

à òîìó f(vj) = f(u1), f(vj+1) = f(u2), . . . , f(vp) = f(uq). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

q∑
k=1

f(uk) =

p∑
k=j

f(vk).

Òàê ñàìî

vj−1 = vj − d = u1 + sT − d = u0 + sT = up − pd+ sT = up + (s− 1)T,
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vj−2 = vj − d = up + (s− 1)T − d = up−1 + (s− 1)T, . . . ,

v1 = vj−(j−1) = up−(j−2) = uq+1 + (s− 1)T.

Òîìó f(vj−1) = f(up), f(vj−2) = f(up−1), . . . , f(v1) = f(uq+1). Òóò óæå

p∑
k=q+1

f(uk) =

j−1∑
k=1

f(vk).

Îñòàòî÷íî

p∑
k=1

f(uk) =

q∑
k=1

f(uk) +

p∑
k=q+1

f(uk) =

p∑
k=j

f(vk) +

j−1∑
k=1

f(vk) =

p∑
k=1

f(vk),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

3 Ôóíêöiÿ ñòðèáêiâ ωp(x)

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà p i öiëîãî k ðîçãëÿíåìî ÷èñëà ak = 2kπ
p
, ÿêi ïðè k = 0, 1, . . . , p

äàþòü ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [0; 2π] íà p ðiâíèõ ÷àñòèí. Íåõàé d = 2π
p
, 0 ≤ x0 < a i xk = x0 + kd

äëÿ k ∈ Z. Ôóíêöiþ ñòðèáêiâ äëÿ öi¹¨ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ (xk)k∈Z ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì

ωp(x). Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi äîâîäèìî äâi êîðèñíi âëàñòèâîñòi iíòåãðàëà Ñòiëò'¹ñà

âiäíîñíî öi¹¨ ôóíêöi¨ ωp(x).

Òâåðäæåííÿ 5.1. Âèêîíóþòüñÿ òàêi ðiâíîñòi:

10.
2π∫
0

eikxdωp(x) = 0, ÿêùî k ∈ Z íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà p.

20.
2π∫
0

Q(x)dωp(x) =
2π∫
0

Q(x)dx, ÿêùî Q � òðèãîíîìåòðè÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ < p.

Äîâåäåííÿ. 10. Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.3) i ôîðìóëó ñóìè ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ çi çíàìåííè-

êîì q = eikd = e2πi·
k
p , ÿêèé âiäìiííèé âiä 1, áî k

p
/∈ Z, ìà¹ìî

2π∫
0

eikxdωp(x) = d

p−1∑
j=0

eikxj = d

p−1∑
j=0

eik(x0+jd) = deikx0
p−1∑
j=0

(
eikd
)j

= deikx0
p−1∑
j=0

qj =

= deikx0 · q
p − 1

q − 1
= deikx0 · e

2πki − 1

e2πi·
k
p − 1

= 0

20. Îñêiëüêè Q ¹ òðèãîíîìåòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ < p, òî iñíóþòü ak, bk ∈ R ç

k < p òàêi, ùî

Q(x) = a0 +

p−1∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
, x ∈ R.
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Àëå êîæíå k = 1, 2, . . . , p− 1 íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà p, òîìó ç âëàñòèâîñòi 10 ìà¹ìî, ùî

0 =

2π∫
0

eikxdωp(x) =

2π∫
0

cos kx dωp(x) + i

2π∫
0

sin kx dωp(x),

à çíà÷èòü,
2π∫
0

cos kx dωp(x) =
2π∫
0

sin kx dωp(x) = 0. Òîìó, âðàõîâóþ÷è (5.3),

2π∫
0

Q(x)dωp(x) =

2π∫
0

a0dωp(x) +

p−1∑
k=1

(
ak

2π∫
0

cos kx dωp(x) + bk

2π∫
0

sin kx dωp(x)
)
=

= a0

2π∫
0

dωp(x) = a0d

p−1∑
j=0

1 = pda0 = 2πa0.

Ç iíøîãî áîêó,
2π∫
0

cos kx dx =
2π∫
0

sin kx dx = 0 ïðè k = 1, 2, . . . , p− 1, òîìó i

2π∫
0

Q(x)dx =

2π∫
0

a0dx = 2πa0 =

2π∫
0

Q(x)dωp(x),

ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
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Ëåêöiÿ �6

Ìíîãî÷ëåíè Äæåêñîíà òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ

1 Âëàñòèâîñòi ÿäåð Ôåé¹ðà

Ó ëåêöi¨ �4 ìè ââåëè ÿäðà Äiðiõëå i Ôåé¹ðà

Dn(t) =
1
2
+

n∑
k=1

cos kt =
sin(2n+ 1) t

2

2 sin t
2

, (4.3)

Φn(t) =
1
n

n−1∑
k=0

Dn(t) =
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

. (4.8)

Òîäi

nΦn(t) =
n−1∑
k=0

(
1
2
+

k∑
j=1

cos jt
)
= n

2
+

n−1∑
k=1

k∑
j=1

cos jt = n
2
+

∑
1≤j≤k<n

cos jt =

= n
2
+

n−1∑
j=1

n−1∑
k=j

cos jt = n
2
+

n−1∑
j=1

(n− 1− j + 1) cos jt = n
2
+

n−1∑
j=1

(n− j) cos jt

Îòæå, çàìiíþþ÷è j íà k i äiëÿ÷è íà n, ìàòèìåìî

Φn(t) =
1
2
+

n−1∑
j=1

(
1− k

n

)
cos kt (6.1)

Â íàñòóïíîìó òâåðäæåííi ìè çiáðàëè ðÿä ïîòðiáíèõ âëàñòèâîñòåé öèõ ôóíêöié

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé n ∈ N i x ∈ R. Òîäi

10. Φn(0) =
n
2
;

20. Φn(−t) = Φn(t) i Φn(t) ≥ 0 äëÿ êîæíîãî t ∈ R;

30. 1
π

π∫
−π

Φn(t)dt = 1;

40. Φn(t) = 0 íà [0; 2π] ⇔ t = ak =
2kπ
n

äëÿ äåÿêîãî k = 1, 2, . . . , n− 1;

50. Φn(t) � öå òðèãîíîìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n− 1;

60. Φn(t− x) � öå òðèãîíîìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ n− 1;

70. 1
π

π∫
−π

Φn(t− x)dωp(t) = 1 ïðè n− 1 < p;
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Äîâåäåííÿ. 10. Îñêiëüêè sin x ∼ x ïðè x→ 0, òî ç íåïåðåðâíîñòi Φn i (4.8) ìàòèìåìî, ùî

Φn(0) = lim
t→0

Φn(t) = lim
t→0

sin2 nt
2

2n sin2 t
2

= lim
t→0

n2t2

4

2n · t2
4

=
n2

4

2n · 1
4

=
n

2
.

20. Âèïëèâà¹ ç (4.8) i íåïàðíîñòi ñèíóñà.

30. Öå (4.9) ç ëåêöi¨ �4.

40. Ç 10 ìà¹ìî, ùî Φn(0) > 0. Îñêiëüêè ç (6.1) ìà¹ìî, ùî Φn ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ, òî

Φn(2π) = Φn(0) > 0. Âiçüìåìî òåïåð t ∈ (0; 2π). Òîäi 0 < t
2
< π, à çíà÷èòü sin t

2
> 0. Ç (4.8)

âèïëèâà¹, ùî Φn(t) = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè sin nt
2

= 0, òîáòî êîëè t = ak = 2kπ
n

äëÿ

äåÿêîãî k = 1, 2, . . . , n− 1.

50. Âèïëèâà¹ ç (6.1).

60. Ç (6.1) ìà¹ìî, ùî

Φn(t− x) = 1
2
+

n−1∑
j=1

(
1− k

n

)
cos k(t− x) = 1

2
+

n−1∑
j=1

(
1− k

n

)
(cos kt cos kx+ sin kt sin kx)

¹ òðèãîíîìåòðè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ n− 1, àäæå cos kx i sin kx îäíî÷àñíî â íóëü íå

îáåðòàþòüñÿ, áî cos2 kx+ sin2 kx = 1.

70. Ç òâåðäæåííÿ 5.1(âëàñòèâiñòü 20) i âëàñòèâîñòåé 40 òà 50 âèïëèâà¹, ùî

1
π

2π∫
0

Φn(t− x)dωp(t) =
1
π

2π∫
0

Φn(t− x)dt
u=t−x
== 1

π

2π−x∫
−x

Φn(u)du = 1
π

2π∫
0

Φn(t)dt = 1

2 Ìíîãî÷ëåíè Äæåêñîíà, ¨õí¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ òà

iíòåðïîëÿöiéíà âëàñòèâiñòü

Ðîçãëÿíåìî àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñiþ xk = x0 +
2π
n
, ùî îòðèìó¹òüñÿ ïðè p = n, i âiäïîâiäíó

¨é ôóíêöiþ ñòðèáêiâ ωn(x) (äèâ. ïóíêò 3 ëåêöi¨ 5). Äëÿ ôóíêöi¨ f : R → R ðîçãëÿíåìî

òðèãîíîìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíÿ < n, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Jnf(x) =
2
n

n−1∑
k=0

f(xk)Φn(xk − x), (6.2)

ùî íàçèâà¹òüñÿ n-èì ìíîãî÷ëåíîì Äæåêñîíà, à îïåðàòîð Jn � îïåðàòîðîì Äæåêñîíà

Òâåðäæåííÿ 6.2. Íåõàé f ∈ C2π i x ∈ R. Òîäi

Jnf(x) =
1
π

2π∫
0

f(t)Φn(t− x)dωn(t),

ïðè÷îìó f(xk) = Jnf(xk) äëÿ êîæíîãî k = 0, 1, . . . n− 1.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ öi¹¨ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ d = 2π
n
, òî ç (5.3) âèïëèâà¹, ùî

1
π

2π∫
0

f(t)Φ(t− x)dωn(t) =
d
π

n−1∑
k=0

f(xk)Φn(xk − x) = 2
n

n−1∑
k=0

f(xk)Φn(xk − x) = Jnf(x).

Êðiì òîãî, xj − xk = x0 + jd− x0 − kd = (j − k)d = 2(j−k)π
n

. Ç òâåðäæåííÿ 6.1 (âëàñòèâîñòi

20 i 40) âèïëèâà¹, ùî Φn(xj − xk) = 0 ïðè j 6= k i Φn(xj − xk) =
n
2
ïðè j = k, äëÿ äîâiëüíèõ

j, k = 0, 1, . . . , n− 1. Òîìó ç (6.2) ìà¹ìî, ùî

Jnf(xj) =
2
n

n−1∑
k=0

f(xk)Φn(xj − xk) =
2
n
· f(xj) · n2 = f(xj)

äëÿ êîæíîãî j = 0, 1, . . . , n− 1.

3 Òåîðåìà Äæåêñîíà

Ïîäiáíî äî ìíîãî÷ëåíiâ Ôåé¹ðà ìíîãî÷ëåíè Äæåêñîíà äàþòü iíøèé ñïîñiá ðiâíîìiðíî¨

àïðîêñèìàöi¨ íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîëiíîìàìè. Íà-

ñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâàþòü òåîðåìîþ Äæåêñîíà.

Òåîðåìà 6.1 (Äæåêñîí). Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi Jnf
−→−→ f íà R.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Îñêiëüêè f íåïåðåðâíà, òî, çà òåîðåìîþ Êàíòîðà (òåîðå-

ìà 1.1) i òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî îáìåæåíiñòü íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, ìàòèìåìî, ùî f

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà i îáìåæåíà íà [0; 2π], à çíà÷èòü, i íà R, àäæå f ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ.

Òàêèì ÷èíîì, iñíóþòü L > 0 i δ ∈ (0; π) òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, x′ ∈ R âèêîíó¹òüñÿ, ùî

|f(x)| ≤ L i ç |x− x′| < δ âèïëèâà¹
∣∣f(x)− f(x′)

∣∣ < ε
2

Âiçüìåìî x ∈ R i n ∈ N. Ïîçíà÷èìî fn = Jnf . Òîäi, çà òâåðäæåííÿìè 6.1(20, 70) i 6.2,

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ = ∣∣∣ 1π

2π∫
0

f(t)Φn(t− x)dωn(t)− 1
π

2π∫
0

f(x)Φn(t− x)dωn(t)
∣∣∣ ≤

≤ 1
π

2π∫
0

∣∣f(t)− f(x)
∣∣Φn(t− x)dωn(t) =

1
π

2π∫
0

g(t)dωn(t),

äå g(t) =
∣∣f(t) − f(x)

∣∣Φn(t − x) äëÿ t ∈ R. Îñêiëüêè g ∈ C2π i ïåðiîä 2π = nd, òî, çà

ëåìîþ 5.1, îòðèìà¹ìî

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ ≤ 1

π

2π∫
0

g(t)dωn(t) =
1
π

x+π∫
x−π

g(t)dωn(t) = I1 + I2,
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äå

I1 =
1
π

x+δ∫
x−δ

g(t)dωn(t) i I2 =
1
π

( x−δ∫
x−π

g(t)dωn(t) +

x+π∫
x+δ

g(t)dωn(t)
)
.

Îöiíèìî ñïî÷àòêó iíòåãðàë I1. Çà âèáîðîì δ ìàòèìåìî, ùî
∣∣f(t)− f(x)| < ε

2
, à çíà÷èòü,

g(t) ≤ ε
2
Φn(t−x) ïðè t ∈ [x−δ; x+δ]. Òîìó, çà ëåìîþ 5.2 i òâåðäæåííÿì 6.1(70), îòðèìó¹ìî:

I1 ≤ ε
2π

x+δ∫
x−δ

Φn(t− x)dωn(t) ≤ ε
2π

x+π∫
x−π

Φn(t− x)dωn(t) =
ε
2π

2π∫
0

Φn(t− x)dωn(t) =
ε
2
.

Ïåðåéäåìî äî îöiíêè I2. Ïî-ïåðøå,
∣∣f(t)− f(x)

∣∣ ≤ ∣∣f(t)∣∣ + ∣∣f(x)∣∣ ≤ 2L äëÿ äîâiëüíîãî

t ∈ R. Âiçüìåìî t ∈ [π;−δ] ∪ [δ; π]. Òîäi δ ≤ |t| ≤ π, à çíà÷èòü, δ
2

≤ |t|
2

≤ π
2
. Òîìó

sin2 t
2
≥ sin2 δ

2
. Òàêèì ÷èíîì,

g(t) ≤ 2LΦn(t) = 2L ·
sin2 nt

2

2n sin2 t
2

≤ 2L

2n sin2 δ
2

= γn, ïðè t ∈ [π;−δ] ∪ [δ; π].

Â òàêîìó ðàçi, âèêîðèñòîâóþ÷è (5.1) i (5.3),

I2 ≤ γn
π

( x−δ∫
x−π

dωn(t) +

x+π∫
x+δ

dωn(t)
)
≤ γn

π

( x−δ∫
x−π

dωn(t) +

x−δ∫
x−δ

dωn(t) +

x+π∫
x+δ

dωn(t)
)
=

= γn
π

x−π∫
x−π

dωn(t) =
γn
π

2π∫
0

dωn(t) =
γn
π
· dn = γn

π
· 2π = 2γn.

Àëå γn → 0. Òîìó iñíó¹ N ∈ N òàêå, ùî 2γn <
ε
2
ïðè n ≥ N . Â òàêîìó ðàçi

∣∣fn(x)− f(x)
∣∣ ≤ I1 + I2 ≤ ε

2
+ ε

2
= ε

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ R i n ≥ N . Îòæå, fn(x)
−→−→ f(x) íà R.

Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåìè Äæåêñîíà, òàê ñàìî ÿê i ç òåîðåìè Ôåé¹ðà â ëåêöi¨ �4,

âèïëèâàþòü ïåðøà i äðóãà òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà.
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Ëåêöiÿ �7

Òåîðåìà Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà

1 Êiëüöÿ ôóíêöié

Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå R � öå ìíîæèíà, â ÿêié ââåäåíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ

R2 3 (x, y) 7→ x + y ∈ R òà ìíîæåííÿ R2 3 (x, y) 7→ xy ∈ R i âçÿòòÿ ïðîòèëåæíîãî

R 3 x 7→ −x ∈ R, çàäàíî íóëüîâèé åëåìåíò 0 ∈ R òàê, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ R âè-

êîíóþòüñÿ âëàñòèâîñòi (R1)�(R7) (äèâ. íèæ÷å). ßêùî, êðiì òîãî âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü

(R8), òî R íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì. Îäèíèöåþ êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ åëåìåíò

1 ∈ R, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ (R9).

(R1) x+ y = y + x; (R2) (x+ y) + z = x+ (y + z); (R3) x+ 0 = x;

(R4) x+ (−x) = 0; (R5) (xy)z = x(yz); (R6) (x+ y)z = xz + yz;

(R7) x(y + z) = xy + xz; (R8) xy = yx; (R9) x1 = 1x = x;

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà àëãåáðà ¹ êiëüöåì. Íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà S êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ

ïiäêiëüöåì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ L âèêîíó¹òüñÿ x + y ∈ S, −x ∈ S, xy ∈ S. Ç

(R4) âèïëèâà¹, ùî 0 àâòîìàòè÷íî íàëåæèòü äî êîæíîãî ïiäêiëüöÿ. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî

ïiäêiëüöå óòâîðþ¹ êiëüöå âiäíîñíî îïåðàöié iíäóêîâàíèõ ç øèðîêîãî êiëüöÿ.

Íåõàé α = (αk)
∞
k=0 � äåÿêà íåñêií÷åííî ìàëà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë αk. Ñóìó

ðÿäó
∞∑
k=0

mkαk íàçèâàòèìåìî α-äðîáîì, ÿêùî m0 ∈ Z à mk ∈ Z ∩
[
0; αk−1

αk

)
. ßêùî αk = qk

¹ ãåîìåòðè÷íîþ ïðîãðåñi¹þ çi çíàìåííèêîì q ∈ (0; 1), òî 0 ≤ mk <
1
q
äëÿ k ∈ N. Çîêðåìà,

ó âèïàäêó q = 1
p
äëÿ äåÿêîãî p = 2, 3, 4, . . . , α-äðîáè � öå â òî÷íîñòi p-êîâi äðîáè. I äëÿ

p = 10 ìàòèìåìî çâè÷àéíi äåñÿòêîâi äðîáè.

Òåîðåìà 7.1 (ïðî ðîçêëàä â α-äðîáè). Íåõàé α = (αk)
∞
k=0 � äåÿêà íåñêií÷åííî ìàëà

ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë αk. Òîäi êîæíå äiéñíå ÷èñëî x ∈ R çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

äåÿêîãî α-äðîáó
∞∑
k=0

mkαk.

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî

∀a > 0 ∀r ∈ R ∃m ∈ Z
∣∣∣ ma ≤ r < ma+ a. (7.1)

Ñïðàâäi, äîñèòü ïîêëàñòè m = max
{
m ∈ Z : m ≤ r

a

}
. Äî ðå÷i, ïðè r ≥ 0 ìàòèìåìî, ùî

m ≥ 0.
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Äàëi ìè iíäóêòèâíî ïîáóäó¹ìî ÷èñëà mk äëÿ k ∈ N0. Ïåðø çà âñå ñêîðèñòà¹ìîñÿ (7.1)

äëÿ a = α0 òà r = x i çíàéäåìî m0 ∈ Z òàêå, ùî m0a0 ≤ x ≤ m0α0 + α0. Äàëi ïîêëàäåìî

s0 = m0α0 i r0 = x − s0. Òîäi 0 ≤ r0 < α0. Íà íàñòóïíîìó êðîöi ñêîðèñòà¹ìîñÿ (7.1)

äëÿ a = α1 òà r = r0 i çíàéäåìî m1 ∈ Z òàêå, ùî m1α1 ≤ r0 ≤ m1α1 + α1. Ïîçíà÷èìî

s1 = s0 +m1α1 = m0α0 +m1α1 i r1 = r0 −m1α1 = x − s1. Òîäi ìàòèìåìî, ùî 0 ≤ r1 < α1.

I òàê äàëi. Íà k-îìó êðîöi, k > 1, ñêîðèñòà¹ìîñÿ (7.1) äëÿ a = αk òà r = rk−1 i çíàéäåìî

mk ∈ Z òàêå, ùî mkαk ≤ rk−1 ≤ mkαk + αk. Ïîçíà÷èìî sk = sk−1 + mkαk =
k∑
j=1

mjaj i

rk = rk−1 −mkαk = x− sk. Òîäi ìàòèìåìî, ùî 0 ≤ rk < αk.

Äëÿ òàê ïîáóäîâàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi öiëèõ ÷èñåë (mk)
∞
k=0 ìàòèìåìî, ùî äëÿ n > 0 âèêî-

íó¹òüñÿ, ùî 0 ≤ rn = x− sn < αn → 0 ïðè n→ ∞. Îòæå, x = lim
n→∞

sn =
∞∑
k=0

mkαk. Ç iíøîãî

áîêó äëÿ k > 0 ìàòèìåìî, ùî mkαk < rk−1 < αk−1. Òîäi mk <
αk−1

αk
. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

rk−1 ≥ 0, òî mk ≥ 0. Îòæå ìè ïîäàëè x ó âèãëÿäi α-äðîáó.

Òâåðäæåííÿ 7.1. Íåõàé X � äåÿêà ìíîæèíà i K � ïiäêiëüöå RX , ÿêå ìiñòèòü ñòàëó

ôóíêöiþ u0(x) = q, äå q ∈ (0; 1). Òîäi éîãî ðiâíîìiðíå çàìèêàííÿ K
u
¹ àëãåáðîþ ç 1 ∈ K

u
.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ÷èñëî t ∈ R. Çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 7.1 äî ïîñëiäîâíîñòi

αk = qk i ÷èñëà x = t i çíàéäåìî òàêi ÷èñëà mk ∈ Z, ùî t =
∞∑
k=1

mkq
k. Ñòàëi ôóíêöi¨

sn =
n∑
k=1

mkq
k íàëåæàòü äî K, àäæå u0 = q ∈ K i K ¹ êiëüöåì. Òîäi t = lim

n→∞
sn ∈ K

u
.

Àëå îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íåïåðåðâíi âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ òîïîëîãi¨. Òîìó

K
u
¹ êiëüöåì, ÿêå ìiñòèòü óñi ñòàëi ôóíêöi¨, à òîìó, K

u
¹ àëãåáðîþ ç îäèíèöåþ.

2 Òîïîëîãiÿ ïîòî÷êîâî¨ òà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi i

 ðàòêà íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Íåõàé X � äåÿêà ìíîæèíà. ßê çâè÷àéíî, ñèìâîëîì RX ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó âñiõ ôóí-

êöié f : X → R. Äëÿ ìíîæèíè E ⊆ X, ÷èñëà ε > 0 i ôóíêöi¨ f ∈ RX ïîçíà÷àòèìåìî

UE,ε(f) =
{
g ∈ RX :

∣∣f(x)− g(x)
∣∣ < ε äëÿ êîæíîãî x ∈ E

}
i Uε(f) = UX,ε(f).

Íà ìíîæèíi RX ðîçãëÿäàòèìåìî äâi òîïîëîãi¨: òîïîëîãiþ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi Tp i òî-

ïîëîãiþ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi Tu. Ôîðìàëüíî öi òîïîëîãi¨ âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

Tp =
{
G ⊆ RX : äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ G iñíó¹ ñêií÷åííà E ⊆ X i ε > 0 ç UE,ε(f) ⊆ G

}
,

Tu =
{
G ⊆ RX : äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ G iñíó¹ ε > 0 òàêå, ùî Uε(f) ⊆ G

}
,

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íàïðÿìëåíîñòi (fm)m∈M â RX i ôóíêöi¨ f ∈ RX ìà¹ìî, ùî
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� fm → f âiäíîñíî Tp ⇔ fm(x) → f(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ X;

� fm → f âiäíîñíî Tu ⇔ fm(x)
−→−→ f(x) íà X.

Îòæå, çáiæíiñòü â ïðîñòîði (RX ,Tp) ðiâíîñèëüíà ïîòî÷êîâié çáiæíîñòi, à ó ïðîñòîði

(RX ,Tu) � ðiâíîìiðíié çáiæíîñòi. Âëàñíå çâiäñè i ïîõîäÿòü íàçâè öèõ òîïîëîãié.

Çàóâàæèìî, ùî òîïîëîãiÿ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi Tu ïîðîäæó¹òüñÿ ìåòðèêîþ

d(f, g) = min
{
1, sup

x∈X

∣∣f(x)− g(x)
∣∣}, äå f, g ∈ RX ,

à òîìó ïðîñòið (RX ,Tu) ¹ ìåòðèçîâíèì.

Äëÿ ìíîæèíè ôóíêöié A ⊆ RX ïîòî÷êîâå çàìèêàííÿ (òîáòî çàìèêàííÿ âiäíîñíî Tp)

ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì A
p
, à ðiâíîìiðíå çàìèêàííÿ (òîáòî çàìèêàííÿ âiäíîñíî Tu) ïî-

çíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì A
u
.

Íà ìíîæèíi RX ââîäèòüñÿ ïðèðîäíèé ïîðÿäîê: ÿêùî f, g ∈ RX , òî

f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Âiäíîñíî öüîãî ïîðÿäêó ìíîæèíà RX ¹  ðàòêîþ, àäæå äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ RX iñíóþòü

f ∨ g = sup{f, g} i f ∧ g = inf{f, g} â RX .

Íàñïðàâäi ôóíêöi¨ f ∨ g, f ∧ g ∈ RX âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

f ∨ g(x) = max
{
f(x), g(x)

}
i f ∧ g(x) = min

{
f(x), g(x)

}
äëÿ x ∈ X.

Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ RX ìîäóëü |f | ∈ RX âèçíà÷èìî, ïîêëàäàþ÷è

|f |(x) = f(x) ïðè x ∈ X.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ RX âèêîíó¹òüñÿ:

|f | = f ∨ (−f), f ∨ g = 1
2

(
f + g + |f − g|

)
, f ∧ g = 1

2

(
f + g − |f − g|

)
.

Ïiäìíîæèíà L ⊆ RX íàçèâà¹òüñÿ  ðàòêîþ ôóíêöié, ÿêùî äëÿ äëÿ äîâiëüíèõ f, g ∈ L

ôóíêöi¨ f ∨ g i f ∧ g òåæ íàëåæàòü äî L. Ç ïîïåðåäíiõ çàóâàæåíü îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé

ôàêò.

Òâåðäæåííÿ 7.2. Íåõàé X � äåÿêà ìíîæèíà i L � âåêòîðíèé ïiäïðîñòið RX . Òîäi L

áóäå  ðàòêîþ â òîìó i òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè |f | ∈ L äëÿ êîæíîãî f ∈ L.
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Ñèìâîëîì C(X), ÿê çâè÷àéíî, ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

f : X → R, ùî âèçíà÷åíi íà äåÿêîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Ç ïîïåðåäíüîãî òâåð-

äæåííÿ íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî C(X) ¹  ðàòêîþ. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ¹ íåñêëàäíèì óçà-

ãàëüíåííÿì òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü ðiâíîìiðíî¨ ãðàíèöi.

Òâåðäæåííÿ 7.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Òîäi C(X) çàìêíåíà â RX âiäíîñíî

òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi Tu.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ C(X)
u
. Ïåðåâiðèìî, ùî f ∈ C(X). Çàôiêñó¹ìî x0 ∈ X i ε > 0.

Ïåðåòèí U ε
3
(f)∩C(X) 6= ∅, òîáòî iñíó¹ g ∈ C(X) òàêå, ùî

∣∣f(x)−g(x)∣∣ < ε
3
ïðè x ∈ X. Äàëi

ç íåïåðåðâíîñòi g â òî÷öi x0 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ îêië U òî÷êè x0 òàêèé, ùî
∣∣g(x)−g(x0)∣∣ < ε

3

ïðè x ∈ U . Òîäi∣∣f(x)− (x0)
∣∣ ≤ ∣∣f(x)− g(x)

∣∣+ ∣∣g(x)− g(x0)
∣∣+ ∣∣g(x0)− f(x0)

∣∣ < ε
3
+ ε

3
+ ε

3
= ε

ïðè x ∈ U . Îòæå, f íåïåðåðâíà â òî÷öi x0. Òîìó C(X)
u
⊆ C(X), à çíà÷èòü, ìíîæèíà C(X)

çàìêíåíà â (RX ,Tu).

3 Ðiâíiñòü ðiâíîìiðíîãî i ïîòî÷êîâîãî çàìèêàííÿ

 ðàòîê íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Íàñòóïíà òåîðåìà ¹ îñíîâíèì êðîêîì â äîâåäåííi òåîðåìè Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé X � êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i L ⊆ C(X) ¹  ðàòêîþ. Òîäi

L
p ∩ C(X) = L

u
.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî L
u ⊆ L

p
, àäæå òîïîëîãiÿ Tp ñëàáøà çà Tu. Òîìó âêëþ÷åííÿ ⊇

âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 7.3.

Ïåðåâiðèìî, ùî L
p∩C(X) ⊆ L

u
. Íåõàé íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f íàëåæèòü äî ïîòî÷êîâîãî

çàìèêàííÿ L
p
. Ïîêàæåìî, ùî f íàëåæèòü i äî ðiâíîìiðíîãî çàìèêàííÿ L

u
. Äëÿ öüîãî

äîñèòü ïîêàçàòè, ùî Uε(f) ∩ L 6= ∅ äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0. Çàôiêñó¹ìî ε > 0. Îñêiëüêè

f ∈ L
p
, òî U{x,y},ε(f)∩L 6= ∅ äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X iñíóþòü

ôóíêöi¨ gx,y ∈ L òàêi, ùî gx,y ∈ U{x,y},ε(f), òîáòî∣∣gx,y(x)− f(x)
∣∣ < ε i

∣∣gx,y(y)− f(y)
∣∣ < ε. (7.2)

Çàôiêñó¹ìî x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ X ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ux,y =
{
z ∈ X : gx,y(z) > f(z)− ε

}
.
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Îñêiëüêè hx,y = gx,y− f ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ i Ux,y = h−1
x,y

(
(−ε; +∞

)
), òî ìíîæèíà Ux,y

¹ âiäêðèòà. Êðiì òîãî, ç (7.2) âèïëèâà¹, ùî y ∈ Ux,y äëÿ êîæíîãî y ∈ X. Òàêèì ÷èíîì,

ç êîìïàêòíîñòi X âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü n ∈ N i y1, y2, . . . , yn ∈ X òàêi, ùî X =
n⋃
k=1

Ux,yk .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

gx = gx,y1 ∨ gx,y2 ∨ · · · ∨ gx,yn .

Îñêiëüêè L ¹  ðàòêîþ, òî gx ∈ L. Çàóâàæèìî, ùî ç (7.2) âèïëèâà¹, ùî gx,yj(x) < f(x) + ε

äëÿ êîæíîãî j = 1, 2, . . . , n, à òîìó gx(x) = max
j=1,...,n

gx,yj(x) < f(x) + ε. Òàêèì ÷èíîì,

gx(x) < f(x) + ε (7.3)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äîâiëüíå z ∈ X. Òîäi iñíó¹ k = 1, 2, . . . , n òàêå, ùî z ∈ Ux,yk . Îòæå,

gx(z) = max
j=1,...,n

gx,yj(z) ≥ gx,yk(z) > f(z)− ε.

À òîìó,

gx(z) > f(z)− ε äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ X. (7.4)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ux =
{
z ∈ X : gx(z) < f(z) + ε

}
.

Îñêiëüêè hx = gx − f ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ i Ux = h−1
x

(
(−∞; ε)

)
, òî ìíîæèíà Ux

âiäêðèòà. Êðiì òîãî, ç (7.3) âèïëèâà¹, ùî x ∈ Ux äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òàêèì ÷èíîì, ç

êîìïàêòíîñòi X âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü m ∈ N i x1, x2, . . . , xm ∈ X òàêi, ùî X =
n⋃
k=1

Uxk .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

gx = gx1 ∧ gx2 ∧ · · · ∧ gxm .

Îñêiëüêè L ¹  ðàòêîþ, òî g ∈ L. Âiçüìåìî z ∈ X. Òîäi iñíó¹ k = 1, 2, . . . ,m òàêå, ùî

z ∈ Uxk . Â òàêîìó ðàçi

g(z) = min
j=1,...,m

gxj(z) ≤ gxk(z) < f(z) + ε.

Ç iíøîãî áîêó, çà ðàõóíîê (7.4) îäåðæèìî, ùî

g(z) = min
j=1,...,m

gxj(z) > f(z) + ε.

Ç öèõ äâîõ íåðiâíîñòåé ìàòèìåìî, ùî

f(z)− ε < g(z) < f(z) + ε äëÿ äîâiëüíîãî z ∈ X.

Îòæå,
∣∣f(z)− g(z)

∣∣ < ε ïðè z ∈ X. Òàêèì ÷èíîì, g ∈ L ∩ Uε(f). Îòæå, L ∩ Uε(f) 6= ∅ äëÿ

êîæíîãî ε > 0 i òîìó f ∈ L
u
.
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4 Òåîðåìà Äiíi

Òåîðåìà 7.3 (Äiíi). Íåõàé X � êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið f ∈ C(X) i (fm)m∈M

� íàïðÿìëåíiñòü â C(X) òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X íàïðÿìëåíiñòü
(
fm(x)

)
m∈M ìî-

íîòîííà â R i fm(x) → f(x). Òîäi fm(x)
−→−→ f(x) íà X.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåçX+ (âiäïîâiäíî,X−) ìíîæèíó òàêèõ x ∈ X äëÿ ÿêèõ íàïðÿì-

ëåíiñòü
(
fm(x)

)
m∈M çðîñòà¹ (âiäïîâiäíî, ñïàäà¹). Òîäi f(x) = sup

m∈M
fm(x), ÿêùî x ∈ X+ i

f(x) = inf
m∈M

fm(x), ÿêùî x ∈ X−. Ïîêëàäåìî gm(x) =
∣∣fm(x) − f(x)

∣∣ äëÿ x ∈ X i m ∈ M .

Òîäi gm ∈ C(X) i íàïðÿìëåíiñòü
(
gm(x)

)
m∈M ñïàäà¹ i gm(x) → 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i ïîêëàäåìî

Fm =
{
x ∈ X : gm(x) ≥ ε

}
, m ∈M.

Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè Fm çàìêíåíi. Ïîêàæåìî, ùî ñiì'ÿ (Fm)m∈M ñïàäà¹. Âiçüìåìî

m,n ∈ M òàêi, ùî m ≤ n. Òîäi, ÿêùî x ∈ Fn, òî gm(x) ≥ gn(x) ≥ ε, à çíà÷èòü, x ∈ Fm.

Òàêèì ÷èíîì, Fn ⊆ Fm ïðè m ≥ n.

Ïðèïóñòèìî, ùî Fm 6= ∅ äëÿ êîæíîãî m ∈ M . Òîäi, îñêiëüêè M íàïðÿìëåíà, òî äëÿ

äîâiëüíèõ m1,m2, . . . ,mk ∈ M iñíó¹ n ∈ M òàêèé, ùî mi ≤ n ïðè i = 1, 2, . . . , k. Â òàêîìó

ðàçi,
k⋂
i=1

Fmi
⊇ Fn 6= ∅. Îòæå, ñèñòåìà F =

{
Fm : m ∈ M

}
çàìêíåíà i öåíòðîâàíà â

êîìïàêòíîìó ïðîñòîði X. À òîìó,
⋂
F 6= ∅ âíàñëiäîê [4, 3.1.1]. Îòæå, iñíó¹ x0 ∈ X òàêå,

ùî x ∈ Fm äëÿ êîæíîãî m ∈ M . Òîäi gm(x0) ≥ ε äëÿ êîæíîãî m, ùî íåìîæëèâî, àäæå

gm(x0) → 0.

Òàêèì ÷èíîì, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå i iñíó¹ m0 ∈M òàêå, ùî Fm0 = ∅. Òîäi i Fm = ∅

ïðè m ≥ m0. Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ, ùî
∣∣fm(x)− f(x)

∣∣ = gm(x) < ε ïðè

m ≥ m0. À öå îçíà÷à¹, ùî fm(x)
−→−→ f(x) íà X.

5 Òåîðåìà Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà

Ëåìà 7.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A � äåÿêà ïiäàëãåáðà RX òàêà, ùî 1 ∈ A.

Íåõàé òàêîæ p : R → R � äåÿêèé àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí i f ∈ A. Òîäi g = p ◦ f ∈ A.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p(t) =
n∑
k=0

akt
k. Òîäi g =

n∑
k=0

akf
k. Àëå ôóíêöi¨ f 0 = 1, f 1 = f , f 2 = f · f ,

. . . , fn = fn−1 · f íàëåæàòü äî A, àäæå A � àëãåáðà ç îäèíèöåþ. Òîäi g òåæ íàëåæèòü äî

A, ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ åëåìåíòiâ f 0, f 1, . . . , fn ∈ A.

Íàñòóïíó ëåìà ¹ î÷åâèäíèì íàñëiäêîì êëàñè÷íî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæå-

ííÿ. Àëå ìè òóò ïîäàìî ¨¨ áåçïîñåðåäí¹ äîâåäåííÿ.
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Ëåìà 7.2. Iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ pn : [0; 1] → R òàêà, ùî pn(t)
−→−→

√
t íà [0; 1].

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöi¨ pn âèçíà÷èìî ðåêóðåíòíî ïîêëàäàþ÷è p0 = 0 i

pn+1(t) = pn(t) +
1
2

(
t− p2n(t)

)
, t ∈ [0; 1], n ∈ N0.

Ïîêàæåìî iíäóêöi¹þ ïî n ∈ N0, ùî pn ¹ ìíîãî÷ëåíîì i 0 ≤ pn−1(t) ≤ pn(t) ≤
√
t äëÿ

t ∈ [0; 1] i n > 0. Öÿ âëàñòèâiñòü î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ n = 0. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíà

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äåÿêîãî n ∈ N0 i äîâåäåìî ¨¨ äëÿ n+1. Ç îçíà÷åííÿ pn+1 íåãàéíî âèïëèâà¹,

ùî pn+1 ¹ ìíîãî÷ëåíîì, àäæå pn ¹ ìíîãî÷ëåíîì çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì. Êðiì òîãî,

îñêiëüêè 0 ≤ pn(t) ≤
√
t íà [0; 1], òî p2n(t) ≤ t, à çíà÷èòü,

pn+1(t) = pn(t) +
1
2

(
t− p2n(t)

)
≥ pn(t) ≥ 0

íà [0; 1]. À òàêîæ, äëÿ t ∈ [0; 1] ìàòèìåìî, ùî

√
t− pn+1(t) =

√
t− pn(t)− 1

2

(
t− p2n(t)

)
=

√
t− pn(t)− 1

2

(√
t− pn(t)

)(√
t+ pn(t)

)
=

=
(√

t−pn(t)
)(

1− 1
2

(√
t+pn(t)

))
≥
(√

t−pn(t)
)(

1− 1
2

(√
t+

√
t)
))

=
(√

t−pn(t)
)(
1−

√
t
)
≥ 0.

Òàêèì ÷èíîì, 0 ≤ pn(x) ≤ pn+1(t) ≤
√
t íà [0; 1].

I íàðåøòi, çà òåîðåìîþ Äiíi (òåîðåìà 7.3) ìàòèìåìî, ùî pn(t)
−→−→

√
t íà [0; 1].

Ëåìà 7.3. Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið, A � äåÿêà ïiäàëãåáðà C(X) òàêà, ùî 1 ∈ A,

i L = A
u
� ¨¨ ðiâíîìiðíå çàìèêàííÿ. Òîäi L ¹  ðàòêîþ.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî L ¹ ïiäàëãåáðîþ C(X). Çîêðåìà, L ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì

C(X). Òîìó çà òâåðäæåííÿì 7.2 äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî |f | ∈ L äëÿ äîâiëüíîãî f ∈ L.

Çàôiêñó¹ìî f ∈ C(X). Îñêiëüêè X êîìïàêòíèé, òî f îáìåæåíà. Îòæå, iñíó¹ ñòàëà γ > 0

òàêà, ùî |f(x)| ≤ γ äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g = 1
γ
· f . Òîäi 0 ≤ g2(x) ≤ 1

ïðè x ∈ X. Âèáåðåìî ìíîãî÷ëåíè pn çà ëåìîþ 7.2 i âèçíà÷èìî ôóíêöi¨ gn : X → R

ïîêëàäàþ÷è gn(x) = pn
(
g2(t)

)
äëÿ x ∈ X. Òîäi gn ∈ L çà ëåìîþ 7.1

gn(x) = pn
(
g2(x)

) −→−→
√
g2(x) =

∣∣g(x)∣∣ íà X.

Îñêiëüêè L çàìêíåíà â òîïîëîãi¨ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi, òî |g| ∈ L. À òîìó i |f | = γ · |g| ∈ L.

Òàêèì ÷èíîì, L ¹  ðàòêîþ çà òâåðäæåííÿì 7.3.

Ëåìà 7.4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, A � äåÿêà ïiäàëãåáðà RX òàêà, ùî 1 ∈ A, i

A ðîçäiëÿ¹ òî÷êè X. Òîäi A
p
= RX .
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Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå ïîêàæåìî, ùî

∀a 6= b ∈ X ∃φa,b ∈ A
∣∣∣ φa,b(a) = 1 i φa,b(b) = 0. (7.5)

Íåõàé a 6= b ∈ X. Îñêiëüêè A ðîçäiëÿ¹ òî÷êè, òî iñíó¹ g ∈ A òàêà, ùî g(a) 6= g(b).

Ïîêëàäåìî

φa,b(x) =
g(x)− g(b)

g(a)− g(b)
, x ∈ X.

Òîäi φa,b ∈ A çà ëåìîþ 7.1, àäæå φa,b = p ◦ g, äå p(t) = 1
g(a)−g(b)

(
t − g(b)

)
. Êðiì òîãî,

φa,b(a) = 1 i φa,b(b) = 0.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêó ôóíêöiþ f ∈ RX i ïîêàæåìî, ùî f ∈ A
p
. Âiçüìåìî äåÿêèé îêië U

ôóíêöi¨ f â Tp. Òîäi iñíó¹ ε > 0 i E = {x1, x2, . . . , xn}, äå xj 6= xk ïðè j 6= k, òàêà, ùî

UE,ε(f) ⊆ U . Âiçüìåìî k = 1, 2, . . . , n i ïîêëàäåìî yk = f(xk). Âèêîðèñòîâóþ÷è (7.5) ç

a = xk i b = xj äëÿ k 6= j, çíàéäåìî ôóíêöi¨ φxk,xj . Äàëi âèçíà÷èìî ôóíêöi¨

φk(x) =
∏
j ̸=k

φxk,xj(x), x ∈ X.

Òîäi φk(xk) = 1 i φk(xj) = 0 ïðè j 6= k. Êðiì òîãî, φk ∈ A, àäæå A ¹ àëãåáðîþ i φxk,xj ∈ A.

Âèçíà÷èìî òåïåð ôóíêöiþ

g(x) =
n∑
k=1

ykφk(x), x ∈ X.

Òîäi g ∈ A i g(xk) = yk = f(xk) ïðè k = 1, 2, . . . , n. Â òàêîìó ðàçi, g ∈ UE,ε(f) ⊆ U . Îòæå,

U ∩ A 6= ∅, à òîìó, f ∈ A
p
.

Òåîðåìà 7.4 (Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà). Íåõàé X � êîìïàêòíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

A � äåÿêå ïiäêiëüöå C(X), ùî ìiñòèòü ñòàëó ôóíêöiþ u0(x) = q ∈ (0; 1) i ðîçäiëÿ¹ òî÷êè

X. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ C(X) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈ A òàêà, ùî fn(x)
−→−→ f(x)

íà X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L = A
u
. Òîäi çà ëåìîþ 7.3 L ¹  ðàòêîþ. Êðiì òîãî L = L

u
. Çà òâåðäæå-

ííÿì 7.1, L ¹ àëãåáðîþ. Çà òåîðåìîþ 7.2, ìà¹ìî, ùî L = L
u
= L

p∩C(X). Àëå A ⊆ L. Òîìó

A
p ⊆ L

p
. Êðiì òîãî, A

p
= RX çà ëåìîþ 7.4. Òàêèì ÷èíîì,

f ∈ C(X) = RX ∩ C(X) = A
p ∩ C(X) ⊆ L

p ∩ C(X) = L
u
= L = A

u
.

Îòæå, U 1
n
(f)∩A 6= ∅ äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Âèáåðåìî fn ∈ U 1

n
(f)∩A. Òîäi

∣∣fn(x)−f(x)∣∣ < 1
n

íà X, à òîìó fn(x)
−→−→ f(x) íà X.

Çàóâàæåííÿ 7.1. Â êëàñè÷íîìó ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà óìîâó

�A ¹ êiëüöåì, ùî ìiñòèòü äåÿêó ñòàëó ôóíêöiþ u0(x) = q ∈ (0; 1)� çàìiíþþòü íà ñèëü-

íiøó � �A ¹ àëãåáðîþ, ùî ìiñòèòü óñi ñòàëi�.
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6 Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà äî äîâåäåííÿ

òåîðåì Âåé¹ðøòðàññà

Òåîðåìà 7.5 (Äðóãà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà). Íåõàé f ∈ C2π. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ fn ∈ T òàêà, ùî fn
−→−→ f íà R

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K =
{
z ∈ C : |z| = 1

}
îäèíè÷íèé êðóã â C. Íàãàäà¹ìî, ùî àð-

ãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z 6= 0 � öå òàêèé êóò t = arg z ∈ (−π; π], äëÿ ÿêîãî

z = |z|(cos t + i sin t) = |z|eit. ßê âiäîìî, ôóíêöiÿ arg : C \ {0} → (−π; π] íåïåðåðâíà

ñêðiçü, îêðiì ïðîìåíÿ L =
{
z : Im z = 0,Re z < 0

}
. À ÿêùî z0 ∈ L, òî

lim
z→z0
Im z>0

arg z = π, à òàêîæ, lim
z→z0
Im z<0

arg z = −π.

Çðîçóìiëî, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : R → K, φ(t) = eit = cos t + i sin t, t ∈ T , ¹ íåïåðåðâ-

íîþ ñþð'¹êöi¹þ, ïðè÷îìó argφ(t) = t ïðè t ∈ (−π; π]. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ g : K → R,

g(z) = f(arg z), z ∈ K. Òîäi g áóäå íåïåðåðâíà íà K \ {−π}. Êðiì òîãî, ç 2π-ïåðiîäè÷íîñòi

f ìàòèìåìî, ùî

lim
z→−π
Im z>0

g(z) = lim
z→−π
Im z>0

f(arg z) = f(π) = f(−π) = lim
z→−π
Im z<0

f(arg z) = lim
z→−π
Im z<0

g(z),

à òîìó g íåïåðåðâíà i â òî÷öi −π. Îòæå, g ∈ C(K).

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R óñiõ ôóíêöié p : K → R âèãëÿäó

p(z) =
n∑

j,k=1

aj,kx
jyk, äå z = x+ iy ∈ K,

äå n ∈ N i aj,k ∈ R. Çðîçóìiëî, ùî R ¹ ïiäêiëüöåì C(K), ÿêå ðîçäiëÿ¹ òî÷êè K i ìiñòèòü óñi

ñòàëi ôóíêöi¨. Òîìó, çà òåîðåìîþ Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà (òåîðåìà 7.4), iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié gn ∈ R òàêà, ùî gn(z)
−→−→ g(z) íà K. Òîäi ôóíêöi¨

fn(t) = gn(e
it) = g(cos t+ i sin t), t ∈ R,

áóäóòü, î÷åâèäíèì ÷èíîì, òðèãîíîìåòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè i

fn(t) = gn(e
it) −→−→ g(eit) = f(t)

íà R.

Äëÿ êîæíîãî s ∈ N ÷åðåç C2π(Rs) ìè ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

f ∈ Rs → R, ÿêi ¹ 2π-ïåðiîäè÷íèìè âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ çîêðåìà. Êðiì òîãî, äëÿ

êîæíîãî x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs ïîçíà÷èìî eix = (eix1 , . . . , eixs).
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Òâåðäæåííÿ 7.4. Íåõàé s ∈ N, f ∈ C2π(Rs) i K =
{
z ∈ C : |z| = 1

}
îäèíè÷íèé êðóã â C.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ g ∈ C(Ks) òàêà, ùî g(eix) = f(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ Rs.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ g. Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

ψ : [0, 2π)s → Ks, ψ(x) = eix, ¹ ái¹êòèâíèì. Äëÿ êîæíîãî t ∈ Ks ïîêëàäåìî g(t) = f(ψ−1(t))

i ïîêàæåìî, ùî g(eix) = f(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ Rs. Ñïðàâäi íåõàé x ∈ Rs, t = eix i y = ψ−1(t).

Òîäi eiy = ψ(y) = t = eix, òà x − y = 2πn, äå n ∈ Ns
0. Îòæå, f(x) = f(y), àäæå ôóíêöiÿ f

2π-ïåðiîäè÷íà âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ çîêðåìà. Òåïåð ìà¹ìî

f(x) = f(y) = f(ψ−1(t)) = g(t) = g(eix).

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ g. Íåõàé (tk)
∞
k=1 � ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê tk ∈ Ks,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà t0 ∈ Ks. Âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü (xk)
∞
k=0 òî÷îê xk ∈ Rs

òàê, ùî x0 = lim
k→∞

xk i tk = eixk äëÿ êîæíîãî k ∈ N0. Òåïåð çà íåïåðåðâíiñòþ ôóíêöi¨ f â

òî÷öi x0 ìà¹ìî lim
k→∞

g(tk) = lim
k→∞

g(eixk) = lim
k→∞

f(xk) = f(x0) = g(eix0) = g(t0).

Äëÿ s ∈ N ñèìâîëîì T (Rs) ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóïíiñòü óñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî-

÷ëåíiâ f : Rs → R.

Òåîðåìà 7.6 (Äðóãà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ). Íåõàé s ∈ N,

f ∈ C2π(Rs). Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ fn ∈ T (Rs) òàêà,

ùî fn
−→−→ f íà R

Äîâåäåííÿ. Íåõàé K =
{
z ∈ C : |z| = 1

}
. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.4 âèáåðåìî ôóíêöiþ

g ∈ C(Ks) òàêó, ùî g(eix) = f(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ Rs.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R óñiõ ôóíêöié p : Ks → R òàêèõ, ùî p(eix) = q(x) íà Rs äå-

ÿêîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà q ∈ T (Rs). Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 7.4, ìíîæèíà R

¹ ïiäêiëüöåì C(Ks), ÿêå ðîçäiëÿ¹ òî÷êè Ks i ìiñòèòü óñi ñòàëi ôóíêöi¨. Òîìó, çà òåîðå-

ìîþ Ñòîóíà�Âåé¹ðøòðàññà (òåîðåìà 7.4), iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié gn ∈ R òàêà, ùî

gn(z)
−→−→ g(z) íà K. Çà âèáîðîì ôóíêöié gn âñi ôóíêöi¨ fn(x) = gn(e

ix) ¹ òðèãîíîìåòðè÷íè-

ìè ìíîãî÷ëåíàìè íà Rs i

fn(t) = gn(e
it) −→−→ g(eit) = f(t)

íà Rs.
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Ðîçäië II. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ

Ëåêöiÿ �8

Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ i êâàçiíîðìè

1 Îçíà÷åííÿ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ i éîãî âëàñòèâîñòi

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, L � éîãî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà i x ∈ X. ×èñëî

EL(x) = d(x, L) = inf{d(x, u) : u ∈ L}

íàçèâà¹òüñÿ âiäñòàííþ âiä òî÷êè x äî ìíîæèíè L àáî íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì åëåìåí-

òà x åëåìåíòàìè ìíîæèíè L.

Òâåðäæåííÿ 8.1. Äëÿ äîâiëüíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) i éîãî íåïîðîæíüî¨ ïiä-

ìíîæèíè L ôóíêöiÿ E : X → R, E(x) = EL(x), çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

10 E(x) ≥ 0 i E(x) = 0 ⇔ x ∈ L;

20 |E(x1)− E(x2)| ≤ d(x1, x2) äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X;

30 ôóíêöiÿ E ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà, çîêðåìà, íåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. 10. Çðîçóìiëî, ùî E(x) = inf{d(x, u) : u ∈ L} ≥ 0, àäæå d(x, u) ≥ 0 äëÿ

êîæíîãî u ∈ L.

Íåõàé E(x) = 0 i U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè x ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d). Òîäi iñíó¹

ε > 0 òàêå, ùî

Uε(x) = {u ∈ X : d(u, x) < ε} ⊆ U.

Îñêiëüêè ε > 0 = E(x) = inf{d(x, u) : u ∈ L}, òî iñíó¹ åëåìåíò u ∈ L òàêèé, ùî d(x, u) < ε.

Òîäi u ∈ L ∩ Uε(x) ⊆ L ∩ U . Îòæå, ïåðåòèí L ∩ U 6= ∅. Òîìó x ∈ L.

Íàâïàêè, íåõàé x ∈ L. Âiçüìåìî ε > 0. Òîäi L ∩ Uε(x) 6= ∅. Òîáòî iñíó¹ åëåìåíò u ∈ L

òàêèé, ùî d(x, u) < ε. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî E(x) ≤ 0, à îòæå, E(x) = 0.

20. Äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X i u ∈ L ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà âèïëèâà¹, ùî

E(x1) ≤ d(x1, u) ≤ d(x1, x2) + d(x2, u).
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Òîìó E(x1)− d(x1, x2) ≤ d(x2, u) äëÿ êîæíîãî u ∈ L. Îòæå,

E(x1)− d(x1, x2) ≤ inf{d(x2, u) : u ∈ L} = d(x2, L) = E(x2),

òîìó, E(x1)− E(x2) ≤ d(x1, x2). Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè x1 i x2, îòðèìà¹ìî:

E(x2)− E(x1) ≤ d(x2, x1) = d(x1, x2).

Òàêèì ÷èíîì,

−d(x1, x2) ≤ E(x1)− E(x2) ≤ d(x1, x2),

îòæå, |E(x1)− E(x2)| ≤ d(x1, x2).

30. Ç âëàñòèâîñòi 20 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ε > 0 i x1, x2 ∈ X ç íåðiâíîñòi

d(x1, x2) < ε âèïëèâà¹, ùî |E(x1)−E(x2)| < ε. Îòæå, ôóíêöiÿ E ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ

íà X.

2 Êâàçiíîðìè

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî, ùî àáåëåâîþ ãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà X, â ÿêié óâåäåíi îïåðàöiÿ

äîäàâàííÿ

(x, y) 7→ x+ y : X2 → X,

îïåðàöiÿ âçÿòòÿ ïðîòèëåæíîãî åëåìåíòà

x 7→ −x : X → X

i íóëüîâèé åëåìåíò 0 ∈ X, òàê, ùî ïðè öüîìó äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ X âèêîíóþòüñÿ òàêi

óìîâè:

(G1) (x+ y) + z = x+ (y + z);

(G2) x+ y = y + x;

(G3) x+ 0 = x;

(G4) x+ (−x) = 0.

Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ x i y àáåëåâî¨ ãðóïè X ñóìó x+ (−y) íàçèâàòèìåìî ðiçíèöåþ

åëåìåíòiâ x i y i ïîçíà÷àòèìåìî ¨¨ x− y.

Êâàçiíîðìîþ íà àáåëåâié ãðóïi X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiÿ

x 7→ |x| : X → R,

ÿêà äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:
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(Q1) |x| ≥ 0;

(Q2) | − x| = |x|;

(Q3) |x+ y| ≤ |x|+ |y|;

(Q4) |x| = 0 ⇔ x = 0.

Ïàðó (X, | · |) íàçèâàòèìåìî êâàçiíîðìîâàíîþ àáåëåâîþ ãðóïîþ, ÿêùî | cdot | ¹ êâàçi-

íîðìîþ íà àáåëåâié ãðóïi X.

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé | · | ¹ êâàçiíîðìîþ íà àáåëåâié ãðóïi X. Òîäi ôóíêöiÿ d(x, y) = |x−y|

¹ ìåòðèêîþ X, ÿêà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî çñóâiâ.

Äîâåäåííÿ. Çà âëàñòèâiñòþ (Q1) ìà¹ìî, ùî d(x, y) = |x − y| ≥ 0. Êðiì òîãî, çãiäíî ç

âëàñòèâiñòþ (Q4),

d(x, y) = |y − x| = | − (x− y)| = |x− y| = d(x, y).

Ç âëàñòèâîñòi (Q3) âèâîäèìî, ùî

d(x, z) = |x− z| = |x− y + y − z| ≤ |z − y|+ |y − z| = d(x, y) + d(y, z).

Íàðåøòi

d(x, y) = 0 ⇔ |x− y| = 0 ⇔ x− y = 0 ⇔ x = y.

Îòæå, d � ìåòðèêà íà X.

Îñêiëüêè

d(x+ z, y + z) = |(x+ z)− (y + z)| = |x+ z − y − z| = |x− y| = d(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ x, y, z ∈ X, òî ìåòðèêà d iíâàðiàíòíà âiäíîñíî çñóâiâ.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äà¹ îáåðíåíèé çâ'ÿçîê ìiæ ìåòðèêàìè i êâàçiíîðìàìè.

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé d � ìåòðèêà íà àáåëåâié ãðóïi X, ÿêà iíâàðiàíòíà âiäíîñíî çñóâiâ.

Òîäi ôóíêöiÿ |x| = d(x, 0) � öå êâàçiíîðìà íà X i d(x, y) = |x− y|.

Äîâåäåííÿ. (Q1). Äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X ìà¹ìî, ùî |x| = d(x, 0) ≥ 0,

(Q2). | − x| = d(−x, 0) = d(−x+ x, 0 + x) = d(0, x) = d(x, 0) = |x|.

(Q3). |x + y| = d(x + y, 0) ≤ d(x + y, y) + d(y, 0) = d(x + y − y, y − y) + d(y, 0) =

= d(x, 0) + d(y, 0) = |x|+ |y|.

(Q4). |x| = 0 ⇔ d(x, 0) = 0 ⇔ x = 0.
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Òåîðåìè 8.1 i 8.2 ïîêàçóþòü, ùî ìiæ ìíîæèíàìè êâàçiíîðì íà àáåëåâié ãðóïiX i ìåòðèê

íà X, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî çñóâiâ, iñíó¹ ïðèðîäíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü,

ÿêà êâàçiíîðìi | · | ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ìåòðèêó d(x, y) = |x− y|.

3 Âëàñòèâîñòi íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ïîðîäæåíîãî

êâàçiíîðìîþ

Íåõàé X � àáåëåâà ãðóïà, à L � ïiäãðóïà ãðóïè X, òîáòî íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ãðóïè X,

ÿêà çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöié äîäàâàííÿ i âçÿòòÿ ïðîòèëåæíîãî åëåìåíòà. Çàóâàæèìî,

ùî íóëüîâèé åëåìåíò îáîâ'ÿçêîâî âõîäèòü ó ïiäãðóïó, àäæå çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iñíó¹

åëåìåíò a ∈ L, à òîäi −a ∈ L, i îòæå, 0 = a+ (−a) ∈ L.

Íåõàé | · | � öå êâàçiíîðìà íà X i d(x, y) = |x− y| � âiäïîâiäíà ¨é ìåòðèêà. Äëÿ êîæíîãî

x ∈ X ðîçãëÿíåìî íàéêðàùå íàáëèæåííÿ

E(x) = EL(x) = inf
{
|x− u| : u ∈ L

}
.

Òâåðäæåííÿ 8.2. Íåõàé X � êâàçiíîðìîâàíà àáåëåâà ãðóïà i L � ¨¨ ïiäãðóïà. Ôóíêöiÿ

E = EL : X → R ìà¹ òàêi ñïåöiàëüíi âëàñòèâîñòi:

40 E(x) = E(−x) äëÿ êîæíîãî x ∈ X;

50 E(x1 + x2) ≤ E(x1) + E(x2) äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X;

60 E(x+ y) = E(x) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ L.

Äîâåäåííÿ. 40. Îñêiëüêè u ∈ L òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè −u ∈ L, òî

E(x) = inf{|x− u| : u ∈ L} = inf{| − x− (−u)| : −u ∈ L} = inf{| − x− v| : v ∈ L} = E(−x).

50. Îñêiëüêè L çàìêíåíà âiäíîñíî äîäàâàííÿ i ìiñòèòü íóëüîâèé åëåìåíò, òî

L+ L = {u+ v : u, v ∈ L} = L.

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ íåïîðîæíiõ îáìåæåíèõ çíèçó ìíîæèí A,B ⊆ R âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

inf A+ inf B = inf{a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíèõ x1, x2 ∈ X ìà¹ìî

E(x1)+E(x2) = inf{|x1−u| : u ∈ L}+inf{|x2−v| : v ∈ L} = inf{|x1−u|+|x2−v| : u, v ∈ L} ≥
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≥ inf{|(x1 + x2)− (u+ v)| : u, v ∈ L} = inf{|(x1 + x2)− w| : w ∈ L} = E(x1 + x2).

60. Íåõàé y ∈ L. Îñêiëüêè L çàìêíåíà âiäíîñíî äîäàâàííÿ i âçÿòòÿ ïðîòèëåæíîãî

åëåìåíòà, òî

y + L = {y + u : u ∈ L} = L.

Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X ìà¹ìî

E(x+ y) = inf{|x+ y − u| : u ∈ L} = {|x− (y + u)| : u ∈ L} = {|x− v| : v ∈ L} = E(x).

4 Êâàçiíîðìè íà âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ

Êâàçiíîðìîþ ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàä ïîëåì K äiéñíèõ àáî êîìïëåêñíèõ ÷èñåë íàçè-

âà¹òüñÿ êâàçiíîðìà íà àáåëåâié ãðóïiX ç îïåðàöi¹þ äîäàâàííÿ, ùî ¹ ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

X.

Íåõàé 0 < p ≤ 1. Íàãàäà¹ìî, ùî p-íîðìîþ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ

ôóíêöiÿ

x 7→ ‖x‖ : X → R,

ÿêà äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X i λ ∈ K çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(N1) ‖x‖ ≥ 0;

(N2) ‖λx‖ = |λ|p‖x‖;

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖;

(N4) ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.

ßêùî p = 1, òî p-íîðìà íàçèâà¹òüñÿ íîðìîþ. Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨ p-íîðìè ìà¹ìî,

ùî

‖ − x‖ = ‖(−1)x‖ = | − 1|p‖x‖ = ‖x‖

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, p-íîðìà ¹ êâàçiíîðìîþ íà X.

Ïðèêëàä 8.1. Íåõàé p ∈ (0, 1]. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X = ℓp, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ

ïîñëiäîâíîñòåé x = (ξk)
∞
k=1 ÷èñåë ξk ∈ K, äëÿ ÿêèõ ðÿä

∞∑
k=1

|ξk|p çáiãà¹òüñÿ. Ïðîñòið X ¹

ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó KN óñiõ ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à ôóíêöiÿ

‖x‖p =
∞∑
k=1

|ξk|p ¹ p-íîðìîþ íà X.
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñåë a i b âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(a+ b)p ≤ ap + bp. Ñïðàâäi,

(a+ b)p =
a+ b

(a+ b)1−p
=

a

(a+ b)1−p
+

b

(a+ b)1−p
≤ a

a1−p
+

b

b1−p
= ap + bp.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x+ y ∈ X i ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p+‖y‖p äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X . Êðiì òîãî,

î÷åâèäíî, ùî λx ∈ X äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i λ ∈ K. Òàêèì ÷èíîì, X ¹ ëiíiéíèì ïiäïðî-

ñòîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó KN. Âëàñòèâîñòi (N1), (N2) i (N4) ëåãêî ìîæíà ïåðåâiðèòè çà

îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ ‖ · ‖p.

Òâåðäæåííÿ 8.3. Íåõàé ‖·‖ � p-íîðìà íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàä ïîëåì K ∈ {R,C},

L � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó X, x ∈ X i E(x) = d(x, L) � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ. Òîäi

E(λx) = |λ|pE(x) äëÿ êîæíîãî λ ∈ K, çîêðåìà, E(λx) = |λ|E(x), ÿêùî ‖ · ‖ ¹ íîðìîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ = 0. Òîäi E(λx) = E(0) = 0, àäæå 0 ∈ L, i

|λ|pE(x) = 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ.

Òåïåð íåõàé λ 6= 0. Îñêiëüêè ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó X çàìêíåíèé âiäíîñíî ìíîæåííÿ

íà ñêàëÿð, òî L = λL = {λu : u ∈ L}. Òåïåð äëÿ êîæíîãî x ∈ X ìà¹ìî

E(λx) = inf{‖λx− u‖ : u ∈ L} = inf{‖λx− u‖ : u ∈ λL} = inf{‖λx− λv‖ : v ∈ L} =

= inf{|λ|p‖x− v‖ : v ∈ L} = |λ|p inf{‖x− v‖ : v ∈ L} = |λ|pE(x).
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Ëåêöiÿ �9

Êâàçiíîðìè òà åëåìåíòè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ

1 Ëiíiéíi êâàçiíîðìè i êâàçiíîðìîâàíi ïðîñòîðè

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ óçãîäæåíiñòü ãðóïîâî¨ i òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóð íà àáåëåâié

ãðóïi ç êâàçiíîðìîþ.

Òâåðäæåííÿ 9.1. Íåõàé X � êîìóòàòèâíà ãðóïà, | · | � êâàçiíîðìà íà X i

d(x, y) = |x − y| � ìåòðèêà, ïîðîäæåíà êâàçiíîðìîþ. Òîäi ãðóïîâi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ

s(x, y) 7→ x + y : X2 → X i ïåðåõîäó äî ïðîòèëåæíîãî åëåìåíòà τ(x) 7→ −x : X → X ¹

íåïåðåðâíèìè âiäíîñíî òîïîëîãi¨ T , ïîðîäæåíî¨ ìåòðèêîþ d.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ x ∈ X ñèñòåìà {Uε(x) : ε > 0} âiäêðèòèõ êóëü

Uε(x) = {y ∈ X : |x− y| < ε}

óòâîðþ¹ áàçó îêîëiâ òî÷êè x â òîïîëîãi¨ T .

Âiçüìåìî äîâiëüíi òî÷êè x, y ∈ X i ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ s íåïåðåðâíå â òî÷öi

(x, y) ∈ X2. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âñòàíîâèòè, ùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìíîæèíà

s
(
U ε

2
(x)× U ε

2
(y)
)
= {u+ v : u ∈ U ε

2
(x), v ∈ U ε

2
(y)}

ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi Uε(x+ y). Ñïðàâäi, íåõàé u ∈ U ε
2
(x) i v ∈ U ε

2
(y). Òîäi

|(x+ y)− (u+ v)| ≤ |x− u|+ |y − v| < ε
2
+ ε

2
= ε,

òîáòî u+ v ∈ Uε(x+ y).

Ïåðåâiðèìî òåïåð íåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ τ . Îñêiëüêè

|τ(x)− τ(y)) = | − x− (−y)| = | − (x− y)| = |x− y|

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X, òî τ ¹ içîìåòði¹þ, à îòæå, íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì.

Òîïîëîãiþ, ïîðîäæåíó ìåòðèêîþ d(x, y) = |x− y|, ìè íàçèâàòèìåìî òîïîëîãi¹þ, ïîðî-

äæåíîþ êâàçiíîðìîþ | · |.

Íàñëiäîê 9.1. Íåõàé | · | � êâàçiíîðìà íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàä ïîëåì K i T �

òîïîëîãiÿ, ïîðîäæåíà öi¹þ êâàçiíîðìîþ. Òîäi îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ íà X ¹ íåïåðåðâíîþ

âiäíîñíî òîïîëîãi¨ T .
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Çàóâàæåííÿ 9.1. Îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði íå îáîâ'ÿçêîâî

¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ êâàçiíîðìîþ (äèâ. ïðèêëàä 9.4).

Êâàçiíîðìà | · | íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàä ïîëåì K íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ, ÿêùî

îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð íà X íåïåðåðâíà âiäíîñíî òîïîëîãi¨ T , ïîðîäæåíî¨ êâà-

çiíîðìîþ, òîáòî (X, T ) � öå òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Ïðè öüîìó ïàðà (X, | · |)

íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.

Ïðèêëàä 9.1. Êîæíà p-íîðìà ‖ · ‖ íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði X ¹ ëiíiéíîþ êâàçiíîðìîþ.

Çîêðåìà, êîæíà íîðìà ¹ ëiíiéíîþ êâàçiíîðìîþ. Iíøèìè ñëîâàìè, íîðìîâàíi i p-íîðìîâàíi

ïðîñòîðè ¹ êâàçiíîðìîâàíèìè.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî λ ∈ K i x ∈ X i ïîêàæåìî, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð íà X

¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi (λ, x) âiäíîñíî òîïîëîãi¨ T , ïîðîäæåíî¨ êâàçiíîðìîþ.

Íåõàé (λn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ñêàëÿðiâ λn ∈ K i (xn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ

xn ∈ X òàêi, ùî lim
n→∞

λn = λ i lim
n→∞

‖x − xn‖ = 0. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (λn)
∞
n=1

îáìåæåíà. Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi p-íîðìè, îäåðæèìî, ùî

‖λx− λnxn‖ ≤ ‖λx− λnx‖+ ‖λnx− λnxn‖ = |λ− λn|p‖x‖+ |λn|p‖x− xn‖.

Òîìó lim
n→∞

‖λx−λnxn‖ = 0, ùî é äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ â òî÷öi (λ, x).

Ïðèêëàä 9.2. Íåõàé q, s � äâà ðiçíèõ ÷èñëà ç ïðîìiæêó (0; 1]. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið X,

ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ïîñëiäîâíîñòåé x = (ξk)
∞
k=1 ÷èñåë ξk ∈ K, äëÿ ÿêèõ ðÿäè

∞∑
j=1

|ξ2j−1|q

i
∞∑
j=1

|ξ2j|s çáiãàþòüñÿ. Ïðîñòið X ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó KN âñiõ

÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à ôóíêöiÿ |x| =
∞∑
j=1

|ξ2j−1|q +
∞∑
j=1

|ξ2j|s ¹ ëiíiéíîþ êâàçiíîðìîþ íà

X, ÿêà íå ¹ p-íîðìîþ äëÿ æîäíîãî p.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî x = (xk)
∞
k=1 ∈ X ïîêëàäåìî xo = (x2j−1)

∞
j=1 i xe = (x2j)

∞
j=1, i

çàóâàæèìî, ùî |x| = ‖xo‖q + ‖xe‖s, äå ‖ · ‖q i ‖ · ‖s � öå q-íîðìà i s-íîðìà, âiäïîâiäíî, ç

ïðèêëàäó 8.1. Ç ïðèêëàäó 8.1 âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî ïðîñòið X ëiíiéíèé. Îñêiëüêè ôóíêöi¨

‖ · ‖q i ‖ · ‖s ¹ ëiíiéíèìè êâàçiíîðìàìè, òî i ôóíêöiÿ | · | ¹ ëiíiéíîþ êâàçiíîðìîþ íà X.

Êðiì òîãî,

|λx| = |λ|q‖xo‖q + |λ|s‖xe‖s

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òîìó, îñêiëüêè ÷èñëà q, s � ðiçíi, òî ôóíêöiÿ | · | íå ¹ p-íîðìîþ äëÿ

æîäíîãî p.
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Ïðèêëàä 9.3. Ôóíêöiÿ |x| =
∞∑
k=1

|ξk|
2k(|ξk|+1)

� öå ëiíiéíà êâàçiíîðìà íà ïðîñòîði KN óñiõ

÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Äîâåäåííÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ | · | çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Q1), (Q2) i (Q4). Ïåðåâiðèìî

óìîâó (Q3). Íåõàé x = (ξk)
∞
k=1, y = (ηk)

∞
k=1 ∈ X. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f : [0,+∞) → [0,+∞),

f(t) = t
1+t

çðîñòàþ÷à, òî

|ξk + ηk|
2k(|ξk + ηk|+ 1)

=
1

2k
f(|ξk + ηk|) ≤

1

2k
f(|ξk|+ |ηk|) =

|ξk|+ |ηk|
2k(|ξk|+ |ηk|+ 1)

=

=
|ξk|

2k(|ξk|+ |ηk|+ 1)
+

|ηk|
2k(|ξk|+ |ηk|+ 1)

≤ |ξk|
2k(|ξk|+ 1)

+
|ηk|

2k(|ηk|+ 1)

äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Òåïåð ìà¹ìî

|x+ y| =
∞∑
k=1

|ξk + ηk|
2k(|ξk + ηk|+ 1)

≤
∞∑
k=1

|ξk|
2k(|ξk|+ 1)

+
∞∑
k=1

|ηk|
2k(|ηk|+ 1)

= |x|+ |y|.

Îòæå, ôóíêöiÿ | · | ¹ êâàçiíîðìîþ.

Òåïåð äîâåäåìî ëiíiéíiñòü êâàçiíîðìè | · |. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ

x = (ξk)
∞
k=1 ∈ X i íîìåðà m ∈ N âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

∞∑
k=m

|ξk|
2k(|ξk|+ 1)

≤
∞∑
k=m

1

2k
=

1

2m−1
,

çîêðåìà, |x| ≤ 1. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãîm ∈ Nôóíêöiÿ | · |m : Km → R, |x|m =
m∑
k=1

|ξk|
2k(|ξk|+1)

,

¹ ëiíiéíîþ êâàçiíîðìîþ íà ïðîñòîði Km.

Çàôiêñó¹ìî λ ∈ K i x = (ξk)
∞
k=1 ∈ X i ïîêàæåìî, ùî îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð

íåïåðåðâíà â òî÷öi (λ, x) âiäíîñíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ êâàçiíîðìîþ | · |. Íåõàé (λn)
∞
n=1 �

ïîñëiäîâíiñòü ñêàëÿðiâ λn ∈ K i (xn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ xn = (ξ
(n)
k )∞k=1 ∈ X òàêi,

ùî lim
n→∞

λn = λ i lim
n→∞

|x− xn| = 0. Äëÿ êîæíîãî ε > 0 âèáåðåìî íîìåðè m,n0 ∈ N òàêi, ùî

1

2m
<
ε

2
i |λx(m) − λnx

(m)
n |m <

ε

2

äëÿ âñiõ n > n0, äå x(m) = (ξk)
m
k=1 i x

(m)
n = (ξ

(n)
k )mk=1. Òåïåð äëÿ âñiõ n > n0 ìà¹ìî

|λx− λnxn| = |λx(m) − λnx
(m)
n |m +

∞∑
k=m+1

|λξk − λnξ
(n)
k |

2k(|λξk − λnξ
(n)
k |+ 1)

<
ε

2
+

1

2m
< ε.

Îòæå, lim
n→∞

|λx− λnxn| = 0 i îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi (λ, x).

Ïðèêëàä 9.4. Íåõàé X = KN, ‖x‖∞ = sup
k∈N

|ξk| i |x| = min{‖x‖∞, 1} äëÿ êîæíîãî

x = (ξk)
∞
k=1 ∈ X. Òîäi | · | � öå íå ëiíiéíà êâàçiíîðìà íà ïðîñòîði X.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðêà âëàñòèâîñòåé (Q1)− (Q4) äëÿ ôóíêöi¨ | · | ¹ äîñèòü ïðîñòà i öiëêîì

ïîäiáíà äî ïåðåâiðêè âëàñòèâîñòåé êëàñè÷íî¨ íîðìè ó ïðîñòîði ℓ∞ âñiõ îáìåæåíèõ ÷èñëî-

âèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Òîìó äîâåäåìî ëèøå íåëiíiéíiñòü êâàçiíîðìè | · |. Ðîçãëÿíåìî çáiæíó

äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü (λn)
∞
n=1 ñêàëÿðiâ λn = 1

n
i åëåìåíò x = (k)∞k=1 ∈ X. Òåïåð ìà¹ìî

lim
n→∞

|λnx| = 1 6= 0 = |0x|.

Îòæå, ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð íå ¹ íåïåðåðâíèì â òî÷öi (0, x).

2 Êâàçiíîðìîâàíi ïðîñòîðè ç îáìåæåíèìè êóëÿìè

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà A â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ îáìå-

æåíîþ, ÿêùî âîíà ïîãëèíà¹òüñÿ äîâiëüíèì îêîëîì íóëÿ â ïðîñòîði X, òîáòî äëÿ êîæíîãî

îêîëó íóëÿ U âX iñíó¹ òàêå ÷èñëî γ > 0, ùî A ⊆ λU ïðè |λ| ≥ γ. Êîæíèé êâàçiíîðìîâàíèé

ïðîñòið ¹ òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì âiäíîñíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨ êâàçiíîðìîþ.

Ïiä îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ ó êâàçiíîðìîâàíîìó ïðîñòîði X ìè áóäåìî ðîçóìiòè îáìåæåíó

ìíîæèíó, ÿêà îáìåæåíà â X ÿê â òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Â íîðìîâàíîìó ÷è,

çàãàëüíiøå, p-íîðìîâàíîìó ïðîñòîði (X, ‖ · ‖) îáìåæåíiñòü ìíîæèíè A ⊆ X ðiâíîñèëüíà

òàêié óìîâi: iñíó¹ ÷èñëî γ > 0, òàêå, ùî ‖x‖ ≤ γ äëÿ êîæíîãî x ∈ A. Â çàãàëüíèõ êâàçi-

íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ öå âæå íå òàê. Íàïðèêëàä ó ïðîñòîði X = KN ç ïðèêëàäó 9.3 äëÿ

êîæíîãî x ∈ X âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |x| ≤ 1, àëå X íå ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â ñîái.

Êâàçiíîðìîâàíèé ïðîñòið X ìè íàçèâà¹ìî ïðîñòîðîì ç îáìåæåíèìè êóëÿìè, ÿêùî

äëÿ êîæíîãî r > 0 êóëÿ

Br = {x ∈ X : |x| ≤ r}

¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â X, i ïðîñòîðîì ç îáìåæåíèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè êóëÿìè,

ÿêùî äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó L ïðîñòîðó X i äîâiëüíîãî

r > 0 ïåðåòèí L ∩ Br � öå îáìåæåíà ìíîæèíà â X.

Òåîðåìà 9.1. Íåõàé X � êâàçiíîðìîâàíèé ïðîñòið ç îáìåæåíèìè ñêií÷åííîâèìið-

íèìè êóëÿìè, L � éîãî ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið i r > 0. Òîäi êóëÿ

B = {x ∈ L : |x| ≤ r} ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â L, à îòæå, i â X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé dimL = n i e1 . . . , en � áàçèñ â ïðîñòîði L. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ L

iñíó¹ ¹äèíèé íàáið φ(x) = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, òàêèé, ùî x =
n∑
k=1

ξkek. Ç òåîðåìè Òèõîíîâà

ïðî ¹äèíiñòü ëiíiéíî¨ ãàóñäîðôîâî¨ òîïîëîãi¨ íà ñêií÷åííîâèìiðíîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði
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[12] âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : L → Kn � öå içîìîðôiçì òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ

ïðîñòîðiâ L i Kn. Çà óìîâîþ ìíîæèíà B îáìåæåíà â X, à çíà÷èòü, i â L. Êðiì òîãî,

âîíà ¹ çàìêíåíîþ â L. Òîäi i ìíîæèíà K = φ(B) çàìêíåíà é îáìåæåíà â ïðîñòîði K,

áî âiäîáðàæåííÿ φ ëiíiéíå i íåïåðåðâíå. Çà òåîðåìîþ Ãåéíå�Áîðåëÿ, òàêà ìíîæèíà K

êîìïàêòíà â ïðîñòîði Kn. À òîäi i ¨¨ îáðàç B = φ−1(K) ïðè îáåðíåíîìó âiäîáðàæåííi

êîìïàêòíèé â L i â X, áî âiäîáðàæåííÿ φ−1 íåïåðåðâíå, à îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè ïðè

íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi çàëèøà¹òüñÿ êîìïàêòíèì.

3 Åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ i ïðîêñèìiíàëüíi ìíîæèíè

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ∅ 6= L ⊆ X i x ∈ X. Åëåìåíò v ∈ L íàçèâà¹òüñÿ åëåìåí-

òîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòà x åëåìåíòàìè ç ìíîæèíè L, ÿêùî d(x, v) = d(x, L).

Ìíîæèíà L íàçèâà¹òüñÿ ïðîêñèìiíàëüíîþ, ÿêùî êîæíèé åëåìåíò x ∈ X ìà¹ â ìíîæèíi L

åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 9.2. Êîæíà íåïîðîæíÿ êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà L ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

(X, d) ¹ ïðîêñèìiíàëüíîþ â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X ôóíêöiÿ f(u) = d(x, u) íåïåðåðâíà, àäæå

|f(x) − f(x0)| ≤ d(x, x0). À íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà êîìïàêòíié ìíîæèíi ìà¹ íàéìåíøå

çíà÷åííÿ [4, 3.10.20], òîáòî iñíó¹ òàêå v ∈ K, ùî d(x, v) = d(x, L). Òî÷êà v i ¹ åëåìåíòîì

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ x â L.

Òâåðäæåííÿ 9.3. Êîæíà ïðîêñèìiíàëüíà ìíîæèíà L â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) ¹

çàìêíåíîþ â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ L, òîáòî d(x, L) = 0. Çà óìîâîþ â L iñíó¹ åëåìåíò v íàéêðàùîãî

íàáëèæåííÿ äëÿ x. Òîäi d(x, v) = d(x, L) = 0. Îòæå, x = v ∈ L, òîìó ìíîæèíà L çàìêíåíà.

Òâåðäæåííÿ 9.4. Êîæíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L êâàçiíîðìîâàíîãî

ïðîñòîðó X ç îáìåæåíèìè ñêií÷åííîâèìiðíèìè êóëÿìè ¹ ïðîêñèìiíàëüíîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x ∈ X i B = {u ∈ L : |u| ≤ 2|x|}. Ïîêàæåìî, ùî d(x, L) = d(x,B). Íåõàé

u ∈ L \B. Òîäi |u| > 2|x|, îòæå,

|u− x| ≥ |u| − |x| > 2|x| − |x| = |x| = |x− 0| ≥ d(x,B),
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àäæå 0 ∈ B. ßêùî æ u ∈ B, òî ñàìî ñîáîþ |u − x| ≥ d(x,B). Îòæå, |x − u| ≥ d(x,B)

äëÿ êîæíîãî u ∈ L i d(x, L) ≥ d(x,B). Îñêiëüêè L ⊇ B, òî d(x, L) ≤ d(x,B). Òàêèì

÷èíîì, d(x, L) = d(x,B). Çà òåîðåìîþ 9.1 êóëÿ B êîìïàêòíà â X, à òîìó ¹ ïðîêñèìiíàëü-

íîþ ìíîæèíîþ çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 9.2. Â òàêîìó ðàçi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò v ∈ B, ùî

|x− v| = d(x,B). Àëå B ⊆ L i d(x, L) = d(x,B), îòæå, v ∈ L i |x− v| = d(x, L), òîáòî v � öå

åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ äëÿ x ç L.

4 �äèíiñòü åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ó ñòðîãî îïóêëèõ

ïðîñòîðàõ

Íîðìîâàíèé ïðîñòið (X, ‖ · ‖) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî îïóêëèì [3], ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ éîãî

íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ x i y ç óìîâè ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ÷èñëî λ > 0

òàêå, ùî y = λx.

Òåîðåìà 9.2. Êîæíèé åâêëiäîâèé ïðîñòið X ñòðîãî îïóêëèé.

Äîâåäåííÿ. Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìà íà åâêëiäîâîìó ïðîñòîði X çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

〈·, ·〉 : X2 → R ââîäèòüñÿ çà ôîðìóëîþ ‖x‖ =
√

〈x, x〉. Íåõàé x, y ∈ X � íåíóëüîâi åëå-

ìåíòè òàêi, ùî ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖. Äîâåäåìî, ùî iñíó¹ ÷èñëî λ > 0 òàêå, ùî y = λx.

Ç îäíîãî áîêó,

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉+ 2〈x, y〉+ 〈y, y〉 = ‖x‖2 + 2〈x, y〉+ ‖y‖2,

à ç iíøîãî áîêó,

‖x+ y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 = ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2.

Òîìó 〈x, y〉 = ‖x‖ · ‖y‖ i äëÿ êîæíîãî ÷èñëà α ∈ R ìà¹ìî

‖y − αx‖2 = 〈y − αx, y − αx〉 = ‖y‖2 − 2α〈y, x〉+ ‖αx‖2 =

= ‖y‖2 − 2α‖y‖ · ‖x‖+ α2‖x‖2 = (‖y‖ − α‖x‖)2.

Ïîêëàäåìî λ = ∥y∥
∥x∥ . Çðîçóìiëî, ùî λ > 0 i ‖y‖−λ‖x‖ = 0. Òîìó y−λx = 0, òîáòî y = λx.

Òåîðåìà 9.3. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ñòðîãî îïóêëîãî ïðîñòîðó X, x ∈ X,

v1, v2 ∈ L i ‖x− v1‖ = ‖x− v2‖ = d(x, L). Òîäi v1 = v2
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Äîâåäåííÿ. ßêùî d(x, L) = 0, òî ‖x− v1‖ = ‖x− v2‖ = 0, à îòæå, v1 = x = v2.

Íåõàé d(x, L) = ϱ > 0. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò v = v1+v2
2

. Òîäi v ∈ L i

ϱ ≤ ‖x− v‖ =

∥∥∥∥x− v1 + v2
2

∥∥∥∥ = 1
2
‖2x− v1 − v2‖ ≤ 1

2
(‖x− v1‖+ ‖x− v2‖) = ϱ.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖x− v‖ = ϱ, à îòæå,

‖(x− v1) + (x− v2)‖ = 2‖x− v‖ = 2ϱ = ‖x− v1‖+ ‖x− v2‖.

Îñêiëüêè åëåìåíòè x− v1 i x− v2 � íåíóëüîâi, à ïðîñòið X ñòðîãî îïóêëèé, òî iñíó¹ ñêàëÿð

òàêèé λ > 0, ùî x − v1 = λ(x − v2), òîáòî (1 − λ)x = v1 − v2. Ïðèïóñòèìî, ùî λ 6= 1. Òîäi

x = 1
1−λ(v1 − v2) ∈ L, ùî íåìîæëèâî, àäæå d(x, L) = ϱ > 0. Òàêèì ÷èíîì, λ = 1, òîáòî

v1 = v2.
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Ëåêöiÿ �10

Òåîðåìà Ãààðà ïðî ¹äèíiñòü åëåìåíòà íàéêðàùîãî

ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ

1 Óìîâà Ãààðà

Íåõàé K � êîìïàêò i C(K) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : K → R ç ðiâíîìiðíîþ

íîðìîþ ‖f‖ = max
x∈K

|f(x)|. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó f1, . . . , fn åëåìåíòiâ ç

C(K) i ¨¨ ëiíiéíó îáîëîíêó

L = sp{f1, . . . , fn} =

{
n∑
k=1

λkfk : n ∈ N, (λ1, . . . , λn) ∈ Rn

}
.

Öÿ îáîëîíêà L ¹ ñêií÷åííîâèìiðíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó C(K), à çíà÷èòü, ïðîêñèìi-

íàëüíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði C(K), ÿê öå áóëî ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíié ëåêöi¨. Öå îçíà÷à¹,

ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(K) â L iñíó¹ åëåìåíò ¨¨ íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ, òîáòî òà-

êèé åëåìåíò g, ùî ‖f − g‖ ≤ ‖f − h‖ äëÿ êîæíîãî h ∈ L. Òóò ìè äîñëiäèìî ïèòàííÿ

ïðî ¹äèíiñòü òàêîãî åëåìåíòà. Çàóâàæèìî, ùî, íàïðèêëàä, ïðîñòið C = C[0; 1] íå ¹ ñòðîãî

îïóêëèì, îòæå, ðåçóëüòàò ïðî ¹äèíiñòü ç ïîïåðåäíüî¨ ëåêöi¨ äî íüîãî íå çàñòîñîâíèé.

Ìè âñòàíîâèìî, ùî â ïèòàííi ¹äèíîñòi îñíîâíó ðîëü âiäiãðà¹ òàêà óìîâà Ãààðà:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f1(x1) . . . f1(xn)

. . . . . . . . .

fn(x1) . . . fn(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0 äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ x1, . . . , xn ∈ K (Hn)

Ëiíiéíî íåçàëåæíó ñèñòåìó f1, . . . , fn ìè íàçèâà¹ìî ñèñòåìîþ Ãààðà, ÿêùî âîíà çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó Ãààðà (Hn).

Ïðèêëàä 10.1. Íåõàé K = [a; b], f0(x) = 1, f1(x) = x, . . . , fn(x) = xn íà [a; b]. Òîäi ëiíiéíà

êîìáiíàöiÿ g =
n∑
k=0

λkfk � öå àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî÷ëåí g(x) = λ0 + λ1x+ · · · + λnx
n ñòåïåíÿ

≤ n, îòæå, ïðîñòið L = sp{f0, . . . , fn} â äàíîìó âèïàäêó � öå ïðîñòið Pn âñiõ àëãåáðà¨-

÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ ≤ n. Âèçíà÷íèê ∆ äëÿ ñèñòåìè ñòåïåíåâèõ ôóíêöié f0, . . . , fn

çàïèñó¹òüñÿ òàê:

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1

x0 . . . xn

. . . . . .

xn0 . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Öå âiäîìèé ç êóðñó àëãåáðè âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà

∆ =
∏

0≤j<k≤n

(xj − xk).

Çðîçóìiëî, ùî ∆ 6= 0, ÿêùî òî÷êè x0, . . . , xn ðiçíi. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà f0, . . . , fn ñòåïå-

íåâèõ ôóíêöié ¹ ñèñòåìîþ Ãààðà.

2 Íåîáõiäíiñòü óìîâè Ãààðà äëÿ ¹äèíîñòi

Äëÿ äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi íàì áóäå ïîòðiáíà îäíà âëàñòèâiñòü öiëêîì ðåãóëÿðíèõ ïðî-

ñòîðiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé T1-ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì ðåãóëÿðíèì, ÿêùî

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X i ¨¨ äîâiëüíîãî îêîëó U iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ φ : X → [0; 1]

òàêà, ùî φ(x) = 1 i φ(X \ U) ⊆ {0}.

Òâåðäæåííÿ 10.1. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, x1, . . . , xn � íàáið éîãî ðiçíèõ

òî÷îê i y1, . . . , yn � íàáið äiéñíèõ ÷èñåë. Òîäi iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X → R,

ùî f(xk) = yk ïðè k = 1, . . . , n i ‖f‖ = max
1≤k≤n

|yk|.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið X ¹ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì [4, p.39],

òî iñíóþòü âiäêðèòi íåïåðåòèííi îêîëè Uk òî÷îê xk, k = 1, 2, . . . , n. Òåïåð, ñêîðèñòàâøèñü

öiëêîâèòîþ ðåãóëÿðíiñòþ ïðîñòîðó X äëÿ êîæíîãî k ≤ n, âèáåðåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ

φk : X → [0; 1] òàêó, ùî φk(xk) = 1 i φk(X \ Vk) = 0.

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ f =
n∑
k=1

ykφk. Çðîçóìiëî, ùî f(xk) = yk äëÿ êîæíîãî

k ≤ n. Êðiì òîãî, îñêiëüêè âñi Uk ïîïàðíî íåïåðåòèííi, òî ‖f‖ = sup
x∈X

|f(x)| = max
1≤k≤n

|yk|.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äà¹ íåîáõiäíiñòü óìîâè Ãààðà.

Òåîðåìà 10.1. Íåõàé äîâiëüíà ôóíêöiÿ f ∈ C(K) ìà¹ â L = sp{f1, . . . , fn} íå áiëüøå

îäíîãî åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ. Òîäi f1, . . . , fn � öå ñèñòåìà Ãààðà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî f1, . . . , fn íå ¹ ñèñòåìîþ Ãààðà. Òîäi iñíó¹ íàáið x1, . . . , xn

ðiçíèõ åëåìåíòiâ ïðîñòîðó K, äëÿ ÿêèõ âèçíà÷íèõ ∆ = det(fk(xj))
n
k,j=1 = 0. Òåîðåìó áóäå

äîâåäåíî, ÿêùî ìè ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ f , ÿêà â L ìà¹ ïðèíàéìíi äâà åëåìåíòè íàéêðàùîãî

íàáëèæåííÿ.

Ïðèñòóïèìî äî òàêî¨ ïîáóäîâè. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíi äâi îäíîðiäíi ñèñòåìè n ëiíiéíèõ
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ðiâíÿíü 

n∑
j=1

f1(xj)ξj = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .
n∑
j=1

fn(xj)ξj = 0,

i



n∑
k=1

fk(x1)ηk = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .
n∑
k=1

fk(xn)ηk = 0,

âiäíîñíî çìiííèõ ξ1, . . . , ξn i η1, . . . , ηn âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè âèçíà÷íèê êîæíî¨ ç öèõ ñèñòåì

äîðiâíþ¹ ∆ i ∆ 6= 0, òî öi ñèñòåìè ìàþòü íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè, òîáòî iñíóþòü íåíóëüî-

âi íàáîðè (α1, . . . , αn) i (β1, . . . , βn) òàêi, ùî
n∑
j=1

fk(xj)αj = 0 äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n i

n∑
k=1

fk(xj)βk = 0 äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n.

Çàóâàæèìî, ùî
n∑
j=1

αjg(xj) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ L. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

L = sp{f1, . . . , fn}, òî iñíó¹ íàáið (λ1, . . . , λn) ñêàëÿðiâ λk ∈ R òàêèé, ùî g =
n∑
k=1

λkfk.

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è âèáið íàáîðó (α1, . . . , αn), îòðèìà¹ìî

n∑
j=1

αjg(xj) =
n∑
j=1

αj

n∑
k=1

λkfk(xj) =
n∑
k=1

λk

n∑
j=1

αjfk(xj) =
n∑
k=1

λk · 0 = 0.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ h =
n∑
k=1

βkfk ∈ L. Îñêiëüêè ñèñòåìà f1, . . . , fn ëiíiéíî íåçàëåæíà,

à íàáið (β1, . . . , βn) íåíóëüîâèé, òî h 6= 0, òîáòî ‖h‖ 6= 0. Ôóíêöiÿ h0 = h
∥h∥ ∈ L, ïðè÷îìó

‖h0‖ = 1 i çãiäíî ç âèáîðîì íàáîðó (β1, . . . , βn) ìà¹ìî, ùî

h0(xj) =
1

‖h‖

n∑
k=1

βkfk(xj) = 0

äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n. Îñêiëüêè êîìïàêò K öiëêîì ðåãóëÿðíèé, òî, çà òâåðäæå-

ííÿì 10.1, iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g0 ∈ C(K), ùî g0(xj) = sgnαj ïðè j = 1, . . . , n i

‖g0‖ = max
1≤j≤n

|sgnαj| = 1. Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f , ùî âèçíà÷åíà

ïðàâèëîì

f(x) = g0(x) ·
(
1− |h0(x)|

)
, x ∈ K,

¹ øóêàíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî

f(xj) = g0(xj)(1− |h0(xj)|) = g0(xj) = sgnαj

äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n. Äîâåäåìî, ùî d(f, L) ≥ 1, òîáòî ‖f − g‖ ≥ 1 äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

g ∈ L. Ïðè öüîìó ìè ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè.
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Ñïî÷àòêó íåõàé ôóíêöiÿ g ∈ L òàêà, ùî αjg(xj) ≥ 0 äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n. Îñêiëüêè

çãiäíî ç äîâåäåíèì âèùå
n∑
j=1

αjg(xj) = 0, òî αjg(xj) = 0 äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n. Ó

íåíóëüîâîìó íàáîði (α1, . . . , αn) îáîâ'ÿçêîâî iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò αi. Òîäi g(xi) = 0 i

‖f − g‖ ≥ |f(xi)− g(xi)| = |f(xi)| = |sgnαi| = 1.

Òåïåð íåõàé ôóíêöiÿ g ∈ L òàêà, ùî αjg(xj) < 0 äëÿ äåÿêîãî j ≤ n. Òîäi íåíóëüîâi

÷èñëà αj i g(xj) ðiçíèõ çíàêiâ, òîìó |sgnαj − g(xj)| = |sgnαj|+ |g(xj)| > 1. Îòæå,

‖f − g‖ ≥ |f(xj)− g(xj)| = |sgnαj − g(xj)| > 1.

Ïðè êîæíîìó ñêàëÿði λ ç |λ| ≤ 1 ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ λh0 ∈ L. Îñêiëüêè

|f(x)− λh0(x)| = |g0(x)(1− |h0(x)|)− λh0(x)| ≤ |g0(x)|(1− |h0(x)|) + |λh0(x)| ≤

≤ ‖g0‖(1− |h0(x)|) + |h0(x)| = 1− |h0(x)|+ |h0(x)| = 1

äëÿ âñiõ x ∈ K, òî ‖f − λh0‖ ≤ 1. Àëå ‖f − λh0‖ ≥ d(f, L) ≥ 1, òîìó

‖f − λh0‖ = d(f, L) = 1.

Îòæå, âñi ôóíêöi¨ λh0 ïðè |λ| ≤ 1 ¹ åëåìåíòàìè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â L äëÿ ôóíêöi¨ f .

Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî âñi ôóíêöi¨ λh0 ðiçíi, àäæå ‖h0‖ = 1, ùî i çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ

òåîðåìè.

3 Îäíà âëàñòèâiñòü åëåìåíòà íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi óìîâè Ãààðà äëÿ ¹äèíîñòi ìíîãî÷ëåíà íàéêðàùîãî ðiâíîìið-

íîãî íàáëèæåííÿ íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé öiêàâèé i ñàì ïî

ñîái. Ñèìâîëîì |A| ìè ïîçíà÷à¹ìî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè A.

Òåîðåìà 10.2. Íåõàé |K| > n, f1, . . . , fn � ñèñòåìà Ãààðà â C(K), L = sp{f1, . . . , fn},

f ∈ C(K)\L, g � åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ åëåìåíòà f åëåìåíòàìè ç L, r = f−g,

h = |r| i α = E(f) = ‖r‖ = ‖h‖. Òîäi ðiâíÿííÿ h(x) = α ìà¹ ïðèíàéìíi n+ 1 ðîçâ'ÿçêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ìiðêóþ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî ðiâíÿííÿ h(x) = α ìà¹ ùîíàé-

áiëüøå n ðîçâ'ÿçêiâ. Îñêiëüêè K � êîìïàêò, òî ìíîæèíà A = {x ∈ K : f(x) = α} íåïîðî-

æíÿ. Çà ïðèïóùåííÿì ÷èñëî m = |A| ¨¨ åëåìåíòiâ íå áiëüøå âiä n. Íåõàé A = {x1, . . . , xm},

äå 1 ≤ m ≤ n. ßêùî m < n, òî äîïîâíèìî ìíîæèíó A äîâiëüíèìè ðiçíèìè åëåìåíòàìè
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xm+1, . . . , xn ç äîïîâíåííÿK\A. Öå ìîæíà çðîáèòè, áî |K| > n. Êðiì òîãî, iñíó¹ ïðèíàéìíi

ùå îäíà òî÷êà x∗ ∈ K \ {x1, . . . , xn}.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

n∑
k=1

fk(x1)ξk = r(x1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
n∑
k=1

fk(xn)ξk = r(xn),

âiäíîñíî çìiííèõ ξ1, . . . , ξn. Çàóâàæèìî, ùî âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ∆ 6= 0, àäæå f1, . . . , fn

� ñèñòåìà Ãààðà i òî÷êè x1, . . . , xn � ðiçíi. Òîìó äàíà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(α1, . . . , αn). Òåïåð ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ g0 =
n∑
k=1

αkfk ∈ L. Òîäi g0(xj) = r(xj) äëÿ êî-

æíîãî j = 1, . . . , n.

Äîâåäåìî, ùî ïðè äîñèòü ìàëèõ ε > 0 ôóíêöiÿ φε = g+ εg0 ∈ L çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

‖f − φε‖ < ‖f − g‖ = α,

îòæå, g íå áóäå åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â L äëÿ f , ùî ïðèâåäå íàñ äî ñóïåðå-

÷íîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî α = E(f) > 0, àäæå f 6∈ L, à L � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið C(K), áî âií

ñêií÷åííîâèìiðíèé. Îñêiëüêè g0(xj) = r(xj), òî |r(xj)| = h(xj) = α, çîêðåìà, r(xj) 6= 0 ïðè

j = 1, . . . ,m. Òîìó ÷àñòêà ψ = g0
r
âèçíà÷åíà i íåïåðåðâíà â óñiõ òî÷êàõ xj i ψ(xj) =

g0(xj)

r(xj)
= 1

ïðè j = 1, . . . ,m. Êðiì òîãî, |r(xj)| = α > α
2
äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . ,m. Ç íåïåðåðâíîñòi

ôóíêöié ψ i |r| = h ó òî÷êàõ xj âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . ,m iñíó¹ òàêèé

âiäêðèòèé îêië Uj òî÷êè xj â K, ùî ψ(x) > 1
2
, h(x) = |r(x)| > α

2
íà Uj i x∗ 6∈ Uj. Öi æ

íåðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ i íà âiäêðèòié ìíîæèíi G =
m⋃
j=1

Uj, ùî ìiñòèòü ìíîæèíó A i íå

ìiñòèòü òî÷êó x∗. Äîïîâíåííÿ F = K \ G � öå çàìêíåíà ïiäìíîæèíà êîìïàêòó K, ÿêà ¹

íåïîðîæíüîþ (àäæå x∗ ∈ F ) i íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ A. Òîìó h(x) < α äëÿ êîæíîãî

x ∈ F , îòæå, i δ = max
x∈F

h(x) < α. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëà

µ = α− δ > 0, M = max
x∈F

|g0(x)|+ 1, ν = inf
x∈G

h(x) ≥ α

2
> 0 i N = sup

x∈G
|g0(x)| ≥ α > 0.

Âèáåðåìî ÷èñëî ε > 0 òàê, ùî 0 < ε < min{ µ
M
, ν
N
} i ïîêàæåìî, ùî òîäi ‖f − gε‖ < α.

Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî x ∈ G ìà¹ìî

|f(x)−φε(x)| = |f(x)−g(x)−εg0(x)| = |r(x)−εg0(x)| = |r(x)| · |1− εg0(x)

r(x)
| = h(x)|1−εψ(x)|.
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Îñêiëüêè ψ(x) ≥ 1
2
, òî ψ(x) > 0, îòæå, ψ(x) = |ψ(x)| = |g0(x)|

|r(x)| ≤ N
ν
. Â òàêîìó ðàçi,

1− εψ(x) ≥ 1− εN
ν
> 0,

àäæå ε < ν
N
. Òîìó

|f(x)− ψε(x)| = h(x)(1− εψ(x)) = h(x)(1− ε
2
) ≤ α(1− ε

2
) = α1 < α,

áî 0 < 1− εψ(x) < 1− ε
2
< 1 i ìíîæèíà G íåïîðîæíÿ.

Ç iíøîãî áîêó, ïðè x ∈ F ìà¹ìî

|f(x)− ψε(x)| = |r(x)− εg0(x)| ≤ |r(x)|+ ε|g0(x)| ≤ δ = α2 < δ + µ = α.

Òîäi

|f(x)− ψε(x)| ≤ α0 = max{α1, α2} < α

íà K, à çíà÷èòü, ‖f − ψε‖ ≤ α0 < α. Îòæå, g íå ¹ åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ, ùî

ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi i äîâîäèòü íàøó òåîðåìó.

4 Äîñòàòíiñòü óìîâè Ãààðà

Äîñòàòíiñòü óìîâè Ãààðà ìè âèâåäåìî ç òåîðåìè 10.2.

Òåîðåìà 10.3. Íåõàé f1, . . . , fn � ñèñòåìà Ãààðà ó ïðîñòîði C(K), f ∈ C(K), g1 òà g2 �

åëåìåíòè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði L = sp{f1, . . . , fn}. Òîäi g1 = g2.

Äîâåäåííÿ. Ðàçîì ç ôóíêöiÿìè g1 i g2 äî ïðîñòîðó L íàëåæàòü òàêîæ ôóíêöi¨ g = g1+g2
2

i

g1 − g2. Íåõàé E(f) = α. Îñêiëüêè ‖f − gi‖ = α ïðè i = 1, 2, òî

α ≤ ‖f − g‖ = 1
2
‖f − g1 + f − g2‖ ≤ 1

2
(‖f − g1‖+ ‖f − g2‖) = 1

2
(α + α) = α.

Îòæå, ‖f − g‖ = α, òîáòî i g � öå åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêöi¨ f .

Ç òåîðåìè 10.2 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ n ðiçíèõ òî÷îê x1, . . . , xn â K òàêèõ, ùî

|f(xj)− g(xj)| = α äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n.

Ïîêàæåìî, ùî g0(xj) = 0 äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n. Çàôiêñó¹ìî j ∈ {1, . . . , n} i ïî-

çíà÷èìî uj = f(xj) − g1(xj) i vj = f(xj) − g2(xj). Çàóâàæèìî, ùî |uj| ≤ ‖f − g1‖ = α i

|vj| ≤ ‖f − g2‖ = α. Òåïåð ìà¹ìî

2α = |2f(xj)− 2g(xj)| = |uj + vj| ≤ |uj|+ |vj| ≤ 2α.
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Îòæå, |uj + vj| = |uj| + |vj| i |uj| = |vj| = α. Ïåðøà ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî ÷èñëà uj i vj ¹

÷èñëàìè îäíîãî çíàêó, à òîìó çà äðóãîþ ðiâíiñòþ uj = vj.

Òàêèì ÷èíîì, g0(xj) = 0 äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . , n. Êðiì òîãî, g0 ∈ L. Îòæå,

g0 =
n∑
k=1

λkfk äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ1, . . . , λn. Òîìó
n∑
k=1

λkfk(xj) = g0(xj) = 0 ïðè

j = 1, . . . , n. Òîáòî íàáið (λ1, . . . , λn) ¹ ðîçâ'ÿçêîì îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

n∑
k=1

fk(x1)ξk = 0,

. . . . . . . . . . . . . . .
n∑
k=1

fk(xn)ξk = 0,

âiäíîñíî çìiííèõ ξ1, . . . , ξn. Îñêiëüêè âèçíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè ∆ 6= 0, àäæå f1, . . . , fn �

ñèñòåìà Ãààðà i òî÷êè x1, . . . , xn � ðiçíi. Òîìó öÿ ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê.

Îòæå, λ1 = · · · = λn = 0, òîáòî g0 = 0 i g1 = g2.

Ñôîðìóëþ¹ìî ïiäñóìêîâå òâåðäæåííÿ, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ Ãààðà.

Òåîðåìà 10.4 (Ãààð). Íåõàé K � êîìïàêò, f1, . . . , fn � ëiíiéíî íåçàëåæíà ñèñòåìà ôóí-

êöié â C(K) i L = sp{f1, . . . , fn}. Äëÿ òîãî, ùîá êîæíà ôóíêöiÿ f ∈ C(K) ìàëà ¹äèíèé

åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â L íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá f1, . . . , fn áóëà ñèñòåìîþ

Ãààðà.

Ñèñòåìà ñòåïåíåâèõ ôóíêöié f0(x) = 1, f1(x) = x, . . . , fn(x) = xn íà âiäðiçêó [a; b] ¹

ñèñòåìîþ Ãààðà, òîìó ç òåîðåìè 10.4 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 10.5. Êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : [a; b] → R ìà¹ ¹äèíèé àëãåáðà¨÷íèé ìíîãî-

÷ëåí g(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ¨¨ íàéêðàùîãî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ.
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Ëåêöiÿ �11

Óçàãàëüíåííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè Áåðíøòåéíà

íà êâàçiíîðìîâàíi ïðîñòîðè

1 Îáåðíåíà òåîðåìà Áåðíøòåéíà òà ¨¨ óçàãàëüíåííÿ

Äëÿ ôóíêöi¨ f ∈ C[a; b] ðîçãëÿíåìî ¨¨ íàéêðàùi ðiâíîìiðíi íàáëèæåííÿ

En(f) = d(f, Pn) = inf
g∈Pn

‖f − g‖,

äå Pn � ïiäïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ g(x) = a0+a1x+a2x
2+. . . , anx

n ñòåïåíÿ ≤ n. Çðîçóìiëî,

ùî Pn ⊆ Pn+1 äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . , òîìó ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë íåâiä'¹ìíèõ αn = En(f)

ñïàäà¹, òîáòî αn ≥ αn+1 äëÿ êîæíîãî n. Ç ïåðøî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ

íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî lim
n→∞

αn = 0. Ó 1938 ðîöi ó �Âiñòÿõ ôðàíöóçüêî¨ Àêàäåìi¨ íàóê�

Ñ. Í. Áåðíøòåéí îïóáëiêóâàâ ñòàòòþ, â ÿêié äàâ íà÷åðê äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó,

âiäîìîãî òåïåð ïiä íàçâîþ îáåðíåíà òåîðåìà Áåðíøòåéíà.

Òåîðåìà 11.1 (îáåðíåíà òåîðåìà Áåðíøòåéíà). Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñêií÷åííî ìàëî¨ i ñïàäíî¨

ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë αn iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ C[a; b], ó ÿêî¨ En(f) = αn äëÿ

êîæíîãî n = 0, 1, . . . .

Ó 1948 ðîöi Ñ.Ì.Íiêîëüñüêèé áåç äîâåäåííÿ çàóâàæèâ, ùî ñïðàâåäëèâå òàêå óçàãàëü-

íåííÿ îáåðíåíî¨ òåîðåìè Áåðíøòåéíà.

Òåîðåìà 11.2 (Íiêîëüñüêèé). Íåõàé X � äiéñíèé áàíàõîâèé ïðîñòið i (Ln)
∞
n=1 � ñòðî-

ãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü éîãî ñêií÷åííîâèìiðíèõ ëiíiéíèõ ïiäïðîñòîðiâ i (αn)
∞
n=1 �

ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

x ∈ X, ùî d(x, Ln) = αn äëÿ êîæíîãî íîìåðà n.

Ç òîãî ÷àñó ç'ÿâèëîñü áàãàòî óçàãàëüíåíü i àíàëîãiâ îáåðíåíî¨ òåîðåìè Áåðíøòåéíà,

çîêðåìà, Ã.À.Âîëîøèí i Â.Ê.Ìàñëþ÷åíêî ïåðåíåñëè ¨¨ íà êâàçiíîðìîâàíi ïðîñòîðè, ðîç-

âèâàþ÷è iäå¨ ïåðâiñíî¨ ïðàöi Áåðíøòåéíà. Öåé ðåçóëüòàò áóâ îïóáëiêîâàíèé ó �Ìàòåìàòè-

÷íîìó âiñíèêó ÍÒØ� ó 2009 ðîöi. Ìè âèêëàäåìî éîãî òóò ó ïîêðàùåíié ðåäàêöi¨. Òåîðåìè

11.1 i 11.2 ¹ éîãî íàñëiäêàìè.
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2 Íàéïðîñòiøà îáåðíåíà çàäà÷à

Íåõàé L � íåïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d). Íàéïðîñòiøà îáåðíåíà

çàäà÷à äëÿ íå¨ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ ÷èñëà α ≥ 0 ïîáóäóâàòè òàêèé åëåìåíò x ∈ X,

ùî d(x, L) = α. Òóò ìè ðîçâ'ÿæåìî ¨¨ äëÿ êâàçiíîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X, ùî çàäîâîëüíÿ¹

ïåâíi óìîâè.

Íåõàé (X, | · |) � äiéñíèé êâàçiíîðìîâàíèé ïðîñòið. Éîãî íåïîðîæíié çàìêíåíèé ëiíié-

íèé ïiäïðîñòið L íàçèâàòèìåìî íåîñÿæíèì, ÿêùî lim
λ→∞

d(λx, L) = +∞ âèêîíó¹òüñÿ äëÿ

êîæíîãî x ∈ X \ L. Ìè ðîçãëÿäàòèìåìî òàêi óìîâè íà ïðîñòið X:

(a) òðèâiàëüíèé ïiäïðîñòið L = {0} íåîñÿæíèé;

(A) äîâiëüíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó X íåîñÿæíèé;

(A) äîâiëüíèé íåïîðîæíié çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó X íåîñÿæíèé.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî ïðîñòîðó L ïîçíà÷èìî E(x) = d(x, L)). ßêùî X � p-íîðìîâàíèé

ïðîñòið äëÿ äåÿêîãî p ∈ (0, 1], i L � éîãî çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið, òî, ÿê âiäîìî,

E(λx) = |λ|pE(x) äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ R i x ∈ X. Òîäi ïðè x ∈ X \ L îáîâ'ÿçêîâî E(x) > 0 i

òîìó

lim
λ→∞

d(λx, L) = lim
λ→∞

E(λx) = lim
λ→∞

|λ|pE(x) = +∞.

Îòæå, p-íîðìîâàíèé ïðîñòið, çîêðåìà, íîðìîâàíèé ïðîñòið, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (A), à òîìó,

é óìîâè (A) i (a).

Ïðèêëàä 11.1. ÍåõàéX � òàêèé ïðîñòið, ÿêèé áóâ ïîáóäîâàíèé â ïðèêëàäi 9.2. ÏðîñòiðX

¹ êâàçiíîðìîâàíèì ïðîñòîðîì iç êâàçiíîðìîþ |x| =
∞∑
j=1

|ξ2j−1|q +
∞∑
j=1

|ξ2j|s, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (A) i íå ¹ p-íîðìîþ äëÿ æîäíîãî p.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 9.2, çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ | · | çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó (A). Íåõàé t = min{q, s}. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî λ ∈ R ç |λ| ≥ 1 ìà¹ìî |λ|t ≤ |λ|q i

|λ|t ≤ |λ|s, çâiäêè

E(λx) ≥ |λ|tE(x)

äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òîìó ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (A).

Ïðèêëàä 11.2. Íåõàé X = RN i |x| =
∞∑
k=1

|ξk|
2k(|ξk|+1)

(äèâ. ïðèêëàä 9.3). Êâàçiíîðìîâàíèé

ïðîñòið (X, | · |) íå çàäîâîëüíÿ¹ íàéñëàáøó óìîâó (a), àäæå |x| ≤ 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ X.
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Òåîðåìà 11.3. Íåõàé X � êâàçiíîðìîâàíèé ïðîñòið, L � íåîñÿæíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó

X, L 6= X i α > 0. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ X, ùî d(x, L) = α.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè L 6= X, òî iñíó¹ åëåìåíò a ∈ X \ L. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨

g : X → R, g(x) = d(x, L), i h : [0; +∞) → X, h(λ) = λa, ¹ íåïåðåðâíèìè. Òîìó

ôóíêöiÿ f : [0; +∞) → R, f(λ) = d(λa, L) = g(h(λ)), òàêîæ íåïåðåðâíà. Êðiì òîãî,

f(0) = d(0, L) = 0, àäæå 0 ∈ L, i ç íåîñÿæíîñòi L âèïëèâà¹, ùî

lim
λ→+∞

f(λ) = lim
λ→+∞

d(λa, L) = +∞.

Çà òåîðåìîþ ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ iñíó¹ ÷èñëî µ ≥ 0, òàêå, ùî f(µ) = α. Òîäi d(x, L) = α,

äå x = µa ∈ X.

3 Îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïðîñòîðiâ

Çàãàëüíà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ äîâiëüíèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí L1, . . . , Ln ó ìå-

òðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) i äàíèõ ÷èñåë α1, . . . , αn ïîáóäóâàòè òàêèé åëåìåíò x ∈ X, ùî

d(x, Lk) = αk äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Ìè ïîäàìî âàðiàíò ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ äëÿ êâàçiíîðìî-

âàíèõ ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 11.4. Íåõàé X � êâàçiíîðìîâàíèé ïðîñòið, L1, . . . , Ln � ïðîêñèìiíàëüíi íåîñÿ-

æíi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó X, òàêi, ùî L1 ⊂ · · · ⊂ Ln ⊂ X, i α1 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0.

Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ X, ùî |x| = α1 i d(x, Lk) = αk äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê n = 1. Çà òåîðåìîþ 11.3 iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

u ∈ X, ùî d(u, L1) = α1. Ç ïðîêñèìiíàëüíîñòi L1 âèïëèâà¹, ùî â L1 iñíó¹ åëåìåíò v

íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ äëÿ u, äëÿ ÿêîãî |u − v| = d(x, L1) = α1. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

x = u− v. Òîäi |x| = α1. Îñêiëüêè v ∈ L1, òî d(x, L1) = d(u− v, L1) = d(u, L1) = α1. Òàêèì

÷èíîì, äëÿ n = 1 òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî n ≥ 2, i òâåðäæåííÿ òåîðåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ n − 1 ïiäïðîñòîðiâ.

Äîâåäåìî, ùî âîíî áóäå ñïðàâåäëèâèì i äëÿ n ïiäïðîñòîðiâ.

Çàñòîñóâàâøè iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ äî n − 1 ïiäïðîñòîðiâ X2 ⊂ · · · ⊂ Xn ⊂ X i

÷èñåë α2 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0 çíàéäåìî òàêèé åëåìåíò y ∈ X, ùî |y| = α2 i d(y, Lk) = αk

ïðè k = 2, . . . , n. Àëå L1 ⊂ L2, îòæå, iñíó¹ åëåìåíò a ∈ L2 \ L1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(λ) = d(λa + y, L1) ïðè λ ≥ 0. ßñíî, ùî ôóíêöiÿ f : [0; +∞) → [0; +∞) íåïåðåðâíà,

áî âîíà ¹ êîìïîçèöi¹þ g ◦ h íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü h : [0; +∞) → X, h(λ) = λa + y, i
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g : X → [0; +∞), g(x) = d(x, L1). Îñêiëüêè ç òâåðäæåííÿ 8.2 (âëàñòèâiñòü 50) ìà¹ìî, ùî

d(λa, L1) = d(λa+ y − y, L1) ≤ d(λa+ y, L1) + d(−y, L1) = f(λ) + d(−y, L1),

òî

f(λ) ≥ d(λa, L1)− d(−y, L1).

Àëå a /∈ L1 i L1 íåîñÿæíèé. Òîìó lim
λ→+∞

d(λa, L1) = +∞. Îòæå, i lim
λ→+∞

f(λ) = +∞.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè 0 ∈ L1 ⊂ L2, òî

d(y, L1) ≤ |y − 0| = |y| = α2 = d(y, L2) ≤ d(y, L1).

Îòæå, d(y, L1) = d(y, L2) = α2.

Â òàêîìó ðàçi, f(0) = d(y, L1) = α2. Îñêiëüêè α2 ≤ α1 < +∞, òî çà òåîðåìîþ ïðî

ïðîìiæíå çíà÷åííÿ iñíó¹ òàêå ÷èñëî µ ≥ 0, ùî f(µ) = α1.

Ïîêëàäåìî u = µa+y. ßñíî, ùî d(u, L1) = f(µ) = α1. Ç ïðîêñèìiíàëüíîñòi ïðîñòîðó L1

âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò v ∈ L1, ùî |u− v| = d(u, L1) = α1. Ðîçãëÿíåìî åëåìåíò

x = u− v. Îñêiëüêè v ∈ L1, òî çà òâåðäæåííÿì 8.2 (âëàñòèâiñòü 60) îòðèìó¹ìî, ùî

d(x, L1) = d(u− v, L1) = d(u, L1) = α1 = |x|.

Êðiì òîãî, x = u − v = y + µa − v = y + w, äå w = µa − v. Àëå w ∈ L2 ⊆ Lk äëÿ êîæíîãî

k = 2, . . . , n. Òîìó çíîâó âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 8.2 ìàòèìåìî, ùî

d(x, Lk) = d(y + w,Lk) = d(y, Lk) = αk

ïðè k = 2, . . . , n. Îòæå, x ¹ øóêàíèì åëåìåíòîì.

Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 9.4, ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið êâà-

çiíîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ç îáìåæåíèì ñêií÷åííîâèìiðíèìè êóëÿìè ïðîêñèìiíàëüíèé. Òîìó

íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 11.4.

Òåîðåìà 11.5. Íåõàé X � êâàçiíîðìîâàíèé ïðîñòið ç îáìåæåíèì ñêií÷åííîâèìiðíèìè

êóëÿìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (A), L1, . . . Ln � ñêií÷åííîâèìiðíi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè

ïðîñòîðó X, òàêi, ùî L1 ⊂ · · · ⊂ Ln ⊂ X, i α1 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

x ∈ X, ùî |x| = α1 i d(x, Lk) = αk äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n.
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4 Îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ ïîñëiäîâíîñòi ïiäïðîñòîðiâ

Çàãàëüíà îáåðíåíà çàäà÷à äëÿ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi ïiäïðîñòîðiâ Ln ìåòðè÷íîãî ïðî-

ñòîðó (X, d) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äëÿ çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë αn ïîáóäóâàòè òàêèé

åëåìåíò x ∈ X, ùî d(x, Ln) = αn äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Ìè ¨¨ ðîçâ'ÿæåìî äëÿ ïîâíèõ

êâàçiíîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ ç ïåâíèìè óìîâàìè.

Òåîðåìà 11.6. Íåõàé (Ln)
∞
n=1 � ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiä-

ïðîñòîðiâ Ln ïîâíîãî êâàçiíîðìîâàíîãî ïðîñòîðó X ç îáìåæåíèì ñêií÷åííîâèìiðíèìè

êóëÿìè, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (A), i (αn)
∞
n=1 � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë

αn, ÿêà ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ X, ùî d(x, Ln) = αn äëÿ êîæíîãî

íîìåðà n.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî n ∈ N i çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 11.5 äî ïiäïðîñòîðiâ L1 ⊂ · · · ⊂ Ln ⊂ X i

÷èñåë α1 ≥ · · · ≥ αn ≥ 0. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò xn ∈ X, ùî |xn| = α1 i d(xn, Lm) = αm äëÿ

êîæíîãî m ≤ n. Îñêiëüêè, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 9.4, âñi ïiäïðîñòîðè Lm ïðîêñèìiíàëüíi,

äëÿ äîâiëüíèõ n i m ≤ n iñíó¹ òàêèé åëåìåíò ym,n ∈ Lm, ùî |xn − ym,n| = d(xn, Lm) = αm.

Òîäi

|ym,n| = |ym,n − xn + xn| ≤ |ym,n − xn|+ |xn| = αm + α1 ≤ 2α1

äëÿ äîâiëüíèõ n i m ≤ n. Îñêiëüêè êîæíà çàìêíåíà êóëÿ Bm = {y ∈ Lm : |y| ≤ 2α1}

êîìïàêòíà çà òåîðåìîþ 9.1, à çíà÷èòü, i ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíà, áî â ìåòðè÷íîìó ïðî-

ñòîði êîìïàêòíiñòü åêâiâàëåíòíà ñåêâåíöiàëüíié êîìïàêòíîñòi [13, ñ.136]. Òîäi äîáóòîê

B =
∞∏
m=1

Bm òåæ áóäå ñåêâåíöiàëüíî êîìïàêòíèì çà [4, 3.10.35]. Ïîêëàäåìî pn,m = ym,ℓ,

äå ℓ = max{n,m} äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ N. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (pn)
∞
n=1 åëåìåíòiâ

pn = (pn,m)
∞
m=1 äîáóòêó B. Òîäi iñíó¹ ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ nk i åëåìåíò

p = (ym)
∞
m=1 ∈ B òàêi, ùî pnk

→ p â B. À öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèêîíó¹-

òüñÿ, ùî pnk,m → ym ïðè k → ∞. Âðàõóâàâøè, ùî nk ≥ k, áóäåìî ìàòè, ùî pnk,m = ym,nk

ïðè k ≥ m. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî m âèêîíó¹òüñÿ, ùî ïiäïîñëiäîâíiñòü (ym,nk
)∞k=m

ïîñëiäîâíîñòi (ym,n)∞n=m çáiãà¹òüñÿ â X äî äåÿêîãî åëåìåíòà ym ∈ Bm.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xnk
)∞k=1 ôóíäàìåíòàëüíà â X. Íåõàé ε > 0. Îñêiëüêè

lim
m→∞

αn = 0, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî αm < ε
3
. Ïîñëiäîâíiñòü (ym,nk

)∞k=m çáiæíà, òîìó, i

ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòîði X. Iñíó¹ òàêèé íîìåð k0 ≥ m, ùî |ym,nk
− ym,nj

| < ε
3
, ÿê òiëüêè

k, j ≥ k0. Íàãàäà¹ìî, ùî |xn − ym,n| = αm äëÿ êîæíîãî n ≥ m, çîêðåìà, |xnk
− ym,nk

| = αm

äëÿ êîæíîãî k ≥ m, àäæå nk ≥ k ≥ m. Òîäi ïðè k, j ≥ k0 ìà¹ìî

|xnk
− xnj

| ≤ |xnk
− ym,nk

|+ |ym,nk
− ym,nj

|+ |ym,nj
− xnj

| < αm + ε
3
+ αm < ε.
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Îòæå, ïîñëiäîâíiñòü (xnk
)∞k=1 ôóíäàìåíòàëüíà â ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði X. Òî-

ìó ïîñëiäîâíiñòü (xnk
)∞k=1 çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî¨ òî÷êè x ∈ X. Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíò x �

øóêàíèé.

Çàôiêñó¹ìî íîìåð m i ïîêàæåìî, ùî d(x, Lm) = αm. Îñêiëüêè d(xn, Lm) = αm äëÿ

êîæíîãî n ≥ m i nk ≥ k ≥ m äëÿ êîæíîãî k ≥ m, òî d(xnk
, Lm) = αm ïðè k ≥ m, à îòæå,

lim
k→∞

d(xnk
, Lm) = αm. Òåïåð ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ d( · , Lm) âèïëèâà¹, ùî

d(x, Lm) = lim
k→∞

d(xnk
, Lm) = αm.
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Ðîçäië III. Ïîòî÷êîâå íàáëèæåííÿ
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ëåêöiÿ �12

Áåðiâñüêi ïðîñòîðè i ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó

Áåðà

1 Íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ äåñü ùiëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ íåïîðî-

æíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà G â X, â ÿêié ìíîæèíà A ùiëüíà, òîáòî G ⊆ A. Çàóâàæèìî, ùî

äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G âêëþ÷åííÿ G ⊆ A ðiâíîñèëüíå âêëþ÷åííþ G ⊆ G ∩ A. Ñïðàâ-

äi, ÿêùî G ⊆ G ∩ A, òî i G ⊆ A, àäæå òîäi G ⊆ G ∩ A ⊆ A. Íàâïàêè, íåõàé G ⊆ A,

x ∈ G i U � îêië òî÷êè x. Òîäi ìíîæèíà U ∩ G òàêîæ ¹ îêîëîì òî÷êè x i òîìó ïåðåòèí

(U ∩G) ∩ A = U ∩ (G ∩ A) íåïîðîæíié. Îòæå, x ∈ G ∩ A.

Ìíîæèíè, ÿêi íå ¹ äåñü ùiëüíèìè â X, íàçèâàþòüñÿ íiäå íå ùiëüíèìè àáî ìiçåðíè-

ìè â X. Íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà A õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàêîþ óìîâîþ: G 6⊆ A äëÿ êîæíî¨

íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè G. Îñêiëüêè çàìèêàííÿ A � öå çàìêíåíà ìíîæèíà,

òî éîãî äîïîâíåííÿ X \ A � âiäêðèòå. Òîìó äëÿ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè A i äîâiëüíî¨

íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè G ðiçíèöÿ H = G \ A = G ∩ (X \ A) ¹ íåïîðîæíüîþ

âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, äëÿ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè A ó äîâiëüíié íåïîðîæíié âiä-

êðèòié ìíîæèíi G iñíó¹ òàêà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà H, ùî H ∩A = ∅. Íàâïàêè,

ÿêùî ìíîæèíà A çàäîâîëüíÿ¹ öþ óìîâó, òî A � íiäå íå ùiëüíà â X. Ñïðàâäi, ÿêùî G

� íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà â X i H � òàêà ¨¨ íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ïiäìíîæèíà, ùî

H ∩A = ∅, òî H ∩A = ∅, i òîìó, G 6⊆ A. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà A áóäå íiäå íå ùiëüíîþ â

X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíî¨ íåïîðîæíüî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè G â X iñíó¹ òàêà

íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â X ìíîæèíà H ⊆ G, ùî H ∩A = ∅. Öþ âëàñòèâiñòü ÷àñòî áåðóòü çà

îçíà÷åííÿ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè.

Äàìî ùå îäíó õàðàêòåðèçàöiþ íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí.

Ëåìà 12.1. Ìíîæèíà A áóäå íiäå íå ùiëüíîþ â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè intA = ∅,
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òîáòî ¨¨ çàìèêàííÿ A íå ìà¹ âíóòðiøíiõ òî÷îê.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âíóòðiøíiñòü G = intA 6= ∅. Òîäi G ⊆ A, ïðè÷îìó G ¹ íåïîðî-

æíüîþ âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, ìíîæèíà A äåñü ùiëüíà, òîáòî íå ¹ íiäå íå ùiëüíîþ.

Íàâïàêè, ÿêùî A äåñü ùiëüíà, òî iñíó¹ òàêà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà G, ùî G ⊆ A.

Òîäi G ⊆ intA, i îòæå, intA 6= ∅.

Íàñëiäîê 12.1. Ìíîæèíà A áóäå íiäå íå ùiëüíîþ â X òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ çàìè-

êàííÿ A íiäå íå ùiëüíå.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïåðåòèí frA = A ∩ X \ A íàçèâà¹òüñÿ ìåæåþ ìíîæèíè A â òîïî-

ëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Çðîçóìiëî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ¨¨ ìåæà frA � öå çà-

ìêíåíà ìíîæèíà. Êðiì òîãî, ÿêùî ìíîæèíà G � âiäêðèòà, òî X \G = X \ G, i òîìó

frG = G ∩ (X \G) = G \G. ßêùî æ F � çàìêíåíà ìíîæèíà, òî X \ F = X \ intF , i òîìó

frF = F ∩ (X \ intF ) = F \ intF .

Íà îñíîâi íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ ìîæíà íàâåñòè áàãàòî ïðèêëàäiâ íiäå íå ùiëüíèõ

ìíîæèí.

Ëåìà 12.2. Ìåæà êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ÷è çàìêíåíî¨ ìíîæèíè ¹ íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæè-

íîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìåæi äîâiëüíî¨ ìíîæèíè i ¨¨ äîïîâíåííÿ çáiãàþòüñÿ, à çàìêíåíi ìíî-

æèíè � öå â òî÷íîñòi äîïîâíåííÿ äî âiäêðèòèõ ìíîæèí, òî äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê

ìåæi âiäêðèòî¨ ìíîæèíè.

Íåõàé G � âiäêðèòà ìíîæèíà ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òîäi frG = G ∩ (X \ G).

Îñêiëüêè ìíîæèíà frG çàìêíåíà, òîáòî frG = frG, i int(X \G) = X \G, òî

int frG = int(G ∩ (X \G)) = intG ∩ int(X \G) = intG ∩ (X \G) = ∅.

Îòæå, çà ëåìîþ 12.1, ìíîæèíà frG íiäå íå ùiëüíà.

Ëåìà 12.3. Ñêií÷åííå îá'¹äíàííÿ A =
n⋃
k=1

Ak íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí Ak ¹ íiäå íå ùiëü-

íîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè öå òâåðäæåííÿ äëÿ n = 2 i, âiäïîâiäíî,

çàñòîñóâàòè iíäóêöiþ âiäíîñíî n.

Îòæå, íåõàé n = 2 iA = A1∪A2. Ðîçãëÿíåìî íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíóG. Îñêiëüêè

ìíîæèíà A1 íiäå íå ùiëüíà, òî iñíó¹ òàêà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà G1 ⊆ G, ùî
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G1 ∩ A1 = ∅. Âèêîðèñòîâóþ÷è íiäå íå ùiëüíiñòü ìíîæèíè A2, âèáåðåìî òàêó íåïîðîæíþ

âiäêðèòó ìíîæèíó H ⊆ G1, ùî H ∩ A2 = ∅. Òîäi H ⊆ G i

H ∩ A = H ∩ (A1 ∪ A2) = (H ∩ A1) ∪ (H ∩ A2) ⊆ (G1 ∩ A1) ∪ ∅ = ∅.

Íàãàäà¹ìî, ùî òî÷êà x â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ, ÿêùî

îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x} ¹ âiäêðèòîþ.

Ëåìà 12.4. Îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x} ó T1-ïðîñòîði X áóäå íiäå íå ùiëüíîþ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè òî÷êà x íå ¹ içîëüîâàíîþ â ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x � içîëüîâàíà òî÷êà â ïðîñòîði X. Òîäi íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà

G = {x} íå ¹ íiäå íå ùiëüíîþ.

Íàâïàêè, íåõàé {x} äåñü ùiëüíà, òîáòî iñíó¹ íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â X ìíîæèíà

G ⊆ {x}. Îñêiëüêè X � T1-ïðîñòið, òî ìíîæèíà {x} çàìêíåíà. Îòæå, ∅ 6= G ⊆ {x}.

Çíà÷èòü, G = {x}, òîáòî òî÷êà x içîëüîâàíà.

Íàñëiäîê 12.2. Êîæíà ñêií÷åííà ìíîæèíà A ó T1-ïðîñòîði áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê ¹

íiäå íå ùiëüíîþ.

Çîêðåìà, íà ÷èñëîâié ïðÿìié R êîæíà ñêií÷åííà ìíîæèíà ¹ íiäå íå ùiëüíîþ. Ìíîæèíà

N ¹ ïðèêëàäîì íåñêií÷åííî¨ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè â R. Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì íåçëi-

÷åííî¨ íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè ñëóæèòü âiäîìà êàíòîðîâà ìíîæèíà C, ÿêàîòðèìó¹òüñÿ

âèêèäàííÿì ç âiäðiçêà [0; 1] iíòåðâàëiâ (1
3
, 2
3
), (1

9
, 2
9
), (7

3
, 8
9
), i ò.ä. �¨ ïîòóæíiñòü êîíòèíóàëüíà.

2 Ìíîæèíè ïåðøî¨ i äðóãî¨ êàòåãîðié

Êàæóòü, ùî ìíîæèíà A � öå ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ àáî õóäà ìíîæèíà â òîïîëîãi-

÷íîìó ïðîñòîði X, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (An)∞n=1 íiäå íå ùiëüíèõ â X ìíîæèí An,

ùî

A =
∞⋃
n=1

An.

ßêùî ìíîæèíà A íå ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨, òî A íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ äðóãî¨

êàòåãîði¨. Äîïîâíåííÿ X \A äî ìíîæèíè A ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X íàçèâà¹òüñÿ çàëèøêîâîþ

ìíîæèíîþ â X.
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Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨ ïîäiáíå äî ïîíÿòòÿ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè, ëèøå òóò

çàìiñòü îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí áåðóòüñÿ íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè. Çðîçóìiëî, ùî êîæíà çëi-

÷åííà ìíîæèíà â T1-ïðîñòîði X áåç içîëüîâàíèõ òî÷îê, çîêðåìà, â R ÷è Rn, ¹ ìíîæèíîþ

ïåðøî¨ êàòåãîði¨, áî îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè ¹ íiäå íå ùiëüíèìè â X. Ïiäìíîæèíà íiäå íå

ùiëüíî¨ ìíîæèíè ÷è ìíîæèíè ïåðøî¨ êàòåãîði¨ çàëèøà¹òüñÿ òàêîþ æ. Àëå, íà âiäìiíó âiä

íiäå íå ùiëüíî¨ ìíîæèíè, ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨ ìîæå áóòè âñþäè ùiëüíîþ, ÿê íàïðè-

êëàä, ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q, ÿêà ¹ âñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨

â R. Çðîçóìiëî òàêîæ, ùî êîæíà íiäå íå ùiëüíà ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨,

àëå íå íàâïàêè, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä ìíîæèíè Q â R.

Ëåìà 12.5. Îá'¹äíàííÿ ïîñëiäîâíîñòi (An)
∞
n=1 ìíîæèí ïåðøî¨ êàòåãîði¨ An â òîïîëîãi-

÷íîìó ïðîñòîði X ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ An =
∞⋃
m=1

An,m, äå An,m � íiäå íå ùiëüíi ìíîæèíè. Âiçüìåìî äîâiëü-

íó ái¹êöiþ φ : N → N2. Òåïåð ìà¹ìî

A =
∞⋃
n=1

An =
∞⋃
n=1

∞⋃
m=1

An,m =
⋃

(n,m)∈N2

An,m =
∞⋃
k=1

Aφ(k).

Îòæå, ìíîæèíà A ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

Ëåìà 12.6. Ïåðåòèí ïîñëiäîâíîñòi (Bn)
∞
n=1 çàëèøêîâèõ ìíîæèí Bn â òîïîëîãi÷íîìó

ïðîñòîði X ¹ çàëèøêîâîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì çàëèøêîâî¨ ìíîæèíè, âñi ìíîæèíè An = X \ Bn ïåðøî¨

êàòåãîði¨. Òîìó i ìíîæèíà A =
∞⋃
n=1

An ¹ ïåðøî¨ êàòåãîði¨. Îòæå, ìíîæèíà

B =
∞⋂
n=1

Bn =
∞⋂
n=1

(X \ An) = X \
∞⋃
n=1

An = X \ A

çàëèøêîâà.

3 Áåðiâñüêi ïðîñòîðè

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòiðX íàçèâà¹òüñÿ áåðiâñüêèì, ÿêùî â íüîìó êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà

ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨.

Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ áàãàòî ðiçíèõ õàðàêòåðèçàöié áåðîâîñòi.

Òåîðåìà 12.1. Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
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(i) X � áåðiâñüêèé ïðîñòið;

(ii) ïåðåòèí P =
∞⋂
n=1

Gn äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi âiäêðèòèõ i âñþäè ùiëüíèõ â X ìíî-

æèí Gn ¹ âñþäè ùiëüíèì â X;

(iii) îá'¹äíàííÿ S =
∞⋃
n=1

Fn äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ íiäå íå ùiëüíèõ â X ìíî-

æèí Fn íå ìà¹ âíóòðiøíiõ òî÷îê;

(iv) êîæíà çàëèøêîâà â X ìíîæèíà ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X;

(v) äëÿ äîâiëüíîãî ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X ïîñëiäîâíiñòþ (Fn)
∞
n=1 çàìêíåíèõ â X ìíî-

æèí Fn âiäêðèòà ìíîæèíà G =
∞⋃
n=1

intFn ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Äëÿ êîæíîãî n ìíîæèíà Fn = X \Gn çàìêíåíà i

intFn = X \Gn = X \X = ∅.

Îòæå, çà ëåìîþ 12.1 âñi ìíîæèíè Fn íiäå íå ùiëüíi. Òîìó ìíîæèíà S =
∞⋃
n=1

Fn ïåðøî¨

êàòåãîði¨. Íåõàé G � äîâiëüíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â X ìíîæèíà. Îñêiëüêè X áåðiâñüêèé,

òî G äðóãî¨ êàòåãîði¨. Òîìó

G ∩ P =
∞⋂
n=1

(G ∩Gn) =
∞⋂
n=1

(G \ Fn) = G \
∞⋃
n=1

Fn = G \ S 6= ∅.

Îòæå, ìíîæèíà P âñþäè ùiëüíà.

(ii) ⇒ (iii). Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó Gn = X \Fn, ÿêà ¹ âiäêðèòîþ

i âñþäè ùiëüíîþ, àäæå Fn çàìêíåíà i íiäå íå ùiëüíà. Çãiäíî ç (ii), ïåðåòèí P =
∞⋂
n=1

Gn ¹

âñþäè ùiëüíèì â X. Àëå

S =
∞⋃
n=1

Fn =
∞⋃
n=1

(X \Gn) = X \
∞⋂
n=1

Gn = X \ P,

i òîìó

intS = X \ P = X \X = ∅.

(iii) ⇒ (iv). Íåõàé B � çàëèøêîâà ìíîæèíà, òîáòî äîïîâíåííÿ äî ìíîæèíè ïåðøî¨

êàòåãîði¨ â X. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí An, ùî B = X\
∞⋃
n=1

An.

Çãiäíî ç íàñëiäêîì 12.1, âñi ìíîæèíè Fn = An íiäå íå ùiëüíi i çà óìîâîþ (iii) îá'¹äíàííÿ

S =
∞⋃
n=1

Fn íå ìà¹ âíóòðiøíiõ òî÷îê. Òîìó

B = X \ int (X \B) = X \ intA ⊇ X \ intS = X \ ∅ = X.
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(iv) ⇒ (v). Íåõàé X =
∞⋃
n=1

Fn, äå âñi ìíîæèíè Fn çàìêíåíi. Çà ëåìîþ 12.2 êîæíà

ìíîæèíà frFn íiäå íå ùiëüíà i òîìó ìíîæèíà A =
∞⋃
n=1

frFn ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â X. Îñêiëüêè

X \G = X \
∞⋃
m=1

intFm =

(
∞⋃
n=1

Fn

)
\

∞⋃
m=1

intFm =
∞⋃
n=1

(
Fn \

∞⋃
m=1

intFm

)
⊆

⊆
∞⋃
n=1

(Fn \ intFn) =
∞⋃
n=1

frFn = A,

òî ìíîæèíà G çàëèøêîâà, i çãiäíî ç (iv) âñþäè ùiëüíà â X.

(v) ⇒ (i). Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåïîðîæíþ âiäêðèòó â X ìíîæèíó G, ¨¨ äîïîâíåííÿ

F = X \ G i äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü íiäå íå ùiëüíèõ â X ìíîæèí An. Êðiì òîãî, äëÿ

êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó ìíîæèíó Fn = F ∪An. Îñêiëüêè âñi ìíîæèíè An
íiäå íå ùiëüíi, òî intAn = ∅ i òîìó

intFn∩G = int(Fn∩G) = int((F∪An)∩G) = int((F∩G)∪(An∩G) = int(An∩G) ⊆ intAn = ∅.

Îòæå, ìíîæèíà
∞⋃
n=1

intFn íå ¹ âñþäè ùiëüíîþ â X. Òîäi, çãiäíî ç (v), ïðîñòið X íå ïîêðè-

âà¹òüñÿ ìíîæèíàìè Fn i òîìó

G \
∞⋃
n=1

An = (F ∪G) \
∞⋃
n=1

(F ∪ An) ⊇ X \
∞⋃
n=1

Fn 6= ∅.

Çîêðåìà,G 6=
∞⋃
n=1

An, à îòæå,G íå ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ i ïðîñòiðX áåðiâñüêèé.

4 Ïðèêëàäè áåðiâñüêèõ ïðîñòîðiâ

Êàæóòü, ùî ìíîæèíà A âïèñàíà â ñèñòåìó B (ïîçíà÷à¹òüñÿ: A � B), ÿêùî iñíó¹ òàêà

ìíîæèíà B ∈ B, ùî A ⊆ B.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâàþòü ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíèì (àáî, iíàêøå, çëi÷åííî ïîâ-

íèì çà ×åõîì), ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (Gn)∞n=1 âiäêðèòèõ ïîêðèòòiâ Gn ïðîñòîðó

X, ùî äëÿ êîæíî¨ ñïàäíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Fn)∞n=1 íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ â X ìíîæèí Fn

òàêî¨, ùî Fn � Gn äëÿ êîæíîãî n ∈ N, ïåðåòèí
∞⋂
n=1

Fn 6= ∅.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïîâíîìåòðèçîâíèé, ÿêùî íà X ìîæíà âèçíà÷èòè

ìåòðèêó d, ÿêà ïîðîäæó¹ òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòîðóX, i òàêó, ùî ìåòðè÷íèé ïðîñòið

(X, d) ïîâíèé.

Òåîðåìà 12.2. Êîæíèé ïîâíîìåòðèçîâíèé ïðîñòið X ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíèé.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé d � ìåòðèêà íà X, ÿêà ïîðîäæó¹ òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòîðó X,

i òàêà, ùî ìåòðè÷íèé ïðîñòið (X, d) ïîâíèé. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ïîçíà÷èìî ÷åðåç Gn
ñèñòåìó âñiõ âiäêðèòèõ êóëü B(x, 1

n
) = {y ∈ X : d(x, y) < 1

n
}, òîáòî Gn = {B(x, 1

n
) : x ∈ X}.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ïîêðèòòiâ Gn ïðîñòîðó X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ç

îçíà÷åííÿ ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíîãî ïðîñòîðó.

Íåõàé (Fn)
∞
n=1 � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ â X ìíîæèí Fn òàêà, ùî

Fn � Gn äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Â êîæíié íåïîðîæíié ìíîæèíi Fn âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó

xn ∈ Fn i äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)∞n=1 ôóíäàìåíòàëüíà. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i âèáåðåìî

òàêèé íîìåð N ∈ N, ùî 2
N
< ε. Êðiì òîãî, íåõàé x ∈ X � òàêà òî÷êà, ùî FN ⊆ B(x, 1

N
).

Äëÿ äîâiëüíèõ n,m ≥ N ìà¹ìî xn ∈ Fn ⊆ FN i xm ∈ Fm ⊆ FN , i òîìó, xn, xm ∈ B(x, 1
N
),

îòæå,

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) <
1
N
+ 1

N
< ε.

Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1 ôóíäàìåíòàëüíà ó ïîâíîìó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

(X, d), çíà÷èòü, iñíó¹ x0 = lim
n→∞

xn ∈ X. Îñêiëüêè âñi ìíîæèíè Fn çàìêíåíi i xn+k ∈ Fn äëÿ

êîæíîãî k ∈ N, òî

x0 = lim
k→∞

xn+k ∈ Fn

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îòæå, x0 ∈
∞⋂
n=1

Fn 6= ∅.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíà éîãî òî÷êà

x ìà¹ êîìïàêòíèé îêië Ux. Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé êîìïàêòíèé ïðîñòið ¹ ëîêàëüíî êîìïà-

êòíèì, àëå íå íàâïàêè, ÿê ïîêàçó¹ ïðèêëàä ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R.

Òåîðåìà 12.3. Êîæíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ïðîñòið X ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X âiçüìåìî ¨¨ êîìïàêòíèé îêië Ux i ðîçãëÿíåìî éîãî

âíóòðiøíiñòü Gx = intUx, ÿêà áóäå âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x, ïðè÷îìó Gx ⊆ Ux. Ñèñòåìà

G = {Gx : x ∈ X} óòâîðþ¹ âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X. Ïîêëàäåìî Gn = G äëÿ êîæíîãî

íîìåðà n. Íåõàé (Fn)
∞
n=1 � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ â X ìíîæèí Fn

òàêà, ùî Fn � G äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Âiçüìåìî òî÷êó x ∈ X òàêó, ùî F1 ⊆ Gx ⊆ Ux. Îòæå,

(Fn)
∞
n=1 � ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè

Ux. Òîìó
∞⋂
n=1

Fn 6= ∅ i X � ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíèé.

Òåîðåìà 12.4. Êîæíèé ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíèé ðåãóëÿðíèé ïðîñòið X ¹ áåðiâñüêèì.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Gn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ïîêðèòòiâ Gn ïðîñòîðó X, ÿêà çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó ç îçíà÷åííÿ ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíîãî ïðîñòîðó. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó íåïî-

ðîæíþ âiäêðèòó â X ìíîæèíó G i ïîêàæåìî, ùî âîíà äðóãî¨ êàòåãîði¨. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî

äîâiëüíó ïîñëiäîâíiñòü (An)∞n=1 íiäå íå ùiëüíèõ âX ìíîæèí An i ïîêàæåìî, ùî G 6⊆
∞⋃
n=1

An,

òîáòî G \
∞⋃
n=1

An 6= ∅.

Ïîçíà÷èìî U0 = G. Îñêiëüêè ìíîæèíà A1 íiäå íå ùiëüíà, òî ìíîæèíà U0 ìiñòèòü òàêó

íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíó H1, ùî H1 ∩ A1 = ∅. Âiçüìåìî òî÷êó x1 ∈ H1 i çíàéäåìî

òàêèé åëåìåíò G1 ∈ G1, ùî x1 ∈ G1. Ç ðåãóëÿðíîñòi ïðîñòîðó X, âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé

âiäêðèòèé îêië U1 òî÷êè x1, ùî U1 ⊆ H1 ∩G1.

Íà äðóãîìó êðîöi âiçüìåìî íåïîðîæíþ âiäêðèòó ìíîæèíóH2 ⊆ U1 òàêó, ùîH2∩A2 = ∅,

òî÷êó x2 ∈ H2, ìíîæèíó G2 ∈ G2, äëÿ ÿêî¨ x2 ∈ G2, i òàêèé âiäêðèòèé îêië U2 òî÷êè x2,

ùî U2 ⊆ H2 ∩G2.

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi, ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíîñòi íåïîðîæíiõ

âiäêðèòèõ ìíîæèí Hn, òî÷îê xn, âiäêðèòèõ ìíîæèí Gn ∈ Gn i âiäêðèòèõ îêîëiâ Un òî÷îê

xn, òàêi, ùî Hn ⊆ Un−1, Hn ∩ An = ∅ i xn ∈ Un ⊆ Un ⊆ Hn ∩ Gn äëÿ êîæíîãî n ∈ N.

Çàìêíåíi ìíîæèíè Fn = Un íåïîðîæíi, áî xn ∈ Fn, i óòâîðþþòü ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü,

áî Fn+1 ⊆ Hn+1 ⊆ Un ⊆ Fn äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Êðiì òîãî, Fn ⊆ Gn ∈ Gn, îòæå,

Fn � Gn äëÿ êîæíîãî n. Òîìó
∞⋂
n=1

Fn 6= ∅, òîáòî iñíó¹ òî÷êà x ∈
∞⋂
n=1

Fn. Òîäi, ç îäíîãî áîêó,

x ∈ F1 ⊆ H1 ⊆ U0 = G. À ç iíøîãî áîêó, x ∈ Fn ⊆ Hn ⊆ X \ An äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Îòæå,

x ∈ G ∩

(
∞⋂
n=1

(X \ An)

)
= G \

∞⋃
n=1

An 6= ∅.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåì 12.2, 12.3 i 12.4.

Íàñëiäîê 12.3. Êîæíèé ïîâíîìåòðèçîâíèé ïðîñòið i êîæíèé ëîêàëüíî êîìïàêòíèé

ïðîñòið ¹ áåðiâñüêèì.

Òâåðäæåííÿ ïðî áåðîâiñòü ïîâíîìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó íàçèâàþòü ùå òåîðåìîþ Áåðà

ïðî êàòåãîðiþ.

5 Ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàëåæèòü äî

ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü fn : X → Y ,
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ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f íà X, òîáòî fn(x) → f(x) íà X ïðè n → ∞. Ïðîñòið óñiõ

âiäîáðàæåíü f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áåðà ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì B1(X,Y ). Íåïåðåðâíi

âiäîáðàæåííÿ ââàæàþòüñÿ âiäîáðàæåííÿìè íóëüîâîãî êëàñó Áåðà, à ¨õ ñóêóïíiñòü C(X,Y )

ïîçíà÷à¹òüñÿ òàêîæ ñèìâîëîì B0(X,Y ). ßñíî, ùî B0(x, Y ) ⊆ B1(X,Y ).

Ïðèêëàä 12.1. Ôóíêöiÿ f(x) = sgn x íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà (òóò X = Y = R),

àäæå ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

fn(x) =

sgn x, |x| ≥ 1
n
;

nx, |x| < 1
n

ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ äî f íà R. Òàêó ñàìó âëàñòèâiñòü ìàþòü ôóíêöi¨ gn(x) = 2
π
arctg nx.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ñèìâîëàìè C(f) i D(f) ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó òî÷îê

íåïåðåðâíîñòi i ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f âiäïîâiäíî. Çðîçóìiëî, ùî X = C(f) tD(f).

Òåîðåìà 12.5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i

f ∈ B1(X,Y ). Òîäi ìíîæèíà D(f) òî÷îê ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨

êàòåãîði¨ â X

Äîâåäåííÿ. Íåõàé d � ìåòðèêà íà ïðîñòîði Y , ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó,

i (fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → Y , ÿêà ïîòî÷êîâî íà X çáiãà¹òüñÿ

äî ôóíêöi¨ f . Äëÿ êîæíîãî ε > 0 i íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Fn(ε) =
{
x ∈ X : ∀ k, j ≥ n

∣∣ d(fk(x), fj(x)) ≤ ε
}
.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X ïîñëiäîâíiñòü (fn(x))
∞
n=1 çáiæíà, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà, i

òîìó
∞⋃
n=1

Fn(ε) = X

äëÿ êîæíîãî ε > 0. Êðiì òîãî, âñi ìíîæèíè Fn(ε) çàìêíåíi, ÿê ïåðåòèíè çàìêíåíèõ ìíî-

æèí, àäæå âñi ôóíêöi¨ gk,j(x) = d(fk(x), fj(x)) íåïåðåðâíi i Fn(ε) =
⋂

k,j≥n
g−1
k,j ([0, ε]). Çà

òåîðåìîþ 12.1(v) äëÿ êîæíîãî ε > 0 âiäêðèòà ìíîæèíà

G(ε) =
∞⋃
n=1

intFn(ε)

âñþäè ùiëüíà â X, òîáòî çàìêíåíà ìíîæèíà F (ε) = X \ G(ε) íiäå íå ùiëüíà. Çàëèøè-

ëîñü ïîêàçàòè, ùî D(f) ⊆
∞⋃
n=1

F ( 1
n
), àáî, ðiâíîñèëüíî,

∞⋂
n=1

G( 1
n
) ⊆ C(f), òîáòî, ôóíêöiÿ f

íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè E =
∞⋂
n=1

G( 1
n
).
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Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó x0 ∈ E i çàôiêñó¹ìî ε > 0. Âèáåðåìî íîìåð m òàêèé, ùî

1
m
< ε

3
. Îñêiëüêè x0 ∈ G( 1

m
), òî iñíó¹ íîìåð n òàêèé, ùî x0 ∈ intFn(

1
m
). Ôóíêöiÿ fn

íåïåðåðâíà â òî÷öi x0, òîìó iñíó¹ îêië U ⊆ intFn(
1
m
) òî÷êè x0 òàêèé, ùî

d(fn(x0), fn(x)) <
ε
3

äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ U ⊆ Fn(
1
m
) i äîâiëüíîãî íîìåðà k ≤ n

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

d(fk(x), fn(x)) ≤ 1
m
,

òî ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè k → ∞, îäåðæèìî, ùî

d(f(x), fn(x)) ≤ 1
m

äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U ìà¹ìî

d(f(x0), f(x)) ≤ d(f(x0), fn(x0)) + d(fn(x0), fn(x)) + d(fn(x), f(x)) <
1
m
+ ε

3
+ 1

m
< ε,

ùî i äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f ó òî÷öi x0.

Íàñëiäîê 12.4. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i f ∈ B1(X,Y ).

Òîäi f � òî÷êîâî ðîçðèâíà ôóíêöiÿ, òîáòî C(f) = X.

Ïðèêëàä 12.2. Âiäîìà ôóíêöiÿ Äiðiëå f = χQ : R → R, ÿê ñêðiçü ðîçðèâíà ôóíêöiÿ,

íå ¹ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî êëàñó Áåðà, òîáòî f 6∈ B1(R,R). Ðàçîì ç òèì, ôóíêöiÿ Äiðiõëå

f ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Áåðà fn = χAn , äå An �

öå ìíîæèíà ïåðøèõ n ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çãiäíî ç äåÿêîþ ïåðåíóìåðàöi¹þ ìíîæèíè Q,

òîáòî f íàëåæèòü äî äðóãîãî êëàñó Áåðà.
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Ëåêöiÿ �13

Íàëåæíiñòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié: ìåòîä Ëåáå à

1 Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ: îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y ìè ïîêëàäåìî

fx(y) = fy(x) = f(p). Âiäîáðàæåííÿ fx : Y → Z i fy : X → Z íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî

âåðòèêàëüíèì x-ðîçðiçîì i ãîðèçîíòàëüíèì y-ðîçðiçîì âiäîáðàæåííÿ f .

Íåõàé X, Y Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Âiäîáðàæåííÿ

f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíî íåïåðåðâíèì ó òî÷öi p0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó

W òî÷êè z0 = f(x0, y0) â ïðîñòîði Z iñíóþòü îêië U òî÷êè x0 â ïðîñòîði X i îêië V òî÷êè

y0 â ïðîñòîði Y òàêi, ùî f(U × V ) ⊆ W .

Ââåäåìî íà ïðîñòîði P = X×Y òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó äîáóòêó, â ÿêié îêîëîì òî÷êè

p = (x, y) ∈ P ââàæà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ìíîæèíà O ⊆ P , äëÿ ÿêî¨ iñíóþòü îêië U òî÷êè x

â ïðîñòîði X i îêië V òî÷êè y â ïðîñòîði Y òàêi, ùî U × V ⊆ O. Ïðîñòið P , íàäiëåíèé

òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ äîáóòêó, íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íèì äîáóòêîì ïðîñòîðiâ X òà

Y . Ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f : X×Y → Z ó òî÷öi p0 = (x0, y0) � öå òå æ ñàìå,

ùî íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f : P → Z ó òî÷öi p0 òîïîëîãi÷íîãî äîáóòêó P ïðîñòîðiâ

X òà Y ó ïðîñòið Z. Òîìó ñóêóïíî íåïåðåðâíi ó òî÷öi p0 âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòü ïðîñòî

íåïåðåðâíèìè ó òî÷öi p0.

Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ñóêóïíî

íåïåðåðâíå ó êîæíié òî÷öi p äîáóòêóX×Y . Ïðîñòið óñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

f : X × Y → Z ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì C(X × Y, Z).

Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z ìè áóäåìî íàçèâàòè íàðiçíî íåïåðåðâíèì ó òî÷öi

p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , ÿêùî âiäîáðàæåííÿ fx0 : Y → Z i fy0 : X → Z íåïåðåðâíi ó

òî÷êàõ y0 i x0 âiäïîâiäíî, òîáòî ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó W òî÷êè z0 = fx0(y0) = fy0(x0)

ó ïðîñòîði Z iñíóþòü òàêi îêîëè U òî÷êè x0 ó ïðîñòîði X i V òî÷êè y0 ó ïðîñòîði Y ,

ùî fx0(V ) ⊆ W i fy0(U) ⊆ W , ÷è iíàêøå f((U × {y0}) ∪ ({x0} × V )) ⊆ W . Âiäîáðàæåííÿ

f : X×Y → Z íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi p ç äî-

áóòêó X×Y . Ïðîñòið óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X×Y → Z ìè ïîçíà÷à¹ìî

ñèìâîëîì CC(X × Y, Z).
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Îñêiëüêè (U×{y0})∪({x0}×V ) ⊆ U×V, ÿêùî x0 ∈ U y0 ∈ V , òî ç ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi

âiäîáðàæåííÿ f ó òî÷öi p0 âèïëèâà¹ éîãî íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü ó öié òî÷öi, à îòæå, i

âêëþ÷åííÿ C(X×Y, Z) ⊆ CC(X×Y, Z). Òå, ùî îáåðíåíå íåïðàâèëüíî, ïîêàçó¹ êëàñè÷íèé

ïðèêëàä ôóíêöi¨ Øâàðöà sp : R2 → R,

sp(x, y) =


2xy
x2+y2

, (x, y) 6= (0, 0);

0, (x, y) = (0, 0).

Öÿ ôóíêöiÿ ñóêóïíî íåïåðåðâíà, à îòæå, i íàðiçíî íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi p 6= (0, 0). Ó

òî÷öi (0, 0) âîíà ðîçðèâíà, áî sp(x, x) = 1 ïðè x 6= 0, i òîìó

lim
x→+0

sp(x, x) = 1 6= sp(0, 0).

Íàðiçíà íåïåðåðâíiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨ ó òî÷öi (0, 0) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî sp(x, 0) = sp(0, y) = 0

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ R.

Íåõàé P � äåÿêà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåíü. ×åðåç P (X,Y ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ

âiäîáðàæåíü f : X → Y , ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü P . Äëÿ äâîõ âëàñòèâîñòåé P i Q ïîêëàäåìî

PQ(X × Y, Z) =
{
f ∈ ZX×Y : ∀ (x, y) ∈ X × Y

∣∣ fy ∈ P (X,Z) i fx ∈ Q(Y, Z)
}
.

Âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó PQ(X × Y, Z) ìè íàçèâà¹ìî PQ-ôóíêöiÿìè. Îñêiëüêè âëàñòè-

âiñòü íåïåðåðâíîñòi ïîçíà÷à¹òüñÿ ëiòåðîþ C, òî CC-ôóíêöi¨ � öå íàðiçíî íåïåðåðâíi âiä-

îáðàæåííÿ.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z ïîçíà÷èìî

XQ(f) = {x ∈ X : fx ∈ Q(Y, Z)} i YP (f) = {y ∈ Y : fy ∈ P (X,Z)}.

ßñíî, ùî

PQ(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y : XQ(f) = X i YP (f) = Y }.

2 Ëîêàëüíî ñêií÷åííi ñèñòåìè i îäèí êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i A � ñèñòåìà ìíîæèí â X. Âîíà íàçèâà¹òüñÿ ëî-

êàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U , ùî ñèñòåìà

AU = {A ∈ A : A ∩ U 6= ∅} ñêií÷åííà. Àíàëîãi÷íî, ñiì'þ (As)s∈S íàçèâà¹ìî ëîêàëü-

íî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U , ùî ìíîæèíà

SU = {s ∈ S : As ∩ U 6= ∅} ñêií÷åííà. Â äåÿêèõ òîïîëîãi÷íèõ òâåðäæåííÿõ ñêií÷åííiñòü

ìîæíà çàìiíèòè íà ëîêàëüíó ñêií÷åííiñòü.
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Òåîðåìà 13.1. Íåõàé A � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñèñòåìà ìíîæèí â òîïîëîãi÷íîìó ïðî-

ñòîði X i S =
⋃

A =
⋃
A∈A

A. Òîäi

S =
⋃
A∈A

A.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A ⊆ S, òî A ⊆ S äëÿ êîæíîãî A ∈ A. Òîìó
⋃
A∈A

A ⊆ S.

Íàâïàêè, íåõàé x ∈ S. Çíàéäåìî äëÿ òî÷êè x òàêèé ¨¨ îêië U , ùî ñèñòåìà

AU = {A ∈ A : A ∩ U 6= ∅} ñêií÷åííà i ïîêëàäåìî SU =
⋃
AU . Îñêiëüêè çàìèêàííÿ

îá'¹äíàííÿ ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ìíîæèí äîðiâíþ¹ îá'¹äíàííþ çàìèêàíü öèõ ìíîæèí, òî

SU =
⋃

A∈AU

A. Òåïåð ìà¹ìî

x ∈ S ∩ U ⊆ SU =
⋃

A∈AU

A ⊆
⋃
A∈A

A.

Îòæå, S ⊆
⋃
A∈A

A i òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 13.1. Íåõàé F � ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñèñòåìà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç çàìêíåíèõ

ìíîæèí ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X. Òîäi ìíîæèíà S =
⋃
F çàìêíåíà.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 13.1,

S =
⋃
F∈F

F =
⋃
F∈F

F = S,

i òîìó ìíîæèíà S çàìêíåíà.

Ç öüîãî íàñëiäêó ìè âèâåäåìî íàñòóïíèé êðèòåðié íåïåðåðâíîñòi, ÿêèé áóäå íàì êîðè-

ñíèé â ïîäàëüøîìó.

Òåîðåìà 13.2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ i F �

ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X çàìêíåíèìè ìíîæèíàìè. Òîäi f áóäå íåïå-

ðåðâíèì ó òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè âñi çâóæåííÿ f |F : F → Y âiäîáðàæåííÿ f

íà ìíîæèíè F ∈ F íåïåðåðâíi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî çâóæåííÿ íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæå-

ííÿ íà áóäü-ÿêó ïiäìíîæèíó îáëàñòi âèçíà÷åííÿ öüîãî âiäîáðàæåííÿ îáîâ'ÿçêîâî ¹ íåïå-

ðåðâíèì.

Äîñòàòíiñòü. Âiçüìåìî äîâiëüíó çàìêíåíó ìíîæèíó B ó ïðîñòîði Y i ïîêàæåìî, ùî ¨¨

ïðîîáðàç f−1(B) çàìêíåíèé ó ïðîñòîðiX, ùî çà âiäîìèì êðèòåði¹ì íåïåðåðâíîñòi [13, ñ. 79]
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îçíà÷à¹ íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f . Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè

F ∈ F ïðîîáðàç

AF = (f |F )−1(B) = f−1(B) ∩ F

ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f |F çàìêíåíèé â F , à îòæå, i â X, àäæå F � çàìêíåíà

ìíîæèíà. Îñêiëüêè AF ⊆ F äëÿ êîæíîãî F ∈ F i F ëîêàëüíî ñêií÷åííà, òî ñèñòåìà

A = {AF : F ∈ F} òàêîæ ëîêàëüíî ñêií÷åííà i ìíîæèíà
⋃

A çàìêíåíà çà íàñëiäêîì 13.1.

Êðiì òîãî, F ¹ ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X. Òîìó

f−1(B) =
⋃
F∈F

(f−1(B) ∩ F ) =
⋃
F∈F

AF =
⋃
A.

Îòæå, f−1(B) çàìêíåíà â X.

3 Îïåðàòîðè Ëåáå à

Íåõàé Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið i g : [α; β] → Z � âiäîáðàæåííÿ. Çiñòàâèìî

éîìó âiäîáðàæåííÿ gα,β : [α; β] → Z, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

gα,β(x) = g(α) +
g(β)− g(α)

β − α
(x− α) = λg(α) + µg(β),

äå λ = β−x
β−α i µ = x−α

β−α . Öå âiäîáðàæåííÿ íåïåðåðâíå, îñêiëüêè îïåðàöi¨ â òîïîëîãi÷íîìó

âåêòîðíîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíi, à ìíîæíèêè λ i µ íåïåðåðâíî çàëåæàòü âiä x. Çðîçóìiëî,

ùî gα,β(α) = g(α) i gα,β(β) = g(β).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âiäîáðàæåííÿ g : R → Z i íîìåð n ∈ N. Ðîçiá'¹ìî ÷èñëîâó ïðÿìó

R òî÷êàìè k
n
íà ðiâíi âiäðiçêè ∆n,k =

[
k
n
, k+1

n

]
, äå k ∈ Z. Çiñòàâèìî ôóíêöi¨ g ôóíêöiþ

gn = Lng, ó ÿêî¨ âñi çâóæåííÿ gn|∆n,k
= g k

n
, k+1

n
äëÿ êîæíîãî k ∈ Z. Òàêèì ÷èíîì, ìè

âèçíà÷èëè îïåðàòîð Ln : ZR → C(R, Z), ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Ëåáå à.

Òåîðåìà 13.3. Íåõàé g ∈ C(R, Z) i gn = Lng. Òîäi gn(x) → g(x) â Z äëÿ êîæíîãî x ∈ R.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ÷èñåë α = k
n
i β = k+1

n
ðiçíèöÿ β − α = 1

n
. Êðiì òîãî,

λ = β−x
β−α = n(k+1

n
− x) = k + 1− nx i µ = x−α

β−α = n(x− k
n
) = nx− k.

Òîìó

gn(x) = (k + 1− nx)g( k
n
) + (nx− k)g(k+1

n
)

íà âiäðiçêó ∆n,k.
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Íåõàé W � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â ïðîñòîði Z. Âiçüìåìî òàêèé çàîêðóãëåíèé îêië íóëÿ

V â ïðîñòîði Z, ùî V +V ⊆ W . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x ∈ R i ðîçãëÿíåìî öiëå ÷èñëî k = [nx].

Òîäi k
n
≤ x < k+1

n
, îòæå, x ∈ ∆n,k. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ g íåïåðåðâíå â òî÷öi x, òî iñíó¹

òàêå δ > 0, ùî g(u)− g(x) ∈ V , ÿê òiëüêè |u− x| < δ. Âèáåðåìî òàêèé íîìåð N , ùî 1
N
< δ

i âiçüìåìî äîâiëüíèé íîìåð n ≥ N . Òîäi

| k
n
− x| ≤ 1

n
< δ i |k+1

n
− x| ≤ 1

n
< δ,

îòæå,

g( k
n
)− g(x) ∈ V i g(k+1

n
)− g(x) ∈ V.

Äëÿ ÷èñåë λ = k+1−nx i µ = nx−k âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ λ+µ = 1, λ ≥ 0 i µ ≥ 0.

Òîìó, çîêðåìà, g(x) = λg(x) + µg(x). Êðiì òîãî, iç çàîêðóãëåíîñòi ìíîæèíè V âèïëèâà¹,

ùî λV ⊆ V i µV ⊆ V . Òåïåð ìà¹ìî

gn(x)− g(x) = λg( k
n
) + µg(k+1

n
)− λg(x)− µg(x) =

= λ(g( k
n
)− g(x)) + µ(g(k+1

n
)− g(x)) ∈ λV + µV ⊆ V + V ⊆ W.

Òàêèì ÷èíîì, gn(x) − g(x) ∈ W ïðè n ≥ N , îòæå, gn(x) → g(x) â Z, ùî i òðåáà áóëî

äîâåñòè.

4 Òåîðåìà Ëåáå à

Öåíòðàëüíå ïèòàííÿ ïðè ïîòî÷êîâié àïðîêñèìàöi¨ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ïîëÿãà¹ â

òîìó, ùîá âêàçàòè, çà ÿêèõ óìîâ íà òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè X, Y i Z âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z). Ïåðøèé ðåçóëüòàò ó öüîìó íàïðÿìêó îòðèìàâ À.Ëåáå ,

âñòàíîâèâøè ó 1898 ðîöi, ùî CC(R2,R) ⊆ B1(R2,R). Ìè ïîäàìî òóò éîãî ðåçóëüòàò ó

çàãàëüíiøié ôîðìi.

Òåîðåìà 13.4. Íåõàé X = R, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé

ïðîñòið, f ∈ CC(R × Y, Z) i fn(x, y) = (Lnfy) (x) íà X × Y . Òîäi fn ∈ C(X × Y, Z) äëÿ

êîæíîãî íîìåðà n i fn(x, y) → f(x, y) íà X × Y . Çîêðåìà, CC(R× Y, Z) ⊆ B1(R× Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíè Fn,k = ∆n,k × Y çàìêíåíi â äîáóòêó R × Y i äëÿ êîæíîãî íîìåðà

n ñèñòåìà Fn = {Fn,k : k ∈ Z} ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó R × Y , àäæå

ñèñòåìà {∆n,k : k ∈ Z} ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ïîêðèòòÿì ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ R. Îñêiëüêè ïðè

(x, y) ∈ Fn,k ìà¹ìî

fn(x, y) = (k + 1− nx)f( k
n
, y) + (nx− k)f(k+1

n
, y),
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îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði íåïåðåðâíi

i âñi âåðòèêàëüíi ðîçðiçè ôóíêöi¨ f íåïåðåðâíi, òî êîæíå çâóæåííÿ f |Fn,k
: Fn,k → Z ¹

íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì. Òîìó çà òåîðåìîþ 13.2 âñi ôóíêöi¨ fn : R×Y → Z íåïåðåðâíi,

òîáòî fn ∈ C(R× Y, Z).

Äëÿ êîæíîãî y ∈ Y âiäîáðàæåííÿ fy : R → Z íåïåðåðâíå. Òîìó íà îñíîâi òåîðåìè 13.3

fn(x, y) = (Lnfy) (x) → fy(x) = f(x, y)

â ïðîñòîði Z ïðè n→ ∞ äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (x, y) ∈ R× Y . Îòæå, òåîðåìà äîâåäåíà.

Ìåòîä, ÿêèé ìè çàñòîñóâàëè ó äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè, íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì Ëåáå à.

Éîãî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè i äëÿ äîâåäåííÿ âêëþ÷åííÿ CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z), äå

X � öå âiäðiçîê [a; b] ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨ àáî ïðîñòið Rm, Y � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

à Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið.
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Ëåêöiÿ �14

Ìåòîä Ãàíà

1 Ôóíêöi¨, ïîâ'ÿçàíi çi ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ òî÷îê

Ãàíñ Ãàí óçàãàëüíèâ ïîáóäîâè Àíði Ëåáå à, ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíié ëåêöi¨, ç ÷èñëîâî¨

ïðÿìî¨ íà ñåïàðàáåëüíi ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Éîãî ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ââåäåíèõ

íèì ôóíêöié, ÿêi ìè âèâ÷èìî ó öüîìó ïóíêòi.

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ïðîòÿãîì öi¹¨ ëåêöi¨ âñëiä çà Ãàíñîì Ãàíîì âiäñòàíü

d(x, y) ìiæ òî÷êàìè x i y öüîãî ïðîñòîðó ìè áóäåìî êîðîòêî ïîçíà÷àòè xy. Äëÿ ðiçíèõ

òî÷îê a1, . . . , an ç ïðîñòîðó X i òî÷êè x ∈ X ïîêëàäåìî

g(x) = min{xak : 1 ≤ k ≤ n} i gk(x) = max{2g(x)− xak; 0}

ïðè k = 1, . . . , n. Îñêiëüêè âiäñòàíi dk(x) = xak � öå íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà X, òî i ôóíêöi¨

g i gk ïðè k = 1, . . . , n íåïåðåðâíi. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî g(x) ≥ 0 i gk(x) ≥ 0 íà X ïðè

k = 1, . . . , n.

Ëåìà 14.1. Íåõàé ϱi,k = 1
3
aiak ïðè i, k = 1, . . . n, ϱk = 1

2
min{aiak : i = 1, . . . , n, i 6= k} òà

δk = min{ϱi,k : i = 1, . . . , n, i 6= k} = 2
3
ϱk ïðè k = 1, . . . , n. Ðîçãëÿíåìî êóëi

Bk = B[ak, ϱk] = {x ∈ X : xak ≤ ϱk}, Bi,k = B[ak, ϱi,k] i Uk = B[ak, δk].

Òîäi

(a) g(x) = gk(x) = xak íà Bk;

(b) gi(x) = 0 íà Bi,k ïðè i 6= k;

(c) gk(x) = xak i gi(x) = 0 íà Uk ïðè i 6= k.

Äîâåäåííÿ. (a). Íåõàé x ∈ Bk, òîáòî xak ≤ ϱk. Òîäi akai ≤ akx+ xai ïðè i 6= k, îòæå,

xai ≥ akai − xak ≥ 2ϱk − xak ≥ 2ϱk − ϱk = ϱk.

Òîìó g(x) = xak. Äàëi,

2g(x)− xak = 2xak − xak = xak ≥ 0,

à òîäi i

gk(x) = 2g(x)− xak = xak.
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(b). Ïðèïóñòèìî, ùî x ∈ Bi,k, ïðè÷îìó i 6= k. Òîäi xak ≤ ϱi,k i

aiak ≤ aix+ xak ≤ aix+ ϱi,k,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

xai ≥ aiak − ϱi,k = 2ϱi,k.

Â òàêîìó ðàçi,

2g(x)− xai ≤ 2xan − 2ϱi,k ≤ 2ϱi,k − 2ϱi,k = 0.

Îòæå,

gi(x) = max{2g(x)− xai, 0} = 0.

(c). Îñêiëüêè δk ≤ ϱk, òî Uk ⊆ Bk i gk(x) = xak íà îñíîâi âëàñòèâîñòi (a). Äàëi δk ≤ ϱi,k

ïðè i 6= k, òîìó Uk ⊆ Bi,k, îòæå, gi(x) = 0 ïðè x ∈ Uk íà îñíîâi âëàñòèâîñòi (b).

Ëåìà 14.2. Ñóìà h(x) =
n∑
k=1

gk(x) ¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà ïðîñòîði X, ïðè÷îìó

h(x) > 0 íà X \ {a1, . . . an} i h(ak) = 0 ïðè k = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ h âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi âñiõ ôóíêöié gk. Íåõàé

x ∈ X \ {a1, . . . , an}. Îñêiëüêè iñíó¹ òàêèé íîìåð k ≤ n, ùî g(x) = xak, òî

2g(x)− xak = 2xak − xak = xak ≥ 0,

à òîìó, gk(x) = xak > 0, àäæå x 6= ak. Â òàêîìó ðàçi

h(x) = gk(x) =
∑
i≠k

gi(x) ≥ gk(x) > 0.

Äàëi, g(ak) = 0, áî akak = 0, à aiak > 0 ïðè i 6= k. Òîäi

2g(ak)− akai = −akai ≤ 0,

îòæå, i gi(xk) = 0 ïðè i = 1, . . . , n. Òîìó i h(ak) =
n∑
i=1

gi(ak) = 0.

2 Ôóíêöi¨ Ãàíà

Ó äàíîìó ïóíêòi ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó. Ââåäåìî

ôóíêöi¨ φn,k : X → [0; 1], ïîêëàäàþ÷è φn,k(x) = gk(x)
h(x)

íà X \ {a1, . . . an}, φn,k(ak) = 1

i φn,k(ai) = 0 ïðè i 6= k. Öi ôóíêöi¨ ìè íàçèâàòèìåìî ôóíêöiÿìè Ãàíà, ïîðîäæåíèìè

òî÷êàìè a1, . . . , an, õî÷à ñàì Ã. Ãàí íèìè íå êîðèñòóâàâñÿ. Ìè ¨õ ââåëè, ùîá ñïðîñòèòè éîãî

âèêëàäêè. Íàñòóïíà ëåìà ïîêàçó¹, ùî ñèñòåìà ôóíêöié φn,1, . . . , φn,n óòâîðþ¹ ðîçáèòòÿ

îäèíèöi íà X.
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Ëåìà 14.3. Ôóíêöi¨ φn,k íåïåðåðâíi,
n∑
k=1

φn,k(x) = 1 íà X, ïðè÷îìó ÿêùî xak ≤ δk, òî

φn,k(x) = 1 i φn,i(x) = 0 ïðè i 6= k.

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 14.1 ÿêùî xak ≤ δk, òîáòî x ∈ Uk, òî

gk(x) = xak i gi(x) = 0

ïðè i 6= k. Òîìó h(x) = gk(x) = xak íà Uk. Òàêèì ÷èíîì, íà Uk ïðè i 6= k ìà¹ìî

φn,k(x) = 1 i φn,i(x) = 0.

Öå äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié φn,k ó òî÷êàõ a1, . . . , an, àäæå â êîæíié ç íèõ ôóíêöiÿ

φn,k ¹ ëîêàëüíî ñòàëîþ. Â òî÷êàõ äîïîâíåííÿ G = X\{a1, . . . , an} ôóíêöiÿ φn,k íåïåðåðâíà,

áî ¨¨ çâóæåííÿ φn,k|G íà âiäêðèòó ìíîæèíó G ¹ ÷àñòêîþ gk
h
äâîõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié gk

i h. Îòæå, âñi ôóíêöi¨ φn,k íåïåðåðâíi.

Äàëi,
n∑
k=1

φn,k(x) =
n∑
k=1

gk(x)
h(x)

= 1
h(x)

n∑
k=1

gk(x) =
h(x)
h(x)

= 1

íà ìíîæèíi G, i
n∑
k=1

φn,k(ai) = φn,i(ai) +
∑
k ̸=i

φn,k(ai) = 1 + 0 = 1

ïðè i = 1, . . . , n. Îòæå,
n∑
k=1

φn,k(x) = 1 íà X.

3 Îïåðàòîðè Ãàíà

Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið i (φn,k)nk=1 � ñèñòåìà

ôóíêöié Ãàíà, ïîðîäæåíà ìíîæèíîþ ðiçíèõ òî÷îê a1, . . . , an ç X. Êîæíié íåïåðåðâíié

ôóíêöi¨ f : X → Z çiñòàâèìî ôóíêöiþ fn = Hnf , ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ íà X ôîðìóëîþ

fn(x) =
n∑
k=1

φn,k(x)f(ak).

Öÿ ôóíêöiÿ íåïåðåðâíà, áî âñi ôóíêöi¨ φn,k íåïåðåðâíi i îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíî-

æåííÿ íà ñêàëÿð ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Z íåïåðåðâíi. Âiäîáðàæåííÿ

Hn : C(X,Z) → C(X,Z), Hnf = fn, íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Ãàíà. ßñíî, ùî fn(ai) = f(ai)

äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . , n.

Íàäiëèìî âåêòîðíèé ïðîñòið C(X,Z) òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíî-

ñòi, áàçó îêîëiâ íóëüîâî¨ ôóíêöi¨ â ÿêié óòâîðþþòü ìíîæèíè

OW,x1,...xn =
{
f ∈ C(X,Z) : ∀ k = 1, . . . , n

∣∣ f(xk) ∈ W
}
,
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äå W � îêië íóëÿ â Z, à x1, . . . , xn ∈ X. Ïðîñòið C(X,Z) ç öi¹þ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ

¹ òîïîëîãi÷íèì âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, âií ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Cp(X,Z).

Òåîðåìà 14.1. Îïåðàòîð Ãàíà Hn : Cp(X,Z → Cp(X,Z) ¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðà-

òîðîì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè a ∈ X âiäîáðàæåííÿ δa : Cp(X,Z) → Z, δa(f) = f(a),

ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, áóäå ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì. Òîìó òàêèì áóäå i âiäîáðàæåííÿ

∆ = (δa1 , . . . , δan) : Cp(X,Z) → Zn,

∆(f) = (f(a1), . . . , f(an)).

Êîæíié íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ φ : X → R i äîâiëüíîìó åëåìåíòó z ∈ Z çiñòàâèìî ôóí-

êöiþ φz : C(X,Z), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (φz)(x) = φ(x)·z íàX. Îñêiëüêè ìíîæåííÿ

íà ñêàëÿð ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði ¹ íåïåðåðâíèì, òî êîæíà ôóíêöiÿ φz íå-

ïåðåðâíà, ÿê êîìïîçèöiÿ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü. Òîìó äëÿ êîæíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

φ : X → R âiäîáðàæåííÿ Mφ : Z → Cp(X,Z), Mφ(z) = φz, áóäå ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì.

Òîäi i âiäîáðàæåííÿ M : Zn → Cp(X,Z)
n,

M(z1, . . . , zn) = (Mφn,1(z1), . . . ,Mφn,n(zn)) = (φn,1z1, . . . , φn,nzn),

áóäå ëiíiéíèì i íåïåðåðâíèì.

Îñêiëüêè îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ ¹ íåïåðåðâíîþ ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, òî

ñóìà S : Cp(X,Z)
n → Cp(X,Z),

S(f1, . . . , fn) =
n∑
k=1

fk,

¹ ëiíiéíèì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì.

Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ C(X,Z) ìà¹ìî

Hnf =
n∑
k=1

φn,kf(ak) = S(φn,1f(a1), . . . , φn,nf(an)) =

= S(M(f(a1), . . . , f(an))) = S(M(∆(f))) = (SM∆)(f).

Òîìó i îïåðàòîð Ãàíà Hn = SM∆ � öå ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð.

4 Àïðîêñèìàöiÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç äîïîìîãîþ

îïåðàòîðiâ Ãàíà

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið Z íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îïóêëèì, ÿêùî â

íüîìó äîâiëüíèé îêië íóëÿ W ìiñòèòü äåÿêèé îïóêëèé îêië íóëÿ V .
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Òåîðåìà 14.2. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðî-

ñòið, A = {ak : k ∈ N} � âñþäè ùiëüíà â X ìíîæèíà, â ÿêié ak 6= aj ïðè k 6= j, Hn � îïå-

ðàòîð Ãàíà, ïîðîäæåíèé òî÷êàìè a1, . . . , an i âiäïîâiäíèìè ôóíêöiÿìè Ãàíà φn,1, . . . , φn,n,

f ∈ C(X,Z) i fn = Hnf . Òîäi fn(x) → f(x) â Z íà X.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x ∈ X. Òîäi fn(x) =
n∑
k=1

φn,k(x)f(ak). Ç ëåìè 14.3 âèïëèâà¹,

ùî f(x) =
n∑
k=1

φn,k(x)f(x). Òîìó

fn(x)− f(x) =
n∑
k=1

φn,k(x)(f(ak)− f(x)).

Íåõàé W � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â Z. Iñíó¹ òàêèé îïóêëèé îêië íóëÿ V â Z, ùî V ⊆ W .

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f : X → Z íåïåðåðâíà â òî÷öi x, òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

u ∈ X ç íåðiâíîñòi ux < 2δ âèïëèâà¹, ùî f(u)− f(x) ∈ V .

Çà óìîâîþ A = X. Òîìó iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî aNx < δ. Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà

n ≥ N ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

K1 = {k ≤ n : akx < 2δ} i K2 = {k ≤ n : akx ≥ δ}

i ïðè i = 1, 2 âiäïîâiäíi ¨ì ñóìè

Σi =
∑
k∈Ki

φn,k(x)(f(ak)− f(x)),

äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fn(x)− f(x) = Σ1 + Σ2.

Íåõàé k ∈ K2. Òîäi xak ≥ 2δ, à g(x) = min{xa1, . . . , xan} ≤ xaN < δ, àäæå N ≤ n. Òîìó

2g(x)− xak < 2δ − 2δ = 0, îòæå, gk(x) = 0, à çíà÷èòü, i λk = φn,k(x) = 0, à òîäi i Σ2 = 0.

ßêùî æ k ∈ K1, òî akx < 2δ, òîìó f(ak)− f(x) ∈ V , îòæå,

fn(x)− f(x) = Σ1 ∈
∑
k∈K1

φn,k(x)V =
∑
k∈K1

λkV,

äå λk = φn,k(x). Àëå λk ≥ 0 äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n, òîìó
∑
k∈K1

λk =
n∑
k=1

λk = 1. Ç îïóêëîñòi

V âèïëèâà¹, ùî
∑
k∈K1

λkV ⊆ V . Òåïåð ìà¹ìî

fn(x)− f(x) ∈
∑
k∈K1

λkV ⊆ V ⊆ W,

ÿê òiëüêè n ≥ N . Îòæå, fn(x) → f(x) â Z i òåîðåìà äîâåäåíà.
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5 Àïðîêñèìàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ Ãàíà

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Ñïiâñòàâè-

ìî äâîì âiäîáðàæåííÿì φ : X → R i ψ : Y → Z âiäîáðàæåííÿ φ ⊗ ψ : X × Y → Z,

φ⊗ ψ(x, y) = φ(x)ψ(y), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ òåíçîðíèì äîáóòêîì âiäîáðàæåíü φ i ψ.

Ëåìà 14.4. Íåõàé φ ∈ C(X,R) i ψ ∈ C(Y, Z). Òîäi φ⊗ ψ ∈ C(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ φ×ψ : X ×Y → R×Z i m : R×Z → Z,

φ× ψ(x, y) = (φ(x), ψ(y)) i m(λ, z) = λz ïðè x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z, λ ∈ R.

Òîäi

(m ◦ (φ× ψ))(x, y) = m(φ(x), ψ(y)) = φ(x)ψ(y) = (φ⊗ ψ)(x, y)

íà X × Y . Îòæå, φ ⊗ ψ = m ◦ (φ × ψ) i íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ φ ⊗ ψ âèïëèâà¹ ç

òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü êîìïîçèöi¨ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Òåîðåìà 14.3. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,

Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, A = {ak : k ∈ N} � âñþäè ùiëüíà â X ìíîæèíà, â

ÿêié ak 6= aj ïðè k 6= j, f ∈ CC(X × Y, Z), Hn � îïåðàòîð Ãàíà, ïîðîäæåíèé òî÷êàìè

a1, . . . , an i âiäïîâiäíèìè ôóíêöiÿìè Ãàíà φn,1, . . . , φn,n, i fn(x, y) = (Hnfy)(x) íà X × Y .

Òîäi fn ∈ C(X × Y, Z) äëÿ êîæíîãî n i fn(p) → f(p) â Z íà X × Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p = (x, y) ∈ X × Y . Òîäi

fn(x, y) = (Hnfy)(x) =
n∑
k=1

φn,k(x)fy(ak) =
n∑
k=1

φn,k(x)f(ak, y) =

=
n∑
k=1

φn,k(x)f
ak(y) =

n∑
k=1

(φn,k ⊗ fak)(x, y) =

(
n∑
k=1

φn,k ⊗ fak

)
(x, y).

Îòæå, fn =
n∑
k=1

φn,k⊗fak . Îñêiëüêè, çà ëåìîþ 14.4, âñi ôóíêöi¨ φn,k⊗fak íåïåðåðâíi, òî i ¨õ

ñóìà fn áóäå íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà X×Y . Òóò ìè âèêîðèñòàëè íåïåðåðâíiñòü íàðiçíî

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨.

Àëå ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà i âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, òîìó fy ∈ C(X,Z). Â òàêîìó ðàçi,

ç òåîðåìè 14.2 âèïëèâà¹, ùî

fn(p) = fn(x, y) = (Hnfy)(x) → fy(x) = f(x, y) = f(p)

ó ïðîñòîði Z. Îòæå, f ∈ B1(X × Y, Z).

97



Íàñëiäîê 14.1. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið

i Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið. Òîäi CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïðîñòið X íåñêií÷åííèé, òî â íüîìó ìîæíà âèáðàòè çëi÷åííó âñþäè

ùiëüíó ìíîæèíó A = {ak : k ∈ N}, äëÿ ÿêî¨ ak 6= aj ïðè k 6= j. Òîäi íàøå âêëþ÷åííÿ

âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 14.3.

ßêùî æ ïðîñòið X ñêií÷åííèé, òî CC(X × Y, Z) = C(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z), ÿêùî

Z � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið.

Ìåòîäîì Ëåáå à ìè îòðèìàëè âêëþ÷åííÿ CC(R × Y, Z) ⊆ B1(R × Y, Z), êîëè Z �

òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, à ìåòîä Ãàíà âèìàãàâ ëîêàëüíî¨ îïóêëîñòi ïðîñòîðó Z.

Âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ ïðî òå, ÷è ñïðàâåäëèâå âêëþ÷åííÿ CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z),

êîëè X � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z � òîïîëîãi÷íèé

âåêòîðíèé ïðîñòið, ïîêè ùî íåâiäîìà.
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Ëåêöiÿ �15

Ïàðàêîìïàêòíi ïðîñòîðè i ðîçáèòòÿ îäèíèöi

1 Îçíà÷åííÿ ïàðàêîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ òà ¨õ ïàðàêîìïàêòíiñòü

Êàæóòü, ùî ñèñòåìà ìíîæèí A âïèñàíà â ñèñòåìó B, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè A ∈ A

iñíó¹ òàêà ìíîæèíà B ∈ B, ùî A ⊆ B. Öå ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì A � B.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ ïàðàêîìïàêòíèì, ÿêùî â êîæíå éîãî âiäêðèòå

ïîêðèòòÿ U ìîæíà âïèñàòè ëîêàëüíî ñêií÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ V . Ïîíÿòòÿ ïàðàêîì-

ïàêòíîñòi ââiâ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Æàí Ä'¹äîííå ó 1944 ðîöi. Âîíî âiäiãðà¹ âàæëèâó

ðîëü ó òîïîëîãi¨, òåîði¨ ôóíêöié i ôóíêöiîíàëüíîìó àíàëiçi. Ìè éîãî âèêîðèñòà¹ìî ïðè

âèâ÷åííi ïîòî÷êîâèõ íàáëèæåíü íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü íåïåðåðâíèìè.

Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé êîìïàêòíèé ïðîñòið ïàðàêîìïàêòíèé. Ãàóñäîðôîâèé ïàðàêîì-

ïàêòíèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ ïàðàêîìïàêòîì. Ó öüîìó ïóíêòi ìè ç'ÿñó¹ìî, ùî êîæíèé

ïàðàêîìïàêò ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Ëåìà 15.1. Íåõàé A i B � äâi íåïåðåòèííi çàìêíåíi ïiäìíîæèíè ïàðàêîìïàêòíîãî ïðî-

ñòîðó X, òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî y ∈ B iñíóþòü âiäêðèòi ìíîæèíè Uy i Vy, äëÿ ÿêèõ

A ⊆ Uy, y ∈ Vy i Uy ∩ Vy = ∅. Òîäi iñíóþòü òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè U i V , ùî A ⊆ U ,

B ⊆ V i U ∩ V = ∅.

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìà V = {X \B}∪{Vy : y ∈ B} ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì ïðîñòîðó X, â ÿêå

íà îñíîâi ïàðàêîìïàêòíîñòi X ìè ìîæåìî âïèñàòè âiäêðèòå ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ

W . Ðîçãëÿíåìî éîãî ÷àñòèíó

W0 = {W ∈ W : W ∩ B 6= ∅},

ÿêà, çðîçóìiëî, ¹ âiäêðèòèì ïîêðèòòÿì ìíîæèíè B. Ïîêàæåìî, ùî A∩W = ∅ äëÿ êîæíîãî

W ∈ W0. Ñïðàâäi, íåõàéW ∈ W0. ÒîäiW∩B 6= ∅, òîáòîW 6⊆ X\B. ÎñêiëüêèW ∈ W � V ,

òî iñíó¹ åëåìåíò V ′ ∈ V òàêèé, ùî W ⊆ V ′. Çàóâàæèìî, ùî V ′ 6= X \ B. Òîìó iñíó¹ òàêà

òî÷êà y ∈ B, ùî V ′ = Vy. Òîäi W ⊆ Vy. Àëå çà óìîâîþ A ⊆ Uy i Uy ∩ Vy = ∅. Òîìó

W ⊆ X \ Uy, ïðè÷îìó ìíîæèíà X \ Uy çàìêíåíà. Òåïåð ìà¹ìî

W ⊆ X \ Uy = X \ Uy ⊆ X \ A,

òîáòî A ∩W = ∅.
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Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó F =
⋃

W∈W0

W . Ñèñòåìà W0 ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ, ÿê ïiäñèñòåìà

ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè W . Îòæå, çà òåîðåìîþ 13.1 ìíîæèíà F çàìêíåíà. Òîìó ¨¨

äîïîâíåííÿ U = X \ F � öå âiäêðèòà ìíîæèíà, ïðè÷îìó U ⊇ A, áî

A ∩ F =
⋂

W∈W0

A ∩W = ∅.

Ðàçîì ç òèì, äëÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè V =
⋃

W0 ìà¹ìî B ⊆ V ⊆ F . Îòæå, ìíîæèíè U i V

øóêàíi.

Òåîðåìà 15.1. Êîæíèé ïàðàêîìïàêò X ¹ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ïðîñòið X ðåãóëÿðíèé, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè T1

i T3.

Ïî-ïåðøå, ïðîñòið X ãàóñäîðôîâèé, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó T2, à çíà÷èòü, i àêñiîìó

T1. Äàëi, íåõàé x ∈ X, B � çàìêíåíà â X ìíîæèíà i x 6∈ B. Îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {x}

çàìêíåíà çà àêñiîìîþ T1 i {x}∩B = ∅. Îñêiëüêè ïðîñòið X ãàóñäîðôîâèé, òî äëÿ êîæíîãî

y ∈ B iñíóþòü òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè Gy i Hy, ùî Gy ∩Hy = ∅, x ∈ Gy i y ∈ Hy. Òîìó, çà

ëåìîþ 15.1, iñíóþòü òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè Ux i Vx, ùî x ∈ Ux i B ⊆ Vx. Îòæå, â ïðîñòîði

X âèêîíó¹òüñÿ àêñiîìà T3.

Íåõàé A i B � çàìêíåíi ìíîæèíè â X, äëÿ ÿêèõ A ∩ B = ∅. Òîäi, çà äîâåäåíèì äëÿ

êîæíîãî x ∈ A, iñíóþòü òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè Ux i Vx, ùî x ∈ Ux, B ⊆ Vx i Ux ∩ Vx = ∅.

Çàñòîñóâàâøè ùå ðàç ëåìó 15.1, ìè ïîáóäó¹ìî òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè U i V , ùî A ⊆ U ,

B ⊆ V i U ∩ V = ∅. Îòæå, âèêîíó¹òüñÿ àêñiîìà âiäîêðåìíîñòi T4 i ïðîñòið X íîðìàëüíèé.

2 Òåîðåìà Ñòîóíà ïðî ïàðàêîìïàêòíiñòü ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó

Ñèñòåìà ìíîæèí A â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíîþ, ÿêùî ó êîæíî¨

òî÷êè x ∈ X ¹ òàêèé îêië U , ÿêèé ïåðåòèíà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå ç îäíèì åëåìåíòîì ñèñòåìè

A, òîáòî ñèñòåìà AU = {A ∈ A : A ∩ U 6= ∅} ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà. Êàæóòü, ùî

ñèñòåìà A σ-äèñêðåòíà, ÿêùî A =
∞⋃
n=1

An, äå âñi ñèñòåìè An äèñêðåòíi.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò âñòàíîâèâ àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê À.Ñòîóí ó 1948 ðîöi. Iäåÿ

âèêëàäåíîãî íèæ÷å äîâåäåííÿ íàëåæèòü Ì. Ðóäiíó.

Òåîðåìà 15.2. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i U = {Us : s ∈ S} � éîãî

âiäêðèòå ïîêðèòòÿ. Òîäi iñíó¹ âiäêðèòå ëîêàëüíî ñêií÷åííå i σ-äèñêðåòíå ïîêðèòòÿ V

ïðîñòîðó X, ÿêå âïèñàíå â U . Çîêðåìà, ïðîñòið X ïàðàêîìïàêòíèé.

100



Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið X ìåòðèçîâíèé, òî iñíó¹ ìåòðèêà d íà X, ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî

òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó. Íåõàé

B(x, r) =
{
u ∈ X : d(x, u) < r

}
� âiäêðèòà êóëÿ â X ç öåíòðîì ó òî÷öi x i ðàäióñîì r > 0. Çðîçóìiëî, ùî âîíà áóäå

âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîði X.

Ïîòðiáíó íàì ñèñòåìó V ìè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ
∞⋃
n=1

Vn ïîñëiäîâíîñòi

âiäêðèòèõ äèñêðåòíèé ñèñòåì

Vn =
{
Vn,s : s ∈ S

}
,

ÿêi âèçíà÷àòèìåìî iíäóêòèâíî.

Çà òåîðåìîþ Öåðìåëî [4, p. 8], íà ìíîæèíi S iñíó¹ ïîðÿäîê ≤, âiäíîñíî ÿêîãî âîíà

öiëêîì âïîðÿäêîâàíà. Ïðèïóñòèìî, ùî n ∈ N i ïðè k < n âñi ñèñòåìè Vk âæå âèçíà÷åíi.

Äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ S ïîêëàäåìî

Gs =
⋃
t<s

Ut i Hn =
⋃
k<n

⋃
t<s

Vk,t.

Óâåäåìî ìíîæèíè

An,s =
{
a ∈ X : B(a, 3

2n
) ⊆ Us

}
\ (Gs ∪Hn) i Vn,s =

⋃
a∈An,s

B(a, 1
2n
),

ç äîïîìîãîþ ÿêèõ âèçíà÷èìî íàñòóïíó ñèñòåìó Vn = {Vn,s : s ∈ S}. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìè

Vn âèçíà÷åíi äëÿ êîæíîãî íîìåðà n.

Ïîêàæåìî, ùî ñèñòåìà V =
∞⋃
n=1

Vn i ¹ øóêàíîþ. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âñòàíîâèòè, ùî

êîæíà ñèñòåìà Vn äèñêðåòíà, ñèñòåìà V óòâîðþ¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó

X i V � U .

Äëÿ êîæíîãî x ∈ Vn,s iñíó¹ òàêå a ∈ An,s, ùî x ∈ B(a, 1
2n
). Òîäi

x ∈ B(a, 1
2n
) ⊆ B(a, 3

2n
) ⊆ Us.

Îòæå, Vn,s ⊆ Us äëÿ äîâiëüíèõ n ∈ N i s ∈ S. Òîìó Vn � U äëÿ äîâiëüíîãî n, à òîìó V � U .

Äàëi, ïðèïóñòèìî, ùî x1 ∈ Vn,s1 i x2 ∈ Vn,s2 , äå s1, s2 ∈ S i s1 < s2. Ïîêàæåìî, ùî

d(x1, x2) >
1
2n
. Âèáåðåìî òàêi òî÷êè a1 ∈ An,s1 i a2 ∈ An,s2 , ùî xi ∈ B(ai,

1
2n
) ïðè i = 1, 2. Çà

ïîáóäîâîþ B(a1,
3
2n
) ⊆ Us1 i a2 6∈ Gs2 . Êðiì òîãî, s1 < s2, i òîìó Us1 ⊆ Gs2 . Îòæå, a2 6∈ Us1 ,

i òîäi a2 6∈ B(a1,
3
2n
), òîáòî d(a1, a2) ≥ 3

2n
. Â òàêîìó ðàçi, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà ìà¹ìî

d(x1, x2) ≥ d(a1, a2)− d(x1, a1)− d(a2, x2) >
3
2n

− 1
2n

− 1
2n

= 1
2n
.
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Îòæå, d(x1, x2) > 1
2n
.

Ç äîâåäåíîãî ëåãêî âèïëèâà¹, ùî êîæíà ñèñòåìà Vn äèñêðåòíà. Ñïðàâäi, äëÿ êîæíî¨

òî÷êè x ∈ X ¨¨ îêië U = B(x, 1
2n+1 ) ìîæå ïåðåòèíàòèñÿ ùîíàéáiëüøå ç îäíi¹þ ç ìíîæèí

Vn,s, äå s ∈ S. Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê, òîáòî iñíóþòü òî÷êè x1, x2 ∈ X òà iíäåêñè

s1, s2 ∈ S òàêi, ùî s1 < s2, x1 ∈ U ∩ Vn,s1 i x2 ∈ U ∩ Vn,s2 . Òîäi

d(x1, x2) ≤ d(x1, x) + d(x, x2) <
1

2n+1 +
1

2n+1 = 1
2n
,

ùî ñóïåðå÷èòü äîâåäåíié âèùå âëàñòèâîñòi. Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà Vn ÷è íàâiòü ñiì'ÿ

(Vn,s : s ∈ S) äèñêðåòíi, à ñèñòåìà V σ-äèñêðåòíà.

Äîâåäåìî, ùî ñèñòåìà V ïîêðèâà¹ âåñü ïðîñòið X. Íåõàé x ∈ X. Îñêiëüêè X =
⋃
s∈S

Us,

òî ìíîæèíà T = {s ∈ S : x ∈ Us} íåïîðîæíÿ. Àëå T ⊆ S i S � öiëêîì âïîðÿäêîâàíà

ìíîæèíà. Òîìó â ìíîæèíi T ¹ íàéìåíøèé åëåìåíò s. Â òàêîìó ðàçi, x ∈ Us i x 6∈ Ut äëÿ

êîæíîãî t < s. Îòæå, x 6∈ Gs. Ìíîæèíà Us âiäêðèòà i 3
2n

→ 0. Òîìó çíàéäåòüñÿ òàêèé

íîìåð n, ùî B(x, 3
2n
) ⊆ Us. Íåõàé

E =
⋃
V =

∞⋃
k=1

⋃
t∈S

Vk,t.

ßñíî, ùî Hn ⊆ E. Òîìó ÿêùî x ∈ Hn, òî x ∈ E. ßêùî æ x 6∈ Hn, òî x ∈ An,s, i òîäi

x ∈ Vn,s, àäæå x ∈ B(x, 1
2n
). Òàê ÷è iíàêøå, x ∈ E. Îòæå, X = E =

⋃
V .

Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî ñèñòåìà V ëîêàëüíî ñêií÷åííà. Íåõàé x ∈ X. Îñêiëüêè ñèñòåìà

V ïîêðèâà¹ X, òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè j ∈ N i t ∈ S, ùî x ∈ Vj,t. Ìíîæèíà Vj,t âiäêðèòà.

Òîìó iñíó¹ òàêèé íîìåð k, ùî B(x, 1
2k
) ⊆ Vj,t. Íåõàé m = k + j − 1 i n > m. Ïîêàæåìî,

ùî B(x, 1
2m+2 ) ∩ Vn,s = ∅ äëÿ êîæíîãî s ∈ S. Âiçüìåìî y ∈ Vn,s. Òîäi iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

a ∈ An,s, ùî y ∈ B(a, 1
2n
). Îñêiëüêè j < n i a 6∈ Hn, òî a 6∈ Vj,t, àäæå Vj,t ⊆ Hn. Òîìó

a 6∈ B(x, 1
2k
), òîáòî d(a, x) ≥ 1

2k
. Êðiì òîãî, d(y, a) < 1

2n
. Îòæå,

d(x, y) ≥ d(x, a)− d(y, a) ≥ 1
2k

− 1
2n

≥ 1
2m

− 1
2m+1 = 1

2m+1 ,

àäæå k ≤ m < m+1 ≤ n. Òîìó y 6∈ B(x, 1
2m+1 ). Êîæíà ç ñèñòåì V1, . . . ,Vm äèñêðåòíà, òîìó

¨õ îá'¹äíàííÿWm =
m⋃
i=1

Vi � öå ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñèñòåìà. Îòæå, iñíó¹ òàêèé îêië V òî÷êè

x, ÿêèé ïåðåòèíà¹òüñÿ ëèøå çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ ñèñòåìè Wm. Ðàçîì ç òèì,

îêië B(x, 1
2m+1 ) òî÷êè x íå ïåðåòèíà¹òüñÿ ç æîäíèì åëåìåíòîì ñèñòåìè Rm =

⋃
n>m

Vn. Òîìó

îêië U = V ∩ B(x, 1
2m+1 ) òî÷êè x ïåðåòèíà¹òüñÿ ëèøå çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ

ñèñòåìè V = Wm ∪Rm, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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3 Ïîáóäîâà ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ çàìêíåíèõ ìíîæèí,

êîìáiíàòîðíî âïèñàíî¨ ó âiäêðèòå ïîêðèòòÿ

Êàæóòü, ùî ñiì'ÿ ìíîæèí α = (As)s∈S êîìáiíàòîðíî âïèñàíà â ñiì'þ β = (Bs)s∈S, ÿêùî

As ⊆ Bs äëÿ êîæíîãî s ∈ S. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äîïîìîæå íàì äàëi ïðè ïîáóäîâi ðîç-

áèòòiâ îäèíèöi. Ó íüîìó éäåòüñÿ ïðî ðiçíi ïîêðèòòÿ ñàìå ïðîñòîðó X.

Ëåìà 15.2. Íåõàé ó êîæíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X ìîæíà âïèñà-

òè äåÿêå ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ. Òîäi äëÿ êîæíîãî âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ (Us)s∈S

iñíó¹ êîìáiíàòîðíî âïèñàíå â íüîãî ëîêàëüíî ñêií÷åííå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ (Fs)s∈S.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið X ðåãóëÿðíèé i âñi ìíîæèíè Us âiäêðèòi, òî äëÿ êîæíîãî

s ∈ S i äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ Us iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië Wx,s, ùî W x,s ⊆ Us. Íåõàé

Ws = {Wx,s : x ∈ Us} i W =
⋃
s∈S

Ws.

Îñêiëüêè
⋃

Ws = Us äëÿ êîæíîãî s ∈ S, òî

⋃
W =

⋃
s∈S

⋃
Ws =

⋃
s∈S

Us = X.

Îòæå, W � öå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X, ÿêå âïèñàíå â ïîêðèòòÿ U = {Us : s ∈ S},

ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî W ∈ W iñíó¹ òàêèé iíäåêñ s ∈ S, ùî W ⊆ Us.

Çà óìîâîþ iñíó¹ òàêå ëîêàëüíî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ A ïðîñòîðó X, ùî A � W . Äëÿ

êîæíîãî A ∈ A iñíó¹ òàêèé iíäåêñ s ∈ S, ùî äëÿ äåÿêîãî W ∈ W âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

A ⊆ W ⊆ Us.

ÊîæíîìóA ∈ A çiñòàâèìî ðiâíî îäèí òàêèé iíäåêñ s ∈ S i ïîçíà÷èìî éîãî φ(A). Ïîêëàäåìî

As = {A ∈ A : φ(A) = s} i Fs =
⋃
A∈As

A.

Îñêiëüêè âñi ñèñòåìè As ëîêàëüíî ñêií÷åííi, ÿê ïiäñèñòåìè ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñèñòåìè

A, òî âñi ìíîæèíè Fs çàìêíåíi.

Çà ïîáóäîâîþ Fs ⊆ Us äëÿ êîæíîãî s ∈ S, àäæå A ⊆ Us äëÿ êîæíîãî A ∈ As. Îòæå,

ñiì'ÿ (Fs)s∈S êîìáiíàòîðíî âïèñàíà â ñiì'þ (Us)s∈S. Êðiì òîãî, A =
⋃
s∈S

As, çâiäêè âèïëèâà¹,

ùî ⋃
s∈S

Fs =
⋃
s∈S

⋃
A∈As

A =
⋃
A∈A

A = X,
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áî
⋃
A = X. Îòæå, (Fs)s∈S � öå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X.

Íàðåøòi ç'ÿñó¹ìî, ùî ñiì'ÿ (Fs)s∈S ëîêàëüíî ñêií÷åííà. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x ∈ X.

Îñêiëüêè ñèñòåìà A ëîêàëüíî ñêií÷åííà, òî iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië U òî÷êè x, ùî

ñèñòåìà

A(U) = {A ∈ A : A ∩ U 6= ∅}

ñêií÷åííà i ñêëàäà¹òüñÿ, ñêàæiìî, ç åëåìåíòiâ A1, . . . , An. Ïîêëàäåìî sk = φ(Ak) ïðè

k = 1, . . . , n i ïîêàæåìî, ùî

{s ∈ S : Fs ∩ U 6= ∅} ⊆ {sk : 1 ≤ k ≤ n},

çâiäêè i âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íàì ëîêàëüíà ñêií÷åííiñòü ñiì'¨ (Fs : s ∈ S) â òî÷öi x.

Íåõàé Fs ∩ U 6= ∅, òîáòî iñíó¹ u ∈ Fs ∩ U äëÿ äåÿêîãî s ∈ S. Îñêiëüêè u ∈ Fs, òî iñíó¹

òàêå A ∈ As, ùî u ∈ A. Çàóâàæèìî, ùî ïðè öüîìó s = φ(A). Êðiì òîãî, u ∈ U i U âiäêðèòà

ìíîæèíà. Òîìó U � öå îêië òî÷êè u. Ó òàêîìó ðàçi, U ∩ A 6= ∅, i òîìó A ∈ A(U). Îòæå,

iñíó¹ òàêèé íîìåð k ≤ n, ùî A = Ak. Òåïåð ìà¹ìî

s = φ(A) = φ(Ak) = sk,

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

4 Òåîðåìà Ìàéêëà ïðî ðîçáèòòÿ îäèíèöi

Íîñi¹ì ôóíêöi¨ φ : X → R ìè áóäåìî íàçèâàòè ìíîæèíó suppφ = {x ∈ X : φ(x) 6= 0}.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i S � ìíîæèíà. Ñiì'ÿ (φs)s∈S íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

φs : X → [0; 1] íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñêií÷åííèì ðîçáèòòÿì îäèíèöi, ÿêùî ñiì'ÿ íîñi¨â

σ = (suppφs)s∈S ëîêàëüíî ñêií÷åííà i
∑
s∈S

φs(x) = 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Êàæóòü òàêîæ,

ùî ñiì'ÿ (φs)s∈S ôóíêöié φs : X → R ïiäïîðÿäêîâàíà ñèñòåìi ìíîæèí A, ÿêùî ñèñòåìà

íîñi¨â {suppφs : s ∈ S} âïèñàíà â ñèñòåìó A, i êîìáiíàòîðíî ïiäïîðÿäêîâàíà ñiì'¨ ìíîæèí

α = (As)s∈S, ÿêùî suppφs ⊆ As äëÿ êîæíîãî s ∈ S.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, âñòàíîâëåíèé àìåðèêàíñüêèì ìàòåìàòèêîì Å. Ìàéêëîì ó 1958

ðîöi, ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâ òèõ ÷è iíøèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 15.3 (Ìàéêë). Íåõàé X � ïàðàêîìïàêò i V � âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X.

Òîäi iñíóþòü ëîêàëüíî ñêií÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ (Us)s∈S ïðîñòîðó X, âïèñàíå â V, i

ðîçáèòòÿ îäèíèöi (φs)s∈S, ÿêå êîìáiíàòîðíî ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ (Us)s∈S.
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Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ïîêðèòòÿ (Us)s∈S âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç ïàðàêîìïàêòíîñòi ïðî-

ñòîðóX. Çà òåîðåìîþ 15.1, ïðîñòiðX íîðìàëüíèé, à îòæå, ðåãóëÿðíèé. Êðiì òîãî, â êîæíå

éîãî âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìîæíà âïèñàòè ëîêàëüíî ñêií÷åííå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ. Ìîæíà çà-

ñòîñóâàòè ëåìó 15.2, çãiäíî ç ÿêîþ iñíó¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííå çàìêíåíå ïîêðèòòÿ (Fs)s∈S,

êîìáiíàòîðíî âïèñàíå â (Us)s∈S. Îñêiëüêè Fs ⊆ Us äëÿ êîæíîãî s ∈ S i ïðîñòið X íîð-

ìàëüíèé, òî çà ëåìîþ Óðèñîíà [4, 1.5.11] iñíóþòü òàêi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ψs : X → [0; 1],

ùî ψs(x) = 1 íà Fs i ψs(x) = 0 íà X \ Us. Ñiì'ÿ íîñi¨â (suppψs)s∈S êîìáiíàòîðíî âïèñàíà â

ëîêàëüíî ñêií÷åííó ñiì'þ (Us)s∈S, à òîìó i ñàìà ëîêàëüíî ñêií÷åííà. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ôóíêöiÿ

ψ(x) =
∑
s∈S

ψs(x)

âèçíà÷åíà ó íåïåðåðâíà íà X. Ïðè öüîìó, ψ(x) > 0 íà X, áî (Fs)s∈S � öå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó

X i ψ(x) ≥ ψs(x) = 1 íà Fs äëÿ êîæíîãî s ∈ S. Òîäi ìîæíà âèçíà÷èòè íà ïðîñòîðiX ÷àñòêè

φs =
ψs

ψ
, ÿêi áóäóòü óòâîðþâàòè øóêàíå ðîçáèòòÿ îäèíèöi, àäæå âîíè íåïåðåðâíi, ÿê ÷àñòêè

äâîõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ suppφs = suppψs i∑
s∈S

φs(x) =
∑
s∈S

ψs(x)
ψ(x)

= 1
ψ(x)

∑
s∈S

ψs(x) =
ψ(x)
ψ(x)

= 1

äëÿ êîæíîãî x ∈ X.
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Ëåêöiÿ �16

Ìåòîä Ðóäiíà i áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ

1 Îïåðàòîðè Ðóäiíà

Àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Â. Ðóäií óçàãàëüíèâ ïîáóäîâè Ã. Ãàíà. Éîìó âäàëîñÿ â òåîðåìi

Ãàíà ïîçáèâàòèñÿ óìîâè ñåïàðàáåëüíîñòi ïðîñòîðó X, ïðè öüîìó âií ðîçãëÿäàâ âiäîáðà-

æåííÿ çi çíà÷åííÿìè â ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ. Ïðîãðåñ áóâ äîñÿãíóòèé çàâäÿêè

âèêîðèñòàííþ òåîðåìè Ñòîóíà ïðî ïàðàêîìïàêòíiñòü ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó i òåîðåìè

Ìàéêëà ïðî ðîçáèòòÿ îäèíèöi. Ìè òóò ìîäèôiêó¹ìî éîãî âèêëàä, óâiâøè îïåðàòîðè Ðóäi-

íà ïîäiáíî äî îïåðàòîðiâ Ãàíà, ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå, à òàêîæ âñòàíîâèâøè ïåðåä òåîðåìîþ

ïðî íàáëèæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ðåçóëüòàò ïðî íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ Ðóäiíà.

Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, d � ìåòðèêà íà X, ÿêà ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãi÷íó

ñòðóêòóðó. Ðîçãëÿíåìî äëÿ êîæíîãî íîìåðà n âiäêðèòå ïîêðèòòÿ Bn ïðîñòîðó X âiäêðè-

òèìè êóëÿìè B(x, 1
n
) = {u ∈ X : d(u, x) < 1

n
}, äå x ïðîáiãà¹ âåñü ïðîñòið X. Îñêiëüêè

çà òåîðåìîþ Ñòîóíà, ïðîñòið X � öå ïàðàêîìïàêò, òî çà òåîðåìîþ Ìàéêëà, äëÿ êîæíîãî

n iñíó¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ îäèíèöi (φn,i)i∈In , ÿêå ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ Bn.

Ôóíêöi¨ φn,i : X → [0; 1] íåïåðåðâíi, ñiì'ÿ ¨õ íîñi¨â (suppφn,i)i∈In ëîêàëüíî ñêií÷åííà i

äëÿ êîæíîãî i ∈ In iñíó¹ òàêà êóëÿ B(x, 1
n
), ùî suppφn,i ⊆ B(x, 1

n
). Êðiì òîãî, ìè áóäåìî

ââàæàòè, ùî âñi ôóíêöi¨ φn,i íåíóëüîâi, áî íóëüîâi ôóíêöi¨ çàâæäè ìîæíà âèêèíóòè. À ùå

äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ X∑
i∈In

φn,i(x) = 1.

Îñêiëüêè suppφn,i 6= ∅ äëÿ êîæíîãî i ∈ In, òî ìè ìîæåìî âèáðàòè òî÷êè xn,i ∈ suppφn,i,

äëÿ ÿêèõ φn,i(xn,i) > 0. Íåõàé Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið i f : X → Z � âiäîáðà-

æåííÿ. Ïîñòàâèìî éîìó ó âiäïîâiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ fn = Rnf : X → Z, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

fn(x) =
∑
i∈In

φn,i(x)f(xn,i).

Îïåðàòîð Rn : ZX → ZX íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Ðóäiíà.

Òåîðåìà 16.1. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f : X → Z ôóíêöiÿ fn = Rnf íåïåðåðâíà.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé x0 ∈ X. Âèáåðåìî òàêèé âiäêðèòèé îêië U0 òî÷êè x0 â X, ùî ìíîæèíà

In,0 = {i ∈ In : U0 ∩ suppφn,i 6= ∅}

ñêií÷åííà. Òîäi äëÿ êîæíîãî x ∈ U0 áóäåìî ìàòè, ùî φn,i(x) = 0 ïðè i ∈ In \ In,0. Òîìó

fn(x) =
∑
i∈In,0

φn,i(x)f(xn,i).

Îñêiëüêè îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿð ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði

íåïåðåðâíi, òî çâóæåííÿ fn|U0 íåïåðåðâíå, çîêðåìà, íåïåðåðâíå i â òî÷öi x0 ∈ U0. Àëå

ìíîæèíà U0 âiäêðèòà, òîäi é ôóíêöiÿ fn íåïåðåðâíà â òî÷öi x0. Òàêèì ÷èíîì, fn íåïåðåðâíà

â äîâiëüíié òî÷öi ç X, fn ∈ C(X,Z).

Îòæå, îïåðàòîð Ðóäiíà Rn äi¹ ç ïðîñòîðó ZX ó ïðîñòið C(X,Z).

2 Àïðîêñèìàöiÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ Ðóäiíà

Â íàñòóïíié òåîðåìi òà ¨¨ äîâåäåííi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî îçíà÷åííÿ i ïîçíà÷åííÿ, óâåäåíi â

ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi.

Òåîðåìà 16.2. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið,

f ∈ C(X,Z), Rn � îïåðàòîð Ðóäiíà i fn = Rnf . Òîäi fn(x) → f(x) â Z äëÿ êîæíîãî

x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. ÍåõàéW � îêië íóëÿ â ïðîñòîði Z. Çíàéäåìî òàêèé îïóêëèé îêië íóëÿW0 â Z,

ùî W0 ⊆ W . Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x ∈ X. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi x, òî iñíó¹

òàêå ÷èñëî δ > 0, ùî äëÿ âñiõ u ∈ X ç íåðiâíîñòi d(x, u) < δ âèïëèâà¹, ùî f(u)−f(x) ∈ W0.

Âiçüìåìî òàêèé íîìåð N , ùî 4
N
< δ i íåõàé n ≥ N . Òîäi, îñêiëüêè

fn(x) =
∑
i∈In

φn,i(x)f(xn,i) i f(x) =
∑
i∈In

φn,i(x)f(x),

òî

fn(x)− f(x) =
∑
i∈In

φn,i(x)(f(xn,i)− f(x)).

Âèáåðåìî òàêå δ0 > 0, ùî δ0 < δ
2
i äëÿ êóëi U0 = B(x, δ0) ìíîæèíà

In,0 = {i ∈ In : U0 ∩ suppφn,i 6= ∅}

ñêií÷åííà. Òîäi φn,i(x) = 0 ïðè i ∈ In \ In,0. Òîìó

fn(x)− f(x) =
∑
i∈In,0

φn,i(x)(f(xn,i)− f(x)).
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Äëÿ êîæíîãî i ∈ In,0 iñíó¹ òî÷êà un,i ∈ U0 ∩ suppφn,i. Êðiì òîãî, iñíó¹ òàêà òî÷êà ai ∈ X,

ùî suppφn,i ⊆ B(ai,
1
n
). Îñêiëüêè {xn,i, an,i} ⊆ suppφn,i, òî

d(ai, xn,i) <
1
n

i d(ai, un,i) <
1
n
.

Îòæå,

d(un,i, xn,i) ≤ d(un,i, ai) + d(ai, xn,i) <
1
n
+ 1

n
= 2

n
≤ 2

N
< δ

2
.

Àëå un,i ∈ U0, òîäi d(x, un,i) < δ0 <
δ
2
. Òîìó

d(x, xn,i) ≤ d(x, un,i) + d(un,i, xn,i) <
δ
2
+ δ

2
= δ.

Â òàêîìó ðàçi, f(xn,i)− f(x) ∈ W0. ×èñëà λn,i = φn,i(x) ≥ 0 i∑
i∈In,0

λn,i =
∑
i∈In

φn,i(x) = 1.

Òîìó

fn(x)− f(x) =
∑
i∈In,0

λn,i(f(xn,i)− f(x)) ∈
∑
i∈In,0

λn,iW0 ⊆ W0,

àäæå ìíîæèíàW0 îïóêëà. Â òàêîìó ðàçi, fn(x)−f(x) ∈ W ïðè n ≥ N . Îòæå, fn(x) → f(x)

â Z, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

3 Òåîðåìà Ðóäiíà

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò Â.Ðóäií âñòàíîâèâ ó 1981 ðîöi, éîãî ìè íàçèâà¹ìî òåîðåìîþ Ðóäiíà.

Òåîðåìà 16.3. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � ëî-

êàëüíî îïóêëèé ïðîñòið, f ∈ CC(X × Y, Z), Rn � îïåðàòîð Ðóäiíà i fn(x, y) = (Rnfy)(x)

íà X × Y . Òîäi fn ∈ C(X × Y, Z) i fn(x, y) → f(x, y) â Z íà X × Y . Çîêðåìà,

CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ

fn(x, y) =
∑
i∈In

φn,i(x)f(xn,i, y) =
∑
i∈In

(φn,i ⊗ fxn,i)(x, y)

ïðè x ∈ X i y ∈ Y . Îñêiëüêè ôóíêöi¨ φn,i : X → R i fxn,i : Y → Z íåïåðåðâíi, òî i ¨õ

òåíçîðíèé äîáóòîê gn,i = φn,i ⊗ fxn,i : X × Y → Z áóäå ñóêóïíî íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ.

Ñiì'ÿ (gn,i)i∈In áóäå ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ ðàçîì ç ñiì '¹þ (φn,i)i∈In . Òîìó i ôóíêöiÿ fn áóäå

íåïåðåðâíîþ, ÿê ñóìà ëîêàëüíî ñêií÷åííî¨ ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.
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Êðiì òîãî,

fn(x, y) = (Rnfy)(x) → fy(x) = f(x, y)

â ïðîñòîði Z íà X × Y çà òåîðåìîþ 16.2, àäæå ôóíêöi¨ fy íåïåðåðâíi. Îñêiëüêè

fn ∈ C(X × Y, Z), òî f ∈ B1(X × Y, Z). Îòæå, CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Çàóâàæåííÿ 16.1. Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà îòðèìàòè ïiäñèëåíèé âàðiàíò òåîðåìè 16.3,

ÿêèé, âëàñíå, i áóâ äîâåäåíèé Â. Ðóäiíèì, äëÿ òàê çâàíèõ âåðòèêàëüíî ìàéæå íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié f : X × Y → Z, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì, ùî ó íèõ ìíîæèíà

YC(f) = {y ∈ Y : fy ∈ C(X,Z)} = Y , à ìíîæèíà XC(f) = {x ∈ X : fx ∈ C(Y, Z)}

âñþäè ùiëüíà â X. Ìíîæèíà òàêèõ ôóíêöié ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì CC(X × Y, Z).

Ñïðàâäi, íåõàé f ∈ CC(X × Y, Z). Òîäi XC(f) = X. Îñêiëüêè íîñi¨ suppφn,i ôóíêöié

ç ðîçáèòòÿ îäèíèöi íåïîðîæíi i âiäêðèòi, òî XC(f) ∩ suppφn,i 6= ∅, îòæå, iñíóþòü òî÷êè

xn,i ∈ XC(f) ∩ suppφn,i. Ïîçíà÷èâøè äëÿ òàêèõ òî÷îê ôóíêöi¨

fn(x, y) =
∑
i∈In

φn,i(x)f(xn,i, y)

íàX×Y , ìè îòðèìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 ôóíêöié fn, ÿêà ïîòî÷êîâî ïðÿìó¹ äî ôóíêöi¨

f .

Íà çàâåðøåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî äîñi íåðîçâ'ÿçàíó ïðîáëåìó.

Ïèòàííÿ 16.1. ×è âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z), ÿêùî X �

ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið?

4 Áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ

Îêðiì óâåäåíèõ ó ëåêöi¨ �12 ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó Ð. Áåð ââiâ ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ êëà-

ñó α, äå α � äîâiëüíå ñêií÷åííå àáî çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî. À ñàìå, ìè ïîêëàäà-

¹ìî B0(X,Y ) = C(X,Y ) i ôóíêöiÿìè íóëüîâîãî êëàñó íàçèâà¹ìî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨

f : X → Y . Íåõàé α > 0 � ñêií÷åííå àáî àáî çëi÷åííå ïîðÿäêîâå ÷èñëî i êëàñè Bξ(X,Y )

âèçíà÷åíi ïðè âñiõ ξ < α. Êàæóòü, ùî f : X → Y � öå ôóíêöiÿ êëàñó α, ÿêùî iñíóþòü òàêi

ïîñëiäîâíîñòi ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë ξn < α i ôóíêöié fn ∈ Bξn(X,Y ), ùî fn(x) → f(x) â Y íà

X. Ìíîæèíà âñiõ ôóíêöié f : X → Y êëàñó α íîçíà÷à¹òüñÿ Bα(X,Y ).

Íåõàé X1, . . . , Xn i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i f : X1 × · · · ×Xn → Z � âiäîáðàæåííÿ.

Âîíî íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèì ó òî÷öi a = (a1, . . . , an) ∈ X1 × · · · ×Xn, ÿêùî äëÿ
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êîæíîãî k = 1, . . . , n âiäîáðàæåííÿ fa,k : Xk → Z, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

fa,k(xk) = f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an), xk ∈ Xk

áóäå íåïåðåðâíèì ó òî÷öi ak. Òàêå âiäîáðàæåííÿ íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî

âîíî ¹ òàêèì ó êîæíié òî÷öi äîáóòêó X = X1 × · · · × Xn. Ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X → Z ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì Sn(X,Z). Çîêðåìà,

S2(X1 ×X2, Z) = CC(X1 ×X2, Z).

Ðîçâèâàþ÷è ìåòîä Ðóäiíà ìè ìîæåìî äîâåñòè òàêå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ðóäiíà.

Òåîðåìà 16.4. Íåõàé X1, . . . , Xn � ìåòðèçîâíi ïðîñòîðè, Xn+1 � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið

i Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið. Òîäi

Sn+1(X1 × · · · ×Xn ×Xn+1, Z) ⊆ Bn(X1 × · · · ×Xn ×Xn+1, Z).

Ïðè öüîìó äîáóòîê íàäiëÿ¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ ñòðóêòóðîþ äîáóòêó, â ÿêié îêîëîì òî÷êè

a = (a1, . . . , an+1) ââàæà¹òüñÿ áóäü-ÿêà ìíîæèíà U â X1×· · ·×Xn+1, äëÿ ÿêî¨ iñíóþòü òàêi

îêîëè Uk òî÷îê ak ó ïðîñòîðàõ Xk ïðè k = 1, . . . , n+ 1, ùî U1 × · · · × Un+1 ⊆ U .
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Ðîçäië IV. Ïîøàðîâî ðiâíî-
ìiðíå íàáëèæåííÿ íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ëåêöiÿ �17

Òîïîëîãiÿ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

1 Òîïîëîãiÿ ïðîñòîðó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Íåõàé X i Y � íåïîðîæíi êîìïàêòíi ïðîñòîðè i CC(X × Y ) � ïðîñòið óñiõ íàðiçíî íå-

ïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X × Y → R. Âií ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó RX×Y âñiõ

äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà äîáóòêó X × Y . Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C(X) ðîçãëÿíåìî ¨¨

ðiâíîìiðíó íîðìó ‖g‖∞ = max
x∈X

|g(x)|. Ðiâíîìiðíó íîðìó íà ïðîñòîði C(Y ) ìè ïîçíà÷àòè-

ìåìî òàê ñàìî.

Ââåäåìî íà ïðîñòîði CC(X × Y ) ïðèðîäíó ñiì'þ ïåðåäíîðì, ïîêëàäàþ÷è

‖f‖x = ‖fx‖∞ i ‖f‖y = ‖fy‖∞

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CC(X × Y ), êîæíîãî x ∈ X i êîæíîãî y ∈ Y . Íåõàé

PX =
{
‖ · ‖x : x ∈ X

}
, PY =

{
‖ · ‖y : y ∈ Y

}
i P = PX ∪ PY .

Ðîçãëÿíåìî íà ïðîñòîði CC(X × Y ) ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ T , ùî ïîðîäæåíà ñó-

êóïíiñòþ ïåðåäíîðì P . ßê âèïëèâà¹ ç [12], áàçó îêîëiâ íóëÿ òîïîëîãi¨ T óòâîðþþòü êóëi

Bσ,τ,ε = Bσ,x1,...,xn,y1,...,ym,ε =
{
f ∈ CC(X×Y ) : max{‖f‖x1 , . . . , ‖f‖xn , ‖f‖y1 , . . . , ‖f‖ym} < ε

}
,

äå σ = {x1, . . . , xn} i τ = {y1, . . . , ym} � äîâiëüíi ñêií÷åííi ìíîæèíè ó ïðîñòîðàõX i Y âiäïî-

âiäíî, ε � äîâiëüíå äîäàòíå ÷èñëî. ßêùî σ = τ = ∅, òî ìè ââàæà¹ìî, ùî Bσ,τ,ε = CC(X×Y )

äëÿ êîæíîãî ε > 0. Ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið CC(X × Y ) ç òîïîëîãi¹þ T ìè áóäåìî ïî-

çíà÷àòè ñèìâîëîì S(X×Y ), Êîëè æ X = Y = [0; 1] i X×Y = Q = [0; 1]2, òî ìè ïîêëàäà¹ìî

S = S(Q).

Òåîðåìà 17.1. Íàïðÿìëåíiñòü (fk)k∈K çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f ó ïðîñòîði S(X × Y )

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fxk ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X i fk,y = (fk)y ⇒ fy íà X äëÿ

êîæíîãî y ∈ Y .
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Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî fk → f ó ïðîñòîði S(X × Y ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p(fk − f) → 0

äëÿ êîæíî¨ ïåðåäíîðìè p ∈ P , òîáòî êîëè

‖fk − f‖x → 0 i ‖fk − f‖y → 0

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Àëå ‖fk − f‖x → 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fxk ⇒ fx íà Y ,

à ‖fk − f‖y → 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè fk,y ⇒ fy íà X, çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ

òåîðåìè.

ßêùî fxk ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X i fk,y = (fk)y ⇒ fy íà X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y , òî

ìè êàæåìî, ùî ñiòêà ç ôóíêöié fk ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ f íà X×Y .

Òåîðåìà 17.1 ïîêàçó¹, ùî çáiæíiñòü ó ïðîñòîði S(X×Y ) öå ïîøàðîâî ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü

íà X × Y . Òîìó òîïîëîãiþ T íàçèâàþòü òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî çáiæíiñòü íàïðÿìëåíîñòi (fk)k∈K äî f â S(X×Y ) ðiâíîñèëüíà òîìó,

ùî fk ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f íà êîæíîìó õðåñòi

cr {p} = ({x} × Y ) ∪ (X × {y}), p = (x, y) ∈ X × Y.

Òîìó öþ òîïîëîãiþ òàêîæ íàçèâàþòü òîïîëîãi¹þ íàâõðåñò ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi, àáî

õðåñò-ðiâíîìiðíîþ òîïîëîãi¹þ.

2 Ïîâíîòà ïðîñòîðó S(X × Y )

Íàãàäà¹ìî, ùî íàïðÿìëåíiñòü (tk)k∈K ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði T íàçèâà¹òüñÿ

ôóíäàìåíòàëüíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó íóëÿ U â T iñíó¹ òàêå k0 ∈ K, ùî tk− tj ∈ U ,

ÿê òiëüêè k, j ≥ k0. ßêùî òîïîëîãiÿ ïðîñòîðó T çàäà¹òüñÿ ìíîæèíîþ ïåðåäíîðì P , òî

ôóíäàìåíòàëüíiñòü íàïðÿìëåíîñòi (tk)k∈K ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî p(xk−xj) → 0 äëÿ êîæíî¨

ïåðåäíîðìè p ∈ P . Ïðîñòið T íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî â íüîìó êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà

íàïðÿìëåíiñòü çáiæíà. Îáåðíåíå âèêîíó¹òüñÿ â êîæíîìó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðî-

ñòîði T . Êîæíèé áàíàõîâèé ïðîñòið áóäå ïîâíèì, ÿê òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið (äèâ.

[12]).

Òåîðåìà 17.2. Íåõàé X òà Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè. Òîäi ïðîñòið S(X × Y ) ïîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (fk)k∈K � ôóíäàìåíòàëüíà ñiòêà â ïðîñòîði S(X×Y ). Òîäi ‖fk−f‖x → 0

äëÿ êîæíîãî x ∈ X i ‖fk − f‖y → 0 äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Ç ïîâíîòè áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

C(X) i C(Y ) ç ðiâíîìiðíèìè íîðìàìè âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ
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fx ∈ C(Y ), ùî fxk ⇒ fx íà Y , i äëÿ êîæíîãî y ∈ Y iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ fy ∈ C(X), ùî

fk,y ⇒ fy íà X. Çîêðåìà, äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y áóäåìî ìàòè

fx(y) = lim
k∈K

fxk (y) = lim
k∈K

fk(x, y) = lim
k∈K

fk,y(x) = fy(x).

Òîäi ôîðìóëîþ

f(x, y) = fx(y) = fy(x)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ f : X × Y → R, ó ÿêî¨ âåðòèêàëüíèé x-ðîçðiç f(x, ·) = fx, à ãîðè-

çîíòàëüíèé y-ðîçðiç f(·, y) = fy. Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ ôóíêöi¨ fx i fy íåïåðåðâíi, òî f �

öå íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òîáòî f ∈ S(X × Y ). Àëå

‖fk − f‖x = ‖fxk − fx‖ → 0 i ‖fk − f‖y = ‖f − k, y − fy‖ → 0.

Îòæå, fk → f ó ïðîñòîði S(X×Y ). Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ôóíäàìåíòàëüíà ñiòêà ó ïðîñòîði

S(X × Y ) çáiãà¹òüñÿ â íüîìó äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨, ùî é äà¹ ïîâíîòó ïðîñòîðó S(X × Y ).

3 Òîïîëîãi¨ TA,B òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Óâåäåìî íà ïðîñòîði CC(X × Y ) ñiì'þ òîïîëîãié TA,B, àíàëîãi÷íèõ òîïîëîãi¨ T ïîøàðî-

âî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Íåõàé A ⊆ X i B ⊆ Y . Ðîçãëÿíåìî íà ïðîñòîði CC(X × Y )

ñóêóïíîñòi ïåðåäíîðì

PA = {‖ · ‖x : x ∈ A}, PB = {‖ · ‖y : y ∈ B} i PA,B = PA ∪ PB.

Ñèìâîëîì TA,B ìè ïîçíà÷èìî ëîêàëüíî îïóêëó òîïîëîãiþ íà ïðîñòîði CC(X × Y ), ùî

ïîðîäæåíà ñóêóïíiñòþ ïåðåäíîðì PA,B. ßñíî, ùî TX,Y � öå òîïîëîãiÿ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi íà CC(X × Y ).

Òåîðåìà 17.3. Íåõàé X i Y � íåñêií÷åííi êîìïàêòè, A i C ïiäìíîæèíè X, B i D �

ïiäìíîæèíè Y , ïðè÷îìó (A,C) 6= (B,D). Òîäi TA,B 6= TC,D.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, íàïðèêëàä, ùî iñíó¹ òî÷êà x0 ∈ A \ C. Ðîçãëÿíåìî êóëþ

B0 = B{x0};∅;1, ÿêà ¹ îêîëîì íóëÿ â òîïîëîãi¨ TA,B, àäæå x0 ∈ A òà ∅ ⊆ B, i ïîêàæåìî,

ùî âîíà íå ¹ îêîëîì íóëÿ â òîïîëîãi¨ TC,D.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïîíÿòòÿ õðåñòà cr(E) ïiäìíîæèíè E äîáóòêó P = X ×Y ,

ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

cr(E) = pr−1
X (prX(E)) ∪ pr−1

Y (prY (E)) = (M × Y ) ∪ (X ×N),
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äå prX : X × Y → X, prX(x, y) = x, � ïðîåêöiÿ íà X, prY : X × Y → Y , prY (x, y) = y, �

ïðîåêöiÿ íà Y , M = prX(E) i N = prY (E).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó êóëþ B = Bσ,τ,ε, äå σ i τ � ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ìíîæèí C

i D âiäïîâiäíî, ÿêà ¹ áàçèñíèì îêîëîì íóëÿ â òîïîëîãi¨ TC,D. Ïîêàæåìî, ùî B 6⊆ B0.

Çàóâàæèìî, ùî x0 6∈ σ, àäæå x0 6∈ C i σ ⊆ C.

Ðîçãëÿíåìî äàëi õðåñò E = cr(σ × τ). Çðîçóìiëî, ùî E çàìêíåíèé â äîáóòêó P , àäæå

îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè çàìêíåíi â êîìïàêòàõ X i Y i òîìó ìíîæèíè {x} × Y i X × {y}

áóäóòü çàìêíåíèìè â äîáóòêó P , à ìíîæèíà E ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì òàêèõ ìíîæèí.

Îñêiëüêè ïðîñòið Y íåñêií÷åííèé, òî iñíó¹ òî÷êà y0 ∈ Y \ τ . Êîìïàêòè X i Y òà ¨õ äîáóòîê

P = X × Y ¹ íîðìàëüíèìè ïðîñòîðàìè. Òîìó äî íèõ ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó Òiòöå-

Óðèñîíà ïðî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié [4, 2.1.8]. Ðàçîì ç ìíîæèíîþ E çàìêíåíîþ

â P áóäå i ìíîæèíà P0 = E ∪ {p0}, äå p0 = (x0, y0). Êðiì òîãî, p0 6∈ E, îñêiëüêè x0 6∈ σ

i y0 6∈ τ . Â òàêîìó ðàçi ìîæíà âèçíà÷èòè ôóíêöiþ f0 : P0 → R, ïîêëàâøè f0(p) = 0 ïðè

p ∈ E i f0(p0) = 2. Ôóíêöiÿ f0 íåïåðåðâíà, îñêiëüêè ¨¨ çâóæåííÿ f0|E i f0|{p0} íà çàìêíåíi

ìíîæèíè E i {p0} ñòàëi, à çíà÷èòü, íåïåðåðâíi. Çà òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [4, 2.1.8] iñíó¹

òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : P → R, ùî f(p) = f0(p) íà P0. ßñíî, ùî f ∈ B, àäæå

f |E = f0|E = 0. Òîäi fx = 0 i fy = 0 äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ σ i y ∈ τ . Òîìó ‖f‖x = 0 < ε i

‖f‖y = 0 < ε, ÿêùî (x, y) ∈ σ × τ . Àëå f 6∈ B0, áî

‖f‖x0 = ‖fx0‖∞ ≥ |fx0(y0)| = |f(p0)| = 2 > 1.

Òàêèì ÷èíîì, îêië íóëÿ B0 â òîïîëîãi¨ TA,B íå ìiñòèòü æîäíîãî áàçèñíîãî îêîëó B â

òîïîëîãi¨ TC,D, à òîìó TA,B 6= TC,D. Òàê ñàìî ìiðêó¹ìî i ó âèïàäêàõ C \A 6= ∅, B \D 6= ∅ i

D \B 6= ∅.

Ïðèïóñòèìî, ùî, ñêàæiìî, ïðîñòið X ñêií÷åííèé i X = {x1, . . . , xn} = A. Çàóâàæèìî,

ùî äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CC(X × Y )

max{‖f‖x1 , . . . , ‖f‖xn} = max
p∈P

|f(p)| = ‖f‖∞,

àäæå P = X × Y =
n⋃
k=1

{xk} × Y . Òîìó òîïîëîãi¨ TX,B äëÿ äîâiëüíîãî B ⊆ Y çáiãàþòüñÿ

ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ íîðìîþ ‖ · ‖∞ íà CC(X × Y ) = C(P ) ó öüîìó âèïàäêó. Òîìó

òóò ïðè B 6= D âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü TX,B = TX,D. Öå ïîêàçó¹, ùî íåñêií÷åííiñòü ïðîñòî-

ðiâ X i Y ¹ íå òiëüêè äîñòàòíüîþ, àëå é íåîáõiäíîþ óìîâîþ âëàñòèâîñòi, âñòàíîâëåíî¨ â

òåîðåìi 17.3.

114



Çàóâàæèìî, íàðåøòi, ùî â äîâåäåííi òåîðåìè 17.3 ìè âèêîðèñòîâóâàëè ëèøå òå, ùî

äîáóòîê P öiëêîì ðåãóëÿðíèé.

4 Ãàóñäîðôîâiñòü òîïîëîãi¨ TA,B

Íàäàëi ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî X òà Y � êîìïàêòè, ÿê i â òåîðåìi 17.1.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîëiíîðìîâàíèé ïðîñòið (T, P ) áóäå ãàóñäîðôîâèì òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà t 6= 0 iñíó¹ òàêà ïåðåäíîðìà p ∈ P , ùî p(t) > 0 (äèâ. [12]).

Òåîðåìà 17.4. Òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið (CC(X × Y ), TA,B) áóäå ãàóñäîðôîâèì

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíè A ùiëüíà â X àáî B ùiëüíà â Y .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé, íàïðèêëàä, A = X i f � íåíóëüîâà ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó CC(X × Y ).

Òîäi iñíó¹ òàêà òî÷êà p0 = (x0, y0) ∈ P = X × Y , ùî f(p0) 6= 0. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ fy0

íåïåðåðâíà i fy0(x0) = f(x0, y0) 6= 0, òî iñíó¹ òàêèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî fy0(x) 6= 0 äëÿ

êîæíîãî x ∈ U . Ç óìîâè A = X âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òî÷êà a ∈ A ∩ U . Â òàêîìó ðàçi

‖f‖a = ‖fa‖∞ ≥ |fa(y0)| = |fy0(a)| > 0.

Îòæå, ïðîñòið
(
CC(X × Y ), TA,B

)
ãàóñäîðôîâèé.

Òàê ñàìî ìiðêó¹ìî ó âèïàäêó, êîëè B = Y .

Íàâïàêè, íåõàé A 6= X i B 6= Y . Òîäi iñíó¹ òàêà òî÷êà p0 = (x0, y0) ∈ P = X × Y ,

ùî x0 6∈ A i y0 6∈ B. Ðîçãëÿíåìî õðåñò E = cr(A × B) ìíîæèíè A × B â äîáóòêó P ,

ÿêèé, î÷åâèäíî, ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â äîáóòêó P . ßñíî, ùî p0 6∈ E. Òîìó ç öiëêîâèòî¨

ðåãóëÿðíîñòi ïðîñòîðó P âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : P → [0; 1], ùî

f(p0) = 1 i f(p) = 0 íà E. Îñêiëüêè A ⊆ A i B ⊆ B, òî äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê x ∈ A i y ∈ B

ìíîæèíà ({x} × B) ∪ (A × {y}) ⊆ E. Òîìó fx = 0 i fy = 0, òîáòî ‖f‖x = ‖f‖y = 0. Àëå

f 6= 0, àäæå f(p0) = 1. Îòæå, ïðîñòið (CC(X × Y ), TA,B íå ãàóñäîðôîâèé.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið S(X × Y ) = (CC(X × Y ), T ) ãàóñäîðôîâèé, àäæå

T = TX,Y , à X = X i Y = Y , çîêðåìà, i ïðîñòið S = S([0; 1]2) ãàóñäîðôîâèé.

5 Ìåòðèçîâíiñòü òîïîëîãi¨ TA,B

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Áiðêãîôà�Êàêóòàíi [12], òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið T áóäå ìåòðè-

çîâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ãàóñäîðôîâèé i â íüîìó ¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííà áàçà

îêîëiâ íóëÿ, òîáòî âií çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. ßêùî òîïîëîãiÿ ïðîñòîðó
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T ïîðîäæó¹òüñÿ íå áiëüø íiæ çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ ïåðåäíîðì P , òî â T , î÷åâèäíî, ¹ íå

áiëüø íiæ çëi÷åííà áàçà îêîëiâ íóëÿ, îòæå, âií áóäå áóäå ìåòðèçîâíèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

óìîâà ãàóñäîðôîâîñòi ç ï.4. Çâiäñè âèïëèâà¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 17.5. Ïðîñòið (CC(X×Y ), TA,B) äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí A i B áóäå ìåòðè-

çîâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîæèíè A i B çëi÷åííi i A = X àáî B = Y .

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü íåãàéíî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Áiðêãîôà�Êàêóòàíi [12] i ç òåîðåìè

17.4.

Äîâåäåìî íåîáõiäíiñòü. ßêùî A 6= X i B 6= Y , òî íàø ïðîñòið íå ãàóñäîðôîâèé çà

òåîðåìîþ 17.4, à îòæå, i íå ìåòðèçîâíèé. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíà ç ìíîæèí A i B, ñêàæiìî,

A, íåçëi÷åííà. Ïîêàæåìî, ùî òîäi ïðîñòið (CC(X×Y ), TA,B) íå ìà¹ íå áiëüø íiæ çëi÷åííó

áàçó îêîëiâ íóëÿ, à òîìó íå ìîæå áóòè ìåòðèçîâíèì.

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü êóëü Bn = Bσn,τn,εn , äå σn i τn � ñêií÷åííi ïiäìíî-

æèíè ìíîæèí A i B âiäïîâiäíî, à εn � äîäàòíi ÷èñëà. Ìíîæèíà σ =
∞⋃
n=1

σn íå áiëüø íiæ

çëi÷åííà i σ ⊆ A. Òîìó â íåçëi÷åííié ìíîæèíi A çíàéäåòüñÿ òî÷êà x0, ÿêà íå íàëåæèòü

äî σ, à çíà÷èòü, i äî êîæíî¨ ìíîæèíè σn. Ðîçãëÿíåìî îêië íóëÿ B = B
x0;∅;

1
2
ó íàøîìó

ïðîñòîði i äîâåäåìî, ùî Bn 6⊆ B äëÿ êîæíîãî íîìåðà n.

Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n â íåñêií÷åííié ìíîæèíi B âèáåðåìî òî÷êó y0, ÿêà íå íàëåæèòü

äî ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè τn. Ðîçãëÿíåìî õðåñò En = cr(σn × τn) ó äîáóòêó P = X × Y , ÿêèé

áóäå òàì çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ. Îñêiëüêè x0 6∈ σn i y0 6∈ τn, òî p0 = (x0, y0) 6∈ En. Íà îñíîâi

ðåãóëÿðíîñòi äîáóòêó P iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ fn : P → [0; 1], ùî fn(p0) = 1 i

fn(p) = 0 íà E. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî fn ∈ Bn \B. Îòæå, Bn 6⊆ B, à öå é äîâîäèòü

íåîáõiäíiñòü ó íàøié òåîðåìi.

ßêùî, ñêàæiìî, ìíîæèíà X = A ñêií÷åííà, òî, ÿê ïîêàçàíî ïiñëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè

17.3, òîïîëîãiÿ TX,B áóäå íîðìîâíîþ äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè B, à îòæå, i ìåòðèçîâíîþ. Òîìó

ìíîæèíà B íå çîáîâ'ÿçàíà áóòè çëi÷åííîþ.

Ç òåîðåìè 17.5 âèïëèâà¹, ùî ïðîñòið S(X×Y ) äëÿ íåñêií÷åííèõ ïðîñòîðiâ X i Y , îäèí

ç ÿêèõ íåçëi÷åííèé, áóäå íåìåòðèçîâíèì. Çîêðåìà, íåìåòðèçîâíèì áóäå i ïðîñòið S, àäæå

âiäðiçîê [0; 1] íåçëi÷åííèé çà òåîðåìîþ Êàíòîðà ïðî íåçëi÷åííiñòü âiäðiçêà.
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Ëåêöiÿ �18

Ïîøàðîâå ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

ìíîãî÷ëåíàìè i íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè

1 Ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ìíîãî÷ëåíàìè

ç äàíèìè çíà÷åííÿìè

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið S = S([0; 1]2) âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Q → R, çàäàíèõ

íà êâàäðàòi Q = [0; 1]2, ç òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi. Ñèìâîëàìè C i P

ïîçíà÷èìî âiäïîâiäíî ïðîñòið óñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Q→ R i ïðîñòið óñiõ

ìíîãî÷ëåíiâ

f(x, y) =
n∑

k,j=1

ak,jx
kyj

ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè, çàäàíèõ íà êâàäðàòi Q. ßñíî, ùî P ⊂ C ⊂ S. Ìåòà öi¹¨ ëåêöi¨

� âñòàíîâèòè, ùî P = C = S ó ïðîñòîði S.

Ìè ïî÷íåìî ç îäíîãî öiêàâîãî óòî÷íåííÿ ïåðøî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà.

Òåîðåìà 18.1. Íåõàé f, g : [a; b] → R, x1, . . . , xn ∈ [a; b], ε > 0 òàêi, ùî ‖f − g‖∞ < ε i

g(xk) = f(xk) ïðè k = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðè k = 1, . . . , n ìíîãî÷ëåíè

Φk(x) =
n∏

i=1, i ̸=k

(x− xi) i φk(x) =
Φk(x)

Φk(xk)
.

Çðîçóìiëî, ùîφk(xk) = 1 i φk(xi) = 0 ïðè i 6= k. Ôóíêöiÿ

γ(x) =
n∑
k=1

|φk(x)|

¹ î÷åâèäíèì ÷èíîì íåïåðåðâíîþ íà [a; b] i äëÿ íå¨

γ(xi) =
n∑
k=1

|φk(xi)| = 1

ïðè i = 1, . . . , n. Òîìó ‖γ‖∞ ≥ γ(x1) = 1. Ïîêëàäåìî ε0 = ε
2∥γ∥∞ . ßñíî, ùî 0 < ε0 ≤ ε

2
.
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Çà ïåðøîþ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ, iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí

p : [a; b] :→ R, ùî ‖f − p‖∞ < ε0. Çà ïîïðàâêàìè αk = f(xk) − p(xk) ïîáóäó¹ìî ìíîãî-

÷ëåí

q(x) =
n∑
k=1

αkφk(x),

äëÿ ÿêîãî q(xk) = αk ïðè k = 1, . . . , n. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n

|αk| = |f(xk)− p(xk)| ≤ ‖f − p‖∞ ≤ ε0.

Òîìó

|q(x)| ≤
n∑
k=1

|αk||φk(x)| ≤ ε0γ(x) ≤ ε0‖γ‖∞ =
ε

2‖γ‖∞
‖γ‖∞ =

ε

2

äëÿ êîæíîãî x ∈ [a; b], i îòæå, ‖q‖∞ ≤ ε
2
. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà

g(x) = p(x) + q(x)

áóäåìî ìàòè, ùî

g(xk) = p(xk) + q(xk) = p(xk) + f(xk)− p(xk) = f(xk)

äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Êðiì òîãî,

‖f − g‖∞ ≤ ‖f − p‖∞ + ‖q‖∞ < ε0 +
ε
2
≤ ε

2
+ ε

2
= ε.

Îòæå, ìíîãî÷ëåí g i ¹ øóêàíèì.

2 Îäíà iíòåðïîëÿöiéíà òåîðåìà äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ

Ââåäåíi â äîâåäåííi òåîðåìè 18.1 ìíîãî÷ëåíè φk(x) ¹ áàçîâèìè äëÿ iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíî-

ãî÷ëåíà Ëà ðàíæà

L(x) =
n∑
k=1

f(xk)φk(x),

äëÿ ÿêîãî L(xk) = f(xk) ïðè k = 1, . . . n. Äëÿ ìíîæèíè ðiçíèõ òî÷îê y1, . . . ym i êîæíîãî

j = 1, . . . ,m òåæ ìîæíà âèçíà÷èòè ìíîãî÷ëåíè

Ψj(y) =
m∏

i=1,i ̸=j

(y − yi) i ψj(y) =
Ψj(y)

Ψj(yj)
,

à äëÿ íèõ iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí Ëà ðàíæà

M(y) =
m∑
i=1

g(yj)ψj(y),
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äëÿ ÿêîãî M(yj) = g(yj) ïðè j = 1, . . .m. �õ ìè âèêîðèñòà¹ìî ïðè äîâåäåííi íàñòóïíî¨

iíòåðïîëÿöiéíî¨ òåîðåìè, â ÿêié ñèìâîëàìè K[x] i K[y] ïîçíà÷àþòüñÿ ïðîñòîðè âñiõ ìíî-

ãî÷ëåíiâ âiä çìiííèõ x i y âiäïîâiäíî ç êîåôiöi¹íòàìè ç äîâiëüíîãî ïîëÿ K, à ÷åðåç K[x, y]

� ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííèõ x i y ç êîåôiöi¹íòàìè ç K.

Òåîðåìà 18.2. Íåõàé K � äîâiëüíå ïîëå, x1, . . . xn � ðiçíi òî÷êè ç K, y1, . . . , ym � ðiçíi

òî÷êè ç K, p1(y), . . . , pn(y) � ìíîãî÷ëåíè ç K[y] i q1(x), . . . , qm(x) � ìíîãî÷ëåíè ç K[x],

ïðè÷îìó

pk(yj) = qj(xk)

äëÿ äîâiëüíèõ k = 1, . . . , n i j = 1, . . .m. Òîäi iñíó¹ ìíîãî÷ëåí f(x, y) ç K[x, y] òàêèé, ùî

f(xk, y) = pk(y) i f(x, yj) = qj(x)

ïðè k = 1, . . . , n i j = 1, . . .m.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí φk(x), ùî ïîðîäæåíi òî÷êàìè xk ïðè k = 1, . . . , n, òà

ìíîãî÷ëåíè ψj(y), ùî ïîðîäæåíi òî÷êàìè yj ïðè j = 1, . . . ,m. Äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ

φk(xi) = δk,i ïðè k, i = 1, . . . , n, à ψj(yi) = δj,i ïðè j, i = 1, . . . ,m, äå δk,i òà δj,i � öå ñèìâîëè

Êðîíåêåðà, ÿêi äîðiâíþþòü 1, êîëè iíäåêñè îäíàêîâi, i 0, êîëè âîíè ðiçíi.

Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåíè ç K[x, y]

g(x, y) =
n∑
k=1

pk(y)φk(x),

äëÿ ÿêîãî g(xk, y) = pk(y) íà K äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Ââåäåìî ïîïðàâêè

αj(x) = qj(x)− g(x, yj) ïðè j = 1, . . . ,m i óòâîðèìî ìíîãî÷ëåí

h(x, y) =
m∑
j=1

αj(x)ψj(y),

äëÿ ÿêîãî h(x, yj) = αj(x) ïðè j = 1, . . . ,m.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîãî÷ëåí

f(x, y) = g(x, y) + h(x, y)

i ¹ øóêàíèì.

Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî

αj(xk) = qj(xk)− g(xk, yj) = qj(xk)− pk(yj) = 0
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äëÿ äîâiëüíèõ j òà k. Òîìó

h(xk, y) =
m∑
j=1

αj(xk)ψj(y) = 0

äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Â òàêîìó ðàçi,

f(xk, y) = g(xk, y) + h(xk, y) = pk(y) + 0 = pk(y)

íà K äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Ç iíøîãî áîêó,

f(x, yj) = g(x, yj) + h(x, yj) = g(x, yj) + qj(x)− g(x, yj) = qj(x)

íà K ïðè j = 1, . . . ,m. Òåîðåìó äîâåäåíî.

3 Ùiëüíiñòü ïiäïðîñòîðó ìíîãî÷ëåíiâ ó ïðîñòîði

íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ç ïåðøî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ íà êâàäðàòi Q âèïëèâà¹, ùî

ïðîñòið P âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä äâîõ çìiííèõ íà êâàäðàòi Q ùiëüíèé ó ïðîñòîði C âñiõ

ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Q → R ç òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ

‖f‖∞. Òåïåð ç äîïîìîãîþ òåîðåì 18.1 i 18.2 ìè ïîêàæåìî, ùî öå æ âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ

ïðîñòîðó S.

Òåîðåìà 18.3. Ìíîæèíà P óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íà êâàäðàòi Q = [0; 1]2 ùiëüíà ó ïðîñòîði

S = S(Q). Òîáòî P = S.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ S i B = Bσ,τ,ε � äîâiëüíèé áàçèñíèé îêië íóëÿ â S. Ïîêàæåìî, ùî

iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí g ∈ P , ùî g − f ∈ B. Íåõàé σ = {x1, . . . , xn} i τ = {y1, . . . ym},

ïðè÷îìó âñi xk òà yj ðiçíi. Çà òåîðåìîþ 18.1 äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n iñíó¹ òàêèé ìíî-

ãî÷ëåí pk(y), ùî ‖fxk − pk‖∞ < ε i pk(yj) = fxk(yj) = f(xk, yj) äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . ,m.

Òàê ñàìî äëÿ êîæíîãî j = 1, . . . ,m iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí qj(x), ùî ‖fyj − qj‖∞ < ε i

qj(xk) = fyj(xk) = f(xk, yj) äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Çðîçóìiëî, ùî pk(yj) = qj(xk) äëÿ

äîâiëüíèõ k = 1, . . . , n òà j = 1, . . . ,m.

Çà òåîðåìîþ 18.2, iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí g(x, y) ç P , ùî

g(xk, y) = pk(y) i g(x, yj) = qj(x)

äëÿ âñiõ x i y ç âiäðiçêà [0; 1] i äîâiëüíèõ k = 1, . . . , n òà j = 1, . . . ,m. Äëÿ öüîãî ìíîãî÷ëåíà

ìà¹ìî, ùî

‖f − g‖xk = ‖fxk − gxk‖∞ = ‖fxk − pk‖∞ < ε
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i

‖f − g‖yj = ‖fyj − gyj‖∞ = ‖fyj − qj‖∞ < ε

äëÿ âñiõ k = 1, . . . , n òà j = 1, . . . ,m. Îòæå, f − g ∈ B. Öå ïîêàçó¹, ùî f ∈ P , à òîìó,

P = S.

4 Iíøèé ïiäõiä

Ïî÷íåìî ç ïðîñòîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Òåîðåìà 18.4. P = C ó ïðîñòîði S.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî P ⊆ C, àäæå P ⊆ C. Äîâåäåìî, ùî C ⊆ P .

Íåõàé f ∈ C, x1, . . . , xn � ðiçíi òî÷êè ç [0; 1], y1, . . . , ym � ðiçíi òî÷êè ç [0; 1] i ε > 0. Òîäi

iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ g ∈ C, ùî

‖f − g‖xk < ε
2

i ‖f − g‖yj < ε
2

äëÿ äîâiëüíèõ k = 1, . . . , n òà j = 1, . . . ,m. Çà ïåðøîþ òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ôóí-

êöié äâîõ çìiííèõ iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí h ∈ P , ùî ‖g − h‖∞ < ε
2
. Òîäi

‖f − h‖xk ≤ ‖f − g‖xk + ‖g − h‖xk < ε
2
+ ‖g − h‖∞ < ε

2
+ ε

2
= ε

ïðè k = 1, . . . , n i

‖f − h‖yj ≤ ‖f − g‖yj + ‖g − h‖yj < ε
2
+ ‖g − h‖∞ < ε

2
+ ε

2
= ε

ïðè j = 1, . . . ,m. Öå ïîêàçó¹, ùî f ∈ P . Îòæå, C ⊆ P , à îòæå, P = C.

Òåîðåìà 18.5. Íåõàé X i Y � êîìïàêòè. Òîäi ïðîñòið C(X × Y ) ùiëüíèé ó ïðîñòîði

S(X × Y ), çîêðåìà, C = S.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ S(X×Y ), σ i τ � ñêií÷åííi ïiäìíîæèíè ïðîñòîðiâ X i Y âiäïîâiäíî,

i ε > 0. Ðîçãëÿíåìî õðåñò

E = cr(σ × τ) = (σ × Y ) ∪ (X × τ),

ÿêèé ¹ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â äîáóòêó X×Y , áî âií ¹ ñêií÷åííèì îá'¹äíàííÿì çàìêíåíèõ

ìíîæèí

Y x = {x} × Y i Xy = X × {y},
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äå x ∈ σ i y ∈ τ . Ç íàðiçíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f âèïëèâà¹, ùî âñi çâóæåííÿ f |Y x i f |Xy

íåïåðåðâíi. Òîìó íåïåðåðâíèì áóäå i çâóæåííÿ f |E. Îñêiëüêè äîáóòîê X×Y íîðìàëüíèé,

òî, çà òåîðåìîþ Òiòöå�Óðèñîíà [4, 2.1.8], iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : X × Y → R,

ùî g|E = f |E. Äëÿ íå¨ gx = fx äëÿ êîæíîãî x ∈ σ i gy = fy äëÿ êîæíîãî y ∈ τ . Îòæå,

‖g − f‖x = ‖gx − fx‖∞ = 0 < ε

äëÿ âñiõ x ∈ σ i

‖g − f‖y = ‖gy − fy‖∞ = 0 < ε

äëÿ âñiõ y ∈ τ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f ∈ C(X × Y ).

Ç òåîðåì 18.4 i 18.5 íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî P = C = S, à îòæå, P = S, ùî äà¹ ùå îäíå

äîâåäåííÿ òåîðåìè 18.3.

5 Ñåïàðàáåëüíiñòü ïðîñòîðó S

Ç òåîðåìè 18.3 ëåãêî âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 18.6. Ïðîñòið S ñåïàðàáåëüíèé.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó R âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ r(x, y) =
n∑

k,j=1

ak,jx
kyj ç ðàöiîíàëüíè-

ìè êîåôiöi¹íòàìè. Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ìíîæèíà R çëi÷åííà.

Îñêiëüêè Q = R, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, äëÿ êîæíîãî g ∈ P i äîâiëüíîãî ε > 0

iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí r ∈ R, ùî ‖g − r‖∞ < ε
2
. Çà òåîðåìîþ 18.3, äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨

f ∈ S i äîâiëüíèõ òî÷îê x1, . . . , xn òà y1, . . . , ym ç [0; 1] iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí g ∈ P , ùî

‖f−g‖xk < ε
2
ïðè k = 1, . . . , n i ‖f−g‖yj < ε

2
ïðè j = 1, . . . ,m. Çíàéøîâøè äëÿ ìíîãî÷ëåíà

g âiäïîâiäíèé ìíîãî÷ëåí r ∈ R, äëÿ ÿêîãî ‖g − r‖∞ < ε
2
, ìè îòðèìà¹ìî, ùî

‖f − r‖xk ≤ ‖f − g‖xk + ‖g − r‖xk < ε
2
+ ‖g − r‖∞ < ε

2
+ ε

2
= ε

i àíàëîãi÷íî

‖f − r‖yj ≤ ‖f − g‖yj + ‖g − r‖yj < ε
2
+ ‖g − r‖∞ < ε

2
+ ε

2
= ε

äëÿ äîâiëüíèõ k = 1, . . . , n òà j = 1, . . . ,m. Òîìó f ∈ R.

Îòæå, R = S i òîìó ïðîñòið S ñåïàðàáåëüíèé, àäæå âií ìiñòèòü çëi÷åííó âñþäè ùiëüíó

ïiäìíîæèíó R.
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Ëåêöiÿ �19

Íàáëèæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

CP-ôóíêöiÿìè i íàáëèæåííÿ ðiâíîìiðíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

1 Çàñòîñóâàííÿ ìíîãî÷ëåíiâ Áåðíøòåéíà äî íàáëèæåííÿ

íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîãî÷ëåíè Áåðíøòåéíà äëÿ ôóíêöi¨ g : [0; 1] → R âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

Bng(y) =
n∑
k=0

Ck
ng(

k
n
)yk(1− y)n−k.

ßê áóëî âñòàíîâëåíî â ëåêöi¨ �1, Bng ⇒ g íà [0; 1] äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C[0; 1].

Íà ïðîñòîði C(Y ), äå Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè äâi òîïîëîãi¨:

òîïîëîãiþ ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi Tu, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ íîðìîþ

‖g‖ = max
y∈Y

|g(y)|,

âiäíîñíî ÿêî¨ ïðîñòið C(Y ) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì (éîãî ïîçíà÷à¹ìî Cu(Y )), i òîïîëîãiþ

ïîòî÷êîâîþ çáiæíîñòi Tp, ÿêà çàäà¹òüñÿ ïåðåäíîðìàìè

py(g) = |g(y)|, y ∈ Y,

âiäïîâiäíèé ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið (C(Y ), Tp) ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Cp(Y ). Íåïåðåðâ-

íå âiäîáðàæåííÿ A : Cp(Y ) → Cu(Y ) ìè íàçèâàòèìåìî pu-íåïåðåðâíèì.

Ñèìâîëîì P = P [0; 1] ìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ íà âiäðiçêó [0; 1]. Âiä-

îáðàæåííÿ Bn, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié íåïåðåðâíié ôóíêöi¨ g ∈ C[0; 1] ¨¨ ìíî-

ãî÷ëåí Áåðíøòåéíà Bng ∈ P ⊆ C[0; 1], íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Áåðíøòåéíà.

Òåîðåìà 19.1. Îïåðàòîð Áåðíøòåéíà Bn ëiíiéíèé i pu-íåïåðåðâíèé.

Äîâåäåííÿ. Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà Bn î÷åâèäíà. Äîâåäåìî pu-íåïåðåðâíiñòü. Íåõàé

g0 ∈ C[0; 1] i ε > 0. Ïîêëàäåìî

U = {g ∈ C[0; 1] : |g( k
n
)− g0(

k
n
)| < ε ∀ k = 0, . . . , n}.
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Çðîçóìiëî, ùî U ¹ îêîëîì ôóíêöi¨ g0 â ïðîñòîði Cp[0; 1]. Íåõàé g ∈ U i y ∈ [0; 1]. Òîäi

îñêiëüêè
n∑
k=0

Ck
ny

k(1− y)n−k = 1,

òî

|Bng(y)− Bng0(y)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

Ck
ny

k(1− y)n−k(g( k
n
)− g0(

k
n
))

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
k=0

Ck
ny

k(1− y)n−k
∣∣g( k

n
)− g0(

k
n
)
∣∣ ≤ ε

n∑
k=0

Ck
ny

k(1− y)n−k = ε

äëÿ êîæíîãî y ∈ [0; 1]. Òàêèì ÷èíîì, ‖Bng − Bng0‖∞ ≤ ε ïðè g ∈ U , çâiäêè âèïëèâà¹

pu-íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà Bn.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y = [0; 1]. Ôóíêöiþ f : X × Y → R ìè íàçèâà¹ìî

CP -ôóíêöi¹þ, ÿêùî fx : [0; 1] → R � öå ìíîãî÷ëåí äëÿ êîæíîãî x ∈ X, à fy : X → R

íåïåðåðâíà äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Ìíîæèíó òàêèõ ôóíêöié ìè ïîçíà÷àòèìåìî ñèìâîëîì

CP (X × Y ).

Òåîðåìà 19.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y = [0; 1], f ∈ CC(X × Y ) i

fn(x, y) = (Bnf
x)(y) íà X × Y . Òîäi ôóíêöi¨ fn : X × Y → R íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ

çìiííèõ, fn ∈ CP (X × Y ) i fxn ⇒ fx íà [0; 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè âñi ôóíêöi¨ f k
n

íåïåðåðâíi, òî âñi ôóíêöi¨ fn íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ

çìiííèõ, àäæå

fn(x, y) = Bnf
x(y) =

n∑
k=0

Ck
nf

x( k
n
)yk(1− y)n−k =

n∑
k=0

Ck
nf k

n

(x)yk(1− y)n−k

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y ∈ Y . Êðiì òîãî, ÿñíî, ùî fn ∈ CP (X × Y ). Ðàçîì ç òèì, çà

òåîðåìîþ Áåðíøòåéíà fxn = Bnf
x ⇒ fx íà [0; 1] äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

2 Ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè

â òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðàõ

Íåõàé (X, | · − · |X) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið i Y � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Âiäîáðà-

æåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó íóëÿ

V â ïðîñòîði Y iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x′, x′′ ∈ X, ÿêùî |x′ − x′′|X < δ, òî

f(x′)− f(x′′) ∈ V .

Íàì áóäå ïîòðiáíå íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ âiäîìî¨ òåîðåìè Êàíòîðà ïðî ðiâíîìiðíó

íåïåðåðâíiñòü íåïåðåðâíî¨ íà âiäðiçêó ôóíêöi¨.
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Òåîðåìà 19.3. Íåõàé (X, | · − · |X) � ìåòðè÷íèé êîìïàêò, Y � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé

ïðîñòið i f : X → Y � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé V � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â ïðîñòîði Y . Òîäi iñíó¹ òàêèé çàîêðóãëåíèé

îêië íóëÿ W â Y , ùî W +W ⊆ V . Çà íåïåðåðâíiñòþ âiäîáðàæåííÿ f äëÿ êîæíîãî x ∈ X

çíàéäåìî òàêå ÷èñëî δx > 0, ùî äëÿ äîâiëüíîãî x′ ∈ X ç íåðiâíîñòi |x′−x|X < 2δx âèïëèâà¹

âêëþ÷åííÿ f(x′) − f(x) ∈ W . Ðîçãëÿíåìî ïîêðèòòÿ (Ux : x ∈ X) ïðîñòîðó X âiäêðèòèìè

êóëÿìè Ux = B(x, δx). Îñêiëüêè ïðîñòið X êîìïàêòíèé, òî iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ìíîæèíà

A ⊆ X, ùî X =
⋃
x∈A

Ux.

Ïîêëàäåìî δ = min{δx : x ∈ A} i ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ x′, x′′ ∈ X, ÿêùî

|x′ − x′′|X < δ, òî f(x′) − f(x′′) ∈ V . Íåõàé x′, x′′ ∈ X òàêi, ùî |x′ − x′′|X < δ. Îñêiëü-

êè X =
⋃
x∈A

Ux, òî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò x ∈ A, ùî x′ ∈ Ux, òîáòî |x′ − x|X < δx. Òîäi

|x′ − x|X < 2δx i òîìó f(x′)− f(x) ∈ W çãiäíî ç âèáîðîì δx. Êðiì òîãî,

|x′′ − x|X ≤ |x′′ − x′|X + |x′ − x|X < δ + δx ≤ δx + δx = 2δx.

Òîìó òàêîæ f(x′′)− f(x) ∈ W . Òåïåð âðàõîâóþ÷è, ùî −W = W , îäåðæèìî, ùî

f(x′)− f(x′′) = (f(x′)− f(x)) + (f(x)− f(x′′)) ∈ W −W = W +W ⊆ V.

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå.

3 Çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðiâ Ðóäiíà äî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåííÿ

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ñïî÷àòêó íàãàäà¹ìî êîíñòðóêöiþ îïåðàòîðà Ðóäiíà íà ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (Y, | · − · |Y ).

Çà òåîðåìîþ Ìàéêëà, äëÿ êîæíîãî íîìåðà n iñíó¹ ëîêàëüíî ñêií÷åííå ðîçáèòòÿ îäèíèöi

(φn,i : i ∈ In), ÿêå ïiäïîðÿäêîâàíå ïîêðèòòþ Bn ïðîñòîðó Y âiäêðèòèìè êóëÿìè B(y, 1
n
),

ïðè÷îìó áåç îáìåæåíü çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî âñi ôóíêöi¨ φn,i íåíóëüîâi.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî
∑
i∈In

φn,i(y) = 1 äëÿ âñiõ n ∈ N òà êîæíîãî y ∈ Y . Äëÿ äîâiëüíèõ

n ∈ N òà i ∈ In ìè âèáèðà¹ìî òî÷êó yn,i ∈ suppφn,i = Vn,i. Íåõàé Z � ëîêàëüíî îïóêëèé

ïðîñòið i g : Y → Z � íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ñòàâèìî éîìó ó âiäïîâiäíiñòü íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ gn = Rng : Y → Z, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

gn(y) =
∑
i∈In

φn,i(y)g(yn,i), y ∈ Y.
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i ïîáóäîâàíèé òàêèì ÷èíîì îïåðàòîð Rn : C(Y, Z) → C(Y, Z) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì

Ðóäiíà.

Êðiì òîãî, íàãàäà¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (gn)
∞
n=1 âiäîáðàæåíü gn : Y → Z çi çíà÷åííÿìè

ó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði Z ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ g : Y → Z íà

Y â Z (ïîçíà÷à¹òüñÿ gn ⇒ g íà Y â Z), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó íóëÿ W â ïðîñòîði Z

iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî äëÿ âñiõ n ≥ N i y ∈ Y âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ gn(y)− g(y) ∈ W .

Íàñòóïíó òåîðåìó, ÿêà äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, ÿê òåîðåìà 16.2, ìè íàçèâàòèìåìî òå-

îðåìîþ Ðóäiíà äëÿ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Òåîðåìà 19.4. Íåõàé (Y, | · − · |Y ) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið

i g : Y → Z � ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi Rng ⇒ g íà Y â Z.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïîêëàäåìî gn = Rng.

Íåõàé W � äîâiëüíèé îêië íóëÿ â ïðîñòîði Z. Îñêiëüêè Z ëîêàëüíî îïóêëèé, òî iñíó¹

òàêèé îïóêëèé îêië íóëÿ W0 â Z, ùî W0 ⊆ W . Äàëi, çà ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâíiñòþ âiä-

îáðàæåííÿ g iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî äëÿ äîâiëüíèõ y′, y′′ ∈ Y ç íåðiâíîñòi |y′ − y′′|Y < δ

âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ g(y′)− g(y′′) ∈ W0.

Âiçüìåìî òàêèé íîìåð N , ùî 2
N
< δ i íåõàé n ≥ N òà y ∈ Y . Òîäi, îñêiëüêè

gn(y) =
∑
i∈In

φn,i(y)g(yn,i) i g(y) =
∑
i∈In

φn,i(y)g(y),

òî

gn(y)− g(y) =
∑
i∈In

φn,i(y)(g(yn,i)− g(y)).

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

In(y) = {i ∈ In : φn,i(y) 6= 0} = {i ∈ In : y ∈ Vn,i}.

Îñêiëüêè êîæíà ñiì'ÿ (Vn,i : i ∈ In) ëîêàëüíî ñêií÷åííà, òî âñi ìíîæèíè In(y) ñêií÷åííi.

Òîäi φn,i(y) = 0 ïðè i ∈ In \ In(y). Òîìó

gn(y)− g(y) =
∑

i∈In(y)

φn,i(y)(g(yn,i)− g(y)).

Ç êîíñòðóêöi¨ îïåðàòîðà Ðóäiíà âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ In(y) iñíó¹ òàêå b ∈ Y , ùî

Vn,i ⊆ B(b, 1
n
). Àëå y, yn,i ∈ Vn,i. Òîìó y, yn,i ∈ B(b, 1

n
). Òîäi

|y − yn,i|Y ≤ |y − b|Y + |b− yn,i|Y < 1
n
+ 1

n
= 2

n
≤ 2

N
< δ,
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i â òàêîìó ðàçi, g(yn,i)− g(y) ∈ W0 çãiäíî ç âèáîðîì ÷èñëà δ. ×èñëà λn,i = φn,i(y) ≥ 0 i∑
i∈In(y)

λn,i =
∑
i∈In

φn,i(y) = 1.

Òîìó

gn(y)− g(y) =
∑

i∈In(y)

λn,i(g(yn,i)− g(y)) ∈
∑

i∈In(y)

λn,iW0 ⊆ W0,

àäæå ìíîæèíà W0 îïóêëà. Â òàêîìó ðàçi, gn(y) − g(y) ∈ W ïðè n ≥ N . Îòæå, gn ⇒ g íà

Y â Z, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òåîðåìà 19.5. Íåõàé (Y, | ·− · |Y ) � ìåòðè÷íèé êîìïàêò i Rn : C(Y ) → C(Y ) � îïåðàòîð

Ðóäiíà äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òîäi âñi îïåðàòîðè Rn ¹ pu-íåïåðåðâíèìè i Rng ⇒ g íà Y .

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåì 19.3 i 19.4 âèïëèâà¹, ùî Rng ⇒ g íà Y . Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî âñi

îïåðàòîðè Rn pu-íåïåðåðâíi.

Íåõàé n ∈ N. Âiçüìåìî äîâiëüíó ôóíêöiþ g0 ∈ C(Y ) i çàôiêñó¹ìî ε > 0. Îñêiëüêè íà

êîìïàêòíîìó ïðîñòîði êîæíà ëîêàëüíî ñêií÷åííà ñiì'ÿ íåïîðîæíiõ ìíîæèí ñêií÷åííà, òî

ìíîæèíà In ñêií÷åííà. Òîìó ìíîæèíà

U = {y ∈ C(Y ) : |g(yn,i)− g0(yn,i)| < ε ∀ i ∈ In}

¹ îêîëîì ôóíêöi¨ g0 â ïðîñòîði Cp(Y ). Òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ g ∈ U i y ∈ Y ìà¹ìî

|Rng(y)−Rng0(y)| =

∣∣∣∣∣∑
i∈In

φn,i(y)(g(yn,i)− g0(yn,i))

∣∣∣∣∣ ≤∑
i∈In

φn,i(y)|g(yn,i)− g0(yn,i)| ≤

≤ ε
∑
i∈In

φn,i(y) = ε.

Â òàêîìó ðàçi,

‖Rng −Rng0‖∞ = sup
y∈Y

|Rng(y)−Rng0(y)| ≤ ε

äëÿ êîæíîãî g ∈ U . Îòæå, Rn pu-íåïåðåðâíèé.
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Ëåêöiÿ �20

Àñîöiéîâàíi âiäîáðàæåííÿ i òåîðåìà Áåðà

ïðî ïðî¹êöiþ

1 Íàðiçíî íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ i àñîöiéîâàíi âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé Z � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i T � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. ×åðåç ZT ìè ïîçíà÷à¹ìî

ìíîæèíó âñiõ âiäîáðàæåíü w : T → Z. Òîïîëîãi¹þ äîáóòêó ÷è òîïîëîãiþ ïîòî÷êîâî¨

çáiæíîñòi íà ïðîñòîði ZT íàçèâà¹òüñÿ òàêà òîïîëîãiÿ íà ZT , ó ÿêié áàçèñíèìè îêîëàìè

òî÷êè w0 ∈ ZT ¹ ìíîæèíè âèãëÿäó

{
w ∈ ZT : ∀ t ∈ S

∣∣w(t) ∈ Wt

}
,

äå S ⊆ T � ñêií÷åííà ìíîæèíà i äëÿ êîæíîãî t ∈ S ìíîæèíà Wt ¹ îêîëîì òî÷êè w0(t)

â ïðîñòîði Z. Ó âèïàäêó, êîëè ïðîñòið T òîïîëîãi÷íèé, òî C(T, Z) ⊆ ZT , à òîïîëîãiÿ

ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà ïðîñòîði ZT iíäóêó¹ òîïîëîãiþ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà ïðîñòîði

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, òîáòî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Cp(T, Z) ¹ ïiäïðîñòîðîì ZT .

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ φ : X → ZY , ïîêëàäàþ÷è

φ(x) = fx äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Êàæóòü, ùî φ � öå àñîöiéîâàíå ç f âiäíîñíî ïåðøî¨ çìií-

íî¨ âiäîáðàæåííÿ àáî âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Àíàëîãi÷íî âèçíà÷èìî

âiäîáðàæåííÿ ψ : Y → ZX , ïîêëàäàþ÷è ψ(y) = fy äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Êàæóòü, ùî ψ � öå

àñîöiéîâàíå ç f âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ âiäîáðàæåííÿ àáî ãîðèçîíòàëüíå ðîçøàðóâàííÿ

âiäîáðàæåííÿ f . Òàêèì ÷èíîì,

φ(x)(y) = ψ(y)(x) = f(x, y), äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X, y ∈ Y.

Òâåðäæåííÿ 20.1. Íåõàé X, Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, Y � ìíîæèíà, f : X × Y → Z,

à φ : X → ZY i ψ : Y → ZZ � àñîöiéîâàíi ç f âiäîáðàæåííÿ. Òîäi íàñòóïíi óìîâè

åêâiâàëåíòíi:

(i) f íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨;

(ii) ψ(Y ) ⊆ C(X,Z);

(iii) âiäîáðàæåííÿ φ íåïåðåðâíå âiäíîñíî òîïîëîãi¨ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi íà ZY .
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Äîâåäåííÿ. (i) ⇔ (ii). Íåïåðåðâíiñòü f âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî

y ∈ Y ôóíêöiÿ fy = ψ(y) íåïåðåðâíà, òîáòî ψ(Y ) ⊆ C(X,Z).

(i) ⇒ (iii). Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ X. Ïîêëàäåìî w0 = φ(x0) i ðîçãëÿíåìî áàçèñíèé

îêië òî÷êè w0 â ïðîñòîði ZY

W = {w ∈ ZY : w(y) ∈ Wy ∀ y ∈ B},

ïîðîäæåíèé ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ B ⊆ Y i ñiì'¹þ (Wy)y∈B îêîëiâ Wy òî÷îê w0(y) ó

ïðîñòîði Z. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî y ∈ B ôóíêöiÿ fy íåïåðåðâíà â òî÷öi x0 i ìíîæèíà Wy

¹ îêîëîì òî÷êè w0(y) = fy(x0) â ïðîñòîði Z, òî êîæíà ìíîæèíà

Uy = {x ∈ X : fy(x) ∈ Wy} = {x ∈ X : φ(x)(y) ∈ Wy}

¹ îêîëîì òî÷êè x0 â ïðîñòîði X. Òîìó ìíîæèíà

φ−1(W ) =
{
x ∈ X : ∀ y ∈ B

∣∣ φ(x)(y) ∈ Wy

}
=
⋂
y∈B

Uy

òàêîæ ¹ îêîëîì òî÷êè x0 i âiäîáðàæåííÿ φ íåïåðåðâíå â òî÷öi x0. Îòæå, φ � íåïåðåðâíå

âiäîáðàæåííÿ.

(iii) ⇒ (i). Ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî. Çàôiêñó¹ìî x0 ∈ X, y ∈ Y i îêië Wy òî÷êè f(x0, y) â

ïðîñòîði Z. Ïîêëàäåìî w0 = φ(x0) i â ïðîñòîði ZY ðîçãëÿíåìî áàçèñíèé îêië òî÷êè w0

W = {w ∈ ZY : w(y) ∈ Wy},

ïîðîäæåíèé îäíîòî÷êîâîþ ìíîæèíîþ ìíîæèíîþ B = {y} i îêîëîì Wy òî÷êè

w0(y) = f(x0, y) â ïðîñòîði Z. Ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ φ â òî÷öi x0 âèïëèâà¹, ùî

ìíîæèíà

φ−1(W ) = {x ∈ X : φ(x) ∈ W} = {x ∈ X : f(x, y) ∈ Wy} = {x ∈ X : fy(x) ∈ Wy} = f−1
y (Wy)

¹ îêîëîì òî÷êè x0. Òîìó fy íåïåðåðâíå â òî÷öi x0. Îòæå, fy íåïåðåðâíå.

Òåïåð ëåãêî îäåðæó¹òüñÿ íàñòóïíà õàðàêòåðèçàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Òâåðäæåííÿ 20.2. Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X×Y → Z, φ : X → ZY i

ψ : Y → ZX � âåðòèêàëüíå i ãîðèçîíòàëüíå ðîçøàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi íàñòóïíi

óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) âiäîáðàæåííÿ f íàðiçíî íåïåðåðâíå;
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(ii) âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cp(Y, Z) íåïåðåðâíå;

(iii) âiäîáðàæåííÿ ψ : Y → Cp(X,Z) íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òâåðäæåííÿ 20.1 äî âiäîáðàæåíü f i g : Y × X → Z,

g(y, x) = f(x, y).

2 Îäèí êðèòåðié ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi

Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i (Z, | · − · |Z) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Ñèìâîëîì Cu(Y, Z)

ìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Y → Z ç òîïîëîãi¹þ ðiâíîìiðíî¨

çáiæíîñòi íà Y , ïîðîäæåíîþ ìåòðèêîþ

|g − h|u = sup
y∈Y

{min{|g(y)− h(y)|Z , 1} : y ∈ Y }.

Òåîðåìà 20.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, (Z, | · − · |Z)

� ìåòðè÷íèé ïðîñòið i φ � âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z.

Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) f ∈ C(X × Y, Z);

(ii) φ(X) ⊆ C(Y, Z) i âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y, Z) íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé f ∈ C(X × Y, Z). Òîäi f ∈ CC(X × Y, Z) i φ(X) ⊆ C(Y, Z)

çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2.

Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y, Z) íåïåðåðâíå. Çàôiêñó¹ìî òî÷êó x0 ∈ X

i ÷èñëî ε ∈ (0; 1). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ñóêóïíî íåïåðåðâíà ó êîæíié òî÷öi (x0, y), òî äëÿ

êîæíîãî y ∈ Y iñíóþòü îêië Uy òî÷êè x0 â X i âiäêðèòèé îêië Vy òî÷êè y â Y òàêi, ùî

|f(x, v)− f(x0, v)|Z < ε

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ Uy i v ∈ Vy. Ç âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ {Vy : y ∈ Y } êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó

Y âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Vy : y ∈ B} i ðîçãëÿíåìî îêië U =
⋂
y∈B

Uy òî÷êè x0

â ïðîñòîði X. Òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ U i v ∈ Y çíàéäåìî òàêå y ∈ B, ùî v ∈ Vy, i

îäåðæèìî, ùî

|φ(x)(v)− φ(x0)(v)|Z = |f(x, v)− f(x0, v)|Z < ε.

Òîäi

|φ(x)− φ(x0)|u = sup
v∈Y

|φ(x)(v)− φ(x0)(v)|Z ≤ ε,
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çâiäêè i âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü φ â òî÷öi x0.

(ii) ⇒ (i). Íåõàé φ(X) ⊆ C(Y, Z) i âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y, Z) íåïåðåðâíå. Ïîêàæå-

ìî, ùî f ñóêóïíî íåïåðåðâíà. Çàôiêñó¹ìî x0 ∈ X, y0 ∈ Y i ε > 0. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ

φ íåïåðåðâíå â òî÷öi x0 i ôóíêöiÿ fx0 íåïåðåðâíà â òî÷öi y0, òî iñíóþòü òàêi îêîëè U òî÷êè

x0 i V òî÷êè y0, ùî

|φ(x)− φ(x0)|u ≤ ε
2

i |fx0(y)− fx0(y0)|Z ≤ ε
2

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ U i y ∈ V . Òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ U i y ∈ V ìà¹ìî

|f(x, y)− f(x0, y0)|Z ≤ |f(x, y)− f(x0, y)|Z + |f(x0, y)− f(x0, y0)|Z =

= |φ(x)(y)− φ(x0)(y)|Z + |fx0(y)− fx0(y0)|Z ≤ |φ(x)− φ(x0)|u + ε
2
≤ ε

2
+ ε

2
= ε,

çâiäêè âèïëèâà¹ ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f â òî÷öi (x0, y0).

3 Âëàñòèâiñòü ìíîæèíè òî÷îê íåïåðåðâíîñòi

àñîöiéîâàíîãî âiäîáðàæåííÿ

Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè i f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ. Ñèìâîëîì C(f)

ìè ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó òèõ òî÷îê â äîáóòêó X×Y , â ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå, à

D(f) = (X×Y )\C(f) � öå ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f . Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}

i ïðî¹êöiþ prX : X × Y → X, prX(x, y) = x, íà âiñü X. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî

CY (f) = X \ prX(D(f)).

Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ CY (f), òî {x}×Y ⊆ C(f), îòæå, x 6∈ prX(D(f)), òîìó x ∈ X \prX(D(f)).

Íàâïàêè, íåõàé x ∈ X \ prX(D(f)). Òîäi x 6∈ prX(D(f)), îòæå, (x, y) 6∈ D(f) äëÿ êîæíîãî

y ∈ Y , à òîìó, {x} × Y ⊆ C(f) i x ∈ CY (f).

Íàñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ òåîðåìó 20.1 i ìà¹ ïîäiáíå äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 20.2. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, (Z, | · − · |Z) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið,

f ∈ CC(X × Y, Z) i φ : X → Cu(Y, Z) � âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f . Òîäi

(i) C(φ) ⊆ CY (f);

(ii) ÿêùî Y êîìïàêòíèé, òî C(φ) = CY (f).
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Äîâåäåííÿ. (i). Íåõàé x0 ∈ C(φ). Ïîêàæåìî, ùî x0 ∈ CY (f), òîáòî f ñóêóïíî íåïåðåðâíà

â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè {x0} × Y . Çàôiêñó¹ìî y0 ∈ Y i ε > 0. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ φ

íåïåðåðâíå â òî÷öi x0 i ôóíêöiÿ fx0 íåïåðåðâíà â òî÷öi y0, òî iñíóþòü òàêi îêîëè U òî÷êè

x0 i V òî÷êè y0, ùî

|φ(x)− φ(x0)|u ≤ ε
2

i |fx0(y)− fx0(y0)|Z ≤ ε
2

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ U i y ∈ V . Òåïåð àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi iìïëiêàöi¨ (ii) ⇒ (i) â

òåîðåìi 20.1, îäåðæèìî, ùî

|f(x, y)− f(x0, y0)|Z ≤ ε

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ U i y ∈ V .

(ii). Íåõàé Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî CY (f) ⊆ C(φ).

Íåõàé x0 ∈ CY (f). Äîâåäåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y, Z) íåïåðåðâíå â òî÷öi

x0. Çàôiêñó¹ìî ÷èñëî ε ∈ (0; 1). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f ñóêóïíî íåïåðåðâíà ó êîæíié òî÷öi

(x0, y), òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y iñíóþòü îêië Uy òî÷êè x0 â X i âiäêðèòèé îêië Vy òî÷êè y â

Y òàêi, ùî

|f(x, v)− f(x0, v)|Z < ε

äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ Uy i v ∈ Vy. Ç âiäêðèòîãî ïîêðèòòÿ {Vy : y ∈ Y } êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó

Y âèáåðåìî ñêií÷åííå ïiäïîêðèòòÿ {Vy : y ∈ B}. Òåïåð àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi

iìïëiêàöi¨ (i) ⇒ (ii) â òåîðåìi 20.1 îäåðæèìî, ùî

|φ(x)− φ(x0)|u ≤ ε

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ U =
⋂
y∈B

Uy.

4 Òåîðåìà Áåðà ïðî ïðî¹êöiþ

Íåõàé T � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà. Ñèìâîëîì ℓ∞(T ) ïîçíà÷à¹òüñÿ áàíàõiâ ïðîñòið âñiõ îáìå-

æåíèõ ôóíêöié x : T → R ç íàñòóïíîþ íîðìîþ

‖x‖ = sup
t∈T

|x(t)|.

Ìåòðè÷íi ïðîñòîðè (X, | · − · |X) i (Y, | · − · |Y ) íàçèâàþòüñÿ içîìåòðè÷íèìè, ÿêùî iñíó¹

òàêå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y , ùî

|f(x)− f(y)|Y = |x− y|X

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X. Ïðè öüîìó âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ içîìåòði¹þ ìiæ öèìè

ïðîñòîðàìè.
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Òâåðäæåííÿ 20.3. Äîâiëüíèé ìåòðè÷íèé ïðîñòið içîìåòðè÷íèé äî äåÿêîãî ïiäïðîñòîðó

áàíàõîâîãî ïðîñòîðó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (X, | · − · |X) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið. Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó a ∈ X i

ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : X → RX , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

f(x)(y) = |x− y|X − |y − a|X .

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî f(x) ∈ ℓ∞(X) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ

x, y ∈ X çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà ìà¹ìî

|f(x)(y)| =
∣∣|x− y|X − |y − a|X

∣∣ ≤ |x− a|X .

Îòæå, êîæíà ôóíêöiÿ f(x) ∈ ℓ∞(X) i ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî f : X → ℓ∞(X).

Òåïåð íåõàé x, y ∈ X. Ç îäíîãî áîêó, ìà¹ìî

‖f(x)− f(y)‖ = sup
z∈X

|f(x)(z)− f(y)(z)| = sup
z∈X

|||x− z|X − |y − z|X | ≤ |x− y|X .

À ç iíøîãî,

‖f(x)− f(y)‖ = sup
z∈X

|f(x)(z)− f(y)(z)| ≥ |f(x)(y)− f(y)(y)| = |x− y|X .

Îòæå, ‖f(x)−f(y)‖ = |x−y|X . Òîìó f ¹ içîìåòði¹þ ìiæ ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì (X, | ·−· |X)

i ìåòðè÷íèì ïiäïðîñòîðîì f(X) áàíàõîâîãî ïðîñòîðó ℓ∞(X).

Òåïåð ìè ìîæåìî äîâåñòèòåîðåìó Áåðà ïðî ïðî¹êöiþ â çàãàëüíiøié, íiæ ó Áåðà, ôîðìi.

Çàóâàæèìî, ùî Ðåíå Áåð äîâiâ öþ òåîðåìó, êîëè X = [a; b], à Y = [c; d], âèêëàâøè äîñèòü

íåïðîñòå ¨¨ äîâåäåííÿ ó ñâî¨é äèñåðòàöi¨ ó 1899 ðîöi.

Òåîðåìà 20.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið,

Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i f ∈ CC(X × Y, Z). Òîäi prX(D(f)) � öå ìíîæèíà ïåðøî¨

êàòåãîði¨, à CY (f) çàëèøêîâà ìíîæèíà ó ïðîñòîði X.

Äîâåäåííÿ. ßê âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 20.3 áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæà-

òè, ùî âiäîáðàæåííÿ f íàáóâà¹ çíà÷åíü ó äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, òîáòî Z � áàíàõiâ

ïðîñòið. Êðiì òîãî, ââàæàòèìåìî, ùî Y � ìåòðè÷íèé ïðîñòið.

Íåõàé φ : X → Cp(Y, Z) � âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ âiäîáðàæåííÿ f i (Rn)
∞
n=1 �

ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Ðóäiíà Rn : Cp(Y, Z) → Cu(Y, Z). Çà òâåðäæåííÿì 20.1 âiäîáðà-

æåííÿ φ íåïåðåðâíå, à çãiäíî ç òåîðåìîþ 19.5, âñi îïåðàòîðè Rn òàêîæ íåïåðåðâíi. Òî-

ìó äëÿ êîæíîãî íîìåðà n êîìïîçèöiÿ φn = Rn ◦ φ : X → Cu(Y, Z) ¹ íåïåðåðâíèì âiä-

îáðàæåííÿì. Êðiì òîãî, ç òåîðåìè 19.4 âèïëèâà¹, ùî φn(x) = Rn(φ(x)) ⇒ φ(x) íà Y
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â ïðîñòîði Z, òîáòî φn(x) → φ(x) â ïðîñòîði Cu(Y, Z) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, âiä-

îáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y, Z) íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 12.5,

ìíîæèíà C(φ) çàëèøêîâà â X. Òîìó, çà òåîðåìîþ 20.2, òàêîþ æ ¹ i ìíîæèíà CY (f). Òîäi

prX(D(f)) = X \ CY (f) � öå ìíîæèíà ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
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Ëåêöiÿ �21

Îïåðàòîðè òèïó Ðóäiíà i õàðàêòåðèçàöiÿ

ìåòðèçîâíèõ êîìïàêòiâ

1 Âiäîêðåìëþþ÷i ìíîæèíè ôóíêöié i ìåòðèçîâíi êîìïàêòè

Íàãàäà¹ìî, ùî ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X i Y

íàçèâà¹òüñÿ ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî âiäîáðàæåííÿ f i f−1 íåïåðåðâíi. Çðîçóìiëî, ùî îáåð-

íåíå âiäîáðàæåííÿ äî ãîìåîìîðôiçìó ¹ ãîìåîìîðôiçìîì i êîìïîçèöiÿ äâîõ ãîìåîìîðôiçìiâ

òàêîæ ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Òâåðäæåííÿ 21.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, (Y, | · − · |Y ) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið

i f : X → Y � ãîìåîìîðôiçì. Òîäi X òàêîæ ìåòðèçîâíèé, ïðè÷îìó ìåòðèêà

|x− y|X = |f(x)− f(y)|Y

ïîðîäæó¹ òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ. Âiäîáðàæåííÿ g : (Y, | · − · |Y ) → (X, | · − · |X), g = f−1, ¹ içîìåòði¹þ, à îòæå,

ãîìåîìîðôiçìîì. Òîìó òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ h : X → (X, | · − · |X), h = g ◦ f , òàêîæ ¹

ãîìåîìîðôiçìîì. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî òîïîëîãi÷íi ñòðóêòóðè ïðîñòîðiâ X i (X, | · − · |X)

çáiãàþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 21.2. Íåõàé X � êîìïàêòíèé ïðîñòið, Y � ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið i

f : X → Y � íåïåðåðâíà ái¹êöiÿ. Òîäi f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ g = f−1 : Y → X i ïîêàæåìî, ùî g íåïåðåðâíå. Öå

é îçíà÷àòèìå, ùî f ¹ ãîìåîìîðôiçìîì.

Íåõàé F � äîâiëüíà çàìêíåíà ìíîæèíà ó ïðîñòîði X. Îñêiëüêè X êîìïàêòíèé ïðîñòið,

òî ìíîæèíà F òàêîæ êîìïàêòíà. Òîäi ìíîæèíà K = g−1(F ) = f(F ) ¹ êîìïàêòíîþ â

ïðîñòîði Y , ÿê íåïåðåðâíèé îáðàç êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè F ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi

f . Àëå ïðîñòið Y ãàóñäîðôîâèé. Òîìó êîìïàêòíà ìíîæèíàK çàìêíåíà â ïðîñòîði Y . Îòæå,

çà êðèòåði¹ì íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ g íåïåðåðâíå.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i F ⊆ RX . Ìè êàæåìî, ùî ìíîæèíà ôóíêöié F âiä-

îêðåìëþ¹ òî÷êè â ïðîñòîði X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíó¹ ôóíêöiÿ

f ∈ F òàêà, ùî f(x) 6= f(y).
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Òâåðäæåííÿ 21.3. Íåõàé X � íåïîðîæíié êîìïàêò, F ⊆ C(X) � íå áiëüø íiæ çëi÷åííà

ìíîæèíà, ÿêà âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè â ïðîñòîði X. Òîäi X � ìåòðèçîâíèé.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî

f(X) ⊆ (0; 1) äëÿ êîæíîãî f ∈ F , àäæå ÷èñëîâà ïðÿìà ¹ ãîìåîìîðôíîþ äî iíòåðâàëó (0; 1).

Ðîçãëÿíåìî òèõîíîâñüêèé êóá K = [0; 1]F , ÿêèé ¹ êîìïàêòíèì ïðîñòîðîì ó òîïîëîãi¨

ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, ÿê äîáóòîê êîìïàêòíèõ ìíîæíèêiâ [0; 1] çà òåîðåìîþ Òèõîíîâà [4,

3.2.4]. Êðiì òîãî, çãiäíî ç [4, 4.2.2], ïðîñòið K ìåòðèçîâíèé, ÿê äîáóòîê íå áiëüø íiæ

çëi÷åííî¨ êiëüêîñòi ìåòðèçîâíèõ ìíîæíèêiâ [0; 1]. Îòæå, K � öå ìåòðèçîâíèé êîìïàêò.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ φ : X → K, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

φ(x) = (f(x))f∈F , x ∈ X,

i ïîêàæåìî, ùî φ ¹ ií'¹êòèâíèì i íåïåðåðâíèì.

Íåõàé x, y ∈ X � ðiçíi òî÷êè. Îñêiëüêè ìíîæèíà F âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè â ïðîñòîði X,

òî iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ f ∈ F , ùî f(x) 6= f(y). Òîäi φ(x) 6= φ(y). Îòæå, φ ií'¹êòèâíå.

Òåïåð íåõàé x ∈ X � äîâiëüíà òî÷êà i (xα)α∈A � ñiòêà åëåìåíòiâ xα ∈ X, ÿêà çáiãà¹òüñÿ

äî åëåìåíòà x ó ïðîñòîði X. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F çà ¨¨ íåïåðåðâíiñòþ ìà¹ìî,

ùî f(xα) → f(x), òîáòî φ(xα)(f) → φ(x)(f). Îòæå, ñiòêà (φ(xα))α∈A ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ

äî φ(x), òîáòî φ(xα) → φ(x) â ïðîñòîði K. Òàêèì ÷èíîì, âiäîáðàæåííÿ φ íåïåðåðâíå ó

òî÷öi x. Îòæå, φ ¹ íåïåðåðâíèì.

Ïîêëàäåìî Y = φ(X). Îñêiëüêè φ ¹ ií'¹êòèâíèì i íåïåðåðâíèì, òî φ � öå íåïåðåðâ-

íà ái¹êöiÿ X íà Y , ÿêà, çà òâåðäæåííÿì 21.2, ¹ ãîìåîìîðôiçìîì. Òåïåð ç ìåòðèçîâíîñòi

ïðîñòîðó Y i òâåðäæåííÿ 21.1 âèïëèâà¹, ùî X ìåòðèçîâíèé.

2 Îïåðàòîðè òèïó Ðóäiíà i êîìïàêòè Áåðíøòåéíà

Êîìïàêòíèé ïðîñòið Y ìè íàçèâàòèìåìî êîìïàêòîì Áåðíøòåéíà, ÿêùî òîòîæíèé îïå-

ðàòîð I : Cp(Y ) → Cu(Y ) íàëåæèòü äî B1(Cp(Y ), Cu(Y )).

Íåõàé Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. Ïîñëiäîâíiñòü (Pn)
∞
n=1 îïåðàòîðiâ Pn : C(Y ) → C(Y )

íàçèâàòèìåìî ïîñëiäîâíiñòþ îïåðàòîðiâ òèïó Ðóäiíà, ÿêùî âñi îïåðàòîðè Pn ¹

pu-íåïåðåðâíèìè i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C(Y ) ïîñëiäîâíiñòü Png ⇒ g íà Y . ßê âèïëè-

âà¹ ç òåîðåìè 19.5, ïîñëiäîâíiñòü (Rn)
∞
n=1 îïåðàòîðiâ Ðóäiíà Rn ¹ ïîñëiäîâíiñòþ îïåðàòîðiâ

òèïó Ðóäiíà.
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Òåîðåìà 21.1. Êîìïàêòíèé ïðîñòið Y ¹ êîìïàêòîì Áåðíøòåéíà òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Pn)
∞
n=1 îïåðàòîðiâ Pn : C(Y ) → C(Y ) òèïó Ðóäiíà.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé Y ¹ êîìïàêòîì Áåðíøòåéíà, òîáòî òîòîæíèé îïåðàòîð

I = Cp(Y ) → Cu(Y ) íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâ-

íèõ îïåðàòîðiâ Pn : Cp(Y ) → Cu(Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî íà C(Y ) çáiãà¹òüñÿ äî îïåðàòîðà I.

Iíøèìè ñëîâàìè, âñi îïåðàòîðè Pn ¹ pu-íåïåðåðâíèìè i Png → Ig = g ó ïðîñòîði Cu(Y ),

òîáòî Png ⇒ g íà Y , äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C(Y ). Îòæå, (Pn)∞n=1 � öå ïîñëiäîâíiñòü

îïåðàòîðiâ òèïó Ðóäiíà.

Äîñòàòíiñòü. Íàâïàêè, íåõàé (Pn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ òèïó Ðóäiíà. Òîäi

âñi îïåðàòîðè Pn : Cp(Y ) → Cu(Y ) ¹ íåïåðåðâíèìè i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C(Y )

ïîñëiäîâíiñòü Png ⇒ g íà Y , òîáòî Png → g ó ïðîñòîði Cu(Y ). Îòæå, òîòîæíèé îïåðàòîð

I = Cp(Y ) → Cu(Y ) ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ Pn,

çíà÷èòü I íàëåæèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Öå é îçíà÷à¹, ùî Y ¹ êîìïàêòîì Áåðíøòåéíà.

3 Êîìïàêòè Áåðà òà ¨õ õàðàêòåðèçàöiÿ

Êîìïàêòíèé ïðîñòið Y ìè íàçèâàòèìåìî êîìïàêòîì Áåðà, ÿêùî äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi-

÷íîãî ïðîñòîðó X âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ C(X,Cp(Y )) ⊆ B1(X,Cu(Y )).

Òåîðåìà 21.2. Êîìïàêòíèé ïðîñòið Y ¹ êîìïàêòîì Áåðà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ

äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : X×Y → R

iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X × Y → R, ùî fxn ⇒ fx íà Y äëÿ

êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé Y ¹ êîìïàêòîì Áåðà, X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i

f : X × Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2, âåðòèêàëü-

íå ðîçøàðóâàííÿ φ : X → Cp(Y ), φ(x)(y) = f(x, y), âiäîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå, òîáòî

φ ∈ C(X,Cp(Y )). Îñêiëüêè Y ¹ êîìïàêòîì Áåðà, òî φ ∈ B1(X,Cu(Y )), òîáòî iñíó¹ ïîñëi-

äîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü φn : X → Cu(Y ), ÿêà ïîòî÷êîâî íà X çáiãà¹òüñÿ äî

âiäîáðàæåííÿ φ. Öå îçíà÷à¹, ùî φn(x) → φ(x) â ïðîñòîði Cu(Y ), òîáòî φn(x) ⇒ φ(x) íà

Y , äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn : X × Y → R, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

fn(x, y) = φn(x)(y),
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äëÿ ÿêèõ âiäîáðàæåííÿ φn ¹ âiäïîâiäíèìè âåðòèêàëüíèìè ðîçøàðóâàííÿìè. Çà òåîðå-

ìîþ 20.1, âñi ôóíêöi¨ fn ñóêóïíî íåïåðåðâíi. Êðiì òîãî, fxn = φn(x) ⇒ φ(x) = fx íà

Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîñòàòíiñòü. Íàâïàêè, íåõàéX � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i φ ∈ C(X,Cp(Y )). Ðîçãëÿíåìî

ôóíêöiþ f : X × Y → R, ÿêà âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ

f(x, y) = φ(x)(y),

äëÿ ÿêî¨ âiäîáðàæåííÿ φ ¹ âåðòèêàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2, ôóí-

êöiÿ f íàðiçíî íåïåðåðâíà. Òîäi, çà óìîâîþ òåîðåìè, iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié fn : X × Y → R, ùî fxn ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òåïåð, ìiðêóþ÷è àíàëîãi-

÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi íåîáõiäíîñòi, îòðèìó¹ìî, ùî âiäïîâiäíi âåðòèêàëüíi ðîçøàðóâàííÿ

φn : X → Cu(Y ), φn(x) = fxn , ¹ íåïåðåðâíèìè i ïîòî÷êîâî íà X çáiãàþòüñÿ äî âiäîáðàæåííÿ

φ. Îòæå, φ ∈ B1(X,Cu(Y )) i Y ¹ êîìïàêòîì Áåðà.

4 Òåîðåìè Âåðè òà Àðõàíãåëüñüêîãî

Äëÿ îäåðæàííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó äàíî¨ ëåêöi¨ ìè ïîòðåáó¹ìî äåÿêèõ ïîïåðåäíiõ çíàíü,

äîâåäåííÿ ÿêèõ âèõîäÿòü çà ìåæi íàøîãî êóðñó. Íàâåäåìî òóò ëèøå ôîðìóëþâàííÿ ïî-

òðiáíèõ íàì ðåçóëüòàòiâ.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Êàæóòü, ùî X ìà¹ âëàñòèâiñòü çëi÷åííîñòi ëàí-

öþæêiâ ( êîðîòêî: âëàñòèâiñòü CCC), ÿêùî êîæíà äèç'þíêòíà ñèñòåìà íåïîðîæíiõ âiä-

êðèòèõ ìíîæèí â X íå áiëüø íiæ çëi÷åííà.

Ñèñòåìà A ìíîæèí â X íàçèâà¹òüñÿ äèñêðåòíîþ, ÿêùî ó êîæíî¨ òî÷êè x ∈ X ¹ òàêèé

îêië U , ùî ïåðåòèíà¹òüñÿ ùîíàéáiëüøå ç îäíi¹þ ç ìíîæèí ñèñòåìè A. Êàæóòü, ùî X

ìà¹ âëàñòèâiñòü çëi÷åííîñòi äèñêðåòíèõ ëàíöþæêiâ (DCCC), ÿêùî êîæíà äèñêðåòíà

ñèñòåìà âiäêðèòèõ ìíîæèí â X íå áiëüø íiæ çëi÷åííà.

ßñíî, ùî êîæíà äèñêðåòíà ñèñòåìà ìíîæèí äèç'þíêòíà, òîìó

CCC ⇒ DCCC.

Ìè âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Âåðè [8].

Òåîðåìà 21.3. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið,

f ∈ CC(X × Y ), φ i ψ � àñîöiéîâàíi ç f âiäîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî òàêi óìîâè:

(a) ïiäïðîñòið Yf = ψ(Y ) ïðîñòîðó Cp(X) ìåòðèçîâíèé;
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(b) ïiäïðîñòið Xf = φ(X) ïðîñòîðó Cu(Y ) ñåïàðàáåëüíèé;

(c) f ∈ B1(X × Y ).

Òîäi (a) ⇒ (b) ⇒ (c). ßêùî äî òîãî æ X ìà¹ âëàñòèâiñòü DCCC, òî i (c) ⇒ (a).

Çãiäíî ç [4, 2.3.18], ïðîñòið RX , à îòæå, i éîãî ùiëüíèé ïiäïðîñòið Cp(X) ìà¹ âëà-

ñòèâiñòü ÑÑÑ. Òîáòî ñïðàâåäëèâèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò, ÿêèé ìè íàçèâàòèìåìî òåîðåìà

Àðõàíãåëüñüêîãî.

Òåîðåìà 21.4. Íåõàé X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñòið. Òîäi ïðîñòið Cp(X) ìà¹ âëàñòè-

âiñòü CCC.

Íàðåøòi, ñôîðìóëþ¹ìî ùå îäèí ðåçóëüòàò ç òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ

(äèâ. [12]).

Òåîðåìà 21.5. Êîæíèé ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið ¹ öiëêîì ðåãó-

ëÿðíèì.

5 Õàðàêòåðèçàöiÿ ìåòðèçîâíèõ êîìïàêòiâ

Òåîðåìà 21.6. Íåõàé Y � êîìïàêò. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò;

(ii) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Pn)
∞
n=1 îïåðàòîðiâ Pn : C(Y ) → C(Y ) òèïó Ðóäiíà;

(iii) Y � êîìïàêò Áåðíøòåéíà;

(iv) Y � êîìïàêò Áåðà;

(v) äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

f : X × Y → R iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X × Y → R,

ùî fxn ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöi¨ (i) ⇒ (ii) ⇔ (iii) òà (iv) ⇔ (v) äîâåäåíi â òåîðåìàõ 19.5, 21.1 i 21.2.

(ii) ⇒ (iv). Íåõàé (Pn)
∞
n=1 � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ òèïó Ðóäiíà

Pn : Cp(Y ) → Cu(Y ), X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i φ ∈ C(X,Cp(Y )). Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâ-

íiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü φn = Pn ◦ φ ∈ C(X,Cu(Y )). Îñêiëüêè Png → g ó ïðîñòîði

Cu(Y ) äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C(Y ), òî

φn(x) = Pn(φ(x)) → φ(x) y Cu(Y )
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äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, φ ∈ B1(X,Cu(Y )) i Y � öå êîìïàêò Áåðà.

(iv) ⇒ (iii). ÍåõàéX = Cp(Y ). Îñêiëüêè Y ¹ êîìïàêòîì Áåðà, òî òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ

I ∈ C(X,Cp(Y )) íàëåæèòü äî B1(X,Cu(Y )). Öå îçíà÷à¹, ùî Y � öå êîìïàêò Áåðíøòåéíà.

(ii) ⇒ (i). Ïîçíà÷èìî X = Cp(Y ). Çà òåîðåìàìè 21.4 i 21.5, ïðîñòið X öiëêîì ðåãó-

ëÿðíèé i ìà¹ âëàñòèâiñòü CCC. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : X × Y → R, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

f(x, y) = x(y), (x, y) ∈ X × Y.

Âåðòèêàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì ôóíêöi¨ f ¹ òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cp(Y ), ÿêå,

çðîçóìiëî, íåïåðåðâíå. Òîìó çà òâåðäæåííÿì 20.2, ôóíêöiÿ f íàðiçíî íåïåðåðâíà.

Íåõàé (Pn)
∞
n=1, äå Pn : X = Cp(Y ) → Cu(Y ), � öå ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ

òèïó Ðóäiíà . Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ fn : X×Y → R, äëÿ ÿêî¨ Pn ¹ ¨¨

âåðòèêàëüíèì ðîçøàðóâàííÿì. Çà òåîðåìîþ 20.1 êîæíà ôóíêöiÿ fn ¹ íåïåðåðâíîþ. Êðiì

òîãî, ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ òèïó Ðóäiíà âèïëèâà¹, ùî

fxn = Pn(x) ⇒ x = fx

íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Òîäi, çîêðåìà, fn(x, y) → f(x, y) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i

y ∈ Y . Îòæå, f ∈ B1(X × Y ). Òîäi çà òåîðåìîþ 21.3, ïðîñòið Yf = ψ(Y ) ìåòðèçîâíèé,

äå ψ : Y → Cp(X), ψ(y)(x) = f(x, y) = x(y), � ãîðèçîíòàëüíå ðîçøàðóâàííÿ ôóíêöi¨ f .

Àëå âiäîáðàæåííÿ ψ íåïåðåðâíå çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2. Êðiì òîãî, îñêiëüêè Y öiëêîì

ðåãóëÿðíèé, òî ìíîæèíà X = C(Y ) âiäîêðåìëþ¹ òî÷êè â ïðîñòîði Y , òîáòî âiäîáðàæåííÿ

ψ ií'¹êòèâíå. Òåïåð ç òâåðäæåííÿ 21.1 âèïëèâà¹, ùî Y � ìåòðèçîâíèé.
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Ëåêöiÿ �22

Íàáëèæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

CT-ôóíêöiÿìè

1 Ïðîñòîðè CC2π(X × R) i CT (X × R)

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Ñèìâîëîì CC2π(X × R) ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ïðîñòið

âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X × R → R, ÿêi 2π-ïåðiîäè÷íi âiäíîñíî äðóãî¨

çìiííî¨, òîáòî ôóíêöié f , äëÿ ÿêèõ fy ∈ C(X) äëÿ êîæíîãî y ∈ R i fx ∈ C2π äëÿ êîæíîãî

x ∈ X. ßê i ïðîñòið C(Y ) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Y , ïðîñòið

C2π âñiõ íåïåðåðâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié g : R → R íàäiëÿ¹òüñÿ äâîìà ïðèðîäíèìè

òîïîëîãiÿìè: Tu � ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi i Tp � ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi. Ïåðøà ïîðîäæó¹òüñÿ

ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ

‖g‖ = max
y∈R

|g(x)| = max
0≤y≤2π

|g(y)|,

âiäíîñíî ÿêî¨ ïðîñòið C2π áóäå áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, éîãî ìè ïîçíà÷à¹ìî C2π,u. Äðóãà æ

ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåäíîðìàìè qy(g) = |g(y)|, äå y ∈ R, i ¹ ëîêàëüíî îïóêëîþ. Òîïîëîãi÷íèé

âåêòîðíèé ïðîñòið (C2π, Tp) ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì C2π,p.

Íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ φ : X → C2π,u (âiäïîâiäíî, φ : X → C2π,p) ìè áó-

äåìî íàçèâàòè u-íåïåðåðâíèìè (p-íåïåðåðâíèìè). Ïðîñòið âñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ

ôóíêöié f : X × R → R, ÿêi 2π-ïåðiîäè÷íi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, òîáòî ïåðåòèí

CC2π(X × R) ∩ C(X × R) ìè ïîçíà÷à¹ìî C2π(X × R).

Ðîçãëÿíåìî îäèíè÷íå êîëî S = {z ∈ C : |z| = 1} ç iíäóêîâàíîþ ç êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè

C òîïîëîãi¹þ. Âîíî áóäå êîìïàêòîì i ìè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè áàíàõîâèé ïðîñòið Cu(S) i

ëîêàëüíî îïóêëèé ïðîñòið Cp(S). Çiñòàâèâøè êîæíié ôóíêöi¨ g ∈ C(S) ôóíêöiþ h ∈ C2π,

äëÿ ÿêî¨

h(y) = g(eiy), y ∈ R,

ìè îòðèìà¹ìî âiäîáðàæåííÿ Φ : C(S) → C2π, ÿêå, î÷åâèäíî, áóäå àëãåáðà¨÷íèì içîìîð-

ôiçìîì âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ. Áiëüøå òîãî, âiäîáðàæåííÿ Φ : Cu(S) → C2π,u � öå ëiíiéíà

içîìåòðiÿ, à âiäîáðàæåííÿ Φ : Cp(S) → C2π,p � öå içîìîðôiçì òîïîëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ

ïðîñòîðiâ. Íàÿâíiñòü öüîãî âiäîáðàæåííÿ äîçâîëÿ¹ îòîòîæíèòè ïðîñòîðè C(S) i C2π ç ¨õ

ïðèðîäíèìè òîïîëîãiÿìè Tu i Tp.
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Òåîðåìà 22.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, f : X×R → R � ôóíêöiÿ i φ : X → RR,

φ(x) = fx, � àñîöiéîâàíå ç f âiäîáðàæåííÿ. Òîäi:

(a) f ∈ CC2π(X × R) ⇔ φ(X) ⊆ C2π i φ : X → C2π � p-íåïåðåðâíå;

(b) f ∈ C2π(X × R) ⇔ φ(X) ⊆ C2π i φ : X → C2π � u-íåïåðåðâíå.

Äîâåäåííÿ. (a). Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2, ôóíêöiÿ f ∈ CC(X × R) òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè φ(X) ⊆ C(R) i âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cp(R) íåïåðåðâíå. Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè,

ùî 2π-ïåðiîäè÷íiñòü ôóíêöi¨ f âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî ôóíêöiÿ φ(x)

2π-ïåðiîäè÷íà äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

(b). Íåõàé f ∈ C2π(X × R). Òîäi, çãiäíî ç (a), φ(X) ⊆ C2π i φ : X → C2π. Çàñòî-

ñóâàâøè äî íåïåðåðâíîãî çâóæåííÿ f |X×[0,2π] òåîðåìó 20.1, îäåðæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ

φ̃ : X → Cu([0, 2π]), φ̃(x)(y) = f(x, y) íåïåðåðâíå, ùî îçíà÷à¹ u-íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåí-

íÿ φ.

Íàâïàêè, ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî. Íåõàé φ(X) ⊆ C2π i âiäîáðàæåííÿ φ : X → C2π �

u-íåïåðåðâíå. Òîäi, çãiäíî ç (a), ôóíêöiÿ f íàðiçíî íåïåðåðâíà ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ âiäíîñíî

äðóãî¨ çìiííî¨. Òåïåð, ç òåîðåìè 20.1, âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ f ìà¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíi

çâóæåííÿ íà âñi ìíîæèíè âèäó X × [a; b], çâiäêè íåãàéíî âèïëèâà¹ ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü

ôóíêöi¨ f .

ßê i ðàíiøå, ïîçíà÷èìî ÷åðåç T àëãåáðó âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ g : R → R,

òîáòî ôóíêöié

g(y) = a0 +
n∑
k=1

(ak cos ky + bk sin ky).

ßê ìè çíà¹ìî, T � öå ïiäàëãåáðà àëãåáðè C2π. Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì CT (X ×R) ìíîæèíó

âñiõ ôóíêöié f : X ×R → R, äëÿ ÿêèõ ãîðèçîíòàëüíi y-ðîçðiçè fy : X → R íåïåðåðâíi äëÿ

êîæíîãî y ∈ R, à âåðòèêàëüíi x-ðîçðiçè fx íàëåæàòü äî T äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Çðîçóìiëî,

ùî CT (X×R) � öå ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó CC2π(X×R) ÷è íàâiòü ïiäàëãåáðà àëãåáðè

CC2π(X × R). Åëåìåíòè ç ïðîñòîðó CT (X × R) ìè íàçèâàòèìåìî CT -ôóíêöiÿìè.

2 Àïðîêñèìóþ÷i ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ

Íåõàé s = αβ ∈ {pp, pu, up, uu}. Íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A : C2π,α → C2π,β ìè áóäåìî

íàçèâàòè s-íåïåðåðâíèì. Êîæíèé îïåðàòîð A : C2π → C2π ïîðîäæó¹ ïåðåòâîðåííÿ

Ã : CC2π(X × R) → CC2π(X × R),
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ÿêå ôóíêöi¨ f ∈ CC2π(X × R) ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ f̃ = Ãf , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ

íà X × R ôîðìóëîþ

f̃(x, y) = (Afx)(y).

Íåõàé φ(x) = fx i φ̃(x) = f̃x � àñîöiéîâàíi ç f i f̃ âiäîáðàæåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî φ̃ = A ◦ φ.

Òåîðåìà 22.2. (a) Íåõàé A : C2π → C2π � pu-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, f ∈ CC2π(X × R)

i f̃ = Ãf . Òîäi f̃ ∈ C2π(X × R).

(b) Íåõàé A : C2π → C2π � uu-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, f ∈ C2π(X × R) i f̃ = Ãf . Òîäi

f̃ ∈ C2π(X × R).

Äîâåäåííÿ. (a). Íåõàé φ i φ̃ � àñîöiàòèâíi âiäîáðàæåííÿ ç ôóíêöiÿìè f i f̃ âiäïîâiäíî. Òîäi

φ̃ = A◦φ. Ç òåîðåìè 22.1 (a) âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ φ p-íåïåðåðâíå, à îïåðàòîð A � pu-

íåïåðåðâíèé çà óìîâîþ. Òîìó âiäîáðàæåííÿ φ̃ çà òåîðåìîþ ïðî íåïåðåðâíiñòü êîìïîçèöi¨

áóäå u-íåïåðåðâíèì. Òîäi f̃ ∈ C2π(X × R) çà òåîðåìîþ 22.1(b).

(b). Ó öüîìó âèïàäêó âiäîáðàæåííÿ φ çà òåîðåìîþ 22.1(b) áóäå âæå u-íåïåðåðâíèì, à

îïåðàòîð A � uu-íåïåðåðâíèì. Òîìó âiäîáðàæåííÿ φ̃ = A ◦ φ áóäå u-íåïåðåðâíèì. Îòæå,

f̃ ∈ C2π(X × R) çà òåîðåìîþ 22.1(b).

Íåõàé çíîâó s = αβ ∈ {pp, pu, up, uu}. Ïîñëiäîâíiñòü (An)
∞
n=1 îïåðàòîðiâ An : C2π → T

íàçèâà¹òüñÿ s-àïðîêñèìóþ÷îþ äëÿ T , ÿêùî Ang → g â ïðîñòîði C2π,β i âñi îïåðàòîðè An ¹

s-íåïåðåðâíèìè.

Òåîðåìà 22.3. (a) Íåõàé (An)
∞
n=1 � pu-àïðîêñèìóþ÷à äëÿ T ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ

An : C2π → T , f ∈ CC2π(X × R) i fn = Ãnf . Òîäi fn ∈ CT (X × R) ∩ C2π(X × R) äëÿ

êîæíîãî íîìåðà n i fxn ⇒ fx íà R äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

(b) Íåõàé (An)
∞
n=1 � uu-àïðîêñèìóþ÷à äëÿ T ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An : C2π → T ,

f ∈ C2π(X ×R) i fn = Ãnf . Òîäi fn ∈ CT (X ×R) ∩C2π(X ×R) äëÿ êîæíîãî íîìåðà

n i fxn ⇒ fx íà R äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè An(C2π) ⊆ T , òî fn ∈ CT (X × R) äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Ñóêóïíà

íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié fn ó êîæíîìó âèïàäêó âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 22.2. Íàðåøòi, Ang → g

â ïðîñòîði C2π,u äëÿ êîæíîãî g ∈ C2π. Òîìó

fxn = An(φ(x)) ⇒ φ(x) = fx

íà R äëÿ êîæíîãî x ∈ X.
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3 Çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðiâ Ôåé¹ðà äî íàáëèæåííÿ

ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ó ëåêöi¨ � 4 ìè ââåëè îïåðàòîðè Ôåé¹ðà Fn : C2π → T , ÿêi çàäàþòüñÿ ôîðìóëîþ

Fng(y) =
1
π

π∫
−π

g(y + t)Φn(t)dt,

äå Φn(t) =
2
n

(
sin

nt
2

2 sin
t
2

)2

� ÿäðî Ôåé¹ðà. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ôåé¹ðà, Fng ⇒ g íà R äëÿ êîæíî¨

ôóíêöi¨ g ∈ C2π.

Òåîðåìà 22.4. (a) Îïåðàòîðè Ôåé¹ðà Fn : C2π → T óòâîðþþòü uu-àïðîêñèìóþ÷ó ïî-

ñëiäîâíiñòü äëÿ ïðîñòîðó T âñiõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ.

(b) Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíî¨ ñóêóïíî íåïåðåðâíî¨ 2π-

ïåðiîäè÷íî¨ âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ôóíêöi¨ f : X × R → R âñi ôóíêöi¨

fn(x, y) = (Fnf
x) (y)

¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíèìè íà X ×R, fxn ∈ T äëÿ áóäü-ÿêèõ n ∈ N i x ∈ X i fxn ⇒ fx íà

R äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. (a). Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà Fn âèïëèâà¹ ç ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà, à éîãî

uu-íåïåðåðâíiñòü ç îöiíêè

|Fng(y)| ≤ 1
π

π∫
−π

|g(y + t)|Φn(t)dt ≤ ∥g∥
π

π∫
−π

Φn(t)dt = ‖g‖.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ‖Fng‖ ≤ ‖g‖, ùî é äà¹ íàì íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà Fn ó íîðìîâàíîìó

ïðîñòîði (C2π, ‖ · ‖), òîáòî éîãî uu-íåïåðåðâíiñòü.

Ñïiââiäíîøåííÿ Fng → g â C2π,u äëÿ êîæíîãî g ∈ C2π äà¹ íàì òåîðåìà Ôåé¹ðà. Öå

çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (a).

Òâåðäæåííÿ (b) âèïëèâà¹ ç (a) i òåîðåìè 22.3(b).

Äîñëiäèìî, ÷è áóäóòü îïåðàòîðè Fn pu-íåïåðåðâíèìè.

Ëåìà 22.1. Íåõàé K ∈ C2π, K(t) ≥ 0 íà R, K(0) > 0 i t0 ∈ R. Òîäi ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë

Ψ(g) =

π∫
−π

g(t)K(t− t0)dt

ðîçðèâíèé íà ïðîñòîði C2π,p.
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Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî òàêó òî÷êó a ∈ [−π, π), ùî t0 ∈ a + 2mπ äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà

m ∈ Z. Íåõàé η = K(0)
2
. ßñíî, ùî 0 < η < K(0). Îñêiëüêè ôóíêöiÿ K íåïåðåðâíà â íóëi,

òî iñíó¹ òàêå δ > 0, ùî a + δ < π i K(t − a) ≥ η ïðè a ≤ t ≤ a + δ. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà

n ïîêëàäåìî bn = a+ δ
n
i ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ gn ∈ C2π, ãðàôiêîì ÿêî¨ íà âiäðiçêó [−π, π]

¹ ëàìàíà ç âåðøèíàìè ó òî÷êàõ (−π, 0), (a, 0), (a+bn
2
, n), (bn, 0) i (π, 0). ßñíî, ùî gn(t) → 0

äëÿ êîæíîãî t ∈ R, áî bn → a ïðè n→ ∞. Àëå, îñêiëüêè K(t− t0) = K(t− a) äëÿ êîæíîãî

t ∈ R, òî

Ψ(gn) =

π∫
−π

gn(t)K(t− t0)dt =

π∫
−π

gn(t)K(t− a)dt =

bn∫
a

gn(t)K(t− a)dt ≥

≥ η

bn∫
a

gn(t)dt =
ηn(bn−a)

2
= δη

2
> 0

äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Îòæå, Ψ(gn) 6→ 0 ïðè n → ∞. Öå ïîêàçó¹ íàì, ùî ëiíiéíèé

ôóíêöiîíàë Ψ ðîçðèâíèé ó òî÷öi 0 íà ïðîñòîði C2π,p.

Òåîðåìà 22.5. Îïåðàòîðè Ôåé¹ðà Fn íå ¹ pp-íåïåðåðâíèìè, à çíà÷èòü, i pu-

íåïåðåðâíèìè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

Fng(x) =
1
π

π∫
−π

g(y)Φn(y − x)dy,

ôóíêöiÿ K = 1
π
Φn íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C2π, K(t) ≥ 0 íà R i K(0) = n+1

2π
> 0, òî çãiäíî ç

ëåìîþ 22.1 ôóíêöiîíàë

Ψx(g) = (Fng) (x) =
1
π

π∫
−π

g(y)Φn(y − x)dy

ðîçðèâíèé íà ïðîñòîði C2π,p äëÿ êîæíîãî x ∈ R. Òîìó i îïåðàòîð Fn íå ¹ pp-íåïåðåðâíèì,

àäæå éîãî pp-íåïåðåðâíiñòü ðiâíîñèëüíà íåïåðåðâíîñòi âñiõ ôóíêöiîíàëiâ Ψx : C2π,p → R,

à ó íàñ æîäåí ç íèõ íå ¹ íåïåðåðâíèì.

4 Çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîðiâ Äæåêñîíà äî íàáëèæåííÿ

íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè Äæåêñîíà Jn : C2π → T , ÿêi áóëè ââåäåíi ó ëåêöi¨ �7 ôîðìóëîþ

Jng(y) =
2
n

n−1∑
k=0

g(yk)Φn(y − yk),
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äå yk = x0 +
2kπ
n

ïðè k = 0, 1, . . . , n − 1, 0 ≤ x0 <
2π
n
, à Φn � ÿäðî Ôåé¹ðà. Çà òåîðåìîþ

Äæåêñîíà Jng ⇒ g íà R äëÿ êîæíîãî g ∈ C2π.

Òåîðåìà 22.6. (a) Îïåðàòîðè Äæåêñîíà Jn : C2π → T ëiíiéíi é óòâîðþþòü pu-

àïðîêñèìóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ïðîñòîðó T .

(b) Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ CC2π(X × R) âñi

ôóíêöi¨

fn(x, y) = Jnf
x(y)

¹ ñóêóïíî íåïåðåðâíèìè íà X ×R, íàëåæàòü äî ïðîñòîðó CT (X ×R) i fxn ⇒ fx íà

R äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. (a). Äëÿ äîâiëüíèõ òî÷îê y1, . . . , yn i ôóíêöié φ1, . . . , φn ç ïðîñòîðó C2π ôîð-

ìóëîþ

Ag(y) =
n∑
k=1

g(yk)φk(y)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ Ag ∈ C2π i ìè îòðèìó¹ìî îïåðàòîð A : C2π → C2π, ÿêèé, î÷åâèäíî,

áóäå ëiíiéíèì. Äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ C2π ìà¹ìî

‖Ag‖ ≤
n∑
k=1

|g(yk)| · |φk(y)| ≤ max
1≤k≤n

|g(yk)|
n∑
k=1

‖φk‖ = γ max
1≤k≤n

|g(yk)|,

äå γ =
n∑
k=1

‖φk‖. Íà îñíîâi êðèòåðiþ íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ïîëiíîðìîâàíèõ

ïðîñòîðàõ [12] îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîð A pu-íåïåðåðâíèé. Îñêiëüêè îïåðàòîðè Äæåêñîíà

Jn ¹ îïåðàòîðàìè òàêîãî òèïó, òî âñi âîíè ëiíiéíi i pu-íåïåðåðâíi. Êðiì òîãî, Jng → g â

C2π,u çà òåîðåìîþ Äæåêñîíà i Jn(C2π) ⊆ T äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Îòæå, òâåðäæåííÿ (a)

äîâåäåíå.

Òâåðäæåííÿ (b) âèïëèâà¹ ç (a) i òåîðåìè 22.3(a).

Ìè áà÷èìî, ùî ìíîãî÷ëåíè Äæåêñîíà â ïèòàííÿõ íàáëèæåííÿ ôóíêöié âiä äâîõ çìií-

íèõ äàþòü êðàùèé ðåçóëüòàò, à íiæ ìíîãî÷ëåíè Ôåé¹ðà.
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Ëåêöiÿ �23

Íàáëèæåííÿ CL-ôóíêöiÿìè

1 CL-ôóíêöi¨ i s-ïðîñòîðè

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið. Äëÿ ïiäïðîñòîðó L ïðîñòîðó

C(Y ) ïðîñòîðó

CL(X × Y ) = {f ∈ CC(X × Y ) : φ(X) ⊆ L},

äå, ÿê i ðàíiøå, φ : X → C(Y ), φ(x) = fx, � âåðòèêàëüíå ðîçøàðóâàííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨

ôóíêöi¨ f : X × Y → R.

Íåõàé s = αβ ∈ {pp, pu, up, uu}. Íàãàäà¹ìî, ùî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ

φ : X → Cα(Y ) ìè íàçèâà¹ìî α-íåïåðåðâíèì, à íåïåðåðâíèé îïåðàòîðA : Cα(Y ) → Cβ(Y ) �

αβ-íåïåðåðâíèì ÷è, êîðîòøå, s-íåïåðåðâíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî L � âñþäè ùiëüíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Cu(Y ). Ìè áóäåìî ãîâîðèòè,

ùî L � öå s-ïðîñòið äëÿ ïðîñòîðó X, äå s = αβ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî α-íåïåðåðâíîãî

âiäîáðàæåííÿ φ : X → C(Y ) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü β-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü φn : X → L,

òàêà, ùî φn(x) → φ(x) â Cu(Y ) íà X. ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 19.2 i òâåðäæåííÿ 20.2

ïiäïðîñòið P óñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ó ïðîñòîði C[0; 1] � öå pu-ïðîñòið âiäíîñíî

êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X.

Òåîðåìà 23.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið,

f : X × Y → R � íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ôóíêöiÿ i A : C(Y ) → C(Y ) �

îïåðàòîð i g(x, y) = (Afx) (y) íà X × Y . Òîäi:

(a) ÿêùî f ∈ CC(X × Y ) i A � pp-íåïåðåðâíèé, òî g ∈ CC(X × Y );

(b) ÿêùî f ∈ CC(X × Y ) i A � pu-íåïåðåðâíèé, òî g ∈ C(X × Y );

(c) ÿêùî f ∈ C(X × Y ) i A � up-íåïåðåðâíèé, òî g ∈ CC(X × Y );

(d) ÿêùî f ∈ C(X × Y ) i A � uu-íåïåðåðâíèé, òî g ∈ C(X × Y ).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ôóíêöiÿ, òî ôóíêöiÿ

g òåæ íåïåðåðâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Íåõàé φ : X → C(Y ) i ψ : X → C(Y ) �

âiäîáðàæåííÿ, àñîöiéîâàíi ç ôóíêöiÿìè f i g âiäïîâiäíî. Òîäi

ψ(x) = gx = Afx = A(φ(x)))
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íà X. Îòæå, ψ = A ◦ φ.

(a), (b). Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2, âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cp(Y ) íåïåðåðâíå. Òîäi

âiäîáðàæåííÿ ψ = A ◦φ : X → Cβ(Y ) òàêîæ íåïåðåðâíå, ÿêùî β = p ó âèïàäêó (a) i β = u

ó âèïàäêó (b). Çàëèøèëîñÿ ùå ðàç âèêîðèñòàòè òâåðäæåííÿ 20.2 àáî òåîðåìó 20.1.

(c), (d). Ó öüîìó âèïàäêó âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y ) íåïåðåðâíå çà òåîðåìîþ 20.1.

Äàëi ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî.

2 Àïðîêñèìóþ÷i ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ

Ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An : C(Y ) → L íàçèâà¹òüñÿ àïðîêñèìóþ÷îþ äëÿ ïiäïðîñòîðó L,

ÿêùî Ang → g â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî g ∈ C(Y ). Òàê, ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Áåðíøòåéíà

Bn : C[0; 1] → P ¹ àïðîêñèìóþ÷îþ äëÿ ïiäïðîñòîðó P âñiõ àëãåáðà¨÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà

[0; 1].

Ç äîïîìîãîþ àêñiîìè âèáîðó ìîæíà äîâåñòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 23.2. Íåõàé L � âñþäè ùiëüíèé ïiäïðîñòið áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Cu(Y ). Òîäi

iñíó¹ àïðîêñèìóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An : C(Y ) → L.

Äîâåäåííÿ. Êîæíié ôóíêöi¨ g ∈ C(Y ) ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó

S(g) = {(gn)∞n=1 ∈ LN : gn → g y Cu(Y )}.

ßñíî, ùî S(g) 6= ∅ äëÿ êîæíîãî g ∈ C(Y ), àäæå L = C(Y ). Çà àêñiîìîþ âèáîðó iñíó¹

ôóíêöiÿ âèáîðó Φ : C(Y ) → LN, òàêà, ùî Φ(g) ∈ S(g) äëÿ êîæíîãî g ∈ C(Y ).

Íåõàé Qn : LN → L � ïðî¹êòîðè, ÿêi ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ïîñëiäîâíîñòi (gk)k=1∞

ç LN ¨¨ n-òèé åëåìåíò gn ∈ L. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîðè An = Qn ◦ Φ : C(Y ) → L. Íåõàé

g ∈ C(Y ) i gn = Ang. Çà ïîáóäîâîþ

(gn)
∞
n=1 = (Qn(Φ(g)))

∞
n=1 = Φ(g) ∈ S(g).

Òîìó gn → g â Cu(Y ). Îòæå, (An)∞n=1 � öå àïðîêñèìóþ÷à äëÿ L ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ.

Ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó C(Y ) ìè íàçèâàòèìåìî as-ïðîñòîðîì, ÿêùî iñíó¹ s-

àïðîêñèìóþ÷à äëÿ L ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An : C(Y ) → L.

Òåîðåìà 23.3. Íåõàé Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið, L � ïiäïðîñòið C(Y ) i

s = αβ ∈ {pp, pu, up, uu}. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:
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(i) L � as-ïðîñòið;

(ii) L � öå s-ïðîñòið äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X.

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé L � öå as-ïðîñòið, X � äîâiëüíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i

φ : X → C(Y ) � α-íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî àïðîêñèìóþ÷ó äëÿ L ïîñëiäîâ-

íiñòü s-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ An : C(Y ) → L i ïîêëàäåìî φn = An ◦ φ. Âiäîáðàæåííÿ

φn : X → L áóäóòü β-íåïåðåðâíi i

φn(x) = An(φ(x)) → φ(x)

â ïðîñòîði Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X, Îòæå, L � öå s-ïðîñòið äëÿ X.

(ii) ⇒ (i). Íåõàé L � öå s-ïðîñòið äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Âiçüìå-

ìî çà X òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Cα(Y ). Òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ φ : X → C(Y ), φ(g) = g,

î÷åâèäíî, áóäå α-íåïåðåðâíèì. Òîìó iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü β-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü

φn : X → L, ùî φn(g) → g â ïðîñòîði Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî g ∈ X = C(Y ). Îïåðàòîðè

An = φn áóäóòü αβ-íåïåðåðâíèìè i óòâîðþâàòèìóòü àïðîêñèìóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü äëÿ L.

Îòæå, L � öå as-ïðîñòið.

Ïiäïðîñòið P âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ó ïðîñòîði C[0; 1] ¹ apu-ïðîñòîðîì, à ïîñëiäîâíiñòü îïå-

ðàòîðiâ Áåðíøòåéíà Bn : C[0; 1] → P � öå pu-àïðîêñèìóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ P . Îïåðà-

òîðè Ôåé¹ðà Fn óòâîðþþòü uu-àïðîêñèìóþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ïðîñòîðó T òðèãîíîìå-

òðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, à îïåðàòîðè Äæåêñîíà Jn � pu-àïðîêñèìóþ÷ó.

Íàâåäåìî ùå îäèí ïðèêëàä. Íåõàé M � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó C[0; 1], ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç óñiõ íåïåðåðâíèõ êóñêîâî ëiíiéíèõ ôóíêöié h : [0; 1] → R. Çiñòàâèìî êîæíié ôóíêöi¨

g ∈ C[0; 1] ôóíêöiþ gn : Ang ∈M , ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ëàìàíà ç âåðøèíàìè ó òî÷êàõ ( k
n
, g( k

n
)),

äå k = 0, 1, . . . , n. Ç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g âèïëèâà¹, ùî Ang → g â ïðîñòîði

Cu[0; 1]. Êðiì òîãî, âñi îïåðàòîðè An ¹ pu-íåïåðåðâíèìè. Îòæå,M � öå apu-ïðîñòið â C[0; 1],

ÿê i P .

3 Òåîðåìà ïðî áëèçüêi áàçèñè

Íàì çíàäîáèòüñÿ îäèí ðåçóëüòàò ç òåîði¨ áàçèñiâ, ÿêèé äàâ íàçâó äàíîìó ïóíêòó. Ùîá éîãî

ñôîðìóëþâàòè çðîáèìî íåâåëè÷êèé åêñêóðñ â òåîðiþ áàçèñiâ [6].

Ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ek áàíàõîâîãî ïðîñòîðó (X, ‖ · ‖) íàçèâà¹òüñÿ éîãî áàçèñîì

àáî áàçèñîì Øàóäåðà, ÿêùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ X iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü ñêàëÿðiâ
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λk ∈ K òàêà, ùî x =
∞∑
k=1

λkek. Ïðè öüîìó, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèííèõ ñóì Pnx =
n∑
k=1

λkek öüîãî

ðÿäó çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði X äî åëåìåíòà x. ßêùî ïîçíà÷èòè ëiòåðîþ L ëiíiéíó îáîëîíêó

ìíîæèíè {ek : k ∈ N}, òî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Pn : X → L áóäå àïðîêñèìóþ÷îþ

äëÿ L, àäæå Pnx→ x ó ïðîñòîði X. Ïîñëiäîâíiñòü (Pnx)
∞
n=1, áóäó÷è çáiæíîþ, îáîâ'ÿçêîâî

îáìåæåíà â X. Îòæå, ìè ìîæåìî äëÿ êîæíîãî x ∈ X âèçíà÷èòè ÷èñëî ‖x‖0 çà ôîðìóëîþ

‖x‖0 = sup{‖Pnx‖ : n ∈ N}.

Îñêiëüêè âñi îïåðàòîðè Pn ëiíiéíi, òî, ÿê ëåãêî ïåðåâiðèòè, ôóíêöiÿ ‖ · ‖0 ¹ íîðìîþ íà X.

Çðîçóìiëî, ùî ‖Pnx‖ ≤ ‖x‖0 äëÿ êîæíîãî íîìåðà n, i òîìó

‖x‖ = lim
n→∞

‖Pnx‖ ≤ ‖x‖0

äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ 0 i l ∈ N ïîêëàäåìî Pn,l = Pn+l − Pn, äå P0 = 0. Äëÿ ëiíiéíèõ

îïåðàòîðiâ Pn,l ìà¹ìî

‖Pn,lx‖ ≤ ‖Pn,lx‖+ ‖Pnx‖ ≤ 2‖x‖0.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü êîîðäèíàòíèõ ôóíêöiîíàëiâ fn : X → K, ùî âèçíà÷à-

þòüñÿ ôîðìóëîþ

fn

( ∞∑
k=1

λkek

)
= λn.

Çðîçóìiëî, ùî âñi ôóíêöiîíàëè fn ëiíiéíi i

|fn(x)| · ‖en‖ = ‖fn(x)en‖ = ‖Pn−1,1x‖ ≤ 2‖x‖0

äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Òâåðäæåííÿ 23.1. Íîðìîâàíèé ïðîñòið X0 = (X, ‖ · ‖0) ¹ áàíàõîâèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (xn)
∞
n=1 � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â ïðîñòîði X0. Îñêiëüêè

|fk(xm)− fk(xn)| = |fk(xm − xn)| ≤ 2
∥ek∥

‖xm − xn‖0

äëÿ äîâiëüíèõ k,m, n ∈ N, òî âñi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi (fk(xn))∞n=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíèìè,

à îòæå, çáiæíèìè, òîáòî äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíó¹ ãðàíèöÿ λk = lim
n→∞

fk(xn). Ïîêàæåìî, ùî

ðÿä
∞∑
k=1

λkek çáiæíèé â X i xn → x â X0.
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Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå ε > 0. Âèáåðåìî òàêèé íîìåð p0, ùî ‖xp−xq‖0 ≤ ε äëÿ äîâiëüíîãî

p, q ≥ p0. Òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ n, l ∈ N òà p, q ≥ p0 ìà¹ìî∥∥∥∥∥
n+l∑

k=n+1

fk(xp)ek −
n+l∑

k=n+1

fk(xq)ek

∥∥∥∥∥ = ‖Pn,l(xp − xq)‖ ≤ ‖xp − xq‖0 ≤ ε.

Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè q → ∞, îäåðæèìî, ùî∥∥∥∥∥
n+l∑

k=n+1

fk(xp)ek −
n+l∑

k=n+1

λkek

∥∥∥∥∥ ≤ ε

äëÿ äîâiëüíèõ n, l ∈ N i p ≥ p0. Âiçüìåìî äîâiëüíå p ≥ p0. Îñêiëüêè ðÿä
∞∑
k=1

fk(xp)ek çái-

æíèé, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî

∥∥∥∥ n+l∑
k=n+1

fk(xp)ek

∥∥∥∥ ≤ ε, à îòæå, çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà∥∥∥∥∥
n+l∑

k=n+1

λkek

∥∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥∥
n+l∑

k=n+1

fk(xp)ek −
n+l∑

k=n+1

fk(xq)ek

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

n+l∑
k=n+1

fk(xp)ek

∥∥∥∥∥ ≤ ε+ ε = 2ε

äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ N i l ∈ N. Òàêèì ÷èíîì, ðÿä
∞∑
k=1

λkek çáiæíèé â ïîâíîìó ïðîñòîði X.

Ïîçíà÷èìî x =
∞∑
k=1

λkek. Òåïåð äëÿ äîâiëüíîãî p ≥ p0 ìà¹ìî

‖xp − x‖0 = sup
n∈N

‖Pn(xp − x)‖ = sup
n∈N

‖P1,n−1(xp − x)‖ = sup
n∈N

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fk(xp)ek −
n∑
k=1

λkek

∥∥∥∥∥ ≤ ε,

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî xn → x0 â ïðîñòîði X0.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òîòîæíèé îïåðàòîð I : X0 → X. Îñêiëüêè ‖x‖ ≤ ‖x‖0 äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ X, òî çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð íåïåðåðâíèì áóäå òàêîæ îïåðàòîð

I : X → X0. Îòæå, iñíó¹ òàêà êîíñòàíòà γ > 0, ùî ‖x‖0 ≤ γ‖x‖ íà X. Â òàêîìó ðàçi, äëÿ

êîæíîãî x ∈ X âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

‖Pnx‖ ≤ ‖x‖0 ≤ γ‖x‖ i |fn(x)| ≤ 2‖en‖−1‖x‖0 ≤ 2‖en‖−1γ‖x‖.

Âîíè ïîêàçóþòü, ùî âñi ïðî¹êòîðè Pn i êîîðäèíàòíi ôóíêöiîíàëè fn íåïåðåðâíi.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè Pnx → x â X äëÿ êîæíîãî x ∈ X, òî ïîñëiäîâíiñòü (Pn)
∞
n=1

ïîòî÷êîâî çáiæíà, à îòæå, i ïîòî÷êîâî îáìåæåíà. Òîìó, çãiäíî ç ïðèíöèïîì ðiâíîìiðíî¨

îáìåæåíîñòi [14, ñ. 47], ÷èñëî

K = sup
n∈N

‖Pn‖

ñêií÷åííå. Âîíî íàçèâà¹òüñÿ áàçèñíîþ êîíñòàíòîþ áàçèñó (en)
∞
n=1. Îñêiëüêè

‖Pnx‖ ≤ ‖Pn‖ · ‖x‖ ≤ K‖x‖ äëÿ êîæíîãî íîìåðà n, òî ‖x‖0 ≤ K‖x‖ íà X. Îòæå,

|fn(x)| · ‖en‖ ≤ 2‖x‖0 ≤ 2K‖x‖,
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à äëÿ íîðìîâàíèõ áàçèñiâ, êîëè ‖en‖ = 1 äëÿ êîæíîãî n, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|fn(x)| ≤ 2K‖x‖.

Îòæå, ìè âñòàíîâèëè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 23.4. Íåõàé (en)
∞
n=1 � áàçèñ Øàóäåðà ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X. Òîäi âñi ïðî¹êòî-

ðè Pn i êîîðäèíàòíi ôóíêöiîíàëè fn ëiíiéíi i íåïåðåðâíi, áàçèñíà êîíñòàíòà K = sup
n∈N

‖Pn‖

ñêií÷åííà i ‖fn‖ ≤ 2K‖en‖−1 äëÿ êîæíîãî íîìåðà n, çîêðåìà, ‖fn‖ ≤ 2K, ÿêùî áàçèñ

(en)
∞
n=1 íîðìîâàíèé.

Íåõàé X i Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, (xn)∞n=1 � áàçèñ â X i (yn)∞n=1 � áàçèñ â Y . Öi áà-

çèñè íàçèâàþòüñÿ åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî ðÿä
∑
n=1

λnxn çáiãà¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

çáiãà¹òüñÿ ðÿä
∑
n=1

λnyn.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ òåîðåìîþ ïðî áëèçüêi áàçèñè [6].

Òåîðåìà 23.5. Íåõàé (xk)
∞
k=1 � íîðìîâàíèé áàçèñ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X ç áàçèñíîþ

êîíñòàíòîþ K i (yk)
∞
k=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç X, äëÿ ÿêî¨

∞∑
k=1

‖xk− yk‖ < 1
2K
. Òîäi

(yk)
∞
k=1 � öå áàçèñ â X, ùî åêâiâàëåíòíèé áàçèñó (xk)

∞
k=1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé x =
∞∑
k=1

λkxk i zk = xk − yk äëÿ êîæíîãî k. Îñêiëüêè, çà òåîðåìîþ 23.4,

ïîñëiäîâíiñòü (λk)
∞
k=1 îáìåæåíà, àäæå

γ = sup
k∈N

|λk| ≤ 2K‖x‖,

òî ðÿä
∞∑
k=1

λkxk áóäå çáiæíèì â X, íàâiòü, àáñîëþòíî, áî

‖λkzk‖ = |λk| · ‖zk‖ ≤ γ‖zk‖

äëÿ êîæíîãî k, à ðÿä
∞∑
k=1

γ‖zk‖ çáiæíèé. Àëå λkyk = λkxk−λkyk äëÿ êîæíîãî k. Òîìó i ðÿä
∞∑
n=1

λnxn çáiæíèé â X.

Òàê ñàìî çi çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑
n=1

λnyn âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∞∑
n=1

λnxn.

Íà çàâåðøåííÿ, çàóâàæèìî, ùî äëÿ äâîõ åêâiâàëåíòíèõ áàçèñiâ (xk)
∞
k=1 i (yk)∞k=1 íà

áàíàõîâîìó ïðîñòîði X îïåðàòîð T : X → X, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

T
( ∞∑
n=1

λnxn

)
=

∞∑
n=1

λnyn,
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¹ ëiíiéíèì içîìîðôiçìîì. Ñïðàâäi, îñêiëüêè âñi êîîðäèíàòíi ôóíêöiîíàëè íåïåðåðâíi, òî

âñi îïåðàòîðè Tn : X → X, ÿêi âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè

Tn

( ∞∑
k=1

λkxk

)
=

n∑
k=1

λkyk,

íåïåðåðâíi. Çâiäñè çà ïðèíöèïîì ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi [14, ñ. 47] îïåðàòîð T òàêîæ

íåïåðåðâíèé. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ íåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî îïåðàòîðà T−1.

4 Çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî áëèçüêi áàçèñè

Òóò ìè äîâåäåìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 23.6. Íåõàé Y � òàêèé êîìïàêòíèé ïðîñòið, ùî ïðîñòið Cu(Y ) ìà¹ áàçèñ

Øàóäåðà, i L � âñþäè ùiëüíèé ïiäïðîñòið Cu(Y ). Òîäi L � öå uu-ïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (gk)
∞
k=1 � áàçèñ ïðîñòîðó Cu(Y ) iç áàçèñíîþ êîíñòàíòîþ K i

M = sp{gk : k ∈ N}.

Òîäi êîæíà ôóíêöiÿ g ∈ Cu(Y ) ¹äèíèì ÷èíîì ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

g =
∞∑
k=1

ck(g)gk,

äå ðÿä
∞∑
k=1

ck(g)gk çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði Cu(Y ). Êîîðäèíàòíi ôóíêöiîíàëè ck : Cu(Y ) → R

çà òåîðåìîþ 23.4 íåïåðåðâíi. Òîìó âñi îïåðàòîðè Sn : Cu(Y ) → Cu(Y ),

Sng =
n∑
k=1

ck(g)gk,

uu-íåïåðåðâíi. Ïðè öüîìó Sn(Cu(Y )) ⊆M i Sng → g â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî g ∈ Cu(Y ).

Îñêiëüêè L = Cu(Y ), òî äëÿ êîæíîãî íîìåðà k iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ hk ∈ L, ùî

‖gk − hk‖ < 1
2k+1K

. Òîäi
∞∑
k=1

‖gk − hk‖ <
∞∑
k=1

1
2k+1K

= 1
2K
.

Òîìó, çà òåîðåìîþ 23.5, ïîñëiäîâíiñòü (hk)
∞
k=1 òåæ áóäå áàçèñîì â Cu(Y ), åêâiâàëåíòíèì

áàçèñó (gk)
∞
k=1. Â òàêîìó ðàçi, iñíó¹ òàêèé içîìîðôiçì T : Cu(Y ) → Cu(Y ), ùî Tgk = hk

äëÿ êîæíîãî íîìåðà k.

Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïîêëàäåìî An = TSnT
−1. ßñíî, ùî âñi îïåðàòîðè An ¹

uu-íåïåðåðâíèìè, áî îïåðàòîðè T , Sn i T−1 òàêi. Íåõàé h ∈ C(Y ) i g = T−1h. Òîäi

Anh = TSng = T
( n∑
k=1

ck(g)gk

)
=

n∑
k=1

ck(g)Tgk =
n∑
k=1

ck(g)hk ∈ L,
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îòæå, i An ⊆ L äëÿ êîæíîãî n. Êðiì òîãî,

Anh = TSng → Tg = h

â Cu(Y ). Òîìó (An)
∞
n=1 � öå uu-àïðîêñèìóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ L.

Çàóâàæèìî, ùî ïðîñòið Cu[0; 1] ìà¹ áàçèñ, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ áàçèñîì Ôàâàðà-Øàóäåðà.

Áiëüøå òîãî, ïðîñòîðè Cu[0; 1]
n i íàâiòü ïðîñòîðè Cu(Y ), äå Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò,

ìàþòü áàçèñ. Òîìó äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà òåîðåìà 23.6.

Çâiäñè ìè ìîæåìî îòðèìàòè íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíèõ ôóí-

êöié CL-ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 23.7. Íåõàé Y � òàêèé êîìïàêòíèé ïðîñòið, ùî ïðîñòið Cu(Y ) ìà¹ áàçèñ, i

L � âñþäè ùiëüíèé ïiäïðîñòið Cu(Y ), X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i f ∈ C(X × Y ). Òîäi

iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ CL-ôóíêöié fn : X × Y → R, ùî fxn → fx

â Cp(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 23.6, ïiäïðîñòið L � öå auu-ïðîñòið. Òîäi, çà òåîðåìîþ 23.3, âií áó-

äå i uu-ïðîñòîðîì äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cu(Y ),

àñîöiéîâàíå ç ôóíêöi¹þ f , áóäå íåïåðåðâíèì çà òåîðåìîþ 20.1. Òîäi, çãiäíî ç îçíà÷åí-

íÿì uu-ïðîñòîðó, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü s-íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü φn : X → L, äëÿ ÿêèõ

φn(x) → φ(x) â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Ôóíêöi¨ fn(x, y) = φn(x)(y) çà òi¹þ æ òåîðå-

ìîþ 20.1 áóäóòü ñóêóïíî íåïåðåðâíèìè, ïðè÷îìó fxn = φn(x) ∈ L äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Îòæå, fn � öå CL-ôóíêöi¨. Ïðè öüîìó

fxn = φn(x) → φ(x) = fx

â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Çàóâàæèìî, íàðåøòi, ùî ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 23.6 ìîæíà óçàãàëüíèòè é

îòðèìàòè òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 23.8. Íåõàé L � âñþäè ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið áàíàõîâîãî ïðîñòîðó

E ç áàçèñîì Øàóäåðà. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ

An : E → L, ùî Ang → g â E äëÿ êîæíîãî g ∈ E.
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Ëåêöiÿ �24

Àïðîêñèìàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

CL-ôóíêöiÿìè

1 Àïðîêñèìàöiÿ òîïîëîãi÷íîãî âêëàäåííÿ

Íåõàé α, β ∈ {p, u} i s = α, β. Íàãàäà¹ìî, ùî íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A : Cα(Y ) → Cβ(Y )

ìè íàçèâà¹ìî s-íåïåðåðâíèì. Ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó C(Y ) íàçèâà¹òüñÿ as-

ïðîñòîðîì, ÿêùî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü s-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ An : C(Y ) → L, ùî

Ang → g â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî g ∈ C(Y ). Òóò, ÿê i ðàíiøå, Y � êîìïàêòíèé ïðîñòið.

Ó çâ'ÿçêó ç ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè ó ïîïåðåäíiõ ëåêöiÿõ, âèíèêà¹ çàãàëüíà çàäà÷à:

÷è êîæíèé âñþäè ùiëüíèé â Cu(Y ) ïiäïðîñòið L áóäå as-ïðîñòîðîì?

Â ïîïåðåäíié ëåêöi¨ ìè ç'ÿñóâàëè, ùî êîëè ïðîñòið Cu(Y ) ìà¹ áàçèñØàóäåðà, òî êîæíèé

âñþäè ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L ïðîñòîðó Cu(Y ) ¹ auu-ïðîñòîðîì. Çîêðåìà, öå áóäå

âèêîíóâàòèñü ó âèïàäêó, êîëè Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, áî òîäi, ÿê âiäîìî, ïðîñòið Cu(Y )

ìà¹ áàçèñ Øàóäåðà.

Ó öié ëåêöi¨ ìè âñòàíîâèìî, ùî äëÿ ìåòðèçîâíîãî êîìïàêòó Y êîæíèé âñþäè ùiëüíèé â

Cu(Y ) ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L áóäå apu-ïðîñòîðîì, ùî äîçâîëèòü îòðèìàòè àïðîêñèìàöiéíó

òåîðåìó äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü.

Íàì áóäå ïîòðiáíèé íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ïðî àïðîêñèìàöiþ òîòîæíîãî âêëàäåííÿ.

Òåîðåìà 24.1. Íåõàé L � âñþäè ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó

E, M � ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið E, J : M → E, Jx = x, � òîòîæíå

âêëàäåííÿ i ε > 0. Òîäi iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð U : M → E, ùî

U(M) ⊆ L i ‖J − U‖ < ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé dimM = m i x1, . . . , xm � áàçèñ â M . Äëÿ êîæíîãî x ∈ M iñíó¹ òàêèé

¹äèíèé íàáið ñêàëÿðiâ ξ1, . . . , ξm, ùî x =
m∑
k=1

ξkxk. Ôóíêöiÿ ‖x‖∞ = max
1≤k≤m

|ξk| � öå íîðìà

íà M , ÿêà áóäå åêâiâàëåíòíîþ äî çâóæåííÿ íà M íîðìè ‖ · ‖ ïðîñòîðó E. Òîìó iñíó¹ òàêà

êîíñòàíòà γ > 0, ùî ‖x‖∞ ≤ γ‖x‖ äëÿ êîæíîãî x ∈M .

Îñêiëüêè L = E, òî äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . ,m iñíó¹ òàêèé òàêèé åëåìåíò yk ∈ L, ùî

‖xk − yk‖ ≤ ε
mγ
. Äëÿ êîæíîãî x =

m∑
k=1

ξkxk ∈ M ïîêëàäåìî Ux =
m∑
k=1

ξkxk ∈ L. Çðîçóìiëî,

ùî U : M → E � öå ëiíiéíèé îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî U(M) ⊆ L. Îñêiëüêè ïðîñòið M
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ñêií÷åííîâèìiðíèé, òî ëiíiéíèé îïåðàòîð U áóäå íåïåðåðâíèì. Öå, çîêðåìà, âèïëèâà¹ ç

òàêî¨ îöiíêè

‖Ux‖ ≤
m∑
k=1

|ξk|‖yk‖ ≤

(
m∑
k=1

‖yk‖

)
‖x‖∞ ≤ γ‖x‖

m∑
k=1

‖yk‖,

äå x =
m∑
k=1

ξkxk. Òåïåð äëÿ êîæíîãî x ∈M ìà¹ìî

‖(J − U)x‖ =

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

ξk(xk − yk)

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
k=1

|ξk| · ‖xk − yk‖ ≤ ε
mγ
n‖x‖∞ ≤ ε‖x‖.

Îòæå, ‖J − U‖ ≤ ε.

2 Ïîáóäîâà pu-àïðîêñèìàöiéíî¨ ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ

i àïðîêñèìàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó îñíîâíî¨ àïðîêñèìàöiéíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 24.2. Íåõàé Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò i L � âñþäè ùiëüíèé ëiíiéíèé

ïiäïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó Cu(Y ). Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ pu-

íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ An : C(Y ) → C(Y ), ùî ImAn ⊆ L i dim(ImAn) < ∞ äëÿ êîæíîãî

íîìåðà n, ïðè÷îìó Ang → g â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî g ∈ C(Y ).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 19.5, ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ Ðóäiíà Rn : C(Y ) → C(Y )

ñêëàäà¹òüñÿ ç pu-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ i Rng → g â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî g ∈ C(Y ). Êðiì

òîãî, âñi ïðîñòîðè ImRn ñêií÷åííîâèìiðíi, àäæå âiäïîâiäíi ìíîæèíè In ñêií÷åííi ðàçîì ç

ëîêàëüíî ñêií÷åííèìè ðîçáèòòÿìè îäèíèöi íà êîìïàêòíîìó ïðîñòîði Y .

Íåõàé Jn : Mn → Cu(Y ) � òîòîæíå âêëàäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 24.1 äî áàíàõî-

âîãî ïðîñòîðó E = Cu(Y ), äëÿ êîæíîãî íîìåðà n âèçíà÷èìî òàêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé

îïåðàòîð Un :Mn → Cu(Y ), ùî ImUn ⊆ L i ‖Jn − Un‖ ≤ 1
n
.

Ïîêëàäåìî An = UnRn i ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ An ¹ øóêàíîþ. Ñïðàâ-

äi,

ImAn ⊆ ImUn = Un(Mn) ⊆ L.

Êðiì òîãî, âñi îáðàçè ImAn ñêií÷åííîâèìiðíi, àäæå òàêi ¹ ïiäïðîñòîðèMn, i âñi îïåðàòîðè

An pu-íåïåðåðâíi, áî îïåðàòîðè Rn pu-íåïåðåðâíi, à îïåðàòîðè Un uu-íåïåðåðâíi.

Íåõàé g ∈ C(Y ). Îñêiëüêè Rng → g â Cu(Y ), òî ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ Rng îáìåæåíà

çà íîðìîþ ó ïðîñòîði Cu(Y ). Êðiì òîãî, ‖Jn−Un‖ → 0. Òîìó (Un−Jn)(Rng) → 0 â ïðîñòîði
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Cu(Y ). Ðàçîì ç òèì, Rng − g → 0 â Cu(Y ). Îñêiëüêè

Ang − g = UnRng −Rng +Rng − g = (Un − Jn)(Rng) + (Rng − g),

òî Ang − g → 0 â ïðîñòîði Cu(Y ), ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çðîçóìiëî, ùî ç òåîðåìè 24.2 âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 24.1. Íåõàé Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò. Òîäi êîæíèé âñþäè ùiëüíèé â Cu(Y )

ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L ¹ apu-ïðîñòîðîì.

Òåïåð äîâåäåìî òåîðåìó ïðî íàáëèæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié CL-ôóíêöiÿìè.

Òåîðåìà 24.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé êîìïàêò, L � âñþäè

ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó Cu(Y ) i f : X × Y → R � íàði-

çíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ CL-ôóíêöié

fn : X × Y → R, ùî fxn → fx â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 20.2, âiäîáðàæåííÿ φ : X → Cp(Y ), àñîöiéîâàíå ç ôóí-

êöi¹þ f , áóäå íåïåðåðâíèì, à çà íàñëiäêîì 24.1 i òåîðåìîþ 23.3 ïðîñòið L áóäå pu-ïðîñòîðîì

äëÿ êîæíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, çîêðåìà, i äëÿ ïðîñòîðó X. Òîìó iñíó¹ òàêà ïîñëi-

äîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü φn : X → Cu(Y ), ùî φn(X) ⊆ L äëÿ êîæíîãî n i

φn(x) → φ(x) â Cu(Y ) íà X. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 20.1, âñi ôóíêöi¨ fn(x, y) = φn(x)(y) ñóêó-

ïíî íåïåðåðâíi, ïðè÷îìó fxn = φn(x) ∈ L äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Îòæå, fn � öå CL-ôóíêöi¨,

äëÿ ÿêèõ fxn = φn(x) → φ(x) = fx â Cu(Y ) äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

3 Íåïåðåðâíiñòü ïðî¹êöié íà ñòðîãî ïðîêñèìiíàëüíèé ïiäïðîñòið

Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà L ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði (X, d) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî ïðîêñèìiíàëü-

íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà x ∈ X â L iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò u = Qx íàéêðàùîãî

íàáëèæåííÿ äëÿ x. Âiäîáðàæåííÿ Q : X → L, ÿêå òóò âèíèêà¹, ìè áóäåìî íàçèâàòè ïðî¹-

êöi¹þ íà ìíîæèíó L.

Ç êóðñó ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó [15, ñ. 30] âiäîìî, ùî êîæíèé çàìêíåíèé ëiíiéíèé

ïiäïðîñòið L ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H ñòðîãî ïðîêñèìiíàëüíèé. Ç ðåçóëüòàòiâ ëåêöi¨ �9

âèïëèâà¹, ùî êîæíèé ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ñòðîãî îïóêëîãî ïðîñòîðó ¹

ñòðîãî ïðîêñèìiíàëüíèì. Äàëi ç òåîðåìè Ãààðà ç ëåêöi¨ �10 ìè âèâåëè, ùî äëÿ êîæíî-

ãî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó K ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið L = sp{f1, . . . , fn} ïðîñòîðó
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Cu(K), ùî ïîðîäæåíèé ñèñòåìîþ Ãààðà f1, . . . , fn ¹ ñòðîãî ïðîêñèìiíàëüíèì. Çîêðåìà, äëÿ

êîæíîãî n ïðîñòið âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíÿ ≤ n ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði Cu[a; b] ¹ ñòðîãî

ïðîêñèìiíàëüíèì.

Òåîðåìà 24.4. Äëÿ êîæíîãî ñòðîãî ïðîêñèìiíàëüíîãî ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïiäïðîñòîðó

L íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó E ïðîåêöiÿ Q : E → L ¹ íåïåðåðâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé xn → x0 ó ïðîñòîði E i un = Qxn äëÿ êîæíîãî n = 0, 1, . . . . Äîâåäåìî,

ùî un → u0 â E.

Ñïî÷àòêó çàçíà÷èìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)
∞
n=1, áóäó÷è çáiæíîþ, ¹ îáìåæåíà, òîáòî

iñíó¹ òàêå ÷èñëî γ > 0, ùî ‖xn‖ ≤ γ äëÿ êîæíîãî n. Îñêiëüêè 0 ∈ L, òî

‖xn − un‖ ≤ ‖xn − 0‖ = ‖xn‖ ≤ γ,

à òîìó

‖un‖ = ‖un − xn + xn‖ ≤ ‖xn − un‖+ ‖xn‖ ≤ 2γ

äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Òàêèì ÷èíîì, ïîñëiäîâíiñòü (un)
∞
n=1 òàêîæ îáìåæåíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî un 6→ u0. Òîäi iñíó¹ òàêå ε > 0, ùî ìíîæèíà {n ∈ N : ‖un−u0‖ ≥ ε} íå-

ñêií÷åííà. Îñêiëüêè îáìåæåíà ìíîæèíà â ñêií÷åííîâèìiðíèõ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðàõ ¹ âiä-

íîñíî çëi÷åííî êîìïàêòíîþ, òî iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü (unk
)∞k=1 ïîñëiäîâíîñòi (un)

∞
n=1,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî åëåìåíòà v0 ∈ L i ïðè öüîìó ‖unk
− u0‖ ≥ ε äëÿ êîæíîãî k.

Ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè k → ∞, îòðèìà¹ìî, ùî ‖v0 − u0‖ ≥ ε. Îòæå, v0 6= u0. Äàëi

‖xnk
− unk

‖ ≤ ‖xnk
− u0‖

äëÿ êîæíîãî k, àäæå unk
� öå åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â L äëÿ xnk

. Ïåðåéøîâøè

â öié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi, îäåðæèìî, ùî

‖x0 − v0‖ ≤ ‖x0 − u0‖.

Îñêiëüêè u0 � öå åëåìåíò íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â L äëÿ x0 i v0 ∈ L, òî

‖x0 − v0‖ = ‖x0 − u0‖ i v0 òàêîæ ¹ åëåìåíòîì íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ â L äëÿ x0. Òîìó

åëåìåíò x0 ìà¹ â L äâà ðiçíèõ åëåìåíòè íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ u0 i v0, ùî ñóïåðå÷èòü

ñòðîãié ïðîêñèìiíàëüíîñòi ïðîñòîðó L.

Òàêèì ÷èíîì, Qxn = un → u0 = Qx0. Îòæå, ïðîåêöiÿ Q : E → L íåïåðåðâíà.
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4 Îäíà òåîðåìà ïðî ïåðåíîðìóâàííÿ

Íàãàäà¹ìî, ùî íîðìîâàíèé ïðîñòið (E, ‖ · ‖) íàçèâà¹òüñÿ ñòðîãî îïóêëèì [3], ÿêùî äëÿ

äîâiëüíèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ E ç ðiâíîñòi ‖x+y‖ = ‖x‖+‖y‖ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

òàêîãî ñêàëÿðà λ > 0, ùî y = λx. Ïðè öüîìó íîðìó ‖ ·‖ ìè íàçèâàòèìåìî ñòðîãî îïóêëîþ.

Çàóâàæèìî, íîðìà ‖·‖ íà E ¹ ñòðîãî îïóêëîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ

åëåìåíòiâ x, y ∈ E ç ‖x‖ = ‖y‖ = 1 i äîâiëüíèõ ñêàëÿðiâ λ, µ > 0 ç λ + µ = 1 âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü ‖λx+ µy‖ < 1.

Ðîçïî÷íåìî ç ïðîñòîãî çàóâàæåííÿ: ÿêùî ‖ · ‖1 � íîðìà i ‖ · ‖2 � ñòðîãî îïóêëà íîðìà

íà âåêòîðíîìó ïðîñòîði E, òî ôîðìóëîþ ‖x‖ = ‖x‖1+ ‖x‖2 âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðîãî îïóêëà

íîðìà íà E. Çðîçóìiëî, ùî ‖ · ‖ � öå íîðìà íà E, ÿê ñóìà íîðì. Íåõàé ‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖

äëÿ äåÿêèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ x, y ∈ E. Òîäi çà íåðiâíiñòþ òðèêóòíèêà îáîâ'ÿçêîâî

‖x + y‖1 = ‖x‖1 + ‖y‖1 i ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2. Òåïåð çi ñòðîãî¨ îïóêëîñòi íîðìè ‖ · ‖2
âèïëèâà¹, ùî y = λx äëÿ äåÿêîãî ñêàëÿðà λ > 0, ùî i îçíà÷à¹ ñòðîãó îïóêëiñòü íîðìè ‖ · ‖.

Íà ïðîñòîði C[0; 1] ðîçãëÿíåìî äâi íîðìè: ðiâíîìiðíó ‖g‖∞ = max
0≤t≤1

|g(t)| i êâàäðàòè÷íó

‖g‖2 =

(
1∫
0

|g(t)|2dt
)1

2

. Äðóãà íîðìà ¹ ñòðîãî îïóêëîþ çà òåîðåìîþ 9.2, àäæå âîíà ïîðî-

äæó¹òüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì 〈g, h〉 =
1∫
0

g(t)h(t)dt. Òîìó ôîðìóëîþ ‖g‖0 = ‖g‖∞ + ‖g‖2
âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðîãî îïóêëà íîðìà íà ïðîñòîði C[0; 1]. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ‖g‖2 ≤ ‖g‖∞,

òî

‖g‖∞ ≤ ‖g‖0 ≤ ‖g‖∞ + ‖g‖∞ = 2‖g‖∞.

Òîìó íîðìè ‖ · ‖0 i ‖ · ‖∞ ¹ åêâiâàëåíòíèìè.

Íàì áóäå ïîòðiáíèé îäèí äîáðå âiäîìèé ðåçóëüòàò ç òåîði¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ [6].

Òåîðåìà 24.5. Íåõàé E � ñåïàðàáåëüíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi iñíó¹ içîìåòðè÷íèé

içîìîðôiçì J : E → L ïðîñòîðó E íà ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Cu[0; 1].

Ç äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè ïðî âêëàäåííÿ ìè âñòàíîâèìî ïîòðiáíèé íàì ðåçóëüòàò ïðî

ïåðåíîðìóâàííÿ.

Òåîðåìà 24.6. Íåõàé (E, ‖ · ‖) � ñåïàðàáåëüíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið. Òîäi iñíó¹ ñòðîãî

îïóêëà íîðìà ‖ · ‖0 íà E, òàêà, ùî ‖x‖ ≤ ‖x‖0 ≤ ‖x‖ íà E.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 24.5 iñíó¹ içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì J : E → L ïðîñòîðó

E íà ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L áàíàõîâîãî ïðîñòîðó Cu[0; 1] = (C[0; 1], ‖ · ‖∞). Ðîçãëÿíåìî íà

ïðîñòîði L íîðìó ‖g‖0 = ‖g‖∞+‖g‖2, ÿêà, ÿê ïîêàçàíî âèùå, ¹ ñòðîãî îïóêëîþ. Ïðè öüîìó
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‖g‖∞ ≤ ‖g‖0 ≤ ‖g‖∞. Ïåðåíåñåìî öþ íîðìó íà ïðîñòið E ç äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ J ,

ïîêëàâøè ‖x‖0 = ‖Jx‖0. Íîðìà ‖ · ‖0 íà E i áóäå øóêàíîþ. Ñïðàâäi, çi ñòðîãî¨ îïóêëîñòi

íîðìè ‖ · ‖0 i ëiíiéíîñòi âiäîáðàæåííÿ J âèïëèâà¹ ñòðîãà îïóêëiñòü íîðìè ‖ · ‖0. Êðiì òîãî,

‖x‖∞ = ‖Jx‖∞ ≤ ‖x‖0 ≤ ‖Jx‖0 ≤ 2‖Jx‖∞ = 2‖x‖

äëÿ êîæíîãî x ∈ X.

5 Àïðîêñèìàöiéíà òåîðåìà äëÿ íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ

Òåïåð ìè ìîæåìî îòðèìàòè îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 24.7. Íåõàé L � âñþäè ùiëüíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ñåïàðàáåëüíîãî íîðìîâàíîãî

ïðîñòîðó E. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ An : E → L,

ùî Anx→ x â E äëÿ êîæíîãî x ∈ E.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè áóäåìî ââàæàòè, ùî ïðîñòið E ñòðîãî îïóêëèé. Ïiäïðîñòið L

ñåïàðàáåëüíîãî íîðìîâàíîãî ïðîñòîðó ñàì áóäå ñåïàðàáåëüíèì, òîìó iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâ-

íiñòü òî÷îê xn ∈ L, ùî ìíîæèíà M = {xn : n ∈ N} ùiëüíà â L, à îòæå, i â E, àäæå

M ⊇ L = E. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó îáîëîíêó Ln = sp{x1, . . . , xn} ïåð-

øèõ n åëåìåíòiâ ìíîæèíè M . ßê âñòàíîâëåíî â ëåêöi¨ �9 (òâåðäæåííÿ 9.4 i òåîðåìà 9.3),

ñêií÷åííîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið Ln áóäå ñòðîãî ïðîêñèìiíàëüíîþ ìíîæèíîþ ó ñòðîãî

îïóêëîìó ïðîñòîði E, òîáòî äëÿ êîæíîãî x ∈ E iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò un ∈ An òàêèé, ùî

‖x− un‖ = d(x, Ln). Çà òåîðåìîþ 24.4, ïðî¹êöi¨ An : E → Ln íåïåðåðâíi.

Âiçüìåìî x ∈ E i ïîêàæåìî, ùî Anx → x â E. Íåõàé ε > 0. Îñêiëüêè ìíîæèíà M

ùiëüíà â E, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî ‖x − xN‖ < ε. Òåïåð äëÿ êîæíîãî n ≥ N ìà¹ìî

xN ∈ Ln i òîìó

‖x− Anx‖ = d(x, Ln) ≤ ‖x− xN‖ < ε.

Îòæå, Anx→ x â E. Îñêiëüêè ImAn ⊆ Ln ⊆ L, ïîñëiäîâíiñòü (An)
∞
n=1 øóêàíà.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, çãiäíî ç òåîðåìîþ 24.6, âèçíà÷èìî íà E ñòðîãî îïóêëó íîðìó

‖·‖0, ÿêà åêâiâàëåíòíà âèõiäíié íîðìi ‖·‖. Çà äîâåäåíèì ó íîðìîâàíîìó ïðîñòîði (E, ‖·‖0)

iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ An : E → L òàêà, ùî ‖An − x‖0 → 0 äëÿ

êîæíîãî x ∈ E. Îñêiëüêè íîðìè ‖ · ‖ i ‖ · ‖0 åêâiâàëåíòíi, òî âñi îïåðàòîðè An áóäóòü

íåïåðåðâíèìè i â íîðìîâàíîìó ïðîñòîði E i ‖An − x‖ → 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ E.
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Ëåêöiÿ �25

Ïîøàðîâî ðiâíîìiðíå íàáëèæåííÿ íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

ïîñëiäîâíîñòÿìè ìíîãî÷ëåíiâ

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà iñòîðiÿ

Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ó öié ëåêöi¨ ëèøå ïðîñòið S = CC[0; 1]2 âñiõ íàðiçíî

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Q → R, çàäàíèõ íà êâàäðàòi Q = [0; 1]2, ç òîïîëîãi¹þ ïîøàðîâî

ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi, õî÷à ìîæíà áóëî á âèâ÷àòè i çàãàëüíiøi ïðîñòîðè CC(X × Y ), äå

X i Y � êîìïàêòíi ïðîñòîðè. Îñíîâíó ðîëü áóäóòü âiäiãðàâàòè òàêi ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó

S: ïðîñòið C = C[0; 1]2 óñiõ ñóêóïíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : Q→ R i ïðîñòið P = P [0; 1]2

óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ

f(x, y) =
n∑

j,k=1

aj,kx
jyk

âiä äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ, äëÿ ÿêèõ P ⊆ C ⊆ S. Ìè ¨õ âèâ÷àëè ó ëåêöi¨ �18 i ç'ÿñóâàëè,

ùî P = C = S.

Òóò íàñ áóäå öiêàâèòè òàêà çàäà÷à: ïîáóäóâàòè äëÿ äàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ S òàêó ïîñëi-

äîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ fn ∈ P , ÿêà ïîøàðîâî ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî f , òîáòî äëÿ ÿêî¨

fxn ⇒ fx íà [0; 1] i fn,y ⇒ fy íà [0; 1] ÷è, iíàêøå, fn → f ó ïðîñòîði S.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ A
s
ìíîæèíè A ó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X

íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà óñiõ òî÷îê x ∈ X, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xn ∈ A, òàêà,

ùî xn → x â X.

Îòæå, ó öié ëåêöi¨ âèâ÷àòàòèìåìî ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ P
s
ïðîñòîðó P ó ïðîñòîði

S. Çàóâàæèìî, ùî ó ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði ÷è, çàãàëüíiøå, ó ïðîñòîði ç ïåðøîþ àêñiîìîþ

çëi÷åííîñòi äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü A = A
s
. Àëå ïðîñòið S íå

çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, òîìó ïèòàííÿ ïðî ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ P
s

ïîòðåáó¹ îêðåìîãî ðîçãëÿäó.

Ðîçïî÷íåìî ç òàêîãî ïðîñòîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Òåîðåìà 25.1. P
s
= C

s
.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè P ⊆ C, òî P
s ⊆ C

s
. Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ i îáåðíåíå âêëþ÷åí-

íÿ.
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Íåõàé f ∈ C
s
. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈ C, ùî fn → f â ïðîñòîði

S. Çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà äëÿ ôóíêöié äâîõ çìiííèõ (äèâèñü ëåêöiþ � 2) ïðîñòið P

¹ âñþäè ùiëüíèì ó ïðîñòîði Cu(Q). Òîìó äëÿ êîæíîãî íîìåðà n iñíó¹ òàêèé ìíîãî÷ëåí

gn ∈ P , ùî ‖gn − fn‖∞ < 1
n
. Ëåãêî áà÷èòè, ùî gn → f ó ïðîñòîði S.

Íàäàëi ìè áóäåìî âèâ÷àòè ñàìå ñåêâåíöiàëüíå çàìèêàííÿ C
s
ïðîñòîðó C â S. Çàóâà-

æèìî, ùî öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè i ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè êâàäðàò Q çàìiíåíî

íà äîáóòîê X × Y äîâiëüíèõ êîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ i ïîíÿòòÿ ìíîãî÷ëåíiâ âòðà÷à¹ çìiñò.

2 Ôóíêöi¨ çi ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ òî÷îê ðîçðèâó

Îñêiëüêè ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êâàäðàòi Q ¹ íåïå-

ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ, òî âèíèêà¹ ïiäîçðà: à ìîæå ïîøàðîâî ðiâíîìiðíà ãðàíèöÿ çáåðiãà¹

íåïåðåðâíiñòü? Çâóæåííÿ íà êâàäðàò Q ôóíêöi¨ Øâàðöà sp îäðàçó æ ñïðîñòîâó¹ öþ ãiïî-

òåçó.

Òåîðåìà 25.2. f = sp|Q ∈ C
s \ C.

Äîâåäåííÿ. ßê ìè çíà¹ìî, f ∈ S \ C. Ïîêàæåìî, ùî f ∈ C
s
. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n

ïîêëàäåìî Qn = (0, 1
n
)2 i An = Q \ Qn. Ëåãêî áà÷èòè, ùî çâóæåííÿ f |An ôóíêöi¨ f íà

çàìêíåíó ìíîæèíó An ¹ íåïåðåðâíèì. Òîìó, çà òåîðåìîþ Òiòöå�Óðèñîíà [4, 2.1.8], iñíó¹

òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ fn : Q → R, ùî fn|An = fAn . Òåïåð íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

fn → f â S.

Ñïðàâäi, çà ïîáóäîâîþ f 0
n = f 0 i fn,0 = f0 äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. ßêùî æ x, y > 0,

òî, âèáðàâøè òàêèé íîìåð N , ùî 1
N

≤ max{x, y}, îäåðæèìî, ùî fxn = fx i fn,y = fy äëÿ

êîæíîãî íîìåðà n ≥ N . Òîìó, òàê ÷è iíàêøå, fxn ⇒ fx i fn,y ⇒ fy íà [0; 1], òîáòî fn → f â

ïðîñòîði S.

Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê tn äåÿêî¨ ìíîæèíè T ñòàáiëüíî çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè

t0 ∈ T ( ïîçíà÷à¹òüñÿ: tn
d→ t0), ÿêùî iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî tn = t0, ÿê òiëüêè n ≥ N .

Ñòàáiëüíà çáiæíiñòü � öå çáiæíiñòü ó äèñêðåòíîìó ïðîñòîði T , ó ÿêîìó äëÿ êîæíî¨ òî÷êè

t ∈ T îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {t} ¹ îêîëîì òî÷êè t. Íàñïðàâäi, äëÿ ôóíêöi¨ f = sp|Q ìè

ïîáóäóâàëè òàêó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié fn ∈ C, ùî fxn
d→ fx i fn,y

d→ fy â C[0; 1], à öå áiëüøå,

íiæ òâåðäæåííÿ â òåîðåìi 25.2, àäæå çi ñòàáiëüíî¨ çáiæíîñòi âèïëèâà¹ ðiâíîìiðíà. Âèíèêà¹

çàïèòàííÿ: äëÿ ÿêèõ ôóíêöié f ∈ S \ C òàêå ìîæëèâî? Íàñòóïíà òåîðåìà äà¹ âiäïîâiäü

íà öå çàïèòàííÿ.
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Òåîðåìà 25.3. Íåõàé f ∈ S i ìíîæèíà D(f) ñêií÷åííà. Òîäi iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü

ôóíêöié fn ∈ C, ùî fxn
d→ fx i fn,y

d→ fy â C[0; 1] äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ [0; 1].

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî D = D(f). Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè p = (x, y) ∈ D i äîâiëüíîãî íîìåðà

n ∈ N ïîêëàäåìî

Qn,p = (x− 1
n
, x+ 1

n
)× (y − 1

n
, y + 1

n
)

i ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

Gn =
⋃
p∈D

Qn,p i An = Q \Gn.

Îñêiëüêè êîæíà âiäêðèòà ìíîæèíà Gn ìiñòèòü êîæíó òî÷êó p ∈ D, òî çâóæåííÿ ôóíêöi¨

f íà êîæíó ìíîæèíó An ¹ íåïåðåðâíèì.

Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

B = cr(D) =
⋃
p∈D

cr(p).

Çàóâàæèìî, ùî õðåñò îäíîòî÷êîâî¨ ìíîæèíè ¹ çàìêíåíèì, à çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà íüîãî

¹ íåïåðåðâíèì, àäæå f � öå íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ. Òîìó ìíîæèíà B ¹ çàìêíåíîþ,

à çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà B ¹ íåïåðåðâíèì.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ìíîæèíà Cn = An∪B ¹ çàìêíåíîþ i çâóæåííÿ f |Cn

¹ íåïåðåðâíèì. Òîìó çà òåîðåìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [4, 2.1.8] iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

fn : Q → R, ùî fn|Cn = fCn . Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî fxn
d→ fx i fn,y

d→ fy â C[0; 1] äëÿ

äîâiëüíèõ x, y ∈ [0; 1].

Áåðó÷è äî óâàãè ñèìåòðè÷íiñòü íàøèõ ïîáóäîâ, ìè ïîêàæåìî ëèøå, ùî fxn
d→ fx â C[0; 1]

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ [0; 1], àäæå âiäïîâiäíà âëàñòèâiñòü ãîðèçîíòàëüíèõ y-ðîçðiçiâ ïåðåâiðÿ-

¹òüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî. Íåõàé x ∈ prX([4, 2.1.8]). Òîäi x = prX(p) äëÿ äåÿêî¨ òî÷êè p ∈ D

i òîìó

{x} × [0; 1] ⊆ cr(p) ⊆ B ⊆ Cn,

îòæå, fxn = fx äëÿ êîæíîãî íîìåðà n. Òàêèì ÷èíîì, fxn
d→ fx â C[0; 1].

Òåïåð íåõàé x ∈ [0; 1] \ prX(D). Òîäi δ = d
(
x, prX(D)

)
> 0. Âèáðàâøè òàêèé íîìåð N ,

ùî 1
N

≤ δ, îäåðæèìî, ùî ({x}× [0; 1])∩Gn = ∅, òîáòî {x}× [0; 1] ⊆ An i îòæå, fxn = fx äëÿ

êîæíîãî íîìåðà n ≥ N . Òîìó fxn
d→ fx â C[0; 1].
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3 Íîðìàëüíà i ðiâíîìiðíà çáiæíiñòü

Ñâîþ äèñåðòàöiþ Ðåíå Áåð [2] ïî÷èíà¹ ç ðîçãëÿäó ôóíêöi¨ f : R2 → R, ÿêà çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

f(p) =
∞∑
k=1

1
2k

sp(p− pk),

äå (pk)∞k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê ïëîùèíè R2. Öÿ ôóíêöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíà i ó

íå¨ D(f) = {pk : k ∈ N}. ßêùî âñi òî÷êè pk ðiçíi i ëåæàòü ó êâàäðàòi (0; 1)2, òî âñi âîíè áó-

äóòü òî÷êàìè ðîçðèâó çâóæåííÿ f0 = f |Q, ÿêå ìà¹, íà âiäìiíó âiä ôóíêöié, ðîçãëÿäóâàíèõ

ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçðèâiâ. Âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è

f0 ∈ C
s
? Òóò ìè äàìî íà íüîãî ñòâåðäíó âiäïîâiäü, âèêîðèñòîâóþ÷è íîðìàëüíó çáiæíiñòü

ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä
∞∑
k=1

uk(x) íîðìàëüíî çáiãà¹òüñÿ íà ìíîæè-

íi E, ÿêùî iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî ÷èñëîâèé ðÿä
∞∑
k=m

‖uk‖∞ çáiãà¹òüñÿ. Îñêiëüêè

| 1
2k

sp(p− pk)| ≤ 1
2k
íà R2 äëÿ êîæíîãî k i ðÿä

∞∑
k=1

1
2k
çáiãà¹òüñÿ, òî ðÿä, ùî éîãî ðîçãëÿäàâ

Ð. Áåð, çáiãà¹òüñÿ íîðìàëüíî íà âñié ïëîùèíi R2, à îòæå, i íà êâàäðàòi Q.

Íàëåæíiñòü f0 ∈ C
s
âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 25.2 i òàêîãî ðåçóëüòàòó.

Òåîðåìà 25.4. Íåõàé f(p) =
∞∑
k=1

uk(p), ïðè÷îìó ðÿä
∞∑
k=1

uk(p) çáiãà¹òüñÿ íîðìàëüíî íà Q,

i uk ∈ C
s
äëÿ êîæíîãî k ∈ N. Òîäi f ∈ C

s

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî ðÿä
∞∑
k=m

‖uk‖∞ çáiãà¹òüñÿ. Íåõàé

g(p) =
m∑
k=1

uk(p) i
∞∑
k=m

uk(p)

äëÿ êîæíîãî p ∈ Q. C S C
s
g ∈ C

s

Äëÿ ôóíêöié uk ïðè k ≤ m âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|uk(p)| ≤ ‖uk‖∞ = ck < +∞

íà Q. Îñêiëüêè uk ∈ C
s
, òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (uk,n)

∞
n=1 ôóíêöié uk,n ∈ C, ùî

uk,n → uk â S ïðè n→ ∞. Ïðè k ≥ m ïîêëàäåìî

vk,n(p) = max{−ck,min{uk(p), ck}}.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî |vk,n(p)| ≤ ck íà Q, vk,n ∈ C i vk,n → uk â S ïðè n → ∞, ÿêùî

k ≥ m.
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Ðîçãëÿíåìî íà êâàäðàòi Q ôóíêöi¨

hn(p) =
∑
k≥m

vk,n(p).

Îñêiëüêè |vk,n(p)| ≤ ck íà Q ïðè k ≥ m i ðÿä
∑
k≥m

ck çáiãà¹òüñÿ, òî ôóíêöiîíàëüíèé ðÿä∑
k≥m

vk,n(p) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ íà Q äëÿ êîæíîãî n. Êðiì òîãî, vk,n ∈ C ïðè k ≥ n. Òîìó

hn ∈ C äëÿ êîæíîãî n.

Ïîêàæåìî, ùî hn → h â S. Äëÿ ôiêñîâàíîãî x ∈ [0; 1] i äîâiëüíîãî íîìåðà n ìà¹ìî

‖hn − h‖x ≤
∞∑
k=m

‖vk,n − uk‖x = φn(x).

Îñêiëüêè

‖vk,n − uk‖x ≤ ‖vk,n‖∞ + ‖uk‖∞ ≤ 2ck

i ðÿä
∑
k≥m

ck çáiãà¹òüñÿ, òî ðÿä
∞∑
k=m

‖vk,n − uk‖x çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî n ∈ N. Òîìó

çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì íåñêií÷åííî¨ ñóìè ìà¹ìî

lim
n→∞

φn(x) =
∞∑
k=m

lim
n→∞

‖vk,n − uk‖x =
∞∑
k=m

0 = 0.

Òîäi ‖hn − h‖x → 0 ïðè n→ ∞.

Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî ‖hn − h‖y → 0 ïðè n → ∞ äëÿ êîæíîãî y ∈ [0; 1]. Òîìó

hn → h â S i îòæå, h ∈ C
s
. Òîäi f = g + h ∈ C

s
, ùî òðåáà áóëî äîâåñòè.

Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè íåñêëàäíî âèâåñòè òàêèé íàñëiäîê.

Òåîðåìà 25.5. Íåõàé fn ∈ C
s
äëÿ êîæíîãî n i fn ⇒ f íà Q. Òîäi f ∈ C

s

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíî âèäiëèòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü (fnk
)∞k=1 ïîñëiäîâíîñòi (fn)∞n=1, ùî

ðÿä
∞∑
n=1

(fnk+1
(p)− fnk

(p)) íîðìàëüíî çáiãà¹òüñÿ íà Q i ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ 25.4.

4 Çàñòîñóâàííÿ ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨

Íåõàé A � ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà ñêií÷åííîãî iíòåðâàëó (a, b) íà ÷èñëîâié ïðÿìié, i

Ã = A ∪ {a, b}. Íåõàé n = |A|. Òîäi ìíîæèíó Ã ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Ã =
{
ak : 0 ≤ k ≤ n+ 1

}
,

äå

a = a0 < a1 < · · · < an < an+1 = b.
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Êîæíié ôóíêöi¨ g : [a; b] → R ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü êóñêîâî ëiíiéíó ôóíêöiþ

h = LAg : [a; b] → R, ãðàôiêîì ÿêî¨ ¹ ëàìàíà ëiíiÿ ç âåðøèíàìè (ak, g(ak)), äå 0 ≤ k ≤ n+1.

Iíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöiÿ h � öå êóñêîâî ëiíiéíà ôóíêöiÿ, ÿêà íà êîæíîìó âiäðiçêó

[ak, ak+1], äå 0 ≤ k ≤ n, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

h(x) = g(ak) +
g(ak+1)− g(ak)

ak+1 − ak
(x− ak) =

ak+1 − x

ak+1 − ak
g(ak) +

x− ak
ak+1 − ak

g(ak+1).

Ðîçãëÿíåìî ïðèðîñòè ∆ak = ak+1 − ak ïðè 0 ≤ k ≤ n i ÷èñëî

ηA = η[a;b],A = max
0≤k≤n

∆ak.

Ëåìà 25.1. Íåõàé A = {ak : k ∈ N} � çëi÷åííà ùiëüíà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó (a; b) i

An = {ak : 1 ≤ k ≤ n}. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë ηAn ïðÿìó¹ äî íóëÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0 i

a = x0 < x1 < · · · < xm = b

� ðîçáèòòÿ âiäðiçêà [a; b], äëÿ ÿêîãî ∆xi = xi − xi−1 < ε
2
ïðè i = 1, . . . ,m. Îñêiëüêè

ìíîæèíà A ùiëüíà ó âiäðiçêó [a; b], òî äëÿ êîæíîãî i = 1, . . . ,m iñíó¹ òàêèé íîìåð ki ∈ N,

ùî aki ∈ (xki−1
, xki). Ïîêëàäåìî

N = max{ki : 1 ≤ i ≤ m}.

Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ηAn < ε äëÿ âñiõ n ≥ N .

Òåîðåìà 25.6. Íåõàé A = {ak : k ∈ N} � çëi÷åííà ùiëüíà ïiäìíîæèíà iíòåðâàëó (a; b),

ak 6= aj ïðè k 6= j, An = {ak : 1 ≤ k ≤ n}, g ∈ C[a; b] i gn = LAng. Òîäi gn ⇒ g íà [a; b].

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ε > 0. Îñêiëüêè g ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíà íà [a; b], òî iñíó¹ òàêå δ > 0,

ùî |g(x′) − g(x′′)| < ε
2
, ÿê òiëüêè |x′ − x′′| < δ. Çà ëåìîþ, 25.1, iñíó¹ íîìåð N òàêèé, ùî

ηAn < δ ïðè n ≥ N . Òåïåð äëÿ äîâiëüíèõ n ≥ N i x ∈ [a; b] iñíóþòü òàêi u, v ∈ An ∪ {a, b},

ùî x ∈ [u, v], |v − u| ≤ ηAn i gn(x) = λg(u) + µg(v) äëÿ äåÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë λ, µ ∈ [0; 1]

ç λ+ µ = 1. Çãiäíî ç âèáîðîì δ, ìà¹ìî |g(x)− g(u)| < ε i |g(x)− g(v)| < ε. Òîìó

|g(x)−gn(x)| = |λ(g(x)−g(u))+µ(g(x)−g(v))| ≤ λ|g(x)−g(u)|+µ|g(x)−g(v)| < ε(λ+µ) = ε.

Îòæå, |g(x)− gn(x)| < ε äëÿ âñiõ n ≥ N i x ∈ [a; b]. Òîìó, gn ⇒ g íà [a; b].

Òåîðåìà 25.7. Íåõàé f ∈ S, X = Y = [0; 1], A = {ak : k ∈ N} � çëi÷åííà ïiäìíîæèíà

iíòåðâàëó (0; 1), ÿêà ¹ ùiëüíîþ â íüîìó, ak 6= aj ïðè k 6= j, An = {ak : 1 ≤ k ≤ n} i

fn(x, y) = (LAnfy) (x) íà Q. Òîäi fn ∈ C äëÿ êîæíîãî n, fn,y ⇒ fy íà X äëÿ êîæíîãî

y ∈ Y , fxn ⇒ fx íà Y äëÿ êîæíîãî x ∈ CY (f) i f
x
n

d→ fx äëÿ êîæíîãî x ∈ Ã = A ∪ {0, 1}.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Ãn = An ∪ {0, 1} = {x0, . . . , xn+1}, äå 0 = x0 < · · · < xn+1 = 1. Íà

çàìêíåíîìó ïðÿìîêóòíèêó Qn = [xn, xn+1] × Y , äå k = 0, 1, . . . , n, ôóíêöiÿ fn çàäà¹òüñÿ

ôîðìóëîþ

fn(x, y) = f(xk, y) +
f(xk+1, y)− f(xk, y)

xk+1 − xk
(x− xk).

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ fxk i fxk+1 íåïåðåðâíi, òî çâóæåííÿ f |Qk
íåïåðåðâíå. Àëå Q =

n⋃
k=1

Qk i

ìíîæèíè Qk çàìêíåíi, òîìó fn ∈ C.

Îñêiëüêè fn,y = LAnfy i fy ∈ C[0; 1], òî fn,y ⇒ fy íà X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y íà îñíîâi

òåîðåìè 25.6.

Âiçüìåìî x ∈ CY (f) i ïîêàæåìî, ùî fxn ⇒ fx íà Y . Çãiäíî ç òåîðåìîþ 20.2, ìà¹ìî

CY (f) = C(φ), äå φ : X → Cu(Y ) � àñîöiéîâàíå ç f âiäîáðàæåííÿ, òî x ∈ C(φ). Âiçüìåìî

ε > 0 i çíàéäåìî òàêèé δ-îêië U òî÷êè x â X, ùî ‖φ(t) − φ(x)‖ < ε, ÿê òiëüêè T ∈ U .

Çà ëåìîþ 25.1, iñíó¹ íîìåð N òàêèé, ùî ηAn < δ ïðè n ≥ N . Òåïåð äëÿ êîæíîãî n ≥ N

iñíóþòü òàêi u, v ∈ Ãn, ùî x ∈ [u; v], |v − u| ≤ ηAn i fn(x, y) = λf(u, y) + µf(v, y) äëÿ

äåÿêèõ äîäàòíèõ ÷èñåë λ, µ ∈ [0; 1] ç λ + µ = 1 i êîæíîãî y ∈ Y . Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî

‖φ(x)− φ(u)‖ < ε i ‖φ(x)− φ(v)‖ < ε i òîìó

‖fxn − fx‖ = ‖λfu + µf v − (λ+ µ)fx‖ ≤ λ‖φ(x)− φ(u)‖+ µ‖φ(x)− φ(v)‖ < ε(λ+ µ) = ε.

Îòæå, ‖fxn − fx‖ < ε äëÿ âñiõ n ≥ N . Òîìó, fxn ⇒ fx íà Y .

Íàðåøòi, äëÿ x ∈ Ã iñíó¹ òàêèé íîìåð N , ùî x ∈ ÃN . Òîäi x ∈ Ãn äëÿ êîæíîãî n ≥ N .

Çà ïîáóäîâîþ fxn = fx ïðè n ≥ N . Îòæå, fxn
d→ fx i òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 25.8. Íåõàé f ∈ S i ïðîåêöiÿ ìíîæèíè D(f) íà âiñü àáñöèñ ÷è îðäèíàò íå

áiëüø íiæ çëi÷åííà. Òîäi f ∈ C
s
.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî X = Y = [0; 1]. Ïðèïóñòèìî, ùî íå áiëüø, íiæ çëi÷åííîþ áóäå

ìíîæèíà E1 = prX(D(f)). Âèáåðåìî çëi÷åííó ìíîæèíó E2 ⊇ E1, ÿêà âñþäè ùiëüíà íà

[0; 1]. Ïîêëàäåìî A = E1∩(0; 1) i Ã = A∪{0, 1}. Îñêiëüêè X\CY (f) = prX(D(f)) = E1 ⊆ Ã,

òî X = CY (f) ∪ Ã. Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn(x, y) = (LAnfy) (x).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 25.7, ìà¹ìî, ùî fn,y ⇒ fy íà X äëÿ êîæíîãî y ∈ Y , fxn ⇒ fx íà Y äëÿ

êîæíîãî x ∈ CY (f) i fxn
d→ fx äëÿ êîæíîãî x ∈ Ã = A ∪ {0, 1}. Îòæå, fn → f â S i òîìó

f ∈ C
s
.
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5 Ïðèêiíöåâi çàóâàæåííÿ

Ìè âèêëàëè òóò ïî÷àòêîâi ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîøàðîâî ðiâíîìiðíîãî íàáëèæåí-

íÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f ïîñëiäîâíîñòÿìè ìíîãî÷ëåíiâ ÷è íåïåðåðâíèõ ôóíêöié,

îäåðæàíi Ã. Âîëîøèí, Â. Ìàñëþ÷åíêîì i Î. Ìàñëþ÷åíêîì ó 2013 ðîöi [9]. Ïiñëÿ öüîãî

ç'ÿâèëîñü áàãàòî ïðàöü, äå öi ðåçóëüòàòè äiñòàëè çíà÷íèé ðîçâèòîê. Çîêðåìà, ó 2017 ðîöi

Î.Êàðëîâà i Â.Ìèõàéëþê [5] âñòàíîâèëè, ùî P
s
= C

s
= S. Ïðè öüîìó àâòîðè äîñÿãëè

óñïiõó çàâäÿêè íåòðèâiàëüíié ìîäèôiêàöi¨ ìåòîäó Ðóäiíà, îòðèìàâøè ðàçîì ç òèì ùå áà-

ãàòî iíøèõ öiêàâèõ ðåçóëüòàòiâ. Öåé ìåòîä âèêîðèñòîâó¹ ðîçáèòòÿ îäèíèöi i íå íàëåæèòü

äî êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ ôóíêöié, íà âiäìiíó âiä ìåòîäiâ Áåðíøòåéíà, Ôåé¹ðà, Äæåêñîíà,

Ëåáå à, Ãàíà i ìåòîäó, çàñòîñîâàíîãî ó öié ëåêöi¨. Òîìó öiêàâî áóëî á îòðèìàòè êîíñòðó-

êòèâíå äîâåäåííÿ ðiâíîñòi C
s
= S.
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