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1 Вступ

У 1932-му роцi В. Серпiнський [12] довiв, що кожна дiйснозначна нарiзно неперервна
функцiя на R2 однозначно визначається своїми значеннями на довiльнiй щiльнiй в R2

множинi. Iншими словами, якщо двi нарiзно неперервнi функцiї збiгаються на деякiй
всюди щiльнiй множинi, то вони обов’язково є рiвними. Пiзнiше результат Серпiнського
був ще раз доведений в роботах [13] i [5], а також розвивався i узагальнювався багатьма
математиками (дивись [3], [1], [11], [4], [7], [6]).

Як було виявлено З. Пьотровскiм i Е. Вiнґлером [11] результати про однозначну
визначенiсть нарiзно неперервних дiйснозначних функцiй нескладно можна переносити
на випадок вiдображень зi значеннями у довiльному цiлком регулярному просторi. А
саме, вони довели таку теорему.

Теорема 1 ([11]). Нехай X i Y – довiльнi топологiчнi простори. Тодi якщо
(1) кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R є ледь неперервною,

то
(2) для довiльного цiлком регулярного простору Z кожне нарiзно неперервне вiдображення

на X ×Y i зi значеннями в Z однозначно визначається своїми значеннями на довiльнiй
всюди щiльнiй в X × Y множинi.
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Подальший розвиток даної тематики пов’язаний з працею М. Генрiксена i Р. Вудса
[4], яка присвячена вивченню властивостей топологiї нарiзної неперервностi σ(X×Y ),
тобто найслабшої топологiї на добутку X × Y цiлком регулярних просторiв X i Y ,
вiдносно якої кожна нарiзно неперервна функцiя f : X×Y → R є неперервною. Зокрема,
там було встановлено, що для Z = R i цiлком регулярних просторiв X i Y умови (1)

i (2) з теореми 1 є рiвносильними. Крiм того, вони довели таке узагальнення теореми
Серпiнського.

Теорема 2. ([4, Твердження 3.2, Лема 3.4]) Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – ℵ+-
берiвський простiр i Y – топологiчний простiр з π-характером ≤ ℵ. Тодi кожна нарiзно
неперервна функцiя на f : X × Y → R однозначно визначається своїми значеннями на
довiльнiй всюди щiльнiй в добутку X × Y множинi.

Слiд зауважити, що у [7] одержано подiбний результат, який доводиться з допомогою
хрест-топологiї на добутку X×Y , котра також тiсно пов’язана з нарiзно неперервними
функцiями.

Теорема 3 ([7]). Нехай X – берiвський простiр, Y – топологiчний простiр зi злiченним
π-характером i Z – урисоновий простiр. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя на
f : X×Y → Z однозначно визначається своїми значеннями на довiльнiй всюди щiльнiй
в добутку X × Y множинi.

Разом з узагальненнями теореми Серпiнського на випадок абстрактних просторiв
X, Y i Z природно виникає також питання про можливiсть послаблення умов нарiзної
неперервностi. А саме, мова йде про одержання теорем про обов’язкову рiвнiсть вiдображень
f : X×Y → Z i g : X×Y → Z з певного класу, якщо вони збiгаються на деякiй щiльнiй
в X × Y множинi. Такого сорту дослiдження (для вiдображень багатьох змiнних) було
проведено у роботi [6], де було одержано наступний результат.

Теорема 4 ([6]). Нехай X – берiвський простiр, Y – топологiчний простiр зi злiченним
π-характером, Z – урисоновий простiр, A ⊆ X × Y – щiльна в X × Y множина, f : X ×
Y → Z i g : X×Y → Z – вiдображення, якi є слабко горизонтально квазiнеперервними,
неперервними вiдносно другої змiнної, одностайно ледь неперервними вiдносно першої
змiнної i такi, що f |A = g|A. Тодi f = g.

Зазначимо, що, незважаючи на досить широке розмаїття умов i термiнологiчнi вiдмiнностi,
методи доведення теорем 2, 3 i 4, в цiлому, є подiбними. У данiй статтi ми викладемо цей
метод у загальнiй редакцiї i отримаємо теорему, яка узагальнює вищезгаданi результати.
Крiм того, ми проаналiзуємо, для яких класiв просторiв виконується теорема Серпiнського
для нарiзно неперервних функцiй i наведемо деякi приклади.

2 Одностайнi властивостi вiдображень двох вiдображень

В даному пунктi ми розглянемо одностайнi властивостi двох вiдображень, якi для
квазiнеперервностi i ледь неперервностi були введенi в [6].
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Нехай X i Y – топологiчнi простори i P – деяка властивiсть вiдображень. Ми будемо
говорити, що вiдображення f : X → Y i g : X → Y одностайно володiють властивiстю
P , якщо дiагональне вiдображення h = f4g : X → Y 2,

h(x) = (f(x), g(x)),

має властивiсть P .
Для вiдображення f : X × Y → Z i точок x ∈ X i y ∈ Y вiдображення fx : Y → Z,

fx(v) = f(x, v), i fy : X → Z, fy(u) = f(u, y), називатимемо вертикальним x-розрiзом i
горизонтальним y-розрiзом вiдповiдно.

Ми будемо казати, що вiдображення f : X×Y → Z володiє властивiстю P вiдносно
першої змiнної, якщо кожний горизонтальний y-розрiз fy володiє властивiстю P . I,
вiдповiдно, f володiє властивiстю P вiдносно другої змiнної, якщо кожний вертикальний
x-розрiз fy володiє властивiстю P .

Аналогiчно вводиться поняття одностайного володiння тiєю чи iншою властивiстю
для функцiй двох змiнних. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори i P – деяка властивiсть
вiдображень. Ми будемо говорити, що вiдображення f : X × Y → Z i g : X × Y → Z

одностайно володiє властивiстю P вiдносно першої (другої) змiнної, якщо дiагональне
вiдображення h = f4g : X × Y → Z2,

h(x, y) = (f(x, y), g(x, y)),

має властивiсть P вiдносно першої (другої) змiнної.

Твердження 1. Нехай X, Y , Z – топологiчнi простори i P – деяка властивiсть вiдображень.
Тодi вiдображення f : X×Y → Z i g : X×Y → Z одностайно володiють властивiстю P

вiдносно другої змiнної тодi i тiльки тодi, коли для кожного x ∈ X вертикальнi розрiзи
fx i gx одностайно володiють властивiстю P .

Доведення. Покладемо h = f4g : X × Y → Z2. Залишилось зауважити, що

hx = fx4gx

для кожного x ∈ X.

Аналогiчне твердження має мiсце i щодо властивостей вiдносно першої змiнної. Крiм
того, зрозумiло, що довiльнi два неперервнi вiдображення є одностайно неперервними,
а довiльнi два нарiзно неперервнi вiдображення є одностайно нарiзно неперервними.

3 Ледь неперервнiсть та деякi її модифiкацiї

Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i Y

називається ледь неперервним в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного околу V точки
f(x0) в просторi Y iснує непорожня вiдкрита множина G в просторi X така, що f(G) ⊆
V . Вiдображення f : X → Y , яке є ледь неперервним в кожнiй точцi x ∈ X називається
ледь неперервним. Iншими словами, вiдображення f : X → Y є ледь неперервним, якщо

int f−1(V ) 6= ∅
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для довiльної вiдкритої в просторi Y множини V такої, що f−1(V ) 6= ∅.
Ми будемо використовувати наступне послаблення ледь неперервностi. Вiдображення

f : X → Y мiж топологiчними просторами X i Y називатимемо ледь* неперервним,
якщо

int f−1(V ) 6= ∅
для довiльної вiдкритої в просторi Y множини V такої, що f−1(V ) 6= ∅.

Зрозумiло, що кожне ледь неперервне вiдображення є ледь* неперервним. З iншого
боку, обернена iмплiкацiя має мiсце у наступному випадку.

Твердження 2. Нехай X – топологiчний простiр i Y – регулярний простiр. Тодi кожне
ледь* неперервне вiдображення f : X → Y є ледь неперервним.

Доведення. Нехай V – вiдкрита в просторi Y множина така, що f−1(V ) 6= ∅. Виберемо
довiльну точку x0 ∈ f−1(V ) i вiдкритий окiл V1 точки y0 = f(x0) в просторi Y такий,
що V 1 ⊆ V . Тепер маємо

int f−1(V ) ⊇ int f−1(V 1) 6= ∅.

Але, як показує наступний приклад, обернена iмплiкацiя для гаусдорфових просторiв
Y не є вiрною.

Твердження 3. Iснують злiченний метризовний простiр X, гаусдорфовий зв’язний
простiр Y i ледь* неперервне вiдображення f : X → Y , яке не є ледь неперервним у
кожнiй точцi x ∈ X.

Доведення. Нехай Q+ = Q ∩ [0, +∞), топологiчний простiр X = Q+ × Q надiлений
евклiдовою топологiєю i Y = Q+×Q є простором Бiнга (див. [2, Приклад 6.1.6]), тобто
для кожної точки y = (u, v) ∈ Q+ × Q базу околiв цiєї очки в просторi Y утворюють
множини

Vε(y) = {y} ∪ {(r, 0) : |r − u−v√
3
| < ε} ∪ {(r, 0) : |r − u+v√

3
| < ε},

де ε > 0.
Розглянемо тотожне вiдображення f : X → Y . Оскiльки для довiльних y ∈ Q+ ×Q

i ε > 0 множина Vε(y) має порожню внутрiшнiсть в просторi X, то вiдображення f не
є ледь неперервним у кожнiй точцi.

З iншого боку, замикання в просторi Y кожної множини Vε(y) має непорожню внутрiшнiсть
в просторi X. Тому вiдображення f є ледь неперервним у кожнiй точцi.

Дещо модифiкуючи цей приклад можна одержати аналогiчний результат i для урисонових
просторiв Y .

Топологiчний простiр X називається урисоновим, якщо для довiльних рiзних точок
x1, x2 ∈ X iснують замкненi околи U1 i U2 цих точок такi, що U1 ∩ U2 = ∅.

Твердження 4. Iснують злiченний метризовний простiр X, урисоновий простiр Y i
ледь* неперервне вiдображення f : X → Y , яке не є ледь неперервним у кожнiй точцi
x ∈ X.
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Доведення. Нехай, як i в попередньому твердженнi, топологiчний простiр X = Q+ ×Q
надiлений евклiдовою топологiєю i Y = Q+ × Q. Розглянемо на множинi Y наступну
топологiю. Для кожної точки y = (u, v) ∈ Q+ × Q базу околiв цiєї очки в просторi Y

утворюватимуть множини

Wε(y) = {y} ∪ {(r, 0) : |r − u−v√
3
| < ε},

де ε > 0.
Розглянемо, як i в твердженнi 3, тотожне вiдображення f : X → Y , яке не є

ледь неперервним у кожнiй точцi, адже всi множини Wε(y) також мають порожню
внутрiшнiсть в просторi X.

Крiм того, замикання W ε(y) в просторi Y кожної множини Wε(y) має вигляд

W ε(y) = {(r, s) ∈ Q+ ×Q : |r − u−v√
3
| < ε},

де y = (u, v). Тому множина W ε(y) має непорожню внутрiшнiсть в просторi X i вiдображення
f є ледь неперервним у кожнiй точцi.

4 Горизонтальна слабка квазiнеперервнiсть вiдносно бази

Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення f : X × Y → Z називається
слабко горизонтально квазiнеперервним, якщо для довiльних вiдкритих в X i Y множин
G i H i довiльної щiльної в G множини A ⊆ X виконується включення

f(G×H) ⊆ f(A×H).

Ми будемо використовувати наступну модифiкацiю цього поняття.
Нехай X, Y , Z – топологiчнi простори iW – система пiдмножин простору Z. Вiдображення

f : X×Y → Z називатимемо слабко горизонтально квазiнеперервним вiдносно системи
W , якщо для довiльних вiдкритих в X i Y множин G i H, довiльної щiльної в G множини
A ⊆ X i довiльної множини W ∈ W виконується умова

f(A×H) ⊆ W ⇒ f(G×H) ⊆ W.

Наступнi факти легко доводяться з допомогою означень.

Твердження 5. Вiдображення f : X×Y → Z є слабко горизонтально квазiнеперервним
тодi i тiльки тодi, коли f є слабко горизонтально квазiнеперервним вiдносно системи
2Z .

Твердження 6. Нехай вiдображення f : X×Y → Z є слабко горизонтально квазiнеперервним
вiдносно системиA i вiдображення g : X×Y → Z є слабко горизонтально квазiнеперервним
вiдносно системи B. Тодi дiагональне вiдображення f4g : X×Y → Z є слабко горизонтально
квазiнеперервним вiдносно системи A× B.

Вiдображення f : X×Y → Z називатимемо слабко горизонтально квазiнеперервним
вiдносно бази, якщо iснує базаW топологiї простору Z така, що f є слабко горизонтально
квазiнеперервним вiдносно W .
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Наслiдок 1. Довiльнi слабко горизонтально квазiнеперервнi вiдносно бази вiдображення
f : X × Y → Z i g : X × Y → Z є одностайно слабко горизонтально квазiнеперервним
вiдносно бази.

Доведення. Нехай W1 i W2 – такi бази в просторi Z, що f є слабко горизонтально
квазiнеперервним вiдносно базиW1 i g є слабко горизонтально квазiнеперервним вiдносно
базиW2. Тодi згiдно з твердженням 6 вiдображення f4g є слабко горизонтально квазiнеперервним
вiдносно бази W1 ×W2.

Наступний простий приклад показує, що поняття слабко горизонтально квазiнеперервного
вiдносно бази вiдображення є iстотним розширенням поняття слабко горизонтально
квазiнеперервного вiдображення.

Твердження 7. Iснує слабко горизонтально квазiнеперервне вiдносно бази вiдображення
f : [0, 1]2 → R, яке не є слабко горизонтально квазiнеперервним.

Доведення. Нехай A = [0, 1] ∩Q i B = [0, 1] \Q. Достатньо розглянути функцiю

f(x, y) =





0, x ∈ A2,

1, x ∈ (A×B) ∪ (B × A),

2, x ∈ B2,

яка є слабко горизонтально квазiнеперервною вiдносно довiльної бази на вiдрiзку [0, 1],
що складається з множин дiаметра меншого, нiж 1. Крiм того, оскiльки

f([0, 1]2) 6⊆ f(A× [0, 1]),

то функцiя f не є слабко горизонтально квазiнеперервною.

Крiм того, зауважимо, що аналог наслiдку 1 для слабко горизонтально квазiнеперервних
вiдображень не є вiрним.

Твердження 8. Iснує слабко горизонтально квазiнеперервнi вiдображення f : [0, 1]2 →
[0, 1] i g : [0, 1]2 → [0, 1] такi, що вiдображення f4g не є слабко горизонтально квазiнеперервним.

Доведення. Нехай A = [0, 1] ∩Q i B = [0, 1] \Q. Достатньо розглянути функцiї

f(x, y) =

{
0, y ∈ A,

1, y ∈ B,

i

g(x, y) =

{
f(x, y), x 6= 1

2
,

1− f(x, y), x = 1
2
.
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5 Сукупна ледь* неперервнiсть вiдображень двох змiнних

Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення f : X×Y → Z називатимемо
горизонтально ледь неперервним в точцi (x0, y0) ∈ X × Y , якщо для довiльного околу
W точки f(x0, y0) в просторi Z iснує непорожня вiдкрита множина U в просторi X i
точка y ∈ Y такi, що

f(U × {y}) ⊆ W.

Вiдображення f : X × Y → Z, яке є горизонтально ледь неперервним в кожнiй точцi
(x, y) ∈ X × Y називатимемо горизонтально ледь неперервним.

Зрозумiло, що горизонтальна ледь неперервнiсть є ослабленням горизонтальної квазiнеперервностi
i ледь неперервностi вiдносно першої змiнної.

Нагадаємо деякi означення. Вiдображення f мiж топологiчними просторами X i Y

називається квазiнеперервним в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного околу U точки
x0 в просторi X i довiльного околу V точки y0 = f(x0) в просторi Y iснує вiдкрита в
X непорожня множина G ⊆ U така, що f(G) ⊆ V . Вiдображення f : X → Y , яке є
квазiнеперервним в кожнiй точцi x ∈ X, називається квазiнеперервним.

Система B непорожнiх вiдкритих пiдмножин топологiчного простору X називається
псевдобазою, якщо для довiльної непорожньої вiдкритої в X множини G iснує елемент
B ∈ B такий, що B ⊆ G.

Система B непорожнiх вiдкритих пiдмножин топологiчного простору X називається
псевдобазою в точцi x, якщо для довiльного околу U точки x в просторi X iснує елемент
B ∈ B такий, що B ⊆ U .

Для топологiчного простору X π-характером πχ(x,X) простору X в точцi x ∈ X

називається найменша потужнiсть псевдобази B в точцi x. Вiдповiдно π-характером
простору X називається кардинал

πχ(X) = sup
x∈X

πχ(x,X).

Нехай ℵ – нескiнченний кардинал. Топологiчний простiр X називається ℵ-берiвським,
якщо для довiльної сiм’ї (Gi : i ∈ I) вiдкритих всюди щiльних в X множин Gi такої,
що |I| < ℵ, перетин ⋂

i∈I

Gi є щiльним в просторi X. Зрозумiло, що топологiчний простiр

X є берiвським тодi i тiльки тодi, коли X є ℵ1-берiвським, де ℵ1 – перший незлiченний
кардинал.

Наступний результат про сукупну ледь* неперервнiсть вiдображень двох змiнних
займає центральне мiсце у доведеннi узагальнення теореми Серпiнського.

Теорема 5. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – ℵ-берiвський простiр, Y – топологiчний
простiр, Z – топологiчний простiр, f : X × Y → Z – вiдображення, яке є горизонтально
ледь неперервним i слабко горизонтально квазiнеперервним вiдносно бази. Нехай, крiм
того, виконується одна з наступних умов:

(a) в просторi Y iснує псевдобаза B з |B| < ℵ i f є ледь неперервним вiдносно другої
змiнної;
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(б) πχ(Y ) < ℵ i f є квазiнеперервним вiдносно другої змiнної.

Тодi f є ледь* неперервним за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Вiзьмемо довiльну вiдкриту в просторi Z множину G таку, що f−1(G) 6= ∅,
i покажемо, що

int f−1(G) 6= ∅.

НехайW – база в просторi Z, вiдносно якої f є слабко горизонтально квазiнеперервним.
Виберемо точку (x0, y0) ∈ f−1(G) i елемент W ∈ W такi, що

f(x0, y0) = z0 ∈ W ⊆ G.

Використовуючи горизонтальну ледь неперервнiсть вiдображення f в точцi (x0, y0)

виберемо точку y1 ∈ Y i вiдкриту непорожню множину U1 в просторi X такi, що

f(U1 × {y1}) ⊆ W.

(a). Використовуючи ледь неперервнiсть вiдображення f вiдносно другої змiнної,
для кожного x ∈ U1 знайдемо елемент B(x) ∈ B такий, що

f({x} ×B(x)) ⊆ W.

Для кожного B ∈ B покладемо

A(B) = {x ∈ U1 : B(x) = B}.

Оскiльки
⋃

B∈B
A(B) = U1, |B| < ℵ i X є ℵ-берiвським, то iснує вiдкрита непорожня

множина U ⊆ U1 i елемент B ∈ B такi, що U ⊆ A(B). Тодi

f(A(B)×B) ⊆ W

i

f(U ×B) ⊆ W,

адже f є слабко горизонтально квазiнеперервним вiдносно W . Тепер маємо, що

∅ 6= U ×B ⊆ int f−1(W ) ⊆ int f−1(G).

(б). Нехай B – псевдобаза в точцi y1 з |B| < ℵ. Далi мiркуємо цiлком аналогiчно, як
в доведеннi пункту (а), використовуючи квазiнеперервнiсть f вiдносно другої змiнної
замiсть її ледь неперервностi вiдносно другої змiнної.
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6 Узагальнення теореми Серпiнського

Розпочнемо з розгляду вiдображень однiєї змiнної.

Твердження 9. Нехай X i Y – топологiчнi простори, A ⊆ X – щiльна в X множина,
F ⊆ Y – замкнена в Y множина i f : X → Y – ледь неперервне вiдображення таке, що
f(A) ⊆ F . Тодi f(X) ⊆ F .

Доведення. Припустимо, що це не так, тобто f−1(G) 6= ∅, де G = Y \ F . Оскiльки
вiдображення f ледь неперервне, то вiдкрита множина U = int(f−1(G)) є непорожньою.
Тому U ∩ A 6= ∅, адже множина A щiльна в X. Тепер, вибравши довiльну точку a ∈
A ∩ U , матимемо

f(a) ∈ f(A) ∩ f(U) ⊆ F ∩G = ∅,

що неможливо.

Наслiдок 2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – гаусдорфовий простiр, A ⊆ X

– щiльна в X множина, f : X → Y i g : X → Y – одностайно ледь неперервнi
вiдображення такi, що f(x) = g(x) для кожного x ∈ A. Тодi f = g.

Доведення. Оскiльки простiр Y гаусдорфовий, то дiагональ

F = {(y, y) : y ∈ Y }.

є замкненою в добутку Z = Y 2. Залишилось застосувати твердження 9 до ледь неперервного
вiдображення h = f4g : X → Z.

Подiбним чином доводиться наступний факт.

Твердження 10. Нехай X – топологiчний простiр, Y – урисоновий простiр, A ⊆ X

– щiльна в X множина, f : X → Y i g : X → Y – одностайно ледь* неперервнi
вiдображення такi, що f(x) = g(x) для кожного x ∈ A. Тодi f = g.

Доведення. Нехай Z = Y 2,
F = {(y, y) : y ∈ Y }

i h = f4g. Припустимо, що f 6= g, тобто iснує точка x0 ∈ X така, що z0 = h(x0) 6∈ F .
Оскiльки простiр Y урисоновий, то iснує замкнений окiл W точки z0 в Z такий, що
W ∩ F = ∅. З ледь* неперервностi вiдображення h випливає, що

U = int h−1(W ) 6= ∅.

Залишилось, як i при доведеннi твердження 9 взяти довiльну точку a ∈ A∩U i одержати
суперечнiсть.

Наступна теорема є основним результатом даної статтi.
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Теорема 6. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – ℵ-берiвський простiр, Y – топологiчний
простiр, A – щiльна в X × Y множина, Z – урисоновий простiр, f : X × Y → Z i
g : X × Y → Z – вiдображення, якi одностайно горизонтально ледь неперервнi i слабко
горизонтально квазiнеперервне вiдносно бази. Нехай, крiм того, виконується одна з
наступних умов:

(a) в просторi Y iснує псевдобаза B з |B| < ℵ та f i g є одностайно ледь неперервними
вiдносно другої змiнної;

(б) πχ(Y ) < ℵ та f i g є одностайно квазiнеперервними вiдносно другої змiнної.

Тодi якщо f |A = g|A, то f = g.

Доведення. Розглянемо дiагональне вiдображення h = f4g, яке задовольняє умови
теореми 5. Тому h є ледь* неперервним за сукупнiстю змiнних, тобто вiдображення f

i g є одностайно ледь* неперервними за сукупнiстю змiнних. Залишилось використати
твердження 10.

7 Трiйки Серпiнського i випадок нарiзно неперервних вiдображень

Трiйку (X,Y, Z) топологiчних просторiв X, Y i Z називатимемотрiйкою Серпiнського,
якщо кожне нарiзно неперервне вiдображення f : X × Y → Z однозначно визначається
своїми значеннями на довiльнiй щiльнiй в X × Y множинi.

З теореми 6 негайно випливає наступний факт.

Наслiдок 3. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – ℵ-берiвський простiр, Y – топологiчний
простiр з πχ(Y ) < ℵ i Z – урисоновий простiр. Тодi трiйка (X,Y, Z) є трiйкою Серпiнського.

Наступний приклад, загальнiшу редакцiю якого можна знайти в [4, Теорема 3.6],
вказує на iстотнiсть умови типу беровостi в даному твердженнi.

Твердження 11. Iснує нарiзно неперервна ненульова функцiя f : Q2 → R така, що
f |A = 0 для деякої щiльної в Q2 множини A.

Доведення. Нехай A – деяка щiльна вQ2 множина така, що для кожного r ∈ Q множини

A ∩ ({r} ×Q) i A ∩ (Q× {r})

є скiнченними.
Нехай

Q = {rn : n ∈ N},
де всi числа rn – рiзнi. Виберемо довiльну точку p0 ∈ Q2 \ A i покладемо

f(p0) = 1.
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Крiм того, покладемо
f(p) = 0

для кожного p ∈ A. Далi послiдовно довизначимо функцiю f на множинах

{r1} ×Q, Q× {r1}, {r2} ×Q, Q× {r2}, . . .
так, щоб звуження на кожну з таких множин було неперервним.

Легко бачити, що побудована таким чином ненульова функцiя f : Q2 → R є нарiзно
неперервною i f |A = 0.

У зв’язку з наслiдком 3 (чи теоремами 2, 3 i 4) виникає гiпотеза про те, що оцiнки на
псевдохарактер одного з множникiв X i Y є необхiдними умовами для утворення трiйок
Серпiнського. Насправдi це не так, бо результати типу теореми 1 разом з рiзноманiтними
узагальненнями теореми Намiоки [10] дають можливiсть одержувати цiлi класи трiйок
Серпiнського, якi знаходяться за межами застосування методу мiркувань, використаного
при доведеннi теореми 6. Далi ми трохи детальнiше проаналiзуємо такий спосiб побудови
трiйок Серпiнського.

Спочатку ми дамо результати, якi узагальнюють i розвивають теорему 1.
Топологiчний простiр X називається функцiонально гаусдорфовим, якщо для довiльних

двох рiзних точок x, y ∈ X iснує неперервна функцiя f : X → [0, 1] така, що f(x) = 0 i
f(y) = 1.

Наступна теорема фактично була доведена в [11].

Теорема 7. Нехай X i Y – топологiчнi простори такi, що кожна нарiзно неперервна
функцiя f : X × Y → [0, 1] є ледь неперервною. Тодi для довiльного функцiонально
гаусдорфового простору Z трiйка (X, Y, Z) є трiйкою Серпiнського.

Доведення. Нехай A ⊆ X×Y – щiльна в X×Y множина, g : X×Y → Z i h : X×Y → Z

– нарiзно неперервнi вiдображення такi, що g|A = h|A. Доведемо, що g = h.
Припустимо, що g 6= h, тобто iснує точка (x0, y0) ∈ X × Y така, що

z1 = g(x0, y0) 6= h(x0, y0) = z2.

Вiзьмемо неперервну функцiю ϕ : Z → [0, 1] таку, що ϕ(z1) = 1 i ϕ(z2) = 0. Розглянемо
нарiзно неперервну функцiю f : X × Y → [0, 1],

f(x, y) = |ϕ(g(x, y))− ϕ(h(x, y))|,
яка згiдно з умовою є ледь неперервною в точцi (x0, y0). Оскiльки f(x0, y0) = 1, то iснує
вiдкрита непорожня множина G ⊆ X × Y така, що

f(G) ⊆ (1
2
, 1].

Але взявши довiльну точку a ∈ A ∩G одержимо f(a) = 0, що дає суперечнiсть.

Топологiчний простiр X називатимемо цiлком вiдокремним, якщо для довiльних
двох рiзних точок x, y ∈ X iснує неперервна функцiя f : X → {0, 1} така, що f(x) = 0 i
f(y) = 1.
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Теорема 8. Нехай X i Y – довiльнi топологiчнi простори. Тодi кожна з наступних умов
випливає з попередньої:

(1) iснує нетривiальний цiлком незв’язний простiр Z такий, що кожна нарiзно неперервне
вiдображення f : X × Y → Z є ледь неперервним;

(2) кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → {0, 1} є ледь неперервною;

(3) для довiльного цiлком незв’язного простору Z трiйка (X, Y, Z) є трiйкою Серпiнського.

Доведення. (1) ⇒ (2). Нехай z0 i z1 – довiльнi рiзнi точки простору Z, i f : X×Y → {0, 1}
–нарiзно неперервна функцiя. Розглянемо нарiзно неперервне вiдображення g : X×Y →
Z, означене формулою

g(x, y) = zf(x,y).

Тепер з ледь неперервностi вiдображення g випливає ледь неперервнiсть функцiї f .
Iмплiкацiя (2) ⇒ (3) доводиться повнiстю аналогiчно, як теорема 7.

Тепер переходимо до одержання прикладiв трiйок Серпiнського.

Твердження 12. Нехай X i Y топологiчнi простори такi, що для довiльної нарiзно
неперервної функцiї f : X × Y → [0, 1] i кожного y ∈ Y множина Ay всiх точок
x ∈ X таких, що функцiя f сукупно неперервна в точцi (x, y), є щiльною в X. Тодi
для довiльного функцiонально гаусдорфового простору Z трiйка (X,Y, Z) є трiйкою
Серпiнського.

Доведення. Легко перевiрити, що кожна нарiзно неперервна функцiя f : X×Y → [0, 1] є
квазiнеперервною, а отже, i ледь неперервною. Залишилось використати теорему 7.

Наслiдок 4. Нехай X, Y – компактнi простори i Z – функцiонально гаусдорфовий
простiр. Тодi трiйка (X, Y, Z) є трiйкою Серпiнського.

Доведення. Як випливає з теореми Намiоки [10] простори X i Y задовольняють умови
твердження 12.

Зауваження 1. Теорема Намiоки узагальнювалась багатьма математиками (див., наприклад,
[8] i вказану там лiтературу). Використовуючи цi результати одержуються ширшi класи
просторiв X i Y , якi разом з довiльним функцiонально гаусдорфовим простором Z

утворюють трiйки Серпiнського.

Як показує наступний приклад, на добутку довiльного берiвського простору X i
компактного простору Y теорема Серпiнського може не виконуватись.

Твердження 13. Iснують берiвський простiр X, компактний простiр Y i ненульова
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → {0, 1}, яка дорiвнює нулевi на деякiй всюди
щiльнiй в X × Y множинi A.

Доведення. Достатньо розглянути приклад скрiзь розривної нарiзно неперервної функцiї
з [9, Теорема 1.2].
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8 Вiдкритi питання

Питання 1. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори такi, що довiльне нарiзно неперервне
вiдображення f : X×Y → Z є ледь неперервним. Чи обов’язково дiагональ двох нарiзно
неперервних вiдображень g : X × Y → Z i h : X × Y → Z є ледь неперервною?

Питання 2. Нехай X, Y – топологiчнi простори i Z – урисоновий (функцiонально
гаусдорфовий, цiлком регулярний) простiр такi, що довiльне нарiзно неперервне вiдображення
f : X×Y → Z є ледь неперервним. Чи обов’язково трiйка (X,Y, Z) є трiйкою Серпiнського?
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In 1932 Sierpiński proved that every real-valued separately continuous function defined on
the plane R2 is determined uniquely on any everywhere dense subset of R2. Namely, if two
separately continuous functions coincide of an everywhere dense subset of R2, then they are
equal at each point of the plane.
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Piotrowski and Wingler showed that above-mentioned results can be transferred to maps
with values in completely regular spaces. They proved that if every separately continuous
function f : X × Y → R is feebly continuous, then for every completely regular space Z

every separately continuous map defined on X ×Y with values in Z is determined uniquely on
everywhere dense subset of X × Y . Henriksen and Woods proved that for an infinite cardinal
ℵ, an ℵ+-Baire space X and a topological space Y with countable π-character every separately
continuous function f : X × Y → R is also determined uniquely on everywhere dense subset of
X × Y . Later, Mykhaylyuk proved the same result for a Baire space X, a topological space Y

with countable π-character and Urysohn space Z.
Moreover, it is natural to consider weaker conditions than separate continuity. The results

in this direction were obtained by Volodymyr Maslyuchenko and Filipchuk. They proved that
if X is a Baire space, Y is a topological space with countable π-character, Z is Urysohn space,
A ⊆ X×Y is everywhere dense set, f : X×Y → Z and g : X×Y → Z are weakly horizontally
quasi-continuous, continuous with respect to the second variable, equi-feebly continuous wuth
respect to the first one and such that f |A = g|A, then f = g.

In this paper we generalize all of the results mentioned above. Moreover, we analize classes
of topological spaces wich are favorable for Sierpińsi-type theorems.


