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Вступ. Стохастичному (випадковому) ринку цінних паперів, так званому 
(B,S)-ринку цінних паперів присвячено багато робіт як вітчизняних, так і 
закордонних авторів [1–16]. 

У даній роботі розглянуто (B,S)-ринок цінних паперів під дією зовнішних 
збурень типу випадкових величин зі своїми законами розподілу [17, 18]. Ця 
ситуація є природною, оскільки ринки цінних паперів знаходяться під впливом 
зовнішних збурень (ситуація на світових ринках, дія випадкових чинників). 

Тому одним з перших кроків було створення спочатку дискретної [10], а 
потім неперервної [11] математичної моделі (B,S)-ринку цінних паперів, що 
приводить до розгляду дифузійних стохастичних рівнянь Гіхмана-Іто [17,18]. 

Стрибкоподібна зміна вартості облігацій та акцій описується у вигляді 
стохастичних диференціальних рівнянь (СДР), які містять інтеграли за 
пуассоновою мірою (інтеграли Скорохода [14, 16–20]). 

На нашу думку, наступним кроком узагальнення опису (B,S)-ринку цінних 
паперів є необхідність враховування зовнішних збурень типу випадкових 
величин із законами розподілу, що відрізняються від вінерового 
(броунівського) руху та від пуассонових збурень, які враховують зміну 
вартостей акцій та облігацій у вигляді стрибків першого роду на скінченну 
вартість.  

У цій роботі розглядається дифузійний випадок СДР з урахуванням 
зовнішних збурень типу випадкових величин зі своїми законами розподілу, які 
відрізняються від вінерового та пуассонового. 

Узагальнена формула стохастичної моделі вартості облігацій 
Спочатку одержимо формулу складних відсотків у випадку дії зовнішних 

випадкових збурень типу випадкових величин. 
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Теорема 1. Нехай на ймовірнісному базисі { }( )0, , , ,tF F t tΩ ≥ P  задано 
випадковий процес ( ) ( ] 1

0 , : 0,t Tϕ ω ×Ω→ R , для якого   

( ) ( )0 00
lim ,

t
t tϕ ω ϕ ω

∆ →
+ ∆ = ,  ( ) ( )00

lim ,k

t
t tϕ ω ϕ ω

∆ →
+ ∆ = . 

Тоді сума грошей на банківському рахунку змінюється за узагальненою 
формулою складних відсотків 

( ) ( ) 0, ,rtB t B eω ϕ ω=    0 0,t t> =                                     (1) 
тобто ( ),B t ω  (як випадковий процес, що заданий на ймовірнісному базисі) є 
розв’язком імовірнісного диференціального рівняння 

              ( ) ( ) ( ), ,dB t rB t dtω ϕ ω ω=                                           (2) 
з початковою умовою 

 ( )
0

0, ,
t t

B t Bω
=
=         ( ) ( )

0
0lim ,k

t tk
tϕ ω ϕ ω

=→∞
= ,                    (3) 

де 0r ≥  – постійний відсоток, що нараховується банком вкладникам. 
Доведення. Розглянемо “найпростішу облігацію” як банківський рахунок 

[21] – випадковий процес ( ) ( ], : 0,B t Tω +×Ω→ R . Нехай на покладені до банку 
гроші нараховується постійний відсоток 0r > , а на початковий капітал 0B  діє 
зовнішня випадковість ( ) ( ] 1, : 0,t Tϕ ω ×Ω→ R , тобто початковий капітал 
дорівнює ( )0 0Bϕ ω . 

У кінці першого розрахункового періоду на рахунку вкладника буде  
( ) ( )( )1 0 01B r Bω ϕ ω= +  

грошових одиниць. 
У кінці другого – 

( ) ( ) ( )( )22
2 1 0 01 1B B r r Bω ϕ ω= + = + . 

У кінці t -го періоду на рахунку буде 
( ) ( )( )0 0, 1 ttB t r Bω ϕ ω= + .                                      (4) 

Щоб мати формулу для неперервного підрахунку, розіб’ємо кожний 
розрахунковий період на k  частин і далі спрямуємо k  до +∞ , тобто 

( ) ( )( ) ( )0 0 0 0, 1 lim lim 1
k

k

t
t tt

k k

rB t B r B
k

ω ϕ ω ϕ ω
→∞ →∞

 = + = + 
 

. 

Оскільки lim 1
k

k

t
t

k

r e
k→∞

 + = 
 

, а ( ) ( )0 0lim kt

k
ϕ ω ϕ ω

→∞
=  за умовою теореми 1, тоді 

матимемо формулу (1) розрахунку суми на поточному рахунку вкладника в 
банк у момент t . 

Доведемо, що ( ),B t ω  є розв’язком імовірнісного диференціального 
рівняння (2), (3). 

Приріст суми грошей у момент часу [ ] [ )0, 0,t T∈ ⊂ ∞  на банківському 
рахунку буде, вочевидь, дорівнювати 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }0 0 0 0, , exp expr rB t t B t B r t t B r tω ω ϕ ω ϕ ω+ ∆ − = + ∆ − , 
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або 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0, , , .r t tr rtB t B t t B t B e eω ω ω ϕ ω +∆∆ = + ∆ − = −  

Поділимо останню формулу на t∆  та перейдемо до границі при 0t∆ → , 
тоді одержимо, що 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 00 0 0

, 1lim lim , lim r t tr rt rt

t t t

B t
B t e e rB e

t t
ω

ϕ ω ϕ ω+∆

∆ → ∆ → ∆ →

∆
= − =

∆ ∆
. 

Отже, ( ),B t ω  є розв’язком імовірнісного диференціального рівняння 
( ) ( )0 0

, rtdB t
B re

dt
ω

ϕ ω= , 

розв’язком якого є ( ),B t ω , що задано формулою (1). 
Теорема 1 доведена. 
Теорема 2. Нехай:  
1) на ймовірнісному базисі заданий банківський рахунок як випадковий 

процес ( ),B t ω , що задовольняє умови (1)–(3); 
2) відсоткова банківська ставка змінюється з часом і є функцією, що 

залежить від t , тобто ( ) 0r t >  для 0t ≥ . 
Тоді в момент T t>  вартість облігації ( )tB T  визначається за формулою 

 ( ) ( ) ( )0 0, exp
T

t
t

B T B r s dsω ϕ ω
 

= − 
 
∫ ,                         (5) 

де 0B – фіксована вартість, яка сплачується в момент T  згідно з домовленістю. 
Доведення. Позначимо ( ) ( )0 , ,Tt T

B t B Tω ω
=
=  – вартість облігації в кінці 

останнього розрахункового періоду T ; ( ),tB T ω – вартість облігації в момент 
часу t T<  як випадкового процесу. Припустимо спочатку для простоти, що 

0r >  не залежить від часу t T< . Маючи вартість ( )0 0 0,t Bϕ ω , можна визначити 
вартість облігацій на кінець передостаннього періоду: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0 0 0 0 0 0, , , 1 ,nB t t B r t B B r tω ϕ ω ϕ ω ϕ ω− = − = ⋅ − . 
В кінці ( )2n − - го періоду 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2
2 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0, , , , , 1n n nB t t B t B t r t B rω ϕ ω ω ω ϕ ω− − −= − ⋅ = ⋅ − . 

Позначимо вартість облігації в кінці ( )1n t− - го періоду через ( )
1

, ,tB t T ω . 

Тоді ( ) ( ) ( ) 11

1 0 0 0, , , 1 tt
tB t T t B rω ϕ ω= − . Аналогічно формулі (1) одержуємо: 

( ) ( ) 1

1 0 0 0, , , rt
tB t T t B eω ϕ ω −= ⋅ . 

Далі слід записати приріст вартості ( ),B t ω  за час 1t∆ , а саме 

( ) ( ) ( )( )1 1 1

1 0 0 0, , , r t t rt
tB t T t B e eω ϕ ω − +∆ −∆ = − . 

Поділимо ліву та праву частини цієї рівності на 1t∆  та перейдемо до 
границі при 1 0t∆ → , в результаті матимемо 
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( ) ( )1 1
0 0 0

1

, ,
,t rtdB t T

B t r e
dt

ω
ϕ ω −= − ⋅ ⋅   

або  
( ) ( ) ( )

1 10 0, , , , ,t tdB t T t r B t T dtω ϕ ω ω= − ⋅ . 
Нехай тепер банківський рахунок є детермінованою функцією від часу t , 

тобто ( ) [ ] 1: 0,r t T → R . Тоді 
( )
( ) ( ) ( )1

1

0 1

,
,

,
t

t

dB T
t r t dt

B T
ω

ϕ ω
ω

= −    

або   
( ) ( ) ( ) ( )

1 10 1, , ,t tdB T t r t B T dtω ϕ ω ω= − ⋅ . 
Якщо проінтегрувати останню рівність від t  до T , тоді одержимо, що 

( ) ( ) ( ) ( )
1 0ln , ln , ,

T

t T
t

B T B T s r s dsω ω ϕ ω− = −∫ . 

Звідси й одержується формула (5).   
Теорема 2 доведена. 
Узагальнена стохастична модель Гіхмана-Іто вартості облігації 
Розглянемо тепер на ймовірнісному базисі { }( ), , , 0 ,tF F T tΩ ≥ ≥ P  задано 

відсоток, який є випадковим процесом ( ) [ ] 1, : 0,r t Tω ×Ω→ R , а також зовнішні 
збурення ( ) ( ) 1, :ϕ ω ψ ω Ω→ R  типу випадкових величин. 

Для визначення ціни вартості облігації ( ) [ ] 1, : 0,B t Tω ×Ω→ R , як 
випадкового процесу, використовують прямий та опосередкований підходи. 

При прямому підході вартість ( ) ( ) 1, ,t tB T B t T ω≡ ∈R  облігації під дією 
зовнішних збурень ( ) ( ) 1, :ϕ ω ψ ω Ω→ R  є сильним розв’язком стохастичного 
диференціального рівняння вигляду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,t t t tdB T B T r T dt T dw tϕ ω ψ ω σ ω= +                      (6) 
за початковою умовою 

( ) 0TB T B= ,                                                       (7) 
де tr  є коефіцієнтом росту (зносу), tσ  – коефіцієнт мінливості (дифузії), 
( ) [ ] 1, : 0,w t Tω ×Ω→ R  – скалярний вінеровий процес [17]. Під розв’язком СДР 

(6), (7) розуміємо випадковий процес, який задовольняє інтегральне рівняння 
Гіхмана-Іто, а саме 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
T T

t s s s s
t t

B T B T r T ds B T T dw s Bϕ ω ψ ω σ ω= + +∫ ∫ .          (8) 

При опосередкованому підході вважається, що значення  випадкового 
процесу ( ) ( ), ,tB T B t T ω≡  залежить не тільки від зовнішних збурень ( )ϕ ω  та 
( )ψ ω , а й від деякого випадкового процесу ( )t tr r ω≡ , [ ]0,t T∈ , який має таку 

економічну інтерпретацію: tr  – “миттєве значення випадкової відсоткової 
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ставки”. У найпоширенішій інтерпретації випадковий процес tr  задовольняє 
СДР марковського типу [9–11, 21]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,t t tdr t r dt t r dw tϕ ω µ ψ ω β ω= + , 
де ( ) ( ) 1

1 1, :ϕ ω ψ ω Ω→ R  – зовнішні відомі випадкові збурення, 

( ) [ ] 1, : 0,w t Tω ×Ω→ R  – скалярний вінеровий процес. 
При такому підході маємо, що ( ) ( ) ( )( )1 1, , ,t t tB T B T rϕ ω ψ ω≡  для [ ]0,t T∈ . 

Таким чином, для ( )tB T  за формулою Гіхмана-Іто [17] обчислюємо 
стохастичний диференціал: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , , , , , , , ,t t t t t t t tdB T r B T r T r dt T r dw tϕ ψ ϕ ψ µ ϕ ψ β ϕ ψ ω = +  , (9) 
за початковою умовою 

( )
0

0, , ,t t t t
B T r Bϕ ψ

=
= .                                          (10) 

СДР (9), (10) є стохастичною моделлю вартості облігації як випадкового 
процесу. 

Узагальнена стохастична модель акції під дією зовнішних випадкових 
величин 

Будемо розглядати дію зовнішних збурень типу випадкових величин на 
вартість акції як розв’язку СДР. Зупинимося тільки на ймовірнісній моделі 
вартості акції як випадкового процесу ( ),s t ω  [21]. 

Теорема 3. Вартість акції ( ) [ ] 1, : 0,s t Tω ×Ω→ R , яка задана на 
ймовірнісному базисі { }( ), , , 0 ,tF F T tΩ ≥ ≥ P , є сильним розв’язком СДР із 
зовнішними випадковими збуреннями ( ) ( ) 1, :ϕ ω ψ ω Ω→ R  , а саме 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,ds t s t dt dw tω ω ϕ ω µ ψ ω σ ω= +                    (11) 
за початковими умовами  

( ) ( )
0 0

0 0, ; ,
t t t t

s t s w t wω ω
= =
= = ,                              (12) 

де ( ) ( ),ϕ ω ψ ω  – незалежні між собою та від вінерового процесу 

( ) [ ] 1, : 0,w t Tω ×Ω→ R  випадкові величини, де ( )ϕ ω µ  – випадковий коефіцієнт 
росту; ( )ψ ω σ  – випадковий коефіцієнт дифузії (волатильності). 

Доведення. Обчислимо в логарифмічній шкалі приріст вартості акцій за 
одиницю часу 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

,
, ln , ln , ln

,
s t t

R t s t t s t
s t

ω
ω ω ω

ω
+ ∆

= + ∆ − = ,                  (13) 

де ( ),R t ω – випадковий процес, оскільки на акцію діє множина незалежних 
випадкових факторів. Але дія багатьох незалежних факторів, в силу 
центральної граничної теореми, приводить до “ефекту t∆ ”, характерного для 
нормального розподілу. Це означатиме, що дисперсія залишку дорівнює 

( )( ),D R t tω σ= ∆ , де 0σ >  – деякий коефіцієнт. Якщо врахувати випадковий 
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характер ( ),R t ω , то його можна замінити на приріст броунівського руху 
( ),w tσ ω∆ . Тоді 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ), ,

ln ln 1 ,
, ,

s t t s t
w t

s t s t
ω ω

ψ ω σ ω
ω ω

 + ∆ ∆
= + ≈ ∆ 

 
,  

де ( ) ( ) ( ), , ,s t s t t s tω ω ω∆ = + ∆ − . З множини незалежних випадкових факторів 
виділено “найпотужніший” зовнішний випадковий фактор, який позначимо 
( )ψ ω  із законом розподілу ( ) ( ){ }:F x xψ ω ψ ω≡ <P , 1x∀ ∈R . При малих 

значеннях x з розкладу ( )ln 1 x+  в ряд випливає, що ( )ln 1 x x+ ≈ , де доданками 
kx , 2k ≥  нехтуємо. Отже матимемо, що 

( )
( ) ( ) ( )

0 0

,
lim lim ,

,t t

s t
w t

s t
ω

ψ ω σ ω
ω∆ → ∆ →

∆
= ∆ , 

тобто ( )
( ) ( ) ( ),

,
,

ds t
dw t

s t
ω

ψ ω σ ω
ω

= , звідки 

 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,ds t s t dw tω ψ ω σ ω ω= .                             (14) 
Якщо врахувати поряд з випадковими факторами ще деякий лінійний 

фактор, наприклад, інфляцію з коефіцієнтом росту ( ) 0ϕ ω µ >  (тут ( )ϕ ω  – 
зовнішне збурення із законом розподілу ( ) ( ){ }:F x xϕ ω ϕ ω≡ <P , 1x∀ ∈R ), тоді 

( )
( ) ( ) ( ) ( ),

,
,

s t
t w t

s t
ω

ϕ ω µ ψ ω σ ω
ω

∆
≈ ∆ + ∆ .                              (15) 

При 0t∆ →  з (15) одержуємо СДР вигляду  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,ds t s t dt dw tω ω ϕ ω µ ψ ω σ ω= +   .                    (16) 

Розв’язком СДР (16) є випадковий процес  

( ) ( ) ( ) ( )
2

0, exp ,
2
ts t s w tω ψ ω σ ω ψ ω σ

 
= − 

 
. 

Дійсно, зробивши заміну ( ) ( ), ln ,z t s tω ω=  та використавши формулу Іто 
[17, 19, 20] одержуємо, що 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

2

,1 1, , , ,
, 2 , ,

s t
dz t s t dt s t dw t

s t s t s t
ω ψ ω σ

ω ϕ ω µ ω ψ ω σ ω ω
ω ω ω

 
= − + 
  . 

Звідки маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

, ,
2

dz t dt dw t
ψ ω σ

ω ϕ ω µ ψ ω σ ω
 

= − + 
 

, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

1, ,
2

z t z t t w tω ϕ ω µ ψ ω σ ψ ω σ ω = + − +  
 . 

Повертаючись до змінної ( ) ( ) 0,, z t ss t e eωω = , матимемо 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0

,
ln ,

2
s t

w t t t
s
ω ψ ω σ

ψ ω σ ω ϕ ω µ= − + . 
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Остаточно маємо формулу обчислення вартості акції 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

2
0, exp , exp

2
s t s w t t tσω ψ ω σ ω ψ ω ϕ ω µ

 
= − 

 
,           (17) 

де ( ) ( ),dw tψ ω σ ω  відповідає швидким змінам (флуктуаціям) у вартості акції, а 
величину ( ) 0ϕ ω µ >  можна розглядати як зміну процентних ставок по акціях. 
Теорема 3 доведена.  

Для реалізації обчислення ( ),s t ω  за формулою (17), потрібно змоделювати 
на комп’ютері значення вінерового процесу ( ),w t ω  та випадкових величин 
( )ϕ ω  та ( )ψ ω , що діють на вартість акції зовні. 

Висновки. У роботі розглянуто (B,S)-ринок цінних паперів під дією 
зовнішних збурень типу випадкових величин зі своїми законами розподілу 
Одержано стохастичні моделі вартості облігацій та акцій у вигляді дифузійних 
стохастичних диференціальних рівнянь Гіхмана-Іто.  
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Abstract. Stochastic linear models of the value of bonds and shares in the form of linear 

diffusion stochastic Gikhman-Ito differential equations are investigated. Algorithms for 
implementing the solutions of these equations are given. 

Key words: value model, bond, stock, random variable, stochastic differential equation. 
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