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К 475 ȼɫɬɭɩ ɞɨ ɡɚɝɚɥьɧɨʀ ɬɨɩɨɥɨɝɿʀ. Чɚɫɬɢɧɚ І: ɧɚɜɱɚɥьɧɢɣ 

ɩɨɫɿɛɧɢɤ / ɭɤɥ. Ɉ.Ɉ.Кɚɪɥɨɜɚ. –Ɍɟɯɧɨɞɪɭɤ. – ɫ.108. 

       Вɢɞɚɧɧɹ ɦɿɫɬɢɬь ɦɚɬɟɪɿɚɥ ɡ ɤɭɪɫɭ „Ɍɨɩɨɥɨɝɿɹ”, ɹɤɢɣ ɜɢɤɥɚɞɚєɬьɫɹ 

ɫɬɭɞɟɧɬɚɦ ɮɚɤɭɥьɬɟɬɭ  ɦɚɬɟɦɚɬɢɤɢ ɬɚ ɿɧɮɨɪɦɚɬɢɤɢ Чɟɪɧɿɜɟɰьɤɨɝɨ 
ɧɚɰɿɨɧɚɥьɧɨɝɨ ɭɧɿɜɟɪɫɢɬɟɬɭ ɿɦɟɧɿ Юɪɿɹ Ɏɟɞьɤɨɜɢɱɚ. ɉɨɫɿɛɧɢɤ 
ɫɤɥɚɞɚєɬьɫɹ ɡ ɩ’ɹɬɧɚɞɰɹɬɢ ɪɨɡɞɿɥɿɜ, ɹɤɿ ɡɧɚɣɨɦɥɹɬь ɱɢɬɚɱɚ ɡ ɩɨɧɹɬɬɹɦɢ 

ɬɨɩɨɥɨɝɿɱɧɨʀ ɫɬɪɭɤɬɭɪɢ, ɜɿɞɤɪɢɬɢɯ ɬɚ ɡɚɦɤɧɟɧɢɯ ɦɧɨɠɢɧ, 
ɧɟɩɟɪɟɪɜɧɿɫɬɸ, ɚɤɫɿɨɦ ɜɿɞɨɤɪɟɦɧɨɫɬɿ, ɡɜ’ɹɡɧɨɫɬɿ ɬɚ ɞɨɫɤɨɧɚɥɨ 
ɧɨɪɦɚɥьɧɢɯ ɩɪɨɫɬɨɪɿɜ. 
     Дɥɹ ɫɬɭɞɟɧɬɿɜ ɬɚ ɚɫɩɿɪɚɧɬɿɜ ɦɚɬɟɦɚɬɢɱɧɢɯ ɫɩɟɰɿɚɥьɧɨɫɬɟɣ.  

  

           ɍȾɄ 517.5 

              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            



❐åêö✐ÿ ✶

Ïîíÿòòÿ òîïîëîã✐÷íîãî

ïðîñòîðó

✶✳✶
Ùî òàêå òîïîëîã✐ÿ❄

Òîïîëîã✐ÿ ✕ öå â✐äíîñíî ìîëîäà ãàëóçü ìàòåìàòèêè✱ ÿêà âèâ÷à➵

âëàñòèâîñò✐ îá✬➵êò✐â✱ ùî çáåð✐ãàþòüñÿ íåïåðåðâíèìè ✭áåç ðîçðèâ✐â ✐

ñêëåþâàíü✮ äåôîðìàö✐ÿìè✳

ßêùî îäèí îá✬➵êò ìîæíà îòðèìàòè ç ✐íøîãî ç äîïîìîãîþ ïîä✐✲

áíèõ ïåðåòâîðåíü✱ òî âîíè íàçèâàþòüñÿ òîïîëîã✐÷íî åêâ✐âàëåíòíè✲

ìè✳ ❮àïðèêëàä✱ êâàäðàò ✐ êîëî ➵ òîïîëîã✐÷íî åêâ✐âàëåíòíèìè✱ à êîëî

✐ çíàê íåñê✐í÷åííîñò✐ ✕ í✐✳

✸



■íîä✐ òîïîëîã✐þ íàçèâàþòü ✑ãóìîâîþ ãåîìåòð✐➵þ✑✳ Ïîäèâèìîñÿ íà

ëþäèíó ✐ç ñïëåòåíèìè ïàëüöÿìè ✭ìàëþíîê çë✐âà✮ ✐ óÿâ✐ì ñîá✐✱ ùî

âîíà õî÷å ➝õ ðîçïëóòàòè ✭ìàëþíîê ñïðàâà✮✳

❮à ïåðøèé ïîãëÿä äëÿ òîãî✱ ùîá ðîçïëóòàòè ñïëåòåí✐ ïàëüö✐✱

îáîâ✬ÿçêîâî ïîòð✐áíî ➝õ ðîç✐ðâàòè✳ ➚ öå óæå íå áóäå íåïåðåðâíèì

ïåðåòâîðåííÿì✳ ➚ëå ÿêùî öÿ ëþäèíà ✑òîïîëîã✐÷íà✑✱ òî ➝é ëåãêî âäà✲

ñòüñÿ ðîçâ✬ÿçàòè öþ ïðîáëåìó✳

✹



➶âàæà➵òüñÿ✱ ùî òîïîëîã✐ÿ ÿê íàóêà çàðîäèëàñÿ â ïðàöÿõ ❐åéáí✐✲

öà òà ➴éëåðà✳ ❰äí✐➵þ ç íàéïåðøèõ ñòàòåé ç òîïîëîã✐➝ áóëà ðîáîòà

❐åîíàðäà ➴éëåðà✱ îïóáë✐êîâàíà ó ✶✼✸✺ ðîö✐ ðîêó ç ðîâ✬ÿçàííÿì ✐ñòî✲

ðè÷íî➝ çàäà÷✐ ïðî ñ✐ì ìîñò✐â ✃åí✐➔ñáåðãà✳

➴éëåð äîâ✐â✱ ùî íåìîæëèâî ïðîéòè ÷åðåç óñ✐ ñ✐ì ìîñò✐â✱ ïîáóâàâ✲

øè íà êîæíîìó ç íèõ ð✐âíî îäèí ðàç✳ Ðîçâèòîê ö✐➵➝ ðîáîòè ➴éëåðà

ïðèçâ✐â äî âèíèêíåííÿ òåîð✐➝ ãðàô✐â✳

Òåðì✐í ✑òîïîëîã✐ÿ✑ ç✬ÿâèâñÿ ó ✶✽✹✼ ðîö✐ â ðîáîò✐ í✐ìåöüêîãî ìà✲

òåìàòèêà ❐✐ñò✐íãà✳ Ó ñàìîñò✐éíó ìàòåìàòè÷íó äèñöèïë✐íó òîïîëî✲

ã✐ÿ îôîðìèëàñÿ âæå íà ïî÷àòêó ❳❳ ñòîë✐òòÿ çàâäÿêè ôóíäàìåí✲

òàëüíèì ïðàöÿì ➹àóñäîðôà✱ Ïóàíêàðå✱ ➚ëåêñàíäðîâà✱ Óðèñîíà òà

➪ðàóåðà✳

❰ïèøåìî êîðîòêî ðîçä✐ëè✱ íà ÿê✐ ìîæíà óìîâíî ïîä✐ëèòè òîïî✲

ëîã✐þ✳

✁ ➬àãàëüíà àáî òåîðåòèêî✲ìíîæèííà òîïîëîã✐ÿ ➵ îñíîâîþ âñ✐õ

✐íøèõ ãàëóçåé òîïîëîã✐➝✳ ➶èâ÷à➵ ôóíäàìåíòàëüí✐ ïîíÿòòÿ òàê✐

ÿê íåïåðåðâí✐ñòü✱ êîìïàêòí✐ñòü✱ çâ✬ÿçí✐ñòü✳

✁ ➚ëãåáðà➝÷íà òîïîëîã✐ÿ✳ ➘îñë✐äæó➵ òîïîëîã✐÷í✐ ïðîñòîðè øëÿ✲

õîì ñï✐âñòàâëåííÿ íèì àëãåáðà➝÷íèõ îá✬➵êò✐â✱ à òàêîæ ïîâå✲

ä✐íêó öèõ îá✬➵êò✐â ï✐ä ä✐➵þ ð✐çíèõ òîïîëîã✐÷íèõ îïåðàö✐é✳

✁ ➘èôåðåíö✐àëüíà òîïîëîã✐ÿ✳ ➶èâ÷à➵ ãëàäê✐ ìíîãîâèäè òà ➝õ

ðîçì✐ùåííÿ â ✐íøèõ ìíîãîâèäàõ✳

✁ ❰á÷èñëþâàëüíà òîïîëîã✐ÿ✳ ➬àéìà➵òüñÿ ñòâîðåííÿì åôåêòèâ✲

íèõ àëãîðèòì✐â äëÿ âèð✐øåííÿ òîïîëîã✐÷íèõ çàäà÷✱ à òàêîæ

çàñòîñóâàííÿì òîïîëîã✐÷íèõ ìåòîä✐â äëÿ ðîçâ✬ÿçóâàííÿ àëãî✲

ðèòì✐÷íèõ ïðîáëåì✳

✺



➬àóâàæèìî✱ ùî òîïîëîã✐ÿ çàéìà➵ äóæå âàæëèâå ì✐ñöå ñåðåä ✐í✲

øèõ ðîçä✐ë✐â ìàòåìàòèêè✳ Òîïîëîã✐÷í✐ ìåòîäè äîñë✐äæåíü ñòàëè äó✲

æå ä✐éîâèì ✐íñòðóìåíòîì ïðè ðîçâ✬ÿçóâàíí✐ ð✐çíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ✐

ô✐çè÷íèõ ïðîáëåì✳ ❮àïðèêëàä✱ ❮îáåë✐âñüêó ïðåì✐þ ç ô✐çèêè ó ✷✵✶✻

ðîö✐ îòðèìàëè ➘åâ✐ä Òàóëåññ ✭❉❛✈✐❞ ❚❤♦✉❧❡ss✮ ç ➶àøèíãòîíñüêîãî

óí✐âåðñèòåòó✱ ➘óíêàí Õàëäåéí ✭❉✉♥❝❛♥ ❍❛❧❞❛♥❡✮ ç Ïð✐íñòîíñüêîãî

óí✐âåðñèòåòó ✐ ❒àéêë ✃îñòåðë✐ö ✭▼✐❝❤❛❡❧ ❑♦st❡r❧✐t③✮ ç ➪ðàóíîâñüêî✲

ãî óí✐âåðñèòåòó ✕ ✑çà òåîðåòè÷í✐ â✐äêðèòòÿ òîïîëîã✐÷íèõ ôàçîâèõ

ïåðåõîä✐â òà òîïîëîã✐÷í✐ ôàçè ìàòåð✐➝✑✳

✃ð✐ì òîãî✱ ñåðåä ✺✻ ëàóðåàò✐â ïðåì✐➝ Ô✐ëäñà ✭íàéá✐ëüø ïðå✲

ñòèæíî➝ ìàòåìàòè÷íî➝ íàãîðîäè✱ ÿêà ïðèñóäæó➵òüñÿ ìàòåìàòèêàì

äî ✹✵ ðîê✐â çà âèçíà÷í✐ äîñÿãíåííÿ✮ á✐ëüøå äåñÿòè ✕ öå òîïîëî✲

ãè✳ Ðàçîì ç òèì✱ îäíà ✐ç îñòàíí✐õ òîïîëîã✐÷íèõ ïðîáëåì✱ ÿê✐ áóëè

ðîçâ✬ÿçàí✐ ìàòåìàòèêàìè✱ öå ïðîáëåìà ✃åïëåðà ïàêóâàííÿ êóëü ó

âèì✐ðàõ n = 8 òà n = 24✱ ✐ öÿ ïðîáëåìà äëÿ n = 8 ñïî÷àòêó áóëà

ðîçâ✬ÿçàíà óêðà➝íñüêèì ìàòåìàòèêîì ❒àðèíîþ ➶✬ÿçîâñüêîþ✱ à òðî✲

õè çãîäîì äëÿ n = 24 ãðóïîþ ìàòåìàòèê✐â✱ ñåðåä ÿêèõ êð✐ì ❒àðèíè

➶✬ÿçîâñüêî➝✱ áóâ ùå îäèí óêðà➝íåöü ✕ ➘àíèëî Ðàä÷åíêî✳

❰òæå✱ òîïîëîã✐ÿ ✕ öå ö✐êàâà ✐ âàæëèâà ìàòåìàòè÷íà íàóêà✱ ÿêà

ìà➵ äóæå øèðîêà çàñòîñóâàííÿ ✐ íàïîâíåíà áàãàòüìà çàäà÷àìè✱ ÿê✐

÷åêàþòü ñâîãî âèð✐øåííÿ✳

✶✳✷
❰çíà÷åííÿ òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè

❰çíà÷åííÿ ✶✳✶✳ ❮åõàé X ✕ äåÿêà ìíîæèíà ✐ O ✕ äåÿêà ñóêóïí✐ñòü

ï✐äìíîæèí äàíî➝ ìíîæèíè✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ âëàñòèâîñò✐

✭❚♦♣✶✮ îá✬➵äíàííÿ äîâ✐ëüíî➝ ñ✐ì✬➝ ìíîæèí ç O òàêîæ íàëåæèòü äî O❀

✭❚♦♣✷✮ ïåðåòèí äîâ✐ëüíî➝ ñê✐í÷åííî➝ ñ✐ì✬➝ ìíîæèí ç O òàêîæ íàëå✲

æèòü äî O❀

✭❚♦♣✸✮ ïîðîæíÿ ìíîæèíà ∅ ✐ âñÿ ìíîæèíà X íàëåæèòü äî O✳

Òîä✐

✻



❼ O íàçèâà➵òüñÿ òîïîëîã✐÷íîþ ñòðóêòóðîþ àáî ïðîñòî òîïîëî✲

ã✐➵þ íà ìíîæèí✐ X❀

❼ ìíîæèíà X ç òàê âèáðàíîþ ñòðóêòóðîþ O íàçèâà➵òüñÿ òîïî✲

ëîã✐÷íèì ïðîñòîðîì ✐ ïîçíà÷à➵òüñÿ (X,O)❀

❼ åëåìåíòè ìíîæèíè X íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè öüîãî òîïîëîã✐✲

÷íîãî ïðîñòîðó❀

❼ åëåìåíòè ìíîæèíè O íàçèâàþòüñÿ â✐äêðèòèìè ìíîæèíàìè

ïðîñòîðó (X,O)✳

Óìîâè ✭❚♦♣✶✮✱ ✭❚♦♣✷✮✱ ✭❚♦♣✸✮ íàçèâàþòüñÿ àêñ✐îìàìè òîïîëîã✐✲

÷íî➝ ñòðóêòóðè✳

✶✳✸
❮àéïðîñò✐ø✐ ïðèêëàäè òîïîëîã✐é

✘ ➘èñêðåòíà òîïîëîã✐ÿ✳ ❮åõàé X ✕ äîâ✐ëüíà ìíîæèíà✳ Ïî✲

çíà÷èìî ÷åðåç 2X ñèñòåìó âñ✐õ éîãî ï✐äìíîæèí ✭ïðè öüîìó

íàãàäà➵ìî✱ ùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà ➵ ï✐äìíîæèíîþ áóäü✲ÿêî➝

ìíîæèíè✮✳ Òîïîëîã✐ÿ

O = 2X

íàçèâà➵òüñÿ äèñêðåòíîþ✱ à òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð (X,O)✱ â✐ä✲

ïîâ✐äíî✱ äèñêðåòíèì✳

✘ ➚íòèäèñêðåòíà òîïîëîã✐ÿ✳ ❮à ïðîòèâàãó äèñêðåòíîìó ïðî✲

ñòîðó✱ â ÿêîìó êîæíà éîãî ï✐äìíîæèíà ➵ â✐äêðèòîþ✱ àíòèäèñ✲

êðåòíó òîïîëîã✐þ íà ìíîæèí✐ X óòâîðþ➵ ñèñòåìà

O = {∅, X}.

Öå ✕ ïðèêëàä ✑íàéñêðîìí✐øî➝✑ òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè✳

✘ ➬â✬ÿçíà äâîòî÷êà✳ Ðîçãëÿíåìî äâîõåëåìåíòíó ìíîæèíóX =

{0, 1} ✐ òîïîëîã✐÷íó ñòðóêòóðó

O = {∅, X, {0}}.

✼



Öÿ òîïîëîã✐ÿ íàçèâà➵òüñÿ òàêîæ òîïîëîã✐➵þ Ñåðï✐íñüêîãî✳

✘ ❮åõàé ìíîæèíà X ñêëàäà➵òüñÿ ç ÷îòèðüîõ åëåìåíò✐â

X = {a, b, c, d}.

Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð (X,O)✱ òîïîëîã✐þ ÿêîãî óòâîðþ➵ ñèñòå✲

ìà

O = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}},

ìè íàçèâàòèìåìî â✐ãâàìîì✳

Ïåðåâ✐ðêó òîãî✱ ùî âêàçàí✐ ñèñòåìè ìíîæèí ➵ òîïîëîã✐÷íèìè

ñòðóêòóðàìè✱ çàëèøà➵ìî ÷èòà÷åâ✐✳

✶✳✹
❮àéâàæëèâ✐øèé ïðèêëàä✿ ÷èñëîâà

ïðÿìà

❮åõàé X = R ✕ ìíîæèíà âñ✐õ ä✐éñíèõ ÷èñåë ✐ O ✕ ñóêóïí✐ñòü

îá✬➵äíàíü óñ✐õ ìîæëèâèõ ñ✐ìåé ✐íòåðâàë✐â âèãëÿäó (a, b)✱ äå a < b ✐

a, b ∈ R✳

❮åñêëàäíî ïåðåâ✐ðÿ➵òüñÿ✱ ùî ñóêóïí✐ñòü O çàäîâîëüíÿ➵ âñ✐ àêñ✐✲

îìè ✭❚♦♣✶✮ ✕ ✭❚♦♣✸✮ ✐ ➵ òîïîëîã✐÷íîþ ñòðóêòóðîþ íà ìíîæèí✐ R✳

Ñàìå öþ òîïîëîã✐÷íó ñòðóêòóðó çàâæäè ìàþòü íà óâàç✐✱ êîëè ïðî

ìíîæèíó R ãîâîðÿòü ÿê ïðî òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳ ➶êàçàíà âèùå

òîïîëîã✐ÿ O íàçèâà➵òüñÿ ñòàíäàðòíîþ àáî êàíîí✐÷íîþ òîïîëîã✐➵þ

íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✳

❼ ❒íîæèíà (0, 1) ∪ (7, 10) ➵ â✐äêðèòîþ â êàíîí✐÷í✐é òîïîëîã✐➝

÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝ ÿê îá✬➵äíàííÿ äâîõ ✐íòåðâàë✐â✳

❼ ❒íîæèíà (0,+∞) â✐äêðèòà íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✱ îñê✐ëüêè

(0,+∞) =

∞
⋃

n=1

(0, n).

✽



✶✳✺
➬àìêíåí✐ ìíîæèíè òà îêîëè

❰çíà÷åííÿ ✶✳✷✳ Ï✐äìíîæèíà F òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà✲

➵òüñÿ çàìêíåíîþ✱ ÿêùî äîïîâíåííÿ äî íå➝ X \ F ➵ â✐äêðèòîþ ìíî✲

æèíîþ✳

❼ ➘îâ✐ëüíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {a} çàìêíåíà â êàíîí✐÷í✐é òî✲

ïîëîã✐➝ ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝✱ îñê✐ëüêè ➝➝ äîïîâíåííÿ

R \ {a} = (−∞, a) ∪ (a,+∞) =
∞
⋃

n=1

(

(a− n, a) ∪ (a, a+ n)
)

➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ ÿê îá✬➵äíàííÿ â✐äêðèòèõ ✐íòåðâàë✐â✳

❼ ➶✐äð✐çîê [a, b]✱ äå a < b✱ ➵ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ íà ÷èñëîâ✐é

ïðÿì✐é✱ áî äîïîâíåííÿ

R \ [a, b] = (−∞, a) ∪ (b,+∞) =
∞
⋃

n=1

(

(a− n, a) ∪ (b, b+ n)
)

â✐äêðèòå✳

❰çíà÷åííÿ ✶✳✸✳ ❰êîëîì òî÷êè â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ íàçèâà➵✲

òüñÿ äîâ✐ëüíà â✐äêðèòà ìíîæèíà✱ ùî ì✐ñòèòü öþ òî÷êó✳

❮àïðèêëàä✱ â✐äêðèòèé ✐íòåðâàë (0, 1) ➵ îêîëîì êîæíî➝ ñâî➵➝ òî✲

÷êè✱ à îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {0} íå ➵ îêîëîì ñâî➵➝ òî÷êè 0✱ àäæå íå

➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✳

✾



❐åêö✐ÿ ✷

➶ëàñòèâîñò✐ â✐äêðèòèõ ✐

çàìêíåíèõ ìíîæèí

✷✳✶
➶ëàñòèâîñò✐ çàìêíåíèõ ìíîæèí

Òâåðäæåííÿ ✷✳✶✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳ Òîä✐

✶✮ Ïåðåòèí äîâ✐ëüíî➝ ñóêóïíîñò✐ çàìêíåíèõ ìíîæèí â X ➵ çà✲

ìêíåíîþ ìíîæèíîþ✳

✷✮ ❰á✬➵äíàííÿ ñê✐í÷åííî➝ ê✐ëüêîñò✐ çàìêíåíèõ ìíîæèí â X ➵

çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ✳

✸✮ Ïîðîæíÿ ìíîæèíà òà âåñü ïðîñò✐ð X ➵ çàìêíåíèìè ìíî✲

æèíàìè✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíó ñ✐ì✬þ F = {Fs : s ∈ S} çàìêíå✲
íèõ ï✐äìíîæèí ïðîñòîðó X ✐ äîâåäåìî✱ ùî ìíîæèíà

F =
⋂

s∈S

Fs

✶✵



çàìêíåíà✳ ➘ëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ➝➝ äîïîâíåííÿ ✐ ñêîðèñòà➵ìî✲

ñÿ ôîðìóëàìè äå ❒îð➔àíà✿

G = X \ F = X \
⋂

s∈S

Fs =
⋃

s∈S

(X \ Fs).

➬ îçíà÷åííÿ çàìêíåíî➝ ìíîæèíè âèïëèâà➵✱ ùî äëÿ êîæíîãî

s ∈ S ìíîæèíà X \ Fs â✐äêðèòà â X✳ ➬à âëàñòèâ✐ñòþ ✭❚♦♣✶✮

îá✬➵äíàííÿ äîâ✐ëüíî➝ ê✐ëüêîñò✐ â✐äêðèòèõ ìíîæèí ➵ â✐äêðèòîþ

ìíîæèíîþ✳ ❰òæå✱ ìíîæèíà G â✐äêðèòà â ïðîñòîð✐ X✳ ➚ çíà✲

÷èòü✱ ìíîæèíà F çàìêíåíà✳

✷✮ Ðîçãëÿíåìî ñê✐í÷åííó ñ✐ì✬þ çàìêíåíèõ ìíîæèí F =

{F1, . . . , Fn}✳ ßê ✐ ïîïåðåäíüîìó ïóíêò✐ ðîçãëÿíåìî äîïîâíå✲

ííÿ ✐ âèêîðèñòà➵ìî ôîðìóëè äå ❒îð➔àíà✿

G = X \ F = X \
n
⋂

k=1

Fk =
n
⋃

k=1

(X \ Fk).

❰ñê✐ëüêè êîæíà ìíîæèíà Fk çàìêíåíà✱ òî äîïîâíåííÿ X \ Fk

â✐äêðèòå✳ ➬ âëàñòèâîñò✐ ✭❚♦♣✷✮ âèïëèâà➵✱ ùî ïåðåòèí ñê✐í÷åí✲

íî➝ ê✐ëüêîñò✐ â✐äêðèòèõ ìíîæèí ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✳ ❰ò✲

æå✱ ìíîæèíà G â✐äêðèòà✱ à ➝➝ äîïîâíåííÿ F ✕ çàìêíåíå✳

✸✮ ➬ã✐äíî ç âëàñòèâ✐ñòþ ✭❚♦♣✸✮✱ ∅ ✐ X ➵ â✐äêðèòèìè ìíîæèíàìè✱

à îñê✐ëüêè âîíè ➵ äîïîâíåííÿì îäíà äî îäíî➝✱ òî êîæíà ç íèõ

➵ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîð✐ X✳

➬àóâàæåííÿ ✷✳✷✳ ❒íîæèíè✱ ÿê✐ îäíî÷àñíî ➵ â✐êðèòèìè ✐ çàìêíå✲

íèìè✱ íàçèâàþòüñÿ â✐äêðèòî✲çàìêíåíèìè✳ ➬ ïîïåðåäíüîãî òâåðäæå✲

ííÿ âèïëèâà➵✱ ùî â äîâ✐ëüíîìó òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ X çàâæäè

➵ ïðèíàéìí✐ äâ✐ â✐äêðèòî✲çàìêíåí✐ ìíîæèíè ✕ ∅ ✐ X✳

➶ òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ ç äèñêðåòíîþ òîïîëîã✐➵þ êîæíà ìíî✲

æèíà ➵ â✐äêðèòîþ✱ à çíà÷èòü✱ êîæíà ìíîæèíà ➵ ✐ çàìêíåíîþ✳ ❰ò✲

æå✱ äîâ✐ëüíà ï✐äìíîæèíà äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó â✐äêðèòî✲çàìêíåíà

â íüîìó✳

➬àóâàæåííÿ ✷✳✸✳ ■ñíóþòü ìíîæèíè✱ ÿê✐ íå ➵ àí✐ â✐äêðèòèìè✱ àí✐

çàìêíåíèìè✳ ❮àïðèêëàä✱ ìíîæèíà [0, 1) ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝ ç êàíîí✐✲

÷íîþ òîïîëîã✐➵þ íå ➵ â✐äêðèòîþ✱ îñê✐ëüêè òî÷êà 0 íå ì✐ñòèòüñÿ â

✶✶



æîäíîìó ✐íòåðâàë✐ (a, b) ⊆ [0, 1)✳ ➬ òèõ ñàìèõ ì✐ðêóâàíü äîïîâíåííÿ

R\[0, 1) = (−∞, 0)∪[1,+∞) íå ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✱ áî òî÷êà 1 íå

➵ åëåìåíòîì æîäíîãî ✐íòåðâàëó✱ ÿêèé ì✐ñòèòüñÿ â ìíîæèí✐ [1,+∞)✳

➚ çíà÷èòü✱ ìíîæèíà [0, 1) íå ➵ çàìêíåíîþ✳

✷✳✷
❰ïèñ â✐äêðèòèõ ï✐äìíîæèí ÷èñëîâî➝

ïðÿìî➝

Òâåðäæåííÿ ✷✳✹✳ ❮åïîðîæíÿ ï✐äìíîæèíà ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝ ➵

â✐äêðèòîþ òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè âîíà ïîäà➵òüñÿ ó âèãëÿä✐

îá✬➵äíàííÿ ïîñë✐äîâíîñò✐ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ✐íòåðâàë✐â✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ ❮åõàé ∅ 6= G ⊆ R ✕ â✐äêðèòà ìíîæèíà✳

Òîä✐ G ➵ îá✬➵äíàííÿì äåÿêî➝ ñóêóïíîñò✐ â✐äêðèòèõ ✐íòåðâàë✐â

G =
⋃

s∈S

(as, bs).

➘ëÿ êîæíîãî x ∈ G ✐ñíó➵ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà Sx ⊆ S✱ òàêà✱ ùî

x ∈ (as, bs) ⊆ G äëÿ âñ✐õ s ∈ Sx✳ Ïîêëàäåìî

mx = inf{as : s ∈ Sx}, Mx = sup{bs : s ∈ Sx}

✐ ïîçíà÷èìî

Ix = (mx,Mx).

➬àóâàæèìî✱ ùî ÷èñëà mx òà Mx ìîæóòü áóòè íåñê✐í÷åííèìè✳ ➬à

ïîáóäîâîþ✱

x ∈ Ix ⊆ G.

❰òæå✱

G =
⋃

x∈G

Ix.

➘îâåäåìî✱ ùî áóäü✲ÿê✐ äâà ✐íòåðâàëè Ix òà Iy àáî çá✐ãàþòüñÿ✱ àáî

íå ïåðåòèíàþòüñÿ✳ ❰÷åâèäíî✱ ÿêùî x = y✱ òî Ix = Iy✳ ❮åõàé x 6= y

✐ Ix ∩ Iy 6= ∅✳ Òîä✐ ìíîæèíà I = Ix ∪ Iy ➵ â✐äêðèòèì ✐íòåðâàëîì✱

✶✷



ì✐ñòèòü òî÷êó x ✐ ì✐ñòèòüñÿ â G✳ ➚ëå Ix ✕ öå íàéá✐ëüøèé ✐íòåðâàë ç

òàêîþ âëàñòèâ✐ñòþ✱ òîìó

Ix ∪ Iy ⊆ Ix.

➚íàëîã✐÷í✐ ì✐ðêóâàííÿ ïîêàçóþòü✱ ùî

Ix ∪ Iy ⊆ Iy.

❰ñòàíí✐ äâà âêëþ÷åííÿ ìîæëèâ✐ ëèøå òîä✐✱ êîëè Ix = Iy✳

❰òæå✱ áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò✐✱ ââàæàòèìåìî✱ ùî â âñ✐ åëå✲

ìåíòè ïîïàðíî íåïåðåòèíí✐✳

➬àëèøèëîñÿ äîâåñòè✱ ùî ñ✐ì✬ÿ {Ix : x ∈ G} ì✐ñòèòü íå á✐ëüøå✱

í✐æ çë✐÷åííó ê✐ëüê✐ñòü ïîïàðíî ð✐çíèõ åëåìåíò✐â✳ ➬ ëåìè ïðî ù✐ëü✲

í✐ñòü ìíîæèíè ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë âèïëèâà➵✱ ùî â êîæíîìó ✐íòåð✲

âàë✐ Ix ✐ñíó➵ ðàö✐îíàëüíå ÷èñëî rx✳ ❰ñê✐ëüêè âñ✐ ✐íòåðâàëè ïîïàðíî

íåïåðåòèíí✐✱ òî âèáðàí✐ ðàö✐îíàëüí✐ ÷èñëà âñ✐ ð✐çí✐✳ ❰òæå✱

|{Ix : x ∈ G}| ≤ |Q| = ℵ0.

➘îñòàòí✐ñòü✳ ➪åçïîñåðåäíüî âèïëèâà➵ ç âëàñòèâîñò✐ ✭❚♦♣✶✮✳

✷✳✸
❒íîæèíà ✃àíòîðà

➶ öüîìó ïóíêò✐ ìè íàâåäåìî îäèí ö✐êàâèé ïðèêëàä çàìêíåíî➝ ï✐ä✲

ìíîæèíè ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝✱ çàïðîïîíîâàíèé í✐ìåöüêèì ìàòåìàòèêîì

➹åîðãîì ✃àíòîðîì✳

Ðîçãëÿíåìî â✐äð✐çîê [0, 1] ✐ ïîä✐ëèìî éîãî íà òðè ð✐âí✐ ÷àñòèíè

òî÷êàìè 1
3 ✐ 2

3 ✳ ➶èä✐ëèìî ✐íòåðâàë

I1 = (13 ,
2
3)

òà çàôàðáó➵ìî éîãî ÷åðâîíèì êîëüîðîì✿

✶✸



Òåïåð ïîä✐ëèìî êîæíèé ç íåçàôàðáîâàíèõ â✐äð✐çê✐â [0, 13 ] ✐ [
2
3 , 1]

íà òðè ð✐âí✐ ÷àñòèíè òî÷êàìè 1
9 ✱

2
9 ✱

7
9 ✐ 8

9 ✳ Ïîçíà÷èìî

I2 = (19 ,
2
9) ∪ (79 ,

8
9) ∪ I1

òà çàôàðáó➵ìî öþ ìíîæèíó ÷åðâîíèì✿

➬íîâó ïîä✐ëèìî êîæíó ç íåçàôàðáîâàíèõ ìíîæèí íà òðè ð✐âí✐ ÷à✲

ñòèíè✱ ïîçíà÷èìî

I3 = ( 1
27 ,

2
27) ∪ ( 7

27 ,
8
27) ∪ (1927 ,

20
27) ∪ (25,2726,27) ∪ I2

✐ òàêîæ çàôàðáó➵ìî öþ ìíîæèíó ÷åðâîíèì✳

Ïðîäîâæóþ÷è öåé àëãîðèòì äî íåñê✐í÷åííîñò✐✱ ìè îòðèìà➵ìî

ïîñë✐äîâí✐ñòü ✑÷åðâîíèõ✑ ìíîæèí (In)
∞
n=1✱ äå êîæíà ìíîæèíà In ➵

îá✬➵äíàííÿì â✐äêðèòèõ ✐íòåðâàë✐â✱ à çíà÷èòü✱ ✐ ñàìà ➵ â✐äêðèòîþ

ìíîæèíîþ✳

❒íîæèíà

C = [0, 1] \
∞
⋃

n=1

In

íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíîþ ✃àíòîðà ✐ ñêëàäà➵òüñÿ ç íåçàôàðáîâàíèõ

÷àñòèíîê â✐äð✐çêà [0, 1]✳

❒îæíà äîâåñòè✱ ùî êàíòîðîâà ìíîæèíà

✗ çàìêíåíà❀

✗ ñêëàäà➵òüñÿ ç ÷èñåë✱ òð✐éêîâèé ðîçêëàä ÿêèõ íå ì✐ñòèòü öè✲

ôðè 1❀

✗ ìà➵ êîíòèíóàëüíó ïîòóæí✐ñòü❀

✗ í✐äå íå ù✐ëüíà ✭òîáòî✱ êîæíèé ✐íòåðâàë (a, b) ⊆ R ì✐ñòèòü

✐íòåðâàë (c, d)✱ ÿêèé íå ïåðåòèíà➵òñüÿ ç C✮✳

✶✹



❐åêö✐ÿ ✸

➪àçà òîïîëîã✐➝

ßê ìè áà÷èëè â ïåðø✐é ëåêö✐➝✱ êàíîí✐÷íà òîïîëîã✐ÿ íà ÷èñëîâ✐é

ïðÿì✐é îïèñóâàëàñÿ ÿê ñóêóïí✐ñòü âñ✐õ ìîæëèâèõ îá✬➵äíàíü ✐íòåð✲

âàë✐â âèãëÿäó (a, b)✱ äå a, b ∈ R✳ ➚ëå ÷àñòî òîïîëîã✐÷íó ñòðóêòóðó

íà ìíîæèí✐ ëåãøå çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ äåÿêî➝ ➝➝ ÷àñòèíè✱ äî✲

ñòàòíüî➝ äëÿ â✐äíîâëåííÿ âñ✐➵➝ ñòðóêòóðè✳ Òàêó ÷àñòèíó íàçèâàþòü

áàçîþ òîïîëîã✐➝✳

✸✳✶
❰çíà÷åííÿ áàçè

❰çíà÷åííÿ ✸✳✶✳ ❮åõàé (X,O) ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳ ➪àçà òîïî✲

ëîã✐➝ àáî áàçà òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó ✕ öå äåÿêèé íàá✐ð â✐äêðèòèõ

ï✐äìíîæèí öüîãî ïðîñòîðó✱ òàêèé✱ ùî êîæíà íåïîðîæíÿ â✐äêðèòà

ìíîæèíà çîáðàæà➵òüñÿ ó âèãëÿä✐ îá✬➵äíàííÿ ìíîæèí ç öüîãî íàáî✲

ðó✳

➬ îçíà÷åííÿ êàíîí✐÷íî➝ òîïîëîã✐➝ íà R âèïëèâà➵✱ ùî âñ✐ ìîæëèâ✐

✐íòåðâàëè {(a, b) : a, b ∈ R} óòâîðþþòü áàçó ö✐➵➝ òîïîëîã✐➝✳

✶✺



➘îâåäåìî íàñòóïíèé ïðîñòèé ôàêò✱ ÿêèé ìè íàäàë✐ áóäåìî ÷àñòî

âèêîðèñòîâóâàòè✳

➘óæå êîðèñíà ëåìà✳ ❮åõàé B ✕ ñèñòåìà ìíîæèí ✐ A ✕ äåÿêà

ìíîæèíà✳ Òîä✐

A ïîäà➵òüñÿ ÿê îá✬➵äíàííÿ åëåìåíò✐â ç B

m
∀x ∈ A ∃Bx ∈ B✿ x ∈ Bx ⊆ A✳

➘îâåäåííÿ✳ ⇒✮ ➬à ïðèïóùåííÿì✱ ✐ñíó➵ íàá✐ð B′ äåÿêèõ ìíîæèí ç

B✱ òàêèé✱ ùî

A =
⋃

{B : B ∈ B
′}. ✭✸✳✶✮

➬àô✐êñó➵ìî äîâ✐ëüíó òî÷êó x ∈ A✳ Òîä✐ x ∈
⋃

{B : B ∈ B′}✱ à✱ îòæå✱

x íàëåæèòü äî ÿêî➝ñü ìíîæèíè Bx ∈ B′✳ ➬ ð✐âíîñò✐ ✭✸✳✶✮ âèïëèâà➵✱

ùî Bx ⊆ A✳

⇐✮ ❮àâïàêè✱ íåõàé äëÿ êîæíîãî x ∈ A ✐ñíó➵ ìíîæèíà Bx ∈ B✱

òàêà✱ ùî x ∈ Bx ⊆ A✳ Ïîêàæåìî✱ ùî

A =
⋃

x∈A

Bx.

➘ëÿ öüîãî çàóâàæèìî✱ ùî âêëþ÷åííÿ A ⊆
⋃

x∈ABx âèïëèâà➵ ç

âêëþ÷åííÿ x ∈ Bx äëÿ êîæíîãî x ∈ A✱ à îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ âè✲

ïëèâà➵ ç óìîâè Bx ⊆ A äëÿ êîæíîãî x ∈ A✳

Òâåðäæåííÿ ✸✳✷✳ ❬Õàðàêòåðèçàö✐➝ áàçè òîïîëîã✐➝❪ ❮åõàé X ✕ äå✲

ÿêà ìíîæèíà✳

① Ñóêóïí✐ñòü B â✐äêðèòèõ ìíîæèí ➵ áàçîþ òîïîëîã✐➝ O íà

ìíîæèí✐ X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè äëÿ äîâ✐ëüíîãî O ∈ O ✐

äîâ✐ëüíîãî x ∈ O ✐ñíó➵ B ∈ B✱ òàêå✱ ùî x ∈ B ⊆ O✳

② Ñóêóïí✐ñòü B â✐äêðèòèõ ìíîæèí ➵ áàçîþ äåÿêî➝ òîïîëîã✐➝

íà X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè

✭❇✶✮ X ➵ îá✬➵äíàííÿì äåÿêèõ ìíîæèí ç B✱

✭❇✷✮ ïåðåòèí äîâ✐ëüíèõ äâîõ ìíîæèí ç B çîáðàæà➵òüñÿ ó

âèãëÿä✐ îá✬➵äíàííÿ äåÿêèõ ìíîæèí ç B✳

✶✻



➘îâåäåííÿ✳ ① ➶èïëèâà➵ ç äóæå êîðèñíî➝ ëåìè✳

② ⇒✮ ❮åõàé B ✕ öå áàçà äåÿêî➝ òîïîëîã✐➝ O✳ ❰ñê✐ëüêè X ∈ O✱

òî ïåðøà óìîâà òâåðäæåííÿ íåãàéíî âèïëèâà➵ ç îçíà÷åííÿ áà✲

çè✳ ➶✐çüìåìî òåïåð äâ✐ äîâ✐ëüí✐ ìíîæèíè U, V ∈ B✳ ➬ äðóãî➝

àêñ✐îìè òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè âèïëèâà➵✱ ùî U ∩V ∈ O✱ à îò✲

æå✱ çíîâó çàñòîñóâàâøè îçíà÷åííÿ áàçè✱ ìè îòðèìà➵ìî äðóãó

óìîâó òâåðäæåííÿ✳

② ⇐✮ ❐åãêî áà÷èòè✱ ùî ñ✐ì✬ÿ O✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ìîæëè✲

âèõ îá✬➵äíàíü ï✐äìíîæèí íàáîðó B✱ çàäîâîëüíÿ➵ ïåðøó àêñ✐✲

îìó òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè ✭îñê✐ëüêè îá✬➵äíàííÿ îá✬➵äíàíü ➵

îá✬➵äíàííÿì✮✳

Ïåðåâ✐ðèìî äðóãó àêñ✐îìó✳ ❮åõàé U, V ∈ O✳ Òîä✐

U =
⋃

s∈S

Us, V =
⋃

t∈T

Vt,

äå ìíîæèíè Us ✐ Vt ➵ åëåìåíòàìè áàçè B äëÿ âñ✐õ s ∈ S ✐ t ∈ T ✳

❰ñê✐ëüêè

U ∩ V =

(

⋃

s∈S

Us

)

∩

(

⋃

t∈T

Vt

)

=
⋃

s∈S,t∈T

(Us ∩ Vt),

à ïåðåòèíè Us ∩ Vt çà óìîâîþ çîáðàæàþòüñÿ ó âèãëÿä✐

îá✬➵äíàíü ìíîæèí ç B✱ òî ✐ U ∩ V òàêîæ ïîäà➵òüñÿ â òàêî✲

ìó âèãëÿä✐✳ ❰òæå✱ U ∩ V ∈ O✳

Òðåòÿ àêñ✐îìà òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè íåãàéíî âèïëèâà➵ ç òî✲

ãî✱ ùî X ïîäà➵òüñÿ ÿê îá✬➵äíàííÿ åëåìåíò✐â ç B✳

Ðîçãëÿíåìî íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é áàçó B′ êàíîí✐÷íî➝ òîïîëîã✐➝ O✿

B
′ = {(a, b) : a, b ∈ R}

✐ ñ✐ì✬þ

B
′′ = {(a, b) : a, b ∈ Q}.

Ïîêàæåìî✱ ùî B′′ òàêîæ óòâîðþ➵ áàçó êàíîí✐÷íî➝ òîïîëîã✐➝ íà R✳

➘ëÿ öüîãî ïåðåâ✐ðèìî óìîâó ① ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ✳ ❮åõàé

✶✼



O ∈ O ✐ x ∈ O✳ ❰ñê✐ëüêè O ➵ îá✬➵äíàííÿì ✐íòåðâàë✐â ç B′✱ òî ✐ñíó➵

äåÿêèé ✐íòåðâàë (a, b) ∈ B′✱ òàêèé✱ ùî

x ∈ (a, b) ⊆ O.

➬ ëåìè ïðî ù✐ëüí✐ñòü ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë âèïëèâà➵✱ ùî ✐ñíóþòü

ðàö✐îíàëüí✐ ÷èñëà r ✐ q✱ òàê✐✱ ùî a < r < x ✐ x < q < b✳ Òàêèì

÷èíîì✱ x ∈ (r, q) ⊆ O✳

➬àóâàæèìî✱ ùî ïîòóæí✐ñòü áàçè B′ äîð✐âíþ➵ ïîòóæíîñò✐ ìíî✲

æèíè âñ✐õ ïàð ä✐éñíèõ ÷èñåë✱ òîáòî

|B′| = |R2| = |R| = c,

à ïîòóæí✐ñòü áàçè B′′ äîð✐âíþ➵ ïîòóæíîñò✐ ìíîæèíè âñ✐õ ïàð ðà✲

ö✐îíàëüíèõ ÷èñåë✱ òîáòî

|B′′| = |Q2| = |Q| = ℵ0 < |B′|.

■íøèìè ñëîâàìè✱ áàçà B′′ ✑ìåíøå✑✱ í✐æ áàçà B′✳

❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà âñ✐õ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë ö✐ëêîì âïîðÿäêîâà✲

íà â✐äíîøåííÿì <✱ òî ìíîæèíà êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë âèäó |B|✱ äå
B ✕ áàçà òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó (X,O)✱ ìà➵ íàéìåíøèé åëåìåíò✳

❰çíà÷åííÿ ✸✳✸✳ ❮àéìåíøå ç óñ✐õ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë âèäó |B|✱ äå
B ✕ áàçà òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó (X,O)✱ íàçèâà➵òüñÿ âàãîþ òîïî✲

ëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó (X,O) ✐ ïîçíà÷à➵òüñÿ ÷åðåç w(X,O)✳

Ïðèïóñòèìî✱ ùî ✐ñíó➵ áàçà B êàíîí✐÷íî➝ òîïîëîã✐➝ O íà R✱ ÿêà

ñêëàäà➵òüñÿ ✐ç ñê✐í÷åííî➝ ê✐ëüêîñò✐ ìíîæèí✿

B = {B1, . . . , Bn}.

❰ñê✐ëüêè êîæíèé îáìåæåíèé ✐íòåðâàë ✐ êîæíèé íåîáìåæåíèé ✐í✲

òåðâàë ➵ åëåìåíòàìè O✱ òî âîíè ïîäàþòüñÿ ÿê îá✬➵äíàííÿ äåÿêèõ

ìíîæèí ç B✳ Òàêèì ÷èíîì✱ äåÿê✐ åëåìåíòè ç ñ✐ì✬➝ B ➵ îáìåæå✲

íèìè ìíîæèíàìè✱ à äåÿê✐ ✕ íåîáìåæåíèìè✳ ❮å ïîðóøóþ÷è çà✲

ãàëüíîñò✐✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî ìíîæèíè B1, . . . , Bk äëÿ äåÿêîãî íà✲

òóðàëüíîãî k îáìåæåí✐✱ à ìíîæèíè Bk+1, . . . , Bn ✕ í✐✳ Ïîêëàäåìî

α = inf(B1 ∪ · · · ∪ Bk) ∈ R ✐ β = sup(B1 ∪ · · · ∪ Bk) ∈ R✳ ➬ðîçóì✐ëî

òîä✐✱ ùî æîäíèé îáìåæåíèé ✐íòåðâàë✱ ÿêèé ëåæèòü çë✐âà â✐ä ÷èñëà

✶✽



α✱ òà æîäíèé îáìåæåíèé ✐íòåðâàë✱ ÿêèé ëåæèòü ñïðàâà â✐ä ÷èñëà β

âæå íå ïîäà➵òüñÿ ó âèãëÿä✐ îá✬➵äíàííÿ ìíîæèí ç ñ✐ì✬➝ B✳

Òàêèì ÷èíîì✱ ïðîñò✐ð R ç✐ ñòàíäàðòíîþ òîïîëîã✐➵þ ìà➵ çë✐÷åííó

âàãó✳

➶ïðàâà ✸✳✹✳ ➘îâåä✐òü✱ ùî âàãà äèñêðåòíîãî ïðîñòîðó X äîð✐âíþ➵

éîãî ïîòóæíîñò✐✳

✸✳✷
➪àçè åâêë✐äîâî➝ òîïîëîã✐➝ ïëîùèíè

Ðîçãëÿíåìî íàñòóïí✐ òðè íàáîðè ï✐äìíîæèí ïëîùèíè R2✿

✘ íàá✐ð Σ1✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ìîæëèâèõ êâàäðàò✐â ✭â ÿê✐ íå

âõîäÿòü ñòîðîíè òà âåðøèíè✮✱ ñòîðîíè ÿêèõ ïàðàëåëüí✐ á✐ñå✲

êòðèñàì êîîðäèíàòíèõ êóò✐â❀

✘ íàá✐ð Σ2✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ìîæëèâèõ êðóã✐â áåç ìåæ✐❀

✘ íàá✐ð Σ∞✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ìîæëèâèõ êâàäðàò✐â ✭â ÿê✐

íå âõîäÿòü ñòîðîíè òà âåðøèíè✮✱ ñòîðîíè ÿêèõ ïàðàëåëüí✐ êî✲

îðäèíàòíèì îñÿì✳

Òâåðäæåííÿ ✸✳✺✳ ① ➘îâ✐ëüíèé åëåìåíò ç Σ1 ➵ îá✬➵äíàííÿì

åëåìåíò✐â ç Σ∞✳

② Ïåðåòèí äâîõ åëåìåíò✐â ç Σ1 ➵ îá✬➵äíàííÿì åëåìåíò✐â ç Σ1✳

③ ✃îæíèé ç íàáîð✐â Σ1✱ Σ2✱ Σ∞ ➵ áàçîþ îäí✐➵➝ ✐ ò✐➵➝ æ òîïî✲

ëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè íà ïëîùèí✐ R2✳

➘îâåäåííÿ✳

① ❮åõàé U ∈ Σ1 ✕ âíóòð✐øí✐ñòü äåÿêîãî êâàäðàòó✱ ñòîðîíè ÿêîãî

ïàðàëåëüí✐ á✐ñåêòðèñàì êîîðäèíàòíèõ êóò✐â✳ ➬àô✐êñó➵ìî äîâ✐ëüíó

òî÷êó p = (x, y) ∈ U òà çíàéäåìî êâàäðàò✱ âíóòð✐øí✐ñòü ÿêîãî B

ì✐ñòèòü äàíó òî÷êó ✐ ì✐ñòèòüñÿ â U ✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç r íàéìåíøó

ç ÷îòèðüîõ â✐äñòàíåé â✐ä òî÷êè p äî ñòîð✐í êâàäðàòó U ✳ ➬ðîçóì✐ëî✱

✶✾



ùî òîä✐ êðóã K ç öåíòðîì â òî÷ö✐ p ðàä✐óñîì r äîòèêà➵òüñÿ äî îäí✐➵➝

ç ñòîð✐í êâàäðàòà U ✐ ïîâí✐ñòþ â íüîìó ì✐ñòèòüñÿ✳ Ðîçãëÿíåìî âíó✲

òð✐øí✐ñòü B êâàäðàòó ç öåíòðîì â òî÷ö✐ p✱ ÿêèé âïèñàíèé â êðóã

K✱ ñòîðîíè ÿêîãî ïàðàëåëüí✐ îñÿì êîîðäèíàò✳ ßñíî✱ ùî p ∈ B ⊆ U ✳

➬àëèøèëîñÿ çàñòîñóâàòè äóæå êîðèñíó ëåìó✳

② ➘îâåäåííÿ öüîãî ôàêòó çàëèøà➵ìî ÷èòà÷åâ✐ â ÿêîñò✐ âïðàâè✳

③ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ïåðøà óìîâà òâåðäæåííÿ ïðî õàðàêòåðèçàö✐þ áàçè

âèêîíó➵òüñÿ äëÿ íàáîðó Σ1✳ ➘ðóãà õàðàêòåðèçàö✐éíà óìîâà âèêîíó✲

➵òüñÿ çã✐äíî ç âëàñòèâ✐ñòþ ② öüîãî òâåðäæåííÿ✳ ❰òæå✱ íàá✐ð Σ1 ➵

òîïîëîã✐÷íîþ ñòðóêòóðîþ✳

➚íàëîã✐÷íî âñòàíîâëþ➵òüñÿ✱ ùî íàá✐ð Σ2 òàêîæ ➵ òîïîëîã✐÷íîþ

ñòðóêòóðîþ✳

Ïîêàæåìî✱ ùî òîïîëîã✐÷í✐ ñòðóêòóðè✱ ïîðîäæåí✐ íàáîðàìè Σ1 ✐

Σ2 çá✐ãàþòüñÿ✳

➬á✐ã òîïîëîã✐÷íèõ ñòðóêòóð✱ ùî ïîðîäæóþòüñÿ íàáîðàìè Σ1 ✐ Σ2✱

îçíà÷à➵✱ ùî êîæíà ìíîæèíà íà ïëîùèí✐✱ ÿêà ➵ îá✬➵äíàííÿì êâàäðà✲

òèê✐â ç Σ1✱ ➵ òàêîæ îá✬➵äíàííÿì êðóã✐â ç Σ2✱ ✐ íàâïàêè✳

Òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà✱ ùî ïîðîäæó➵òüñÿ êîæíîþ ç áàç Σ1✱ Σ2

÷è Σ∞ íàçèâà➵òüñÿ åâêë✐äîâîþ òîïîëîã✐➵þ íà ïëîùèí✐✳

❰çíà÷åííÿ ✸✳✻✳ ➪àçè✱ ÿê✐ çàäàþòü îäíó ✐ òó æ òîïîëîã✐÷íó ñòðó✲

êòóðó✱ íàçèâàþòüñÿ åêâ✐âàëåíòíèìè✳

✸✳✸
Ïåðåäáàçà ïðîñòîðó ✐ áàçà â òî÷ö✐

❰çíà÷åííÿ ✸✳✼✳ Ñ✐ì✬ÿ ìíîæèí P ⊆ O íàçèâà➵òüñÿ ïåðåäáàçîþ

òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó (X,O)✱ ÿêùî ñ✐ì✬ÿ

B = {P1 ∩ · · · ∩ Pn : Pk ∈ P, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N}

âñ✐õ ìîæëèâèõ ñê✐í÷åííèõ ïåðåòèí✐â åëåìåíò✐â ç P óòâîðþ➵ áàçó â

(X,O)✳

✷✵



❮àïðèêëàä✱ ñ✐ì✬ÿ íåñê✐í÷åííèõ ✐íòåðâàë✐â

P = {(a,+∞), (−∞, a) : a ∈ Q}

óòâîðþ➵ ïåðåäáàçó êàíîí✐÷íî➝ òîïîëîã✐➝ íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✳

❰çíà÷åííÿ ✸✳✽✳ ❮åõàé (X,O) ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ x ∈ X✳

Ñ✐ì✬ÿ Bx îêîë✐â òî÷êè x íàçèâà➵òüñÿ áàçîþ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó

X â òî÷ö✐ x✱ ÿêùî

äëÿ äîâ✐ëüíîãî îêîëó V òî÷êè x ✭✸✳✷✮

✐ñíó➵ åëåìåíò U ∈ Bx, òàêèé✱ ùî x ∈ U ⊆ V.

Òâåðäæåííÿ ✸✳✾✳ ßêùî B ✕ öå áàçà òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó

(X,O)✱ òî ñ✐ì✬ÿ Bx✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ åëåìåíò✐â áàçè B✱ ÿê✐

ì✐ñòÿòü òî÷êó x✱ óòâîðþ➵ áàçó â òî÷ö✐ x✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïåðåâ✐ðèìî✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ✭✸✳✷✮ ç îçíà÷åííÿ áà✲

çè â òî÷ö✐✳ ❮åõàé V ✕ äîâ✐ëüíèé îê✐ë òî÷êè x✳ ➬ã✐äíî ç õàðàêòåðè✲

çàö✐➵þ áàçè òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó✱ ✐ñíó➵ åëåìåíò U ∈ B✱ òàêèé✱

ùî x ∈ U ⊆ V ✳ ➬à ïðèïóùåííÿì òâåðäæåííÿ✱ V ∈ Bx✳

Òâåðäæåííÿ ✸✳✶✵✳ ßêùî äëÿ êîæíî➝ òî÷êè x ∈ (X,O) âèçíà÷åíà

áàçà Bx â ö✐é òî÷ö✐✱ òî îá✬➵äíàííÿ

B =
⋃

x∈X

Bx

óòâîðþ➵ áàçó òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó (X,O)✳

➘îâåäåííÿ✳ Ðîçãëÿíåìî â✐äêðèòó ìíîæèíó O ∈ O✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíîãî

x ∈ O âèáåðåìî áàçèñíó ìíîæèíó Ux ∈ Bx✱ òàêó✱ ùî x ∈ Ux ⊆ O✳

❐åãêî ïåðåâ✐ðèòè✱ ùî O =
⋃

x∈O Ux✳ ❰òæå✱ ìíîæèíà O çîáðàæà➵✲

òüñÿ ó âèãëÿä✐ îá✬➵äíàííÿ ìíîæèí ç ñ✐ì✬➝ B✱ à çíà÷èòü B ➵ áàçîþ â

(X,O)✳

✷✶



❐åêö✐ÿ ✹

Ïîð✐âíÿííÿ òîïîëîã✐é

✹✳✶
Ð✐çí✐ òîïîëîã✐➝ íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é

Ðîçãëÿíåìî ð✐çí✐ òîïîëîã✐÷í✐ ñòðóêòóðè íà ìíîæèí✐ âñ✐õ ä✐éñíèõ

÷èñåë✳

✘ ➘èñêðåòíà òîïîëîã✐ÿ✳ Òîïîëîã✐÷íó ñòðóêòóðó óòâîðþ➵ íà✲

á✐ð O = 2R✳ ❰ñê✐ëüêè êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà ➵ â✐ä✲

êðèòîþ â ö✐é òîïîëîã✐➝✱ òî êîæíà áàçà B äèñêðåòíî➝ òîïî✲

ëîã✐➝ ïîâèííà ì✐ñòèòè âñ✐ îäíîòî÷êîâ✐ ìíîæèíè✳ ❮àéìåíøà

òàêà áàçà ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ òî÷îê ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝✱ òîáòî✱

B = {{x} : x ∈ R}✳ ❰òæå✱ w(R,O) = |R| = c✳

✘ ➚íòèäèñêðåòíà òîïîëîã✐ÿ✳ Òîïîëîã✐÷íó ñòðóêòóðó óòâîðþ➵

íàá✐ð O = {∅,R}✳ ❰÷åâèäíî✱ ùî áàçà ö✐➵➝ òîïîëîã✐➝ B òåæ

ñêëàäà➵òüñÿ ç äâîõ ìíîæèí ∅ ✐ R✱ îòæå✱ w(R,O) = 2✳

✘ ✃î✲ñê✐í÷åííà òîïîëîã✐ÿ✳ ❮åõàé

O = {A ⊆ R : 0 6∈ A} ∪ {A : |X \A| < ℵ0},

✷✷



òîáòî✱ ñ✐ì✬ÿ O ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ï✐äìíîæèí ÷èñëîâî➝ ïðÿ✲

ìî➝✱ ÿê✐ íå ì✐ñòÿòü íóëü✱ à òàêîæ ç óñ✐õ ï✐äìíîæèí✱ ÿê✐ ìàþòü

ñê✐í÷åííå äîïîâíåííÿ✳ ❐åãêî âñòàíîâèòè✱ ùî ñ✐ì✬ÿ O óòâîðþ➵

òîïîëîã✐þ íà R✳ ➶ñ✐ îäíîòî÷êîâ✐ ìíîæèíè â (R,O) çà âèêëþ✲

÷åííÿì ìíîæèíè {0} â✐äêðèòî✲çàìêíåí✐✱ à ìíîæèíà {0} çà✲

ìêíåíà✱ àëå íå â✐äêðèòà✳ Ñ✐ì✬ÿ✱

B = {{x} : x 6= 0} ∪ {A : |X \A| < ℵ0}

óòâîðþ➵ áàçó â ïðîñòîð✐ (R,O) íàéìåíøî➝ ïîòóæíîñò✐✳ Òîìó

w(R,O) = |R| = c✳

✹✳✷
Ñëàáøà òà ñèëüí✐øà òîïîëîã✐➝

ßê ìè áà÷èëè ç ïîïåðåäí✐õ ïðèêëàä✐â✱ íà îäí✐é ✐ ò✐é ñàì✐é ìíî✲

æèí✐ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ð✐çí✐ òîïîëîã✐÷í✐ ñòðóêòóðè✳

❰çíà÷åííÿ ✹✳✶✳ ❮åõàé O1 ✐ O2 ✕ äâ✐ òîïîëîã✐÷í✐ ñòðóêòóðè íà ìíî✲

æèí✐ X✱ ïðè÷îìó O1 ⊆ O2✳ Òîä✐ êàæóòü✱ ùî òîïîëîã✐ÿ O2 ñèëüí✐øà

✭àáî òîíøà✮✱ í✐æ O1✱ à✱ â✐äïîâ✐äíî✱ òîïîëîã✐ÿ O1 ñëàáøà ✭àáî ãðóá✲

øà✮✱ í✐æ O2✳

❮àéñèëüí✐øà òîïîëîã✐ÿ íà ìíîæèí✐ X ✕ äèñêðåòíà✱ àäæå âîíà

ì✐ñòèòü âñ✐ ï✐äìíîæèíè ìíîæèíè X✳ ➚ íàéñëàáøà òîïîëîã✐ÿ íà

ìíîæèí✐ X ✕ àíòèäèñêðåòíà✱ îñê✐ëüêè ñêëàäà➵òüñÿ ò✐ëüêè ç äâîõ

ìíîæèí✳

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî íå çàâæäè âèêîíó➵òüñÿ îäíå ç âêëþ÷åíü O1 ⊆
O2 ÷è O2 ⊆ O1✳ ➶ òàêîìó âèïàäêó òîïîëîã✐➝ O1 ✐ O2 íàçèâàþòüñÿ

íåïîð✐âíÿííèìè✳

✷✸



✹✳✸
Ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ

Ðîçãëÿíåìî ñ✐ì✬þ ï✐äìíîæèí ä✐éñíèõ ÷èñåë

B = {[a, b) : a ∈ R, b ∈ Q}.

Ïîêàæåìî✱ ùî B çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìè áàçè ✭òîáòî✱ óìîâè ✭❇✶✮ ✐

✭❇✷✮ òâåðäæåííÿ ✸✳✷ ç ïîïåðåäíüî➝ ëåêö✐➝✮✳ Ñïðàâä✐✱ íåõàé x ∈ R✳

Ïîçíà÷èìî r = [x] + 1✳ Òîä✐ r > x ✐ r ∈ Q✳ ✃ð✐ì òîãî✱ x ∈ [x, r) ⊆ R✳

❰òæå✱ óìîâà ✭❇✶✮ âèêîíó➵òüñÿ✳ ➶✐çüìåìî òåïåð äâà äîâ✐ëüí✐ ïðî✲

ì✐æêè [a, b) ✐ [c, d)✱ äå b, d ∈ Q✱ òà òî÷êó x ∈ [a, b) ∩ [c, d)✳ Òîä✐

x ∈ [c, b) ∈ B✳ Òàêèì ÷èíîì✱ óìîâà ✭❇✷✮ òåæ âèêîíó➵òüñÿ✳ ❰òæå✱

ñ✐ì✬ÿ B óòâîðþ➵ áàçó äåÿêî➝ òîïîëîã✐➝ O íà R✳

×èñëîâà ïðÿìà✱ íàä✐ëåíà òàêîþ òîïîëîã✐➵þ íàçèâà➵òüñÿ ïðÿìà

➬îð➔åíôðåÿ ✐ ïîçíà÷à➵òüñÿ ñèìâîëîì S✳

Ðîçãëÿíåìî äîïîâíåííÿ äî äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè ç ñ✐ì✬➝ B✿

S \ [a, b) = (−∞, a) ∪ [b,+∞)

✐ âèáåðåìî äâ✐ ïîñë✐äîâíîñò✐ ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë (an)
∞
n=1 òà (bn)

∞
n=1✱

òàê✐✱ ùî an < a✱ bn > b ✐ limn→∞ an = a✱ limn→∞ bn = +∞✳ Òîä✐

(−∞, a) ∪ [b,+∞) =
∞
⋃

n=1

[a− n, an) ∪ [b, bn).

❰ñê✐ëüêè [a − n, an), [b, bn) ∈ B✱ òî ìíîæèíà S \ [a, b) ➵ â✐äêðèòîþ â

S✳ ➚✱ îòæå✱ ìíîæèíà [a, b) ➵ â✐äêðèòî✲çàìêíåíîþ â S✳

❮åõàé (an)
∞
n=1 ✕ äîâ✐ëüíà ïîñë✐äîâí✐ñòü ä✐éñíèõ ÷èñåë✱ (bn)

∞
n=1 ✕

äîâ✐ëüíà ïîñë✐äîâí✐ñòü ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë✱ òàê✐✱ ùî ùî a < an <

bn < b ✐ limn→∞ an = a✱ limn→∞ bn = b✳ Òîä✐ ç ð✐âíîñò✐

(a, b) =
∞
⋃

n=1

[an, bn)

✷✹



âèïëèâà➵✱ ùî ✐íòåðâàë (a, b) ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ íà ïðÿì✐é ➬îð✲

➔åíôðåÿ✳ ❰òæå✱ òîïîëîã✐ÿ ïðÿìî➝ ➬îð➔åíôðåÿ ñèëüí✐øà✱ í✐æ êàíî✲

í✐÷íà òîïîëîã✐ÿ ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝✳

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî |B| = c✳ ❰òæå✱ w(S) ≤ c✳ ➘îâåäåìî✱ ùî âàãà ïðÿ✲

ìî➝ ➬îð➔åíôðåÿ íåçë✐÷åííà✳ Ïðèïóñòèìî✱ ì✐ðêóþ÷è â✐ä ñóïðîòèâ✲

íîãî✱ ùî ✐ñíó➵ çë✐÷åííà áàçà B′ = {Bn : n ∈ N} òîïîëîã✐➝ ïðÿ✲

ìî➝ ➬îð➔åíôðåÿ✳ ➪åç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò✐ ìîæåìî ââàæàòè✱ ùî

êîæíà ìíîæèíà Bn îáìåæåíà çíèçó ✭ñïðàâä✐✱ ÿêùî ÿêàñü ìíîæè✲

íà B0 ➵ íåîáìåæåíîþ çíèçó✱ òî ñ✐ì✬ÿ B′ \ {B0} òàêîæ çàëèøà➵✲

òüñÿ áàçîþ✱ îñê✐ëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ B0 ✐ñíó➵ Bx ∈ B′✱ òàêå✱

ùî x ∈ Bx ⊆ [x, r)✮✳ Ïîêëàäåìî pn = infBn✳ ❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà

P = {pn : n ∈ N} çë✐÷åííà✱ òî ✐ñíó➵ p ∈ S \ P ✳ ßêùî pn < p✱ òî

æîäíà ìíîæèíà âèãëÿäó [p, r) íå ìîæå ì✐ñòèòè ìíîæèíó ç B❀ ÿêùî

pn > p✱ òî ìíîæèíà [p, pn) íå ïåðåòèíà➵òüñÿ ç ìíîæèíàìè ç B✳ Òà✲

êèì ÷èíîì✱ w(S) = c✳

Ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ âïåðøå ç✬ÿâèëàñÿ â ñòàòò✐ ➚ëåêñàíäðîâà ✐

Óðèñîíà ❬✾❪✱ àëå ò✐ëüêè ï✐ñëÿ ïîÿâè ðîáîòè àìåðèêàíñüêîãî ìàòå✲

ìàòèêà Ðîáåðòà ➬îð➔åíôðåÿ ❬✶✶❪ âîíà ñòàëà ✑óí✐âåðñàëüíèì êîíòð✲

ïðèêëàäîì✑ â òîïîëîã✐➝✳

✹✳✹
Ïëîùèíà ❮åìèöüêîãî

Ðîçãëÿíåìî âåðõíþ ï✐âïëîùèíó

P = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 0}.

×åðåç P0 ïîçíà÷èìî ïðÿìó y = 0✱ à ÷åðåç P1 ✕ ï✐âïëîùèíó P \ P0✳

➘ëÿ êîæíî➝ òî÷êè p = (x, y) ∈ P1 âèáåðåìî ÷èñëî Np ∈ N✱ òàêå✱

ùî âíóòð✐øí✐ñòü êðóãà ç öåíòðîì â òî÷ö✐ p ✐ ðàä✐óñîì 1
Np

ì✐ñòèòüñÿ

â P1✱ òà ïîçíà÷èìî ÷åðåç Bp,n âíóòð✐øíîñò✐ êðóã✐â ç öåíòðîì â òî÷ö✐

p ✐ ðàä✐óñàìè Np + n✳

➘ëÿ âñ✐õ òî÷îê p = (x, 0) ∈ P0 ÷åðåç Bp,n ïîçíà÷èìî âíóòð✐øí✐ñòü

êðóãà✱ ÿêèé äîòèêà➵òüñÿ äî ïðÿìî➝ P0 â òî÷ö✐ x ✐ ìà➵ ðàä✐óñ 1
n
ðàçîì

ç òî÷êîþ {(x, 0)}✳

✷✺



Ïëîùèíîþ ❮åìèöüêîãî íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíà P = P0 ∪ P1 ç òî✲

ïîëîã✐➵þ✱ ïîðîäæåíîþ ñ✐ì✬➵þ áàçèñíèõ ìíîæèí

B = {Bp,n : p ∈ P, n ∈ N}.

Ïëîùèíà ❮åìèöüêîãî áóëà ââåäåíà ➚ëåêñàíäðîâèì ✐ Õîïôîì

â ❬✶✵❪ ç ïîñèëàííÿì íà ❮åìèöüêîãî✳ Ïëîùèíà ❮åìèöüêîãî ➵ ✐íøèì

✑óí✐âåðñàëüíèì êîíòðïðèêëàäîì✑ â òîïîëîã✐➝✳

✷✻



❐åêö✐ÿ ✺

❒åòðè÷í✐ ïðîñòîðè

✺✳✶
❰çíà÷åííÿ ✐ ïåðø✐ ïðèêëàäè

❰çíà÷åííÿ ✺✳✶✳ ❒åòðèêîþ íà ìíîæèí✐ X íàçèâà➵òüñÿ â✐äîáðà✲

æåííÿ d : X ×X → [0,+∞) ç âëàñòèâîñòÿìè

✭▼✶✮ d(x, y) ≥ 0 ✭íåâ✐ä✬➵ìí✐ñòü✮❀

✭▼✷✮ d(x, y) = d(y, x) ✭ñèìåòðè÷í✐ñòü✮❀

✭▼✸✮ d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) ✭íåð✐âí✐ñòü òðèêóòíèêà✮❀

✭▼✹✮ d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

äëÿ äîâ✐ëüíèõ x, y, z ∈ X✳

✘ ➘èñêðåòíà ìåòðèêà✳ ßêùî X ✕ äîâ✐ëüíà ìíîæèíà✱ òî ôóí✲

êö✐ÿ

d(x, y) =

{

1, x 6= y,

0, x = y

➵ ìåòðèêîþ íà X✱ ÿêà íàçèâà➵òüñÿ äèñêðåòíîþ ìåòðèêîþ✳

✷✼



Ïåðåâ✐ðêó òèõ ôàêò✐â✱ ùî íàâåäåí✐ íèæ÷å ôóíêö✐➝ çàäîâîëüíÿ✲

þòü âñ✐ àêñ✐îìè ìåòðèêè✱ çàëèøà➵ìî ÷èòà÷åâ✐ â ÿêîñò✐ âïðàâè✳

✘ ❒åòðèêè íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✳

✕ d(x, y) = |x− y|❀

✕ d(x, y) = |x−y|
1+|x−y| ❀

✕ d(x, y) = sin(x− y)❀

✕ d(x, y) = | sin(x− y)|✳

✘ ❒åòðèêè íà ïëîùèí✐✳

✕ d2(x, y) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2❀

✕ d1(x, y) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|❀

✕ d∞(x, y) = max{|x1 − x2|, |y1 − y2|}✳

❰çíà÷åííÿ ✺✳✷✳ ❒åòðè÷íèé ïðîñò✐ð (X, d) ✕ öå ìíîæèíà X

ðàçîì ✐ç ââåäåíîþ íà í✐é ìåòðèêîþ d✳

✺✳✷
✃óë✐ òà ñôåðè

❰çíà÷åííÿ ✺✳✸✳ ❮åõàé x0 ∈ X ✐ ε > 0✳ ❒íîæèíè

B(x0, ε) = {x ∈ X : d(x, x0) < ε},

B[x0, ε] = {x ∈ X : d(x, x0) ≤ ε}

íàçèâàþòüñÿ â✐äêðèòîþ ÷è çàìêíåíîþ êóëåþ ç öåíòðîì x0 ✐ ðàä✐ó✲

ñîì ε â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐ (X, d)✱ â✐äïîâ✐äíî✳

❒íîæèíó

S[x0, ε] = {x ∈ X : d(x, x0) = ε}

ìè íàçèâà➵ìî ñôåðîþ✳

✷✽



➘ëÿ ìíîæèíè A ✐ òî÷êè x ç ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) ïîêëà✲

äåìî

d(x,A) = inf
y∈A

d(x, y),

diamA = sup
x,y∈A

d(x, y).

✺✳✸
❒åòðè÷íà òîïîëîã✐ÿ

➶ïðàâà ✺✳✹✳ ❒íîæèíà âñ✐õ â✐äêðèòèõ êóëü â ìåòðè÷íîìó ïðî✲

ñòîð✐ (X, d) óòâîðþ➵ áàçó äåÿêî➝ òîïîëîã✐➝✳

➶ïðàâà ✺✳✺✳ ❒íîæèíà U ➵ â✐äêðèòîþ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐

(X, d)✱ ÿêùî êîæíà ➝➝ òî÷êà ì✐ñòèòüñÿ â ö✐é ìíîæèí✐ ðàçîì ç

äåÿêîþ êóëåþ✳

➶ïðàâà ✺✳✻✳ ➬àìêíåíà êóëÿ â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐ ➵ çàìêíåíîþ

ìíîæèíîþ â✐äíîñíî ìåòðè÷íî➝ òîïîëîã✐➝✳

➶ïðàâà ✺✳✼✳ Ñôåðà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐ ➵ çàìêíåíîþ ìíîæè✲

íîþ â✐äíîñíî ìåòðè÷íî➝ òîïîëîã✐➝✳

❰çíà÷åííÿ ✺✳✽✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X íàçèâà➵òüñÿ ìåòðèçîâ✲

íèì✱ ÿêùî éîãî òîïîëîã✐÷íà ñòðóêòóðà ïîðîäæó➵òüñÿ äåÿêîþ ìå✲

òðèêîþ d íà X✳

➶ïðàâà ✺✳✾✳ Ñê✐í÷åííèé òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ìåòðèçîâíèé òîä✐

✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè â✐í äèñêðåòíèé✳

✷✾



❐åêö✐ÿ ✻

Ðîçòàøóâàííÿ òî÷îê â✐äíîñíî

ìíîæèíè

✻✳✶
➶íóòð✐øí✐ òà çîâí✐øí✐ òî÷êè❀ òî÷êè

äîòèêó

❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ A ⊆ X✳

❰çíà÷åííÿ ✻✳✶✳ Òî÷êà a ∈ X íàçèâà➵òüñÿ

✘ âíóòð✐øíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A✱ ÿêùî âîíà ì✐ñòèòüñÿ â A

ðàçîì ç äåÿêèì ñâî➝ì îêîëîì❀

✘ çîâí✐øíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A✱ ÿêùî âîíà ìà➵ îê✐ë✱ ùî íå

ïåðåòèíà➵òüñÿ ç ìíîæèíîþ A❀

✘ ãðàíè÷íîþ òî÷êîþ ìíîæèíè A✱ ÿêùî áóäü ÿêèé ➝➝ îê✐ë ïåðå✲

òèíà➵òüñÿ ç A òà ç äîïîâíåííÿì äî A❀

✘ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A✱ ÿêùî áóäü ÿêèé ➝➝ îê✐ë ïåðåòèíà✲

➵òüñÿ ç A✳

✸✵



➬ îçíà÷åíü âèïëèâà➵✱ ùî êîæíà çîâí✐øíÿ✱ à òàêîæ êîæíà ãðàíè✲

÷íà òî÷êà✱ ➵ òàêîæ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✷✳ ❒íîæèíà G â✐äêðèòà â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòî✲

ð✐ X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè êîæíà ➝➝ òî÷êà ➵ âíóòð✐øíüîþ✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü î÷åâèäíà✱ áî ìíîæèíà G ➵ îêîëîì êîæíî➝

ñâî➵➝ òî÷êè✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ ➘ëÿ êîæíî➝ òî÷êè x ∈ G âèáåðåìî îê✐ë ➝➝ Ux✱

òàêèé✱ ùî Ux ⊆ G✳ Òîä✐ G =
⋃

x∈G Ux ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ ÿê

îá✬➵äíàííÿ â✐äêðèòèõ ìíîæèí✳

✻✳✷
➶íóòð✐øí✐ñòü ìíîæèíè

❰çíà÷åííÿ ✻✳✸✳ ➶íóòð✐øí✐ñòþ ìíîæèíè A íàçèâà➵òüñÿ íàéá✐ëü✲

øà ✭ïî â✐äíîøåííþ âêëþ÷åííÿ✮ â✐äêðèòà ìíîæèíà✱ ùî ì✐ñòèòüñÿ

â A✳

Ïîçíà÷à➵òüñÿ âíóòð✐øí✐ñòü ìíîæèíèA â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐

X îäíèì ç íàñòóïíèõ ñèìâîë✐â ✭â✐ä ôðàíöóçüêîãî ✐♥t✁❡r✐❡✉r ✐ àíãë✐é✲

ñüêîãî ✐♥t❡r✐♦r✮✿

intA✱ intX A✱
◦
A

➬ îçíà÷åííÿ âíóòð✐øíîñò✐ áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü íàñòóïí✐

ôàêòè✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✹✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳

✸✶



✭❆✮ ✃îæíà ï✐äìíîæèíà â X ìà➵ âíóòð✐øí✐ñòü✳ ❮åþ ➵

îá✬➵äíàííÿ âñ✐õ â✐äêðèòèõ ìíîæèí✱ ùî ì✐ñòÿòüñÿ â äàí✐é

ìíîæèí✐✳

✭➪✮ intA ⊆ A äëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè A ⊆ X✳

✭➶✮ int ∅ = ∅✱ intX = X✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✺✳ ➶íóòð✐øí✐ñòü ìíîæèíè A ✕ öå ìíîæèíà âñ✐õ

➝➝ âíóòð✐øí✐õ òî÷îê✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïîçíà÷èìî G = {x ∈ A : x− âíóòð✐øíÿ òî÷êà} ✐ ïîêà✲

æåìî✱ ùî G = intA✳

❮åõàé x ∈ G✳ Òîä✐ x ∈ A òà ✐ñíó➵ îê✐ë U òî÷êè x✱ òàêèé✱ ùî x ∈
U ⊆ A✳ ❰ñê✐ëüêè✱ çã✐äíî ✐ç âëàñòèâ✐ñòþ ✻✳✹ ✭❆✮✱ intA ✕ öå îá✬➵äíàííÿ

âñ✐õ â✐äêðèòèõ ìíîæèí✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòüñÿ â A✱ à ìíîæèíà U â✐äêðèòà✱

òî U ⊆ intA✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî x ∈ intA✳

❮àâïàêè✱ â✐çüìåìî äîâ✐ëüíó òî÷êó x ∈ intA✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî ìíî✲

æèíà intA ➵ â✐äêðèòèì îêîëîì òî÷êè x✳ ❰òæå✱ x ∈ intA ⊆ A çà

âëàñòèâ✐ñòþ ✭➪✮✳ ➬à îçíà÷åííÿì✱ òî÷êà x ➵ âíóòð✐øíüîþ òî÷êîþ

ìíîæèíè A✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✻✳ ❒íîæèíà G â✐äêðèòà â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòî✲

ð✐ X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè G = intG✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïîòð✐áíî äîâåñòè ò✐ëüêè âêëþ÷åííÿ G ⊆ intG✳ ❮åõàé

x ∈ G✳ ❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà G â✐äêðèòà✱ òî âîíà ➵ îêîëîì òî÷êè x✳ ➬

âêëþ÷åííÿ G ⊆ G ✐ òâåðäæåííÿ ✭➚✮ âèïëèâà➵✱ ùî G ⊆ intG✳

Ïðèêëàä ✻✳✼✳ ❮åõàé X = R ç✐ ñòàíäàðòíîþ òîïîëîã✐➵þ✳

✶✮ int [0, 1) = (0, 1)✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïîêàæåìî✱ ùî int [0, 1) ⊆ (0, 1)✳ ❮åõàé x ∈
int [0, 1)✳ Òîä✐ çà òâåðäæåííÿì ✻✳✹ òî÷êà x ➵ âíóòð✐øíüîþ òî✲

÷êîþ ìíîæèíè [0, 1)✳ Òîáòî✱ ✐ñíó➵ òàêèé ✐íòåðâàë U = (a, b)✱

ùî

x ∈ (a, b) ⊆ [0, 1).

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî a ≥ 0 ✐ b ≤ 1✳ Òîä✐ 0 < x < 1✳

✸✷



❮àâïàêè✱ íåõàé x ∈ (0, 1)✳ Òîä✐ â✐äêðèòà ìíîæèíà (0, 1) ➵ îêî✲

ëîì òî÷êè x✱ ÿêèé ì✐ñòèòüñÿ â [0, 1)✳ ❰òæå✱ x ➵ âíóòð✐øíüîþ

òî÷êîþ ìíîæèíè [0, 1)✱ à çíà÷èòü✱ x ∈ int [0, 1) çà òâåðäæåí✲

íÿì ✻✳✺✳

✷✮ intQ = ∅✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ✐ñíó➵ òî÷êà x✱ òàêà✱ ùî x ∈ intQ✳

Òîä✐ ✐ñíó➵ ✐íòåðâàë U = (a, b)✱ òàêèé✱ ùî x ∈ (a, b) ⊆ Q✳ ➚ëå

ì✐æ äâîìà ä✐éñíèìè ÷èñëàìè çàâæäè ìîæíà çíàéòè ✐ððàö✐î✲

íàëüíå ÷èñëî✱ çâ✐äêè îòðèìó➵òüñÿ ñóïåðå÷í✐ñòü✳

Ïðèêëàä ✻✳✽✳ ❮åõàé X = {a, b, c, d} ç òîïîëîã✐➵þ

O = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, {a, b, c, d}}.

➬íàéä✐òü int {a, b, d} â (X,O)✳

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî a, b ∈ int {a, b, d}✱ îñê✐ëüêè ìíîæè✲

íà {a, b} ➵ åëåìåíòîì O✱ à çíà÷èòü✱ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✳ ➬àëèøà✲

➵òüñÿ ïåðåâ✐ðèòè✱ ÷è d ∈
∫

{a, b, d}✳ ➘ëÿ öüîãî ïîòð✐áíî ïåðåêîíàòè✲

ñÿ✱ ÷è ì✐ñòèòüñÿ òî÷êà d â ìíîæèí✐ {a, b, d} ðàçîì ç äåÿêèì ñâî➝ì

îêîëîì✳ ➚ëå ç îçíà÷åííÿ òîïîëîã✐➝ O âèïëèâà➵✱ ùî ➵äèíà â✐äêðè✲

òà ìíîæèíà✱ ÿêà ì✐ñòèòü òî÷êó d ✕ öå âåñü ïðîñò✐ð X = {a, b, c, d}✳
❰ñê✐ëüêè X 6⊆ {a, b, d}✱ òî òî÷êà d íå ➵ âíóòð✐øíüîþ òî÷êîþ ìíî✲

æèíè {a, b, d}✳ ❰òæå✱ int {a, b, d} = {a, b}✳ ✷

✻✳✸
➬àìèêàííÿ ìíîæèíè

❰çíà÷åííÿ ✻✳✾✳ ➬àìèêàííÿì ìíîæèíè A íàçèâà➵òüñÿ íàéìåíøà

çàìêíåíà ìíîæèíà✱ ùî ì✐ñòèòü A✳

Ïîçíà÷à➵òüñÿ çàìèêàííÿ ìíîæèíè A â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐

X îäíèì ç íàñòóïíèõ ñèìâîë✐â ✭â✐ä ôðàíöóçüêîãî ❝❧✂♦t✉r❡ ✐ àíãë✐é✲

ñüêîãî ❝❧♦s✉r❡✮✿

✸✸



clA✱ clX A✱ A

➬ îçíà÷åííÿ íåãàéíî âèïëèâà➵ âêëþ÷åííÿ

A ⊆ A

äëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè A ⊆ X✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✶✵✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ A ⊆ X✳

Òîä✐

A =
⋂

F⊇A
F−çàìêíåíà âX

F ✭✻✳✶✮

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé x ∈ A✳ Ïðèïóñòèìî✱ ì✐ðêóþ÷è â✐ä ñóïðîòèâíîãî✱

ùî ✐ñíó➵ çàìêíåíà ìíîæèíà F ⊆ X✱ ÿêà ì✐ñòèòü A✱ àëå íå ì✐ñòèòü

òî÷êó x✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî ìíîæèíà A∩F çàìêíåíà✱ ÿê ïåðåòèí äâîõ

çàìêíåíèõ ìíîæèí✳ ✃ð✐ì òîãî✱ A ∩ F ⊇ A ∩ A = A✳ ➚ëå æ A ✕ öå

íàéìåíøà ç óñ✐õ çàìêíåíèõ ìíîæèí✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü A✱ òîìó A ⊆ A∩F ✳

➬ ✐íøîãî áîêó✱ A ∩ F ⊆ A✳ ❰òæå✱ A = A ∩ F ✳ ➬â✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî

x ∈ F ✱ à ìè ïðèïóñòèëè ïðîòèëåæíå✳ Òàêèì ÷èíîì✱ ìè îòðèìàëè

ñóïåðå÷í✐ñòü✳

❮àâïàêè✱ íåõàé x íàëåæèòü äî ïðàâî➝ ÷àñòèíè ð✐âíîñò✐ ✻✳✶✳ Òîä✐

x íàëåæèòü äî âñ✐õ ìîæëèâèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí â X✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü

A✳ ➚ çíà÷èòü✱ íàëåæèòü ✐ äî íàéìåíøî➝ ç òàêèõ ìíîæèí✱ òîáòî✱ äî

A✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✶✶✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ï✐äìíîæèíè A òîïîëîã✐÷íîãî

ïðîñòîðó X ìà➵ ì✐ñöå ð✐âí✐ñòü

A = {x ∈ X : x− òî÷êà äîòèêó ìíîæèíè A}. ✭✻✳✷✮

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé x ∈ A ✐ U ✕ äîâ✐ëüíèé â✐äêðèòèé îê✐ë òî÷êè x✳

ßêùî x ∈ A✱ òî ÿñíî✱ ùî U ∩ A 6= ∅✳ ßêùî æ x 6∈ A✱ òî ó âèïàäêó✱

êîëè ðàïòîì U ∩ A = ∅✱ òî A ⊆ X \ U ✳ ➚ îñê✐ëüêè ìíîæèíà X \ U
çàìêíåíà✱ òîA ⊆ X\U çà îçíà÷åííÿì çàìèêàííÿ✳ ➚ëå òîä✐ x ∈ X\U ✱
ñóïåðå÷í✐ñòü✳

➶✐çüìåìî òåïåð äîâ✐ëüíó òî÷êó x ∈ X✱ ÿêà ➵ òî÷êîþ äîòèêó

ìíîæèíè A✱ ✐ ïîêàæåìî✱ ùî âîíà âõîäèòü â óñ✐ çàìêíåí✐ ìíîæè✲

íè✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü A✳ ❮åõàé F ✕ äîâ✐ëüíà çàìêíåíà ìíîæèíà✱ òàêà✱ ùî

✸✹



A ⊆ F ⊆ X✳ ßêùî x 6∈ F ✱ òî X \ F ➵ â✐äêðèòèì îêîëîì òî÷êè

x✳ ➬à îçíà÷åííÿì òî÷êè äîòèêó (X \ F ) ∩ A 6= ∅✳ Òîä✐ A \ F 6= ∅✳
❰òðèìó➵òüñÿ ñóïåðå÷í✐ñòü✱ àäæå A ⊆ F ✳

Òâåðäæåííÿ ✻✳✶✷✳ ❒íîæèíà A çàìêíåíà â òîïîëîã✐÷íîìó ïðî✲

ñòîð✐ X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè A = A✳

➘îâåäåííÿ✳ Ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó ìíîæèíó A✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî A ⊆
A✳ ➘ëÿ äîâåäåííÿ îáåðíåíîãî âêëþ÷åííÿ â✐çüìåìî äîâ✐ëüíó òî÷êó

x ∈ A✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî äîïîâíåííÿ G = X \ A ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæè✲

íîþ✳ ßêùî ïðèïóñòèòè✱ ùî x 6∈ A✱ òî òîä✐ G áóäå â✐äêðèòèì îêîëîì

òî÷êè x✳ ➬ ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ ìà➵ìî✱ ùî x ➵ òî÷êîþ äîòèêó

ìíîæèíè A✱ à çíà÷èòü✱ G ∩A 6= ∅✳ ➚ öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ✳

❮àâïàêè✱ íåõàé A = A✳ ➬ îçíà÷åííÿ çàìèêàííÿ ìà➵ìî✱ ùî ìíî✲

æèíà A çàìêíåíà✳

Ïðèêëàä ✻✳✶✸✳ ❮åõàé X = R ç✐ ñòàíäàðòíîþ òîïîëîã✐➵þ✳

✶✮ [0, 1) = [0, 1]✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé x ∈ [0, 1)✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî x 6∈ [0, 1]✳ Òîä✐

ìíîæèíà U = R \ [0, 1] ➵ â✐äêðèòèì îêîëîì òî÷êè x✱ ÿêèé ïî✲

âèíåí ïåðåòèíàòèñÿ ç [0, 1) ✭àäæå x ✕ òî÷êà äîòèêó ïðîì✐æêó

[0, 1)✮✳ ➚ öå íåìîæëèâî✳ ❰òæå✱ x ∈ [0, 1]✳

❮àâïàêè✱ íåõàé x ∈ [0, 1] ✐ U = (a, b) ✕ äîâ✐ëüíèé îê✐ë òî÷êè x✳

ßêùî ðàïòîì (a, b)∩[0, 1) = ∅✱ òî àáî a ≥ 1✱ àáî b ≤ 0✳ ➚ëå òîä✐

àáî x > 1✱ àáî x < 0✱ ùî íåìîæëèâî✳ ❰òæå✱ (a, b) ∩ [0, 1) 6= ∅✳
➬íà÷èòü✱ x ➵ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè [0, 1)✳ Òàêèì ÷èíîì✱ çà

òâåðäæåííÿì ✻✳✶✶✱ x ∈ [0, 1)✳

✷✮ Q = R✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî Q ⊆ R✳ ➘îâåäåìî îáåðíåíå âêëþ✲

÷åííÿ✳ ❮åõàé x ∈ R ✐ U = (a, b) ✕ äîâ✐ëüíèé îê✐ë òî÷êè x✳ ➬à

ëåìîþ ïðî ù✐ëüí✐ñòü ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë✱ U ∩ Q 6= ∅✳ ❰òæå✱
x ∈ Q✳

✸✺



Ïðèêëàä ✻✳✶✹✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ç ïðèêëàäó ✻✳✽✳

➬íàéä✐òü {a}✳

Ðîçâ✬ÿçàííÿ✳ Ïîäèâèìîñÿ✱ ÷è âõîäÿòü òî÷êè b, c ✐ d äî {a}✳ ➘ëÿ
öüîãî òðåáà ïåðåâ✐ðèòè✱ ÷è êîæíèé îê✐ë âêàçàíèõ òî÷îê ì✐ñòèòü òî✲

÷êó a✳ ➬à îçíà÷åííÿì äàíî➝ òîïîëîã✐➝✱ ìíîæèíà {b} ➵ îêîëîì òî÷êè

b✱ àëå òî÷êó a íå ì✐ñòèòü✳ ❰òæå✱ b 6∈ {a}✳ ❰êîëàìè òî÷êè c ➵ ìíîæè✲

íè {a, c}✱ {a, b, c} ✐ âåñü ïðîñò✐ð X✳ ➶ñ✐ âîíè ì✐ñòÿòü òî÷êó a✱ îòæå✱

c ∈ {a}✳ ➍äèíèì îêîëîì òî÷êè d ➵ âåñü ïðîñò✐ð {a, b, c, d}✱ ÿêèé
ì✐ñòèòü òî÷êó a✳ ❰òæå✱ d ∈ {a}✳ Òàêèì ÷èíîì✱

{a} = {a, c, d}.

✷

✸✻



❐åêö✐ÿ ✼

❰ïåðàòîðè çàìèêàííÿ òà

âíóòð✐øíîñò✐

✼✳✶
➶ëàñòèâîñò✐ îïåðàòîðà çàìèêàííÿ

Òåîðåìà ✼✳✶✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ A,B ⊆ X✳ Òîä✐

✶✮ ÿêùî A ⊆ B✱ òî A ⊆ B❀

✷✮ A ⊆ A❀

✸✮ A = A❀

✹✮ A ∪B = A ∪B✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ❮åõàé x ∈ A ✐ U ✕ äîâ✐ëüíèé îê✐ë òî÷êè x✳ Òîä✐

U ∩A 6= ∅✳ ❰ñê✐ëüêè A ⊆ B✱ òî U ∩B 6= ∅✳ ❰òæå✱ x ∈ B✳

✷✮ ➪åçïîñåðåäíüî âèïëèâà➵ ç îçíà÷åííÿ çàìèêàííÿ✳

✸✮ ➬àìèêàííÿ A ìíîæèíè A ➵ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ✱ òîìó íà

ï✐äñòàâ✐ Òâåðäæåííÿ ✻✳✶✷ ïîïåðåäíüî➝ ëåêö✐➝ ìà➵ìî✱ ùî A = A✳

✸✼



✹✮ ❰ñê✐ëüêè A ⊆ A∪B ✐ B ⊆ A∪B✱ òî ç âëàñòèâîñò✐ ✶✮ âèïëèâà➵

âêëþ÷åííÿ

A ∪B ⊆ A ∪B. ✭✼✳✶✮

➬ ✐íøîãî áîêó✱ A ⊆ A ✐ B ⊆ B✳ Òîä✐

A ∪B ⊆ A ∪B.

➬ âëàñòèâîñò✐ ✶✮ ìà➵ìî✱ ùî

A ∪B ⊆ A ∪B.

➬àóâàæèìî✱ ùî ìíîæèíà A ∪ B çàìêíåíà✱ òîìó A ∪B = A ∪ B.

❰òæå✱

A ∪B ⊆ A ∪B. ✭✼✳✷✮

Ïî➵äíàâøè âêëþ÷åííÿ ✭✼✳✶✮ ✐ ✭✼✳✷✮✱ ìè îòðèìà➵ìî øóêàíó ð✐âí✐ñòü✳

➬àóâàæåííÿ ✼✳✷✳ ➚íàëîã✐÷íà ð✐âí✐ñòü äî ð✐âíîñò✐ ✭✹✮ íå â✐ðíà äëÿ

ïåðåòèíó äâîõ ìíîæèí✳ Ñïðàâåäëèâå ò✐ëüêè âêëþ÷åííÿ

A ∩B ⊆ A ∩B.

Ñïðàâä✐✱ ðîçãëÿíåìî òî÷êó x ∈ A ∩B ✐ äîâ✐ëüíèé ➝➝ îê✐ë U ✳ Òîä✐

U ∩ (A ∩ B) = (U ∩ A) ∩ (U ∩ B) 6= ∅✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî U ∩ A 6=
∅ 6= U ∩B✳ ❰òæå✱ x ∈ A ∩B✳

➚ëå îáåðíåíå âêëþ÷åííÿ íå â✐ðíå✳ ❮àïðèêëàä✱ äëÿ ìíîæèí A =

(0, 1) ✐ B = (1, 2) ìà➵ìî

A = [0, 1], B = [1, 2], A ∩B = {1}.

➚ ç ✐íøîãî áîêó✱

A ∩B = ∅ = ∅ 6⊇ {1}.

✸✽



✼✳✷
➬â✬ÿçîê ì✐æ çàìèêàííÿì òà

âíóòð✐øí✐ñòþ

Òåîðåìà ✼✳✸✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè A ⊆ X ìà➵ ì✐ñöå ð✐âí✐ñòü

intA = X \X \A. ✭✼✳✸✮

➘îâåäåííÿ✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ✐ñíó➵ òî÷êà x ∈ intA✱ ÿêà íå íàëåæèòü

äî ïðàâî➝ ÷àñòèíè ð✐âíîñò✐✳ Òîä✐ x ∈ X \A✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî

äîâ✐ëüíèé îê✐ë òî÷êè x ✭çîêðåìà✱ îê✐ë intA✮ ïåðåòèíà➵òüñÿ ç ìíî✲

æèíîþ X \A✳ ➚ëå æ intA ∩ (X \A) = ∅✳ ❰òðèìó➵ìî ñóïåðå÷í✐ñòü✳

❮àâïàêè✱ íåõàé x 6∈ X \A✳ ❰ñê✐ëüêè ìíîæèíàX\X \A â✐äêðèòà✱

òî òî÷êà x íàëåæèòü äî íå➝ ðàçîì ç äåÿêèì ñâî➝ì îêîëîì U ✳ Òîä✐

U ∩X \A = ∅✳ ❰ñê✐ëüêè X \A ➵ ï✐äìíîæèíîþ X \A✱ òî

U ∩ (X \A) = ∅.

❰òæå✱ x ∈ U ⊆ A✳ ➚ öå îçíà÷à➵✱ ùî x ∈ intA✳

✼✳✸
➶ëàñòèâîñò✐ îïåðàòîðà âíóòð✐øíîñò✐

Òåîðåìà ✼✳✹✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ A,B ⊆ X✳ Òîä✐

✶✮ ÿêùî A ⊆ B✱ òî intA ⊆ intB❀

✷✮ int(A ∩B) = intA ∩ intB❀

✸✮ int(intA) = intA✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ❮åõàé x ∈ intA✳ Òîä✐ ✐ñíó➵ îê✐ë U òî÷êè x✱ òàêèé✱ ùî

U ⊆ A✳ ❰ñê✐ëüêè A ⊆ B✱ òî U ⊆ B✳ ❰òæå✱ x ∈ intB✳

✷✮ ➬àñòîñó➵ìî ôîðìóëó ✭✼✳✸✮ ✐ ïðàâèëà äå ❒îðãàíà✳ Òîä✐

int(A ∩B) = X \X \ (A ∩B) = X \ (X \A) ∪ (X \B).

✸✾



➬ ð✐âíîñò✐ ✹✮ òåîðåìè ✼✳✶ âèïëèâà➵✱ ùî

X \ (X \A) ∪ (X \B) = X \
(

X \A ∪X \B
)

=

= (X \X \A) ∩ (X \X \B) = intA ∩ intB.

✸✮ ➬àñòîñó➵ìî ôîðìóëó ✭✼✳✸✮✳ Òîä✐

int(intA) = X \X \ intA = X \X \X \A =

= X \X \A.

➬ã✐äíî ç ð✐âí✐ñòþ ✸✮ òåîðåìè ✼✳✶ ìà➵ìî✱ ùî

X \A = X \A.

❰òæå✱

int(intA) = X \X \A = intA.

➬àóâàæåííÿ ✼✳✺✳ ➶íóòð✐øí✐ñòü îá✬➵äíàííÿ äâîõ ìíîæèí íå çàâ✲

æäè ➵ îá✬➵äíàííÿì ➝õí✐õ âíóòð✐øíîñòåé✳ Ñïðàâåäëèâå ò✐ëüêè âêëþ✲

÷åííÿ

intA ∪ intB ⊆ int(A ∪B),

ÿêå ïðîïîíó➵òüñÿ äëÿ ñàìîñò✐éíîãî äîâåäåííÿ✳

❰áåðíåíå âêëþ÷åííÿ íå â✐ðíå✿ ïîêëàäåìî A = [0, 1]✱ B = [1, 2]✳

Òîä✐

intA = (0, 1), intB = (1, 2), intA ∪ intB = (0, 1) ∪ (1, 2), àëå

int(A ∪B) = int[0, 2] = (0, 2).

❰òæå✱ â öüîìó âèïàäêó âêëþ÷åííÿ intA∪ intB ⊂ int(A∪B) ñòðîãå✳

✼✳✹
❒åæà ìíîæèíè✳ ➶ñþäè ù✐ëüí✐ òà í✐äå

íå ù✐ëüí✐ ìíîæèíè

❰çíà÷åííÿ ✼✳✻✳ ❒åæåþ ∂A ìíîæèíè A â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐

✹✵



X íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíà

∂A = A \ intA.

➶ ë✐òåðàòóð✐ òàêîæ çóñòð✐÷à➵òüñÿ ïîçíà÷åííÿ frA ✭â✐ä ôðàíöóçü✲

êîãî ✑❢r♦♥t✐�❡r❡✑ òà àíãë✐éñüêîãî ✑❢r♦♥t✐❡r✑✮✳

Òâåðäæåííÿ ✼✳✼✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè A ⊆ X ñïðàâåäëèâà

ð✐âí✐ñòü

∂A = A ∩X \A. ✭✼✳✹✮

➘îâåäåííÿ✳ ➬àñòîñó➵ìî ôîðìóëó ✭✼✳✸✮✿

∂A = A \ intA = A \ (X \X \A) =

= A ∩X \A.

Òâåðäæåííÿ ✼✳✽✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ A ⊆ X✳ Òîä✐

✶✮ ìåæà ∂A çá✐ãà➵òüñÿ ç ìíîæèíîþ ãðàíè÷íèõ òî÷îê ìíîæè✲

íè A❀

✷✮ ÿêùî ìíîæèíà A â✐äêðèòà✱ òî

∂A = A \A; ✭✼✳✺✮

✸✮ ÿêùî ìíîæèíà A çàìêíåíà✱ òî

∂A = A \ intA; ✭✼✳✻✮

✹✮ ÿêùî ìíîæèíà A â✐äêðèòî✲çàìêíåíà✱ òî ∂A = ∅❀

✺✮ ìåæà ∂A ➵ çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíå x ∈ ∂A = A\intA ✐ äîâ✐ëüíèé îê✐ë

U ö✐➵➝ òî÷êè✳ ➬ âêëþ÷åííÿ x ∈ A âèïëèâà➵✱ ùî U ∩ A 6= ∅✳ ➘àë✐✱ ç

âêëþ÷åííÿ x 6∈ intA âèïëèâà➵✱ ùî U 6⊆ A✱ à çíà÷èòü✱ U ∩(X \A) 6= ∅✳
❰òæå✱ òî÷êà x ➵ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíè A✳ ❰áåðíåíå òâåðäæåííÿ

äîâîäèòüñÿ àíàëîã✐÷íî✳

✹✶



✷✮ ➶èïëèâà➵ ç ð✐âíîñò✐ intA = A✳

✸✮ ➶èïëèâà➵ ç ð✐âíîñò✐ A = A✳

✹✮ ßêùî ìíîæèíà A â✐äêðèòî✲çàìêíåíà✱ òî A = A = intA✳ Òîä✐

∂A = A \A = ∅✳
✺✮ ➬àïèøåìî ð✐âí✐ñòü äëÿ ìåæ✐ ó âèãëÿä✐

∂A = A \ intA = A ∩ (X \ intA).

Òîä✐ ìåæà ∂A çàìêíåíà✱ ÿê ïåðåòèí äâîõ çàìêíåíèõ ìíîæèí✳

❰çíà÷åííÿ ✼✳✾✳ ❮åõàé A òà B ✕ ï✐äìíîæèíè òîïîëîã✐÷íîãî ïðî✲

ñòîðó X✱ ïðè÷îìó A ⊆ B✳ ✃àæóòü✱ ùî

✘ ìíîæèíà A ù✐ëüíà â ìíîæèí✐ B✱ ÿêùî

A ⊇ B;

✘ ìíîæèíà A ➵ âñþäè ù✐ëüíîþ✱ ÿêùî

A = X.

Òâåðäæåííÿ ✼✳✶✵✳ ❒íîæèíà A ➵ âñþäè ù✐ëüíîþ â ïðîñòîð✐ X

òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè âîíà ïåðåòèíà➵ êîæíó â✐äêðèòó íåïîðî✲

æíþ ìíîæèíó â X✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíó â✐äêðèòó íåïîðîæíþ

ìíîæèíó U ⊆ X ✐ äîâ✐ëüíó òî÷êó x ∈ U ✳ ➬ ð✐âíîñò✐ A = X âèïëèâà➵✱

ùî x ∈ A✳ ➬íà÷èòü✱ òî÷êà x ➵ òî÷êîþ äîòèêó ìíîæèíè A✱ çâ✐äêè

U ∩A 6= ∅✳
➘îñòàòí✐ñòü✳ ➶ñå òàê ñàìî✱ ò✐ëüêè â ✐íøèé á✐ê✳

❰çíà÷åííÿ ✼✳✶✶✳ Ï✐äìíîæèíà A òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X íàçè✲

âà➵òüñÿ í✐äå íå ù✐ëüíîþ✱ ÿêùî â êîæíîìó îêîë✐ äîâ✐ëüíî➝ òî÷êè ç

X ✐ñíó➵ â✐äêðèòà íåïîðîæíÿ ï✐äìíîæèíà V ✱ ÿêà íå ïåðåòèíà➵òüñÿ

ç A✳

Òâåðäæåííÿ ✼✳✶✷✳ ❒åæà çàìêíåíî➝ ✭àáî â✐äêðèòî➝✮ ï✐äìíîæèíè

òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó í✐äå íå ù✐ëüíà✳

✹✷



➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé A ⊆ X✱ x ∈ X ✐ U ✕ äîâ✐ëüíèé â✐äêðèòèé îê✐ë

òî÷êè x✳

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê✱ êîëè ìíîæèíà A çàìêíåíà✳ Òîä✐ ç âëàñòè✲

â✐ñòþ ✸✮ òâåðäæåííÿ ✼✳✽

∂A = A \ intA.

Ïîêëàäåìî

V = U ∩ (X \ ∂A)

❒íîæèíà V â✐äêðèòà✱ ÿê ïåðåòèí äâîõ â✐äêðèòèõ ìíîæèí✱ ïðè÷îìó

V ⊆ U ✐ V ∩ ∂A = ∅✳
➬àëèøèëîñÿ ïîêàçàòè✱ ùî V 6= ∅✳ ➬ã✐äíî ç âëàñòèâ✐ñòþ ✶✮ òâåð✲

äæåííÿ ✼✳✽✱ òî÷êà x ➵ ãðàíè÷íîþ äëÿ ìíîæèíè A✳ ➬íà÷èòü✱

U ∩A 6= ∅ 6= U ∩ (X \A).

➬â✐äñè

V = U \ ∂A = U \ (A \ intA) = U \ (A ∩ (X \ intA)) =

= (U \A) ∪ (U \ (X \ intA)) = (U \A) ∪ (U ∩ intA) 6= ∅,

àäæå U \A 6= ∅✳
➘îâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ äëÿ â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè A çàëèøà✲

➵òüñÿ íà ñàìîñò✐éíå îïðàöþâàííÿ✳

Ïðèêëàä ✼✳✶✸✳ ➘îâåä✐òü✱ ùî â ñòàíäàðòí✐é òîïîëîã✐➝ ÷èñëîâî➝

ïðÿìî➝

✘ ìíîæèíà âñ✐õ ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë âñþäè ù✐ëüíà❀

✘ ìíîæèíà âñ✐õ ✐ððàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë âñþäè ù✐ëüíà❀

✘ ìíîæèíà (0, 1) ù✐ëüíà â [0, 1]❀

✘ ìíîæèíà {0} í✐äå íå ù✐ëüíà❀

✘ áóäü✲ÿêà ñê✐í÷åííà ï✐äìíîæèíà ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝ í✐äå íå ù✐ëü✲

íà✳

✹✸



❐åêö✐ÿ ✽

➶✐äîáðàæåííÿ✿ îñíîâí✐ òèïè òà

âëàñòèâîñò✐

➶ ö✐é ëåêö✐➝ ìè íå áóäåìî ïðàöþâàòè ç òîïîëîã✐ÿìè ÷è òîïî✲

ëîã✐÷íèìè ïðîñòîðàìè✱ à ò✐ëüêè ç ìíîæèíàìè áåç ââåäåíî➝ íà íèõ

òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè✳

✽✳✶
❰çíà÷åííÿ òà îñíîâí✐ òèïè

❰çíà÷åííÿ ✽✳✶✳ ➶✐äîáðàæåííÿì ìíîæèíè X â ìíîæèíó Y íàçèâà✲

➵òüñÿ ïðàâèëî f ✱ çà ÿêèì êîæíîìó åëåìåíòó ìíîæèíè x ñòàâèòüñÿ

ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü ➵äèíèé åëåìåíò ç ìíîæèíè Y ✳

➘ëÿ ï✐äêðåñëåííÿ òîãî✱ ùî â✐äîáðàæåííÿ ä✐➵ ç ìíîæèíè X â

ìíîæèíó Y ✱ ìè âèêîðèñòîâó➵ìî ïîçíà÷åííÿ

f : X → Y.

❰çíà÷åííÿ ✽✳✷✳ ➴ëåìåíò y ∈ Y ✱ ÿêèé ñòàâèòüñÿ ó â✐äïîâ✐äí✐ñòü

åëåìåíòó x ∈ X ïðè â✐äîáðàæåíí✐ f ✱ ïîçíà÷à➵òüñÿ f(x) ✐ íàçèâà✲

✹✹



➵òüñÿ îáðàçîì åëåìåíòà x ïðè â✐äîáðàæåíí✐ f àáî çíà÷åííÿì â✐ä✲

îáðàæåííÿ f â òî÷ö✐ x✳

Ïîçíà÷àþòü öå òàê✿ y = f(x)✳

❰ñê✐ëüêè êîæíå â✐äîáðàæåííÿ ìîæíà çàäàòè ìíîæèíîþ âïîðÿä✲

êîâàíèõ ïàð (x, y)✱ äå x ∈ X ✐ y = f(x) ∈ Y ✱ òî â✐äîáðàæåííÿ f

ìîæíà îòîòîæíþâàòè ç ö✐➵þ ìíîæèíîþ ✭âîíà íàçèâà➵òüñÿ ãðàô✐êîì

â✐äîáðàæåííÿ f✮✱ ÿêà ➵ ï✐äìíîæèíîþ äåêàðòîâîãî äîáóòêó X × Y

ìíîæèí X ✐ Y ✳ Òàêèì ÷èíîì✱ ãðàô✐ê Gr(f) â✐äîáðàæåííÿ f ✕ öå

ìíîæèíà

Gr(f) = {(x, y) ∈ X × Y : y = f(x)} ⊆ X × Y.

❰çíà÷åííÿ ✽✳✸✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà➵òüñÿ

✘ ñþð✬þêö✐➵þ àáî â✐äîáðàæåííÿì ✑íà✑✱ ÿêùî êîæíèé åëåìåíò

ìíîæèíè Y ➵ îáðàçîì õî÷à á îäíîãî åëåìåíòà ç ìíîæèíè X❀

✘ ✐í✬➵êö✐➵þ✱ ÿêùî îáðàçè ð✐çíèõ åëåìåíò✐â ç ìíîæèíè X ð✐çí✐❀

✘ á✐➵êö✐þ✱ àáî âçà➵ìíî îäíîçíà÷íèì✱ ÿêùî âîíî ➵ îäíî÷àñíî

ñþð✬➵êö✐þ òà ✐í✬➵êö✐➵þ✳

❰çíà÷åííÿ ✽✳✹✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → X✱ ÿêå ä✐➵ çà ïðàâèëîì

f(x) = x äëÿ êîæíîãî x ∈ X✱ íàçèâà➵òüñÿ òîòîæíèì✱ ✐ ïîçíà÷à➵✲

òüñÿ idX ✳

✽✳✷
❰áðàçè òà ïðîîáðàçè

❰çíà÷åííÿ ✽✳✺✳ ❰áðàçîì ìíîæèíè A ⊆ X ïðè â✐äîáðàæåíí✐

f : X → Y íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíà f(A) âèãëÿäó

f(A) = {f(x) : x ∈ A}.

❰áðàç âñ✐➵➝ ìíîæèíè X íàçèâà➵òüñÿ îáðàçîì â✐äîáðàæåííÿ f ✳

✹✺



❰çíà÷åííÿ ✽✳✻✳ Ïðîîáðàçîì ìíîæèíè B ⊆ Y ïðè â✐äîáðàæåíí✐

f : X → Y íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíà f−1(B) âèãëÿäó

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.

Ñë✐ç çàçíà÷èòè✱ ùî íå çàâæäè îáðàç ïðîîáðàçó ìíîæèíè B çá✐✲

ãà➵òüñÿ ç B✳ ❮àïðèêëàä✱ ÿêùî â✐äîáðàæåííÿ f : R → R ä✐➵ çà ïðà✲

âèëîì f(x) = x2✱ à B = (−∞, 0]✱ òî

f−1(B) = {x ∈ R : f(x) ≤ 0} = {x ∈ R : x2 ≤ 0} = {0},

àëå

f(f−1(B)) = f(0) = 0 6= (−∞, 0].

Òàê ñàìî✱ íå ìîæíà ââàæàòè✱ ùî ïðîîáðàç îáðàçó ìíîæèíè A ⊆
X çá✐ãà➵òüñÿ ç A✳ ❮à ïðèêëàä✐ öüîãî æ â✐äîáðàæåííÿ f(x) = x2

áà÷èìî✱ ùî äëÿ A = {1} îáðàç f(A) = f(1) = 12 = 1✱ àëå

f−1(f(A)) = f−1(f(1)) = {x ∈ R : x2 = 1} = {−1, 1} 6= A.

Òâåðäæåííÿ ✽✳✼ ✭âêëþ÷åííÿ äëÿ îáðàç✐â òà ïðîîáðàç✐â✮✳ ❮åõàé

f : X → Y ✕ äîâ✐ëüíå â✐äîáðàæåííÿ✱ A ⊆ X òà B ⊆ Y ✕ äîâ✐ëüí✐

ìíîæèíè✳ Òîä✐✿

✶✮ f(f−1(B)) ⊆ B❀

✷✮ f−1(f(A)) ⊇ A✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíó òî÷êó y ∈ f(f−1(B))✳ Ïîçíà÷èìî

C = f−1(B)✳ ➬à îçíà÷åííÿì îáðàçó y ∈ {f(x) : x ∈ C}✱ òîáòî✱
✐ñíó➵ òàêå x ∈ C✱ ùî y = f(x)✳ ❰ñê✐ëüêè x ∈ C✱ òî çà îçíà÷åííÿì

ïðîîáðàçó f(x) ∈ B✳ ➚ëå æ f(x) = y✳ ❰òæå✱ y ∈ B✳

✷✮ ➬àô✐êñó➵ìî äîâ✐ëüíå x ∈ A ✐ ïîçíà÷èìî y = f(x)✳ Òîä✐ f(x) ∈
f(A) çà îçíà÷åííÿì îáðàçó ìíîæèíè A✳ ➬â✐äñè x ∈ f−1(f(A)) çà

îçíà÷åííÿì ïðîîáðàçó✳

Òâåðäæåííÿ ✽✳✽ ✭ð✐âíîñò✐ äëÿ îáðàç✐â òà ïðîîáðàç✐â✮✳ ❮åõàé f :

X → Y ✕ äîâ✐ëüíå â✐äîáðàæåííÿ✱ A ⊆ X òà B ⊆ Y ✕ äîâ✐ëüí✐

ìíîæèíè✳ Òîä✐

✶✮ f(f−1(B)) = B ⇔ B ⊆ f(X)❀

✹✻



✷✮ f−1(f(A)) = A ⇔ f(A) ∩ f(X \A) = ∅

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒✮ Ïðèïóñòèìî✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ ð✐âí✐ñòü

f(f−1(B)) = B ✐ çàô✐êñó➵ìî y ∈ B✳ Òîä✐ y ∈ f(f−1(B))✱ çâ✐ä✲

êè âèïëèâà➵✱ ùî ✐ñíó➵ x ∈ f−1(B)✱ òàêå✱ ùî y = f(x)✳ ❰òæå✱

y ∈ f(X)✱ ùî ✐ ïîòð✐áíî áóëî äîâåñòè✳

⇐✮ ❮àâïàêè✱ íåõàé B ⊆ f(X)✳ ➬à òâåðäæåííÿì ✽✳✼ ✭✶✮ ïîòð✐áíî

äîâåñòè ò✐ëüêè âêëþ÷åííÿ B ⊆ f(f−1(B))✳ ➘ëÿ öüîãî çàô✐êñó➵ìî

y ∈ B✳ Òîä✐ âèáåðåìî òàêå x ∈ X✱ ùî y = f(x)✳ ➬ âêëþ÷åííÿ f(x) ∈
B ìà➵ìî✱ ùî x ∈ f−1(B)✳ Òàêèì ÷èíîì✱ y ∈ f(f−1(B))✳

✷✮ ⇒✮ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíå y ∈ f(A) ✐ ïîêàæåìî✱ ùî y 6∈ f(X \ A)

✭òîáòî✱ ùî äëÿ âñ✐õ x ∈ X \ A âèêîíó➵òüñÿ íåð✐âí✐ñòü f(x) 6= y✮✳

➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X \ A✳ Òîä✐ x 6∈ f−1(f(A))✱ çâ✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî

f(x) 6∈ f(A)✳ ❰òæå✱ f(x) 6= y✱ àäæå y ∈ f(A)✳

⇐✮ ➬ã✐äíî ç òâåðäæåííÿì ✽✳✼ ✭✷✮ ìè ïîâèíí✐ âñòàíîâèòè âêëþ✲

÷åííÿ f−1(f(A)) ⊆ A✳ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíå x ∈ f−1(f(A))✳ Òîä✐

f(x) ∈ f(A)✳ ➬à óìîâîþ f(x) 6∈ f(X \A)✳ ❰òæå✱ x ∈ A✳

Òåîðåìà ✽✳✾✳ ❮åõàé f : X → Y ✕ äîâ✐ëüíå â✐äîáðàæåííÿ✱ A,B ⊆
Y ✳ Òîä✐

✶✮ f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B)✱

✷✮ f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B)✱

✸✮ f−1(Y \A) = X \ f−1(A)✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ➘îâåäåííÿ ö✐➵➝ ð✐âíîñò✐ âèïëèâà➵ ç íèçêè ð✐âíîñèëü✲

íèõ ôàêò✐â✿

x ∈ f−1(A ∪B) ⇔ f(x) ∈ A àáî f(x) ∈ B

m
x ∈ f−1(A) àáî x ∈ f−1(B)

m
x ∈ f−1(A) ∪ f−1(B).

➘îâåäåííÿ âëàñòèâîñòåé ✷✮ òà ✸✮ ö✐ëêîì àíàëîã✐÷í✐ ✐ ïðîïîíóþ✲

òüñÿ â ÿêîñò✐ âïðàâè✳

✹✼



×èòà÷åâ✐ òàêîæ ïðîïîíó➵òüñÿ äîâåñòè✱ ùî äëÿ äîâ✐ëüíèõ ìíîæèí

A,B ⊆ X ✐ äîâ✐ëüíîãî â✐äîáðàæåííÿ f : X → Y â✐ðíà ð✐âí✐ñòü

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B),

à òàêîæ íàâåñòè ïðèêëàäè ìíîæèí A,B ⊆ R ✐ â✐äîáðàæåíü

f : R → R✱ äëÿ ÿêèõ íå âèêîíóþòüñÿ ð✐âíîñò✐

f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), ✐ f(R \A) = R \ f(A).

✽✳✸
✃îìïîçèö✐ÿ

❰çíà÷åííÿ ✽✳✶✵✳ ✃îìïîçèö✐➵þ â✐äîáðàæåíü f : X → Y òà g : Y →
Z íàçèâà➵òüñÿ â✐äîáðàæåííÿ h : X → Z✱ ÿêå âèçíà÷à➵òüñÿ ïðàâèëîì

h(x) = g(f(x))

äëÿ êîæíîãî x ∈ X✳

✃îìïîçèö✐ÿ â✐äîáðàæåíü f ✐ g ïîçíà÷à➵òüñÿ g ◦ f ✳

Òâåðäæåííÿ ✽✳✶✶ ✭àñîö✐àòèâí✐ñòü êîìïîçèö✐➝✮✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíèõ â✐ä✲

îáðàæåíü f : X → Y ✱ g : Y → Z ✐ h : Z → T ñïðàâåäëèâà ð✐âí✐ñòü

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

➘îâåäåííÿ✳ Ïîçíà÷èìî s = g ◦ f ✐ t = h ◦ g✳ Òîä✐ s : X → Z ✐

t : Y → T ✳ Ïîêàæåìî✱ ùî h◦s = t◦f ✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X ✐ ïîçíà÷èìî

y = f(x) ∈ Y ✳ Òîä✐

s(x) = g(f(x)), ✐ h(s(x)) = h(g(f(x))).

➬ ✐íøîãî áîêó✱

t(f(x)) = t(y) = h(g(y)) = h(g(f(x))),

ùî ✐ ïîòð✐áíî áóëî äîâåñòè✳

✹✽



Òâåðäæåííÿ ✽✳✶✷✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíîãî â✐äîáðàæåííÿ f : X → Y ìà✲

þòü ì✐ñöå ð✐âíîñò✐

f ◦ idX = f = idY ◦ f.

➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X ✐ ïîçíà÷èìî y = f(x)✳ Òîä✐

f(idX(x)) = f(x).

➬ ✐íøîãî áîêó✱

idY (f(x)) = idY (y) = y = f(x).

✽✳✹
❰áåðíåí✐ ✐ îáîðîòí✐ â✐äîáðàæåííÿ

❰çíà÷åííÿ ✽✳✶✸✳ ➶✐äîáðàæåííÿ g : Y → X íàçèâà➵òüñÿ îáåðíåíèì

äî â✐äîáðàæåííÿ f : X → Y ✱ ÿêùî

g ◦ f = idX , òîáòî, g(f(x)) = x ∀x ∈ X, ✐

f ◦ g = idY , òîáòî, f(g(y)) = y ∀y ∈ Y.

➶✐äîáðàæåííÿ✱ äëÿ ÿêîãî ✐ñíó➵ îáåðíåíå✱ íàçèâà➵òüñÿ îáîðî✲

òíèì✳

Òâåðäæåííÿ ✽✳✶✹✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y îáîðîòíå òîä✐ ✐

ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè âîíî á✐➵êòèâíå✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ✐ñíó➵ îáåðíåíå â✐äîáðà✲

æåííÿ g : Y → X äî â✐äîáðàæåííÿ f ✳

➘îâåäåìî✱ ùî f ñþð✬➵êòèâíå✳ ❮åõàé y ∈ Y ✳ Ïîçíà÷èìî x = g(y)✳

Òîä✐

f(x) = f(g(y)) = y

çà îçíà÷åííÿì ✽✳✶✸✳

✹✾



Òåïåð äîâåäåìî✱ ùî f ✐í✬➵êòèâíå✳ Ðîçãëÿíåìî ð✐çí✐ òî÷êè x1, x2 ∈
X ✐ ïðèïóñòèìî✱ ùî y1 = f(x1) = f(x2) = y2✳ ➬ îçíà÷åííÿ ✽✳✶✸

âèïëèâà➵✱ ùî

g(y1) = g(f(x1)) = x1, g(y2) = g(f(x2)) = x2,

îòæå✱

g(y1) = x1 6= x2 = g(y2).

➚ëå ç ✐íøîãî áîêó✱ g(y1) = g(y2)✱ àäæå ìè ïðèïóñòèëè ð✐âí✐ñòü

y1 = y2✳ Òàêèì ÷èíîì✱ íàøå ïðèïóùåííÿ íå â✐ðíå✱ à â✐äîáðàæåí✲

íÿ f ✐í✬➵êèâíå✳

❰òæå✱ f ✕ á✐➵êö✐ÿ✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî â✐äîáðàæåííÿ f á✐➵êòèâíå ✐ âè✲

çíà÷èìî îáåðíåíå äî íüîãî â✐äîáðàæåííÿ g : Y → X✳ ➶ðàõóâàâøè✱

ùî f ✕ ñþð✬➵êö✐ÿ✱ äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ïîêëàäåìî

g(y) = x ⇔ y = f(x).

❰ñê✐ëüêè â✐äîáðàæåííÿ f ✐í✬➵êòèâíå✱ òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y çíà÷å✲

ííÿ g(y) âèçíà÷à➵òüñÿ ➵äèíèì ÷èíîì✳ ❰òæå✱ â✐äîáðàæåííÿ g âèçíà✲

÷åíå êîðåêòíî✳ ✃ð✐ì òîãî✱

g(f(x)) = g(y) = x, ✐ f(g(y)) = f(x) = y.

Òàêèì ÷èíîì✱ â✐äîáðàæåííÿ g ➵ îáåðíåíèì äî f ✳

✺✵



❐åêö✐ÿ ✾

❮åïåðåðâí✐ñòü✿ çàãàëüí✐

ïîíÿòòÿ

✾✳✶
Òîïîëîã✐÷íå îçíà÷åííÿ

❰çíà÷åííÿ ✾✳✶✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y ì✐æ òîïîëîã✐÷íèìè ïðî✲

ñòîðàìè íàçèâà➵òüñÿ íåïåðåðâíèì✱ ÿêùî ïðîîáðàç f−1(V ) äîâ✐ëüíî➝

â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè V ⊆ Y ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîð✐ X✳

➬âè÷àéíî✱ ï✐ñëÿ öüîãî îçíà÷åííÿ âèíèêà➵ ïèòàííÿ✿ ✑à ÿê æå òå

ñêëàäíå îçíà÷åííÿ íà ìîâ✐ ε✲δ✱ ÿêå ìè â÷èëè íà ïåðøîìó êóðñ✐❄✳✳✑

➶èÿâëÿ➵òüñÿ✱ ùî âîíî ð✐âíîñèëüíå òîïîëîã✐÷íîìó îçíà÷åííþ äëÿ

ïðîñòîð✐â X = Y = R✳

Òåîðåìà ✾✳✷✳ ❮åõàé X = Y = R ✐ f : X → Y ✕ äîâ✐ëüíà ôóíêö✐ÿ✳

Òîä✐ íàñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐

✶✮ f ✕ íåïåðåðâíà çà îçíà÷åííÿì ✾✳✶

✷✮ ∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀a ∈ X

|a− x| < δ ⇒ |f(a)− f(x)| < ε

✺✶



➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮ ➬àô✐êñó➵ìî x0 ∈ R ✐ ε > 0✳ Ïîçíà÷èìî

V = (f(x0)− ε, f(x0) + ε)

✐ çàóâàæèìî✱ ùî ìíîæèíà V â✐äêðèòà â ñòàíäàðòí✐é òîïîëîã✐➝ R✳ ➬

îçíà÷åííÿ ✾✳✶ âèïëèâà➵✱ ùî ïðîîáðàç

U = f−1(V ) = {x ∈ X : f(x) ∈ V }

➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â R✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî x0 ∈ U ✳ ✃îæíà â✐äêðèòà

ìíîæèíà ñêëàäà➵òüñÿ ç óñ✐õ ñâî➝õ âíóòð✐øí✐õ òî÷îê✱ îòæå✱ òî÷êà x0
ì✐ñòèòüñÿ â U ðàçîì ç äåÿêèì ñâî➝ì áàçèñíèì îêîëîì✳ ❰òæå✱ ✐ñíó➵

òàêå δ > 0✱ ùî

(x0 − δ, x0 + δ) ⊆ U.

➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíå a ∈ R✱ òàêå✱ ùî |a−x0| < δ✳ Òîä✐ a ∈ U = f−1(V )✳

➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî f(a) ∈ V ✳ Òàêèì ÷èíîì✱

|f(a)− f(x0)| < ε.

✷✮⇒ ✶✮❮åõàé V ⊆ R ✕ äîâ✐ëüíà â✐äêðèòà ìíîæèíà ✐ U = f−1(V )✳

Ïîêàæåìî✱ ùî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè U ➵ âíóòð✐øíüîþ✳ ➬àô✐êñó➵ìî

x0 ∈ U ✳ ❰ñê✐ëüêè f(x0) ✕ âíóòð✐øíÿ òî÷êà ìíîæèíè V ✱ òî ✐ñíó➵

áàçèñíèé îê✐ë ö✐➵➝ òî÷êè✱ ÿêèé ì✐ñòèòüñÿ ó V ✳ Òîáòî✱ ✐ñíó➵ ε > 0✱

òàêå✱ ùî

(f(x0)− ε, f(x0) + ε) ⊆ V.

➘ëÿ öüîãî ε ✐ñíó➵ δ > 0✱ òàêå✱ ùî äëÿ âñ✐õ a ∈ R â✐ðíà ✐ìïë✐êàö✐ÿ

|a− x0| < δ ⇒ |f(a)− f(x0)| < ε.

❒íîæèíà G = (x0 − δ, x0 + δ) ➵ â✐äêðèòèì îêîëîì òî÷êè x0✳ ✃ð✐ì

òîãî✱ G ⊆ U çã✐äíî ✐ç âèùåíàâåäåíîþ ✐ìïë✐êàö✐þ✳

Ö✐ëêîì àíàëîã✐÷íî ìîæíà äîâåñòè✱ ùî äëÿ â✐äîáðàæåíü ç✐ çíà✲

÷åííÿìè â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐ íàñòóïíå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñò✐

ð✐âíîñèëüíå îçíà÷åííþ ✾✳✶✳

❰çíà÷åííÿ ✾✳✸✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ (Y, d) ✕ ìåòðè✲

÷íèé ïðîñò✐ð ✐ f : X → Y ✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå íà ïðîñòîð✐

X✱ ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ✐ äëÿ êîæíîãî ε > 0 ✐ñíó➵ îê✐ë U òî÷êè

x â ïðîñòîð✐ X✱ òàêèé✱ ùî

d(f(x), f(y)) < ε

äëÿ âñ✐õ y ∈ U ✳

✺✷



✾✳✷
➬àãàëüí✐ âëàñòèâîñò✐

Òâåðäæåííÿ ✾✳✹✳ ❮åõàé X òà Y ✕ òîïîëîã✐÷í✐ ïðîñòîðè ✐ f :

X → Y ✳

✶✮ ➶✐äîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐ ïðîîáðàç

f−1(F ) äîâ✐ëüíî➝ çàìêíåíî➝ ìíîæèíè F ⊆ Y çàìêíåíèé â

ïðîñòîð✐ X✳

✷✮ Òîòîæíå â✐äîáðàæåííÿ id :X → X íåïåðåðâíå✳

✸✮ ßêùî ïðîñò✐ð X äèñêðåòíèé✱ òî êîæíå â✐äîáðàæåííÿ✱ âè✲

çíà÷åíå íà íüîìó✱ íåïåðåðâíå✳

✹✮ Ñòàëå â✐äîáðàæåííÿ íåïåðåðâíå✳

✺✮ ßêùî f ✕ íåïåðåðâíå✱ Z ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ g : Y → Z ✕

ùå îäíå íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ✱ òî êîìïîçèö✐ÿ g ◦ f : X →
Z íåïåðåðâíà✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ❮åõàé f íåïåðåðâíå ✐ F ⊆ Y ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà✳

Òîä✐ Y \ F ✕ â✐äêðèòà ìíîæèíà✳ ➬à îçíà÷åííÿì ✾✳✶✱ ïðîîáðàç

f−1(Y \F ) ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✳ ➬à ôîðìóëîþ äëÿ ïðîîáðà✲

çó ð✐çíèö✐

f−1(Y \ F ) = X \ f−1(F ).

➬â✐äñè îòðèìó➵ìî✱ ùî ìíîæèíà X \f−1(F ) â✐äêðèòà â X✳ Òîä✐

f−1(F ) çàìêíåíà✳

➘îâåäåííÿ â ✐íøèé á✐ê ö✐ëêîì àíàëîã✐÷íå✳

✷✮ ➘ëÿ òîòîæíîãî â✐äîáðàæåííÿ âèêîíó➵òüñÿ ð✐âí✐ñòü id−1(V ) =

V äëÿ äîâ✐ëüíî➝ â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè V ⊆ X✳ ❰òæå✱ öå â✐äîáðà✲

æåííÿ íåïåðåðâíå✳

✸✮ ßêùî ïðîñò✐ð X äèñêðåòíèé✱ òî êîæíà éîãî ï✐äìíîæèíà

✭çîêðåìà✱ ✐ ïðîîáðàç f−1(V )✮ ➵ â✐äêðèòîþ✳

✺✸



✹✮ ❮åõàé f ✕ ñòàëå✱ òîáòî✱ f(x) = y0 äëÿ âñ✐õ x ∈ X✱ äå y0 ∈
Y ✳ Ðîçãëÿíåìî ïðîîáðàç f−1(V ) äîâ✐ëüíî➝ â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè

V ⊆ Y ✳ ßêùî y0 ∈ V ✱ òî f−1(V ) = X✳ ßêùî æ y0 6∈ V ✱ òî

f−1(V ) = ∅✳ ➶ îáîõ âèïàäêàõ ïðîîáðàç ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✳

✺✮ ❮åõàé W ⊆ Z ✕ â✐äêðèòà ìíîæèíà✳ ❰ñê✐ëüêè g ✕ íåïåðåðâíå✱

òî ìíîæèíà V = g−1(W ) ➵ â✐äêðèòîþ â Y ✳ ➬àñòîñó➵ìî íåïå✲

ðåðâí✐ñòü â✐äîáðàæåííÿ f : X → Y ✱ ✐ îòðèìà➵ìî✱ ùî ïðîîáðàç

U = f−1(V ) ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â ïðîñòîð✐ X✳ ➬ ✐íøîãî

áîêó✱

(g ◦ f)−1(W ) = {x ∈ X : g(f(x)) ∈ W} =

= {x ∈ X : f(x) ∈ g−1(W )} = f−1(g−1(W ))} = f−1(V ).

Òàêèì ÷èíîì✱ ïðîîáðàç â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè W ⊆ Z ïðè â✐ä✲

îáðàæåíí✐ g ◦ f ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✳

ßêùî f ✕ íåïåðåðâíå✱ Z ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ g : Y → Z ✕

ùå îäíå íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ✱ òî êîìïîçèö✐ÿ g◦f : X → Z

íåïåðåðâíà✳

✾✳✸
Òîïîëîã✐ÿ ï✐äïðîñòîðó✳ ➬âóæåííÿ

â✐äîáðàæåííÿ

❮åõàé (X,O) ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ E ⊆ X ✕ äåÿêà éîãî ï✐ä✲

ìíîæèíà✳ Ïîçíà÷èìî

OE = {O ∩ E : O ∈ O} ✭✾✳✶✮

❮åñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ✱ ùî ñóêóïí✐ñòü ìíîæèí OE óòâîðþ➵ òî✲

ïîëîã✐÷íó ñòðóêòóðó íà ìíîæèí✐ E✳

❰çíà÷åííÿ ✾✳✺✳ Ïàðà (E,OE) íàçèâà➵òüñÿ ï✐äïðîñòîðîì ïðîñòîðó

(X,O)✱ ñóêóïí✐ñòü ìíîæèí OE ✕ â✐äíîñíîþ òîïîëîã✐➵þ àáî òîïîëî✲

ã✐➵þ✱ ✐íäóêîâàíîþ ç ïðîñòîðó X✱ à ➝➝ åëåìåíòè íàçèâàþòüñÿ â✐äêðè✲

òèìè ìíîæèíàìè â E✳

✺✹



❮à ìàëþíêó â✐äêðèòà êóëÿ U ➵ åëåìåíòîì òîïîëîã✐÷íî➝ ñòðóêòó✲

ðè ïëîùèíè R2✱ à ✐íòåðâàë V ✕ ✐íäóêîâàíèì íåþ åëåìåíòîì òîïî✲

ëîã✐÷íî➝ ñòðóêòóðè íà ïðÿì✐é✳ ✃ð✐ì òîãî✱ ✐íòåðâàë V ➵ â✐äêðèòîþ

ìíîæèíîþ â R✱ àëå íå ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â R2✳

Òâåðäæåííÿ ✾✳✻✳ ❒íîæèíà F çàìêíåíà â ï✐äïðîñòîð✐ E ⊆ X

òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè ➝➝ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä✐ F = E ∩A✱ äå

ìíîæèíà A çàìêíåíà ó âñüîìó ïðîñòîð✐ X✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ ❮åõàé ìíîæèíà F ⊆ E çàìêíåíà â E✳

Òîä✐ ➝➝ äîïîâíåííÿ â E â✐äêðèòå✳ Òîáòî✱ ìíîæèíà U = E\F â✐äêðèòà

â E✳ ➬à îçíà÷åííÿì â✐äíîñíî➝ òîïîëîã✐➝✱ U ➵ ïåðåòèíîì E òà äåÿêî➝

â✐äêðèòî➝ â óñüîìó ïðîñòîð✐ X ìíîæèíè V ✳ Ïîçíà÷èìî

A = X \ V.

Òîä✐ ìíîæèíà A çàìêíåíà â ïðîñòîð✐ X ÿê äîïîâíåííÿ äî â✐äêðèòî➝✳

✃ð✐ì òîãî✱

F = E \ U = E \ (E ∩ V ) = E \ V =

= E ∩ (X \ V ) = E ∩A.

➘îñòàòí✐ñòü✳ ➚íàëîã✐÷íî✳

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X ✐ éîãî ï✐äïðîñò✐ð E✳

❮åõàé â✐äîáðàæåííÿ f : X → Y âèçíà÷åíå íà âñüîìó ïðîñòîð✐ X òà

íàáóâà➵ çíà÷åíü â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ Y ✳

✺✺



❰çíà÷åííÿ ✾✳✼✳ ➬âóæåííÿì â✐äîáðàæåííÿ f íà ìíîæèíó E íàçè✲

âà➵òüñÿ â✐äîáðàæåííÿ g : E → Y ✱ âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

g(x) = f(x) ∀x ∈ E,

✐ ïîçíà÷à➵òüñÿ

g = f |E .

❮à öüîìó ìàëþíêó ñèí✐ì êîëüîðîì çîáðàæåíî ãðàô✐ê äåÿêîãî

â✐äîáðàæåííÿ f : R → R✱ à æîâòèì ✕ ãðàô✐ê éîãî çâóæåííÿ f |[0,1]
íà â✐äð✐çîê [0, 1] ⊆ R✳

Òâåðäæåííÿ ✾✳✽✳ ➬âóæåííÿ f |E íåïåðåðâíîãî â✐äîáðàæåííÿ

f : X → Y íà ï✐äïðîñò✐ð E ⊆ X íåïåðåðâíå✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî â✐äêðèòó ìíîæèíó V ⊆ Y ✐ ïîçíà÷èìî g =

f |E ✱ g : E → Y ✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî

g−1(V ) = {x ∈ E : g(x) ∈ V } = {x ∈ E : f(x) ∈ V } =

= E ∩ {x ∈ X : f(x) ∈ V } = E ∩ f−1(V ).

➬ íåïåðåðâíîñò✐ â✐äîáðàæåííÿ f âèïëèâà➵✱ ùî ïðîîáðàç f−1(V ) â✐ä✲

êðèòèé â X✳ ❰òæå✱ çà îçíà÷åííÿì â✐äíîñíî➝ òîïîëîã✐➝✱ ìíîæèíà

g−1(V ) â✐äêðèòà â ï✐äïðîñòîð✐ E✱ ùî ✐ ïîòð✐áíî áóëî ïîêàçàòè✳

✺✻



✾✳✹
Ð✐âíîñèëüí✐ ïåðåôîðìóëþâàííÿ

❰çíà÷åííÿ ✾✳✶ ñïèðà➵òüñÿ íà ïîíÿòòÿ â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè✳ ×àñòî

çðó÷íî îïåðóâàòè ✐íøèìè êðèòåð✐ÿìè íåïåðåðâíîñò✐✱ ÿê✐ ìè ðîçãëÿ✲

íåìî â íàñòóïíîìó òâåðäæåíí✐✳

Òåîðåìà ✾✳✾✳ ❮åõàé X òà Y ✕ òîïîëîã✐÷í✐ ïðîñòîðè ✐ f : X → Y ✕

â✐äîáðàæåííÿ✳ ❮àñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ f ✕ íåïåðåðâíå✳

✷✮ Ïðîîáðàç äîâ✐ëüíîãî åëåìåíòà áàçè B ïðîñòîðó Y ➵ â✐äêðè✲

òèì â X✳

✸✮ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè A ⊆ X âèêîíó➵òüñÿ âêëþ÷åííÿ

f(A) ⊆ f(A). ✭✾✳✷✮

✹✮ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè B ⊆ Y âèêîíó➵òüñÿ âêëþ÷åííÿ

f−1(B) ⊆ f−1(B). ✭✾✳✸✮

✺✮ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè B ⊆ Y âèêîíó➵òüñÿ âêëþ÷åííÿ

f−1(intB) ⊆ int f−1(B). ✭✾✳✹✮

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ❰÷åâèäíî âèïëèâà➵ ç îçíà÷åííÿ ✾✳✶✱ àäæå êî✲

æíà áàçèñíà ìíîæèíà ➵ â✐äêðèòîþ✳

✷✮ ⇒ ✸✮✳ ➬àô✐êñó➵ìî òî÷êó y ∈ f(A) òà ïîêàæåìî✱ ùî y ✕ ãðà✲

íè÷íà òî÷êà ìíîæèíè f(A)✳ ➘ëÿ öüîãî â✐çüìåìî â✐äêðèòèé îê✐ë V

òî÷êè y òà äîâåäåìî✱ ùî V ∩ f(A) 6= ∅✳
➶èáåðåìî áàçèñíèé îê✐ë B ∈ B òî÷êè y✱ òàêèé✱ ùî B ⊆ V ✳ ✃ð✐ì

òîãî✱ ✐ñíó➵ òàêå x ∈ A✱ ùî y = f(x)✳ Òîä✐ x ∈ f−1(B)✱ çâ✐äêè çã✐äíî ç

âëàñòèâ✐ñòþ ✷✮ öüîãî òâåðäæåííÿ f−1(B) ➵ â✐äêðèòèì îêîëîì òî÷êè

x✳ ❰ñê✐ëüêè x ✕ ãðàíè÷íà òî÷êà ìíîæèíè A✱ òî f−1(B) ∩ A 6= ∅✳

✺✼



❮åõàé a ∈ A ∩ f−1(B)✳ Òîä✐ f(a) ∈ f(A) ✐ f(a) ∈ B ⊆ V ✱ à öå

çíà÷èòü✱ ùî V ∩ f(A) 6= ∅✳
✸✮ ⇒ ✹✮✳ ➘ëÿ ìíîæèíè A = f−1(B) çàñòîñó➵ìî ïîïåðåäí➵ âêëþ✲

÷åííÿ✳ ❒à➵ìî

f(f−1(B)) ⊆ f(f−1(B)) = B,

çâ✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî

f−1(B) ⊆ f−1(B).

✹✮ ⇒ ✺✮✳ ➬àñòîñó➵ìî âêëþ÷åííÿ ✾✳✸ äî ìíîæèíè Y \ B òà îòðè✲

ìà➵ìî

f−1(Y \B) ⊆ f−1(Y \B). ✭✾✳✺✮

Ïðèãàäà➵ìî✱ ùî âíóòð✐øí✐ñòü çà çàìèêàííÿ ïîâ✬ÿçàí✐ ð✐âí✐ñòþ

intB = Y \ Y \B.

Òîä✐

f−1(intB) = f−1(Y \ Y \B) = X \ f−1(Y \B),

çâ✐äêè çã✐äíî ç âêëþ÷åííÿì ✭✾✳✺✮ ìà➵ìî

X \ f−1(Y \B) ⊆ X \ f−1(Y \B) = X \X \ f−1(B) = int f−1(B).

✺✮ ⇒ ✶✮✳ Ðîçãëÿíåìî äîâ✐ëüíó â✐äêðèòó ìíîæèíó V ⊆ Y ✳ ➬àñòî✲

ñó➵ìî äî íå➝ âêëþ÷åííÿ ✭✾✳✹✮ ç óðàõóâàííÿì ð✐âíîñò✐ V = intV ✿

f−1(intV ) = f−1(V ) ⊆ int f−1(V ).

❰ñê✐ëüêè âíóòð✐øí✐ñòü äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè ì✐ñòèòüñÿ â ñàì✐é ìíî✲

æèí✐✱ òî

f−1(V ) ⊆ int f−1(V ) ⊆ f−1(V ),

çâ✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî f−1(V ) = int f−1(V )✳ ➚ öå îçíà÷à➵✱ ùî ìíîæè✲

íà f−1(V ) â✐äêðèòà✳ ❰òæå✱ â✐äîáðàæåííÿ f íåïåðåðâíå çà îçíà÷åí✲

íÿì ✾✳✶✳

❰çíà÷åííÿ ✾✳✶✵✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà➵òüñÿ íåïåðåðâ✲

íèì â òî÷ö✐ x ∈ X✱ ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè f(x) â ïðî✲

ñòîð✐ Y ✐ñíó➵ îê✐ë U òî÷êè x â ïðîñòîð✐ X✱ òàêèé✱ ùî f(U) ⊆ V ✳

×èòà÷åâ✐ ïðîïîíó➵òüñÿ äîâåñòè ñàìîñò✐éíî✱ ùî â✐äîáðàæåííÿ✱

ÿêå íåïåðåðâíå â êîæí✐é òî÷ö✐ ç X✱ ➵ íåïåðåðâíèì íà âñüîìó ïðî✲

ñòîð✐ X✳

✺✽



✾✳✺
➘åÿê✐ ïðèêëàäè

Ïðèêëàä ✾✳✶✶✳ ßêùî íà ìíîæèí✐ X âèçíà÷åí✐ äâ✐ òîïîëîã✐➝ O1 òà

O2✱ òî òîòîæíå â✐äîáðàæåííÿ id : (X,O1) → (X,O2) íåïåðåðâíå òîä✐

✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè òîïîëîã✐ÿ O1 ñèëüí✐øà✱ í✐æ O2✳

➬àóâàæèìî✱ ùî îñê✐ëüêè id−1(V ) = V äëÿ äîâ✐ëüíî➝ ìíîæèíè

V ∈ O2✱ òî â✐äîáðàæåííÿ id : (X,O1) → (X,O2) íåïåðåðâíå òîä✐ ✐

ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè V ∈ O1✳ ✷

Ïðèêëàä ✾✳✶✷✳ ❮åõàé O1 ✕ òîïîëîã✐ÿ ïðÿìî➝ ➬îð➔åíôðåÿ S ✭äèâ✳

ï✳ ✹✳✸✮✱ à O2 ✕ êàíîí✐÷íà òîïîëîã✐ÿ ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝ R✳ ❮àãàäà➵ìî✱

ùî O2 ⊂ O1✳

➬ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó âèïëèâà➵✱ ùî òîòîæíå â✐äîáðàæåííÿ

id : S → R íåïåðåðâíå✳

Ðîçãëÿíåìî îáåðíåíå â✐äîáðàæåííÿ f = id−1 : R → S✱ f(x) = x

äëÿ âñ✐õ x ∈ R✳ Ïîêàæåìî✱ ùî öå â✐äîáðàæåííÿ ðîçðèâíå â êîæí✐é

òî÷ö✐ ç R✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ R ✐ ðîçãëÿíåìî â✐äêðèòèé îê✐ë V = [x, x+

1) òî÷êè f(x) â S✳ Òîä✐ äëÿ æîäíîãî îêîëó U òî÷êè x â R âèãëÿäó

(x−δ, x+δ) íå âèêîíó➵òüñÿ âêëþ÷åííÿ f(U) ⊆ V ✱ àäæå f(U) = U =

(x− δ, x+ δ) 6⊆ [x, x+ 1)✳ ❰òæå✱ f íå ➵ íåïåðåðâíèì â òî÷ö✐ x✳ ✷

Ïðèêëàä ✾✳✶✸✳ ❮åõàé Y = {0, 1} ç äèñêðåòíîþ òîïîëîã✐➵þ✳ Òîä✐

â✐äîáðàæåííÿ f : R → Y íåïåðåðâíå òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè âîíî

ñòàëå✳

Ñïðàâä✐✱ ÿêùî f ñòàëå✱ òî âîíî íåïåðåðâíå çã✐äíî ç òâåðäæåííÿì

✾✳✹✳

➶ ✐íøèé á✐ê✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî f íå ➵ ñòàëèì✳ Òîä✐ ìíîæèíè

X0 = f−1(0) òà X1 = f−1(1) íåïîðîæí✐ ✐ íåïåðåòèíí✐✱ ïðè÷îìó

R = X0 ∪ X1✳ ❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà {0} â✐äêðèòà â Y ✱ à f íåïå✲

ðåðâíå✱ òî X0 ✕ â✐äêðèòà ï✐äìíîæèíà ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝✳ ➚íàëîã✐÷íî✱

X1 ✕ òåæ â✐äêðèòà ï✐äìíîæèíà ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝✳ ➬ ëåêö✐➝ ➑✷ â✐äî✲

ìî✱ ùî êîæíà â✐äêðèòà ï✐äìíîæèíà â R ➵ îá✬➵äíàííÿì ïîñë✐äîâ✲

íîñò✐ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ✐íòåðâàë✐â✳ ❰òæå✱ ✐ âñÿ ÷èñëîâà ïðÿ✲

ìà áóäå çîáðàæàòèñÿ â òàêîìó âèãëÿä✐✱ òîáòî✱ R =
⋃∞

k=1(ak, bk)✱ äå

(ak, bk)∩ (al, bl) = ∅ äëÿ âñ✐õ k 6= l✳ ➶èáåðåìî òàêå l✱ ùî îäíå ç ÷èñåë

✺✾



al àáî bl ✭ñêàæ✐ìî✱ al✮ íå ➵ íåñê✐í÷åíí✐ñòþ✳ Òîä✐ al 6∈
⋃∞

k=1(ak, bk)✱

àäæå âñ✐ ✐íòåðâàëè ïîïàðíî íåïåðåòèíí✐✳

Òàêèì ÷èíîì✱ íàøå ïðèïóùåííÿ íå â✐ðíå✱ à çíà÷èòü✱ ÿêàñü ç ìíî✲

æèí X0 ÷è X1 ïîðîæíÿ✳ ❰òæå✱ â✐äîáðàæåííÿ f ñòàëå✳ ✷

Ïðèêëàä ✾✳✶✹✳ ❮åõàé Y ✕ ✑çâ✬ÿçíà äâîòî÷êà✑ ✭äèâ✳ ëåêö✐þ ➑✷✮✱

òîáòî✱ Y = {0, 1} ç òîïîëîã✐➵þ O = {∅, {0, 1}, {0}}✳ Ðîçãëÿíåìî â✐ä✲

îáðàæåííÿ f : R → Y ✱ òàêå✱ ùî

f(x) =

{

0, x ∈ (−∞, 0),

1, x ∈ [0,+∞).

Òîä✐ f ✕ íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ✱ îñê✐ëüêè ïðîîáðàç f−1({0}) ➵äè✲
íî➝ íåòðèâ✐àëüíî➝ â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè â Y ✕ öå â✐äêðèòèé ïðîì✐æîê

(−∞, 0)✳ ✷

✻✵



❐åêö✐ÿ ✶✵

➶ëàñòèâîñò✐ íåïåðåðâíèõ

â✐äîáðàæåíü

✶✵✳✶
❮åïåðåðâí✐ñòü ìåòðèêè

❮åõàé (X, d) ✕ ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð ✐ A ⊆ X✳

❰çíà÷åííÿ ✶✵✳✶✳ ➶✐äñòàíü d(x,A) â✐ä òî÷êè x äî ìíîæèíè A

âèçíà÷à➵òüñÿ ð✐âí✐ñòþ

d(x,A) = inf
a∈A

d(x, a),

ÿêùî A 6= ∅✳ ✃ð✐ì òîãî✱

d(x, ∅) = +∞.

❰çíà÷åííÿ ✶✵✳✷✳ ➶✐äñòàííþ d(A,B) ì✐æ ìíîæèíàìè A ✐ B íà✲

çèâà➵òüñÿ ÷èñëî

d(A,B) = inf
a∈A,b∈B

d(a, b).

✻✶



Òâåðäæåííÿ ✶✵✳✸✳ ❮åõàé (X, d) ✕ ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð✱ x, y ∈ X ✐

A ⊆ X✳ Òîä✐

|d(x,A)− d(y,A)| ≤ d(x, y). ✭✶✵✳✶✮

➘îâåäåííÿ✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî A 6= ∅✳ ➬ íåð✐âíîñò✐ òðèêóòíèêà ìà➵ìî✱

ùî

d(x,A) ≤ d(x, a) ≤ d(x, y) + d(y, a)

äëÿ äîâ✐ëüíîãî a ∈ A✳ Ïåðåéäåìî äî ✐íô✐ìóìà ïî a ∈ A â öèõ

íåð✐âíîñòÿõ ✐ îòðèìà➵ìî

inf
a∈A

d(x, a) ≤ d(x, y) + inf
a∈A

d(y, a),

d(x,A) ≤ d(x, y) + d(y,A),

òîáòî✱

d(x,A)− d(y,A) ≤ d(x, y).

➬ ì✐ðêóâàíü ñèìåòð✐➝ ìîæåìî çðîáèòè òàêîæ âèñíîâîê✱ ùî

d(y,A)− d(x,A) ≤ d(x, y).

Ïî➵äíóþ÷è îñòàíí✐ äâ✐ íåð✐âíîñò✐✱ ìè îòðèìà➵ìî íåð✐âí✐ñòü ✭✶✵✳✸✮✳

Òåîðåìà ✶✵✳✹✳ ❮åõàé A ✕ ï✐äìíîæèíà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó

(X, d)✳ Òîä✐ ôóíêö✐ÿ ̺ : X → [0,+∞)✱ ÿêà ä✐➵ çà ïðàâèëîì

̺(x) = d(x,A) ∀x ∈ X,

íåïåðåðâíà íà ïðîñòîð✐ X✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X ✐ ïîêàæåìî✱ ùî â✐äîáðàæåííÿ ̺ íåïå✲

ðåðâíå â ö✐é òî÷ö✐✳ ➶èáåðåìî äîâ✐ëüíèé îê✐ë V = (̺(x)−ε, ̺(x)+ε) ⊆
[0,+∞) òî÷êè ̺(x)✱ äå ε > 0✳ Ïîêëàäåìî U = {y ∈ X : d(x, y) < ε} ✐

çàóâàæèìî✱ ùî U ✕ â✐äêðèòèé îê✐ë òî÷êè x â X✳ ➬àëèøèëîñÿ äîâå✲

ñòè✱ ùî ̺(U) ⊆ V ✳ ➘ëÿ öüîãî â✐çüìåìî äîâ✐ëüíå y ∈ U ✐ çàóâàæèìî✱

ùî d(x, y) < ε✳ Òîä✐ ç òâåðäæåííÿ ✶✵✳✸ âèïëèâà➵✱ ùî

|̺(y)− ̺(x)| = |d(y,A)− d(x,A)| ≤ d(x, y) < ε.

Òàêèì ÷èíîì✱ ̺(y) ∈ (̺(x) − ε, ̺(x) + ε) = V ✱ ùî ✐ ïîòð✐áíî áóëî

äîâåñòè✳

✻✷



✶✵✳✷
➬àìêíåí✐ ìíîæèíè â ìåòðè÷íèõ

ïðîñòîðàõ

Òåîðåìà ✶✵✳✺✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíî➝ ï✐äìíîæèíè A ìåòðè÷íîãî ïðîñòî✲

ðó (X, d) âèêîíó➵òüñÿ ð✐âí✐ñòü

A = {x ∈ X : d(x,A) = 0}. ✭✶✵✳✷✮

➘îâåäåííÿ✳ Ðîçãëÿíåìî ôóíêö✐þ ̺ : X → [0,+∞)✱ ÿêà ä✐➵ çà ïðà✲

âèëîì ̺(x) = d(x,A) ∀x ∈ X✳ Òîä✐

B = {x ∈ X : d(x,A) = 0} = {x ∈ X : ̺(x) = 0} = ̺−1(0).

❰ñê✐ëüêè ôóíêö✐ÿ ̺ íåïåðåðâíà çà òåîðåìîþ ✶✵✳✹✱ òî ìíîæèíà B =

̺−1(0) çàìêíåíà✱ ÿê ïðîîáðàç çàìêíåíî➝ ìíîæèíè✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî

A ⊆ B✳ Òîä✐

A ⊆ B = B.

➬ ✐íøîãî áîêó✱ íåõàé x ∈ B✳ Ïîêàæåìî✱ ùî x ∈ A✳ ➘ëÿ öüîãî ðîç✲

ãëÿíåìî äîâ✐ëüíèé áàçèñíèé îê✐ë U = B(x, ε) òî÷êè x â ìåòðè÷íîìó

ïðîñòîð✐X✳ ❰ñê✐ëüêè d(x,A) = infa∈A d(x, a) = 0✱ òî äëÿ öüîãî ε > 0

✐ñíó➵ a ∈ A✱ òàêå✱ ùî

d(x, a) < ε.

❰òæå✱ a ∈ A ∩ U ✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî U ∩A 6= ∅✱ à çíà÷èòü✱ x ∈ A✳

Òàêèì ÷èíîì✱ A = B✳

Òåîðåìà ✶✵✳✻✳ ❒íîæèíà F çàìêíåíà â ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐

(X, d) òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè

∀(xn)
∞
n=1, xn ∈ F

(

lim
n→∞

d(xn, x) = 0 ⇒ x ∈ F
)

. ✭✶✵✳✸✮

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ ❮åõàé F = F ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà ✐

(xn)
∞
n=1 ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü òî÷îê ç F ✱ òàêà✱ ùî lim

n→∞
d(xn, x) = 0 äëÿ

äåÿêîãî x ∈ X✳ Ïîêàæåìî✱ ùî d(x, F ) = 0✳ ➘ëÿ öüîãî çàô✐êñó➵ìî

✻✸



äîâ✐ëüíå ε > 0 òà çà îçíà÷åííÿì ãðàíèö✐ ïîñë✐äîâíîñò✐✱ çíàéäåìî

òàêå N ∈ N✱ ùî

d(xN , x) < ε.

❰ñê✐ëüêè xN ∈ F ✱ òî çã✐äíî ç õàðàêòåðèñòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè

✐íô✐ìóìà✱ ìà➵ìî✱ ùî

d(x, F ) = inf
a∈F

d(x, a) = 0.

➬ òåîðåìè ✶✵✳✺ âèïëèâà➵✱ ùî x ∈ F = F ✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ✭✶✵✳✸✮ ✐ äîâå✲

äåìî✱ ùî ìíîæèíà F çàìêíåíà✳ ➶✐çüìåìî x ∈ F ✳ Òîä✐ d(x, F ) = 0✳

➬â✐äñè ç îçíà÷åííÿ ✐íô✐ìóìà âèïëèâà➵✱ ùî äëÿ êîæíîãî n ∈ N ✐ñíó➵

xn ∈ F ✱ òàêå✱ ùî

0 ≤ d(x, xn) <
1

n
.

➬â✐äñè

0 ≤ lim
n→∞

d(x, xn) ≤ lim
n→∞

1

n
= 0.

Òàêèì ÷èíîì✱

lim
n→∞

d(x, xn) = 0.

➬ óìîâè ✭✶✵✳✸✮ ìà➵ìî✱ ùî x ∈ F ✳ ❰òæå✱ F = F ✱ à çíà÷èòü✱ ìíîæèíà

F çàìêíåíà✳

✶✵✳✸
➚ðèôìåòè÷í✐ ä✐➝ íàä íåïåðåðâíèìè

ä✐éñíîçíà÷íèìè ôóíêö✐ÿìè

Òåîðåìà ✶✵✳✼✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ f, g : X → R ✕

íåïåðåðâí✐ â✐äîáðàæåííÿ✳ Òîä✐ â✐äîáðàæåííÿ

✶✮ f(x) + g(x)

✷✮ f(x)− g(x)

✸✮ f(x) · g(x)

✻✹



✹✮ f(x) : g(x) ✭ïðè óìîâ✐ g(x) 6= 0 äëÿ âñ✐õ x ∈ X✮

✺✮ |f(x)|

✻✮ max{f(x), g(x)}

✼✮ min{f(x), g(x)}

íåïåðåðâí✐ íà ïðîñòîð✐ X✳

➘îâåäåííÿ✳ ❰ñê✐ëüêè âñ✐ äîâåäåííÿ îäíîòèïí✐✱ âèáåðåìî ùîñü îäíå✱

íàïðèêëàä✱ íåïåðåðâí✐ñòü äîáóòêó✳

Ïîçíà÷èìî h(x) = f(x) · g(x) äëÿ êîæíîãî x ∈ X✳ Ðîçãëÿíåìî

ôóíêö✐þ ϕ : R2 → R✱

ϕ(x, y) = x · y

äëÿ âñ✐õ x, y ∈ R✳ ➬ êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî àíàë✐çó â✐äîìî✱ ùî ôóí✲

êö✐ÿ ϕ íåïåðåðâíà íà R2✳

➘àë✐✱ ðîçãëÿíåìî â✐äîáðàæåííÿ ∆ : X → R2✱

∆(x) = (f(x), g(x))

äëÿ êîæíîãî x ∈ X✱ òà ïîêàæåìî✱ ùî ∆ ✕ íåïåðåðâíå íà X✳ ßê

â✐äîìî ç ïîïåðåäí✐õ ëåêö✐é✱ îäíó ç åêâ✐âàëåíòíèõ áàç åâêë✐äîâî➝ òî✲

ïîëîã✐➝ íà R2 óòâîðþþòü â✐äêðèò✐ ïðÿìîêóòíèêè✱ ñòîðîíè ÿêèõ ïà✲

ðàëåëüí✐ äî îñåé êîîðäèíàò✱ òîáòî✱ ïðÿìîêóòíèêè âèãëÿäó U × V ✱

äå U òà V ✕ ✐íòåðâàëè íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✳ ❰òæå✱ çàô✐êñó➵ìî îäèí ç

òàêèõ ïðÿìîêóòíèê✐â W = U × V ✐ äîâåäåìî✱ ùî ïðîîáðàç ∆−1(W )

➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â X✳ Ñïðàâä✐✱

∆−1(W ) = ∆−1(U × V ) = {x ∈ X : (f(x), g(x)) ∈ U × V } =

{x ∈ X : f(x) ∈ U ✐ g(x) ∈ V } = f−1(U) ∩ g−1(V ).

❰ñê✐ëüêè â✐äîáðàæåííÿ f : X → R ✐ g : X → R íåïåðåðâí✐✱ òî

ïðîîáðàçè f−1(U) ✐ g−1(V ) ➵ â✐äêðèòèì ìíîæèíàìè â X✳ ➚ çíà÷èòü✱

➝õí✐é ïåðåòèí òåæ ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â X✳

➬àëèøèëîñü çàóâàæèòè✱ ùî â✐äîáðàæåííÿ

h = ϕ ◦∆ : X → R

íåïåðåðâíå✱ ÿê êîìïîçèö✐ÿ íåïåðåðâíèõ â✐äîáðàæåíü✳

✻✺



✶✵✳✹
Ñóìà ð✐âíîì✐ðíî çá✐æíîãî ðÿäó

❰çíà÷åííÿ ✶✵✳✽✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ (Y, d) ✕ ìåòðè✲

÷íèé ïðîñò✐ð ✐ (fn)
∞
n=1 ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü â✐äîáðàæåíü fn : X → Y ✳

❒è êàæåìî✱ ùî ïîñë✐äîâí✐ñòü (fn)
∞
n=1 çá✐ãà➵òüñÿ ð✐âíîì✐ðíî äî â✐ä✲

îáðàæåííÿ f : X → Y ✱ ÿêùî äëÿ äîâ✐ëüíîãî ε > 0 ✐ñíó➵ òàêå N ∈ N✱

ùî

d(fn(x), f(x)) < ε

äëÿ âñ✐õ n ≥ N òà âñ✐õ x ∈ X✳

Òåîðåìà ✶✵✳✾✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ (Y, d) ✕ ìåòðè✲

÷íèé ïðîñò✐ð ✐ (fn)
∞
n=1 ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü íåïåðåðâíèõ â✐äîáðàæåíü

fn : X → Y ✳ ßêùî ïîñë✐äîâí✐ñòü (fn)
∞
n=1 ð✐âíîì✐ðíî çá✐ãà➵òüñÿ äî

â✐äîáðàæåííÿ f ✱ òî f ✕ íåïåðåðâíå✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî x0 ∈ X ✐ ε > 0✳ ➬ îçíà÷åííÿ ð✐âíîì✐ðíî➝

çá✐æíîñò✐ âèïëèâà➵ ✐ñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà N ∈ N✱ ùî

d(f(x), fn(x)) <
ε

3
✭✶✵✳✹✮

äëÿ âñ✐õ n ≥ N ✐ âñ✐õ x ∈ X✳ ❰ñê✐ëüêè ôóíêö✐ÿ fN íåïåðåðâíà✱ òî

✐ñíó➵ òàêèé îê✐ë U òî÷êè x0✱ ùî

d(fN (x0), fN (x)) <
ε

3
✭✶✵✳✺✮

äëÿ âñ✐õ x ∈ U ✳

❮åõàé x ∈ U ✕ äîâ✐ëüíà òî÷êà✳ Òîä✐ ç ✭✶✵✳✹✮✱ ✭✶✵✳✺✮ ✐ íåð✐âíîñò✐

òðèêóòíèêà ìà➵ìî

d(f(x), f(x0)) ≤ d(f(x), fN (x)) + d(fN (x), fN (x0)) + d(fN (x0), f(x0)) <

<
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

✻✻



❰çíà÷åííÿ ✶✵✳✶✵✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ (fn)
∞
n=1 ✕

ïîñë✐äîâí✐ñòü â✐äîáðàæåíü fn : X → R✳ ❒è êàæåìî✱ ùî ðÿä

∞
∑

n=1

fn(x) ✭✶✵✳✻✮

çá✐ãà➵òüñÿ ð✐âíîì✐ðíî íà ïðîñòîð✐ X✱ ÿêùî ✐ñíó➵ òàêå â✐äîáðàæåííÿ

f : X → R✱ ùî ïîñë✐äîâí✐ñòü (un)
∞
n=1 ÷àñòèííèõ ñóì öüîãî ðÿäó✱ ÿêà

äëÿ êîæíîãî x ∈ X âèçíà÷à➵òüñÿ ð✐âí✐ñòþ

un(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·+ fn(x),

çá✐ãà➵òüñÿ ð✐âíîì✐ðíî äî f íà ïðîñòîð✐ X✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f ïðè öüî✲

ìó íàçèâà➵òüñÿ ñóìîþ ðÿäó ✭✶✵✳✻✮✳

Òåîðåìà ✶✵✳✶✶✳ ❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳ Òîä✐ ñóìà

f(x) =
∞
∑

n=1

fn(x)

ð✐âíîì✐ðíî çá✐æíîãî íà ïðîñòîð✐ X ðÿäó✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ ç íåïå✲

ðåðâíèõ ôóíêö✐é fn : X → R✱ ➵ íåïåðåðâíîþ ôóíêö✐➵þ íà ïðîñòîð✐

X✳

➘îâåäåííÿ✳ ❰ñê✐ëüêè êîæíà ôóíêö✐ÿ un(x) =
∑n

k=1 fk(x)✱ n ∈ N✱

íåïåðåðâíà çà òåîðåìîþ ✶✵✳✼✱ òî òâåðäæåííÿ íåãàéíî âèïëèâà➵ ç

òåîðåìè ✶✵✳✾✳

✶✵✳✺
➹îìåîìîðô✐çìè

❰çíà÷åííÿ ✶✵✳✶✷✳ ➶✐äîáðàæåííÿ f : X → Y ì✐æ òîïîëîã✐÷íèìè

ïðîñòîðàìè X òà Y íàçèâà➵òüñÿ ãîìåîìîðô✐çìîì✱ ÿêùî

❼ á✐➵êòèâíå

❼ íåïåðåðåâíå

✻✼



❼ îáåðíåíå â✐äîáðàæåííÿ f−1 : Y → X íåïåðåðâíå✳

ßêùî ì✐æ ïðîñòîðàìèX òà Y ✐ñíó➵ ãîìåîìîðô✐çì✱ òî òàê✐ ïðîñòîðè

íàçèâàþòüñÿ ãîìåîìîðôíèìè✳

➘ëÿ êîæíîãî x ∈ R ïîçíà÷èìî f(x) = arctgx✳ ❐åãêî ïåðåâ✐ðèòè✱

ùî f : R → (−π
2 ,

π
2 ) ✕ á✐➵êòèâíå✱ íåïåðåðâíå✱ ✐ îáåðíåíå â✐äîáðà✲

æåííÿ f−1 : (−π
2 ,

π
2 ) → R✱ f−1(x) = tg x✱ òåæ íåïåðåðâíå✳ ❰òæå✱

òîïîëîã✐÷í✐ ïðîñòîðè R ✐ (−π
2 ,

π
2 ) ✕ ãîìåîìîðôí✐✳

❰äíàê✱ â✐äð✐çîê [−π
2 ,

π
2 ] ✐ ÷èñëîâà ïðÿìà R íå ãîìåîìîðôí✐ ✭ñïðî✲

áóéòå äîâåñòè✦✮

➬àóâàæåííÿ ✶✵✳✶✸✳ ➬ îçíà÷åííÿ âèïëèâà➵✱ ùî îáåðíåíå â✐äîáðà✲

æåííÿ äî ãîìåîìîðô✐çìà òåæ ➵ ãîìåîìîðô✐çìîì✱ àäæå îáåðíåíå äî

á✐➵êòèâíîãî â✐äîáðàæåííÿ ✕ á✐➵êòèâíå✳

❮àñòóïíå âàæëèâå òâåðäæåííÿ òåæ ➵ áåçïîñåðåäí✐ì íàñë✐äêîì

îçíà÷åííÿ ãîìåìîðô✐çìà✳

Òåîðåìà ✶✵✳✶✹✳ ❮åõàé f : X → Y ✕ ãîìåîìîðô✐çì✳ Òîä✐ äëÿ äî✲

â✐ëüíî➝ ìíîæèíè A ⊆ X

✶✮ A çàìêíåíà òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè ìíîæèíà f(A) çàìêíåíà

â Y ❀

✷✮ f(A) = f(A)❀

✸✮ f(intA) = int f(A)❀

✹✮ f(∂A) = ∂f(A)❀

✺✮ A ✕ îê✐ë òî÷êè x ∈ X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè f(A) ✕ îê✐ë

òî÷êè f(x)✳

Òàêèì ÷èíîì✱ ç òîïîëîã✐÷íî➝ òî÷êè çîðó ãîìåîìîðôí✐ ïðîñòîðè

âëàøòîâàí✐ àáñîëþòíî îäíàêîâî ✕ ãîìåîìîðô✐çì ì✐æ íèìè âñòàíîâ✲

ëþ➵ âçà➵ìíî✲îäíîçíà÷íó â✐äïîâ✐äí✐ñòü ì✐æ óñ✐ìà ÿâèùàìè â X òà

Y ✱ ÿê✐ âèðàæàþòüñÿ â òåðì✐íàõ òîïîëîã✐÷íèõ ñòðóêòóð✳

■íâàð✐àíòè ✭òîáòî✱ íåçì✐íí✐ âëàñòèâîñò✐✮ ãîìåîìîðô✐çì✐â ➵ îñî✲

áëèâî âàæëèâèìè òà íàçèâàþòüñÿ òîïîëîã✐÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè✳

Ïðåäìåò òîïîëîã✐➝ ✕ âèâ÷åííÿ òîïîëîã✐÷íèõ âëàñòèâîñòåé✱ ✐ ç òî÷êè

çîðó òîïîëîã✐➝ äâà ãîìåîìîðôí✐ îá✬➵êòè ìîæíà îòîòîæíþâàòè òà

ðîçãëÿäàòè ÿê îäèí îá✬➵êò✳

✻✽



❐åêö✐ÿ ✶✶

➬â✬ÿçí✐ñòü

✶✶✳✶
❰çíà÷åííÿ ✐ íàéïðîñò✐ø✐ ïðèêëàäè

❰çíà÷åííÿ ✶✶✳✶✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X íàçèâà➵òüñÿ çâ✬ÿçíèì✱

ÿêùî äîâ✐ëüíà éîãî â✐äêðèòî✲çàìêíåíà ï✐äìíîæèíà àáî ïîðîæíÿ✱

àáî çá✐ãà➵òüñÿ ç óñ✐ì ïðîñòîðîì X✳

❰çíà÷åííÿ ✶✶✳✷✳ Ðîçáèòòÿì ìíîæèíè íàçèâà➵òüñÿ ïðåäñòàâëåí✲

íÿ ➝➝ ó âèãëÿä✐ îá✬➵äíàííÿ ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ ï✐äìíîæèí✳

ßêùî ìíîæèíè A òà B íåïåðåòèíí✐✱ òî ➝õí➵ îá✬➵äíàííÿ ìè ïî✲

çíà÷àòèìåìî òàê✿

A ⊔B.

Òâåðäæåííÿ ✶✶✳✸✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X ➵ çâ✬ÿçíèì òîä✐ ✐

ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè éîãî íå ìîæíà ðîçáèòè íà äâ✐ íåïîðîæí✐ â✐ä✲

êðèò✐ ìíîæèíè✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî ïðîñò✐ð X çâ✬ÿçíèé✱ àëå

✐ñíóþòü äâ✐ íåïåðåòèíí✐ â✐äêðèò✐ ìíîæèíèA ✐B✱ òàê✐✱ ùîX = A⊔B✳

❰ñê✐ëüêè A ✕ â✐äêðèòà✱ òî B = X \A ✕ çàìêíåíà✳ ➪óäó÷è îäíî÷àñíî

✻✾



é â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✱ B = ∅ àáî B = X✳ ßêùî B = X✱ òî A = ∅✱
ñóïåðå÷í✐ñòü✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ Ðîçãëÿíåìî â✐äêðèòî✲çàìêíåíó ìíîæèíó A â ïðî✲

ñòîð✐ X✳ ßêùî X 6= A 6= ∅✱ òî X 6= X \ A 6= ∅✳ ❰ñê✐ëüêè

X = A⊔(X \A)✱ à îáèäâ✐ ìíîæèíè A ✐ X \A â✐äêðèò✐✱ òî ìè îòðèìó✲

➵ìî ðîçáèòòÿ X íà äâ✐ íåïîðîæí✐ â✐äêðèò✐ ÷àñòèíè✱ ùî ñóïåðå÷èòü

ïðèïóùåííþ✳

➬àóâàæåííÿ ✶✶✳✹✳ ❰ñê✐ëüêè äîïîâíåííÿ äî â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè ➵

çàìêíåíèì✱ òî òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð çâ✬ÿçíèé òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè

éîãî íå ìîæíà ðîçáèòè íà äâ✐ íåïîðîæí✐ çàìêíåí✐ ìíîæèíè✳

Ïðèêëàä ✶✶✳✺✳ ➶ ïðèêëàä✐ ✾✳✶✷ ìè äîâåëè✱ ùî ➵äèí✐ â✐äêðèòî✲

çàìêíåí✐ ìíîæèíè íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é R ✕ öå ïîðîæíÿ ìíîæèíà ✐

âåñü ïðîñò✐ð R✳ Òàêèì ÷èíîì✱ ÷èñëîâà ïðÿìà ➵ çâ✬ÿçíèì ïðîñòîðîì✳

➶ íàñòóïíîìó ïóíêò✐ ìè îõàðàêòåðèçó➵ìî âñ✐ çâ✬ÿçí✐ ï✐äìíîæèíè

ïðÿìî➝✳

Ïðèêëàä ✶✶✳✻✳ ➘èñêðåòíèé ïðîñò✐ð X íåçâ✬ÿçíèé✳ ✃îæíà òî÷êà

{x} â íüîìó ➵ â✐äêðèòî✲çàìêíåíîþ✱ òîìó ïðîñò✐ð X ìîæíà ïîäàòè

ó âèãëÿä✐

X = {x} ⊔ (X \ {x})

îá✬➵äíàííÿ äâîõ íåïåðåòèííèõ â✐äêðèòèõ ï✐äìíîæèí✳

Ïðèêëàä ✶✶✳✼✳ Ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ S íåçâ✬ÿçíà✳ ➶ ëåêö✐➝ ➑✹ ìè

ïîêàçàëè✱ ùî áàçèñíèé ïðîì✐æîê [a, b) íà ïðÿì✐é ➬îð➔åíôðåÿ ➵

â✐äêðèòî✲çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ✳ Òîä✐

S = [a, b) ⊔ (S \ [a, b))

➵ ðîçáèòòÿì S íà äâ✐ â✐äêðèò✐ ÷àñòèíè✳

Ïðèêëàä ✶✶✳✽✳ ➘âîòî÷êà X = {0, 1} ç òîïîëîã✐➵þ Ñåðï✐íñüêîãî

✭òîáòî✱ òîïîëîã✐➵þ âèãëÿäó O = {∅, {0, 1}, {0}}✮ ➵ çâ✬ÿçíèì ïðî✲

ñòîðîì✳ ❒íîæèíà {0} ➵ â✐äêðèòîþ✱ àëå íå çàìêíåíîþ✳ Òîìó ➵äèí✐

â✐äêðèòî✲çàìêíåí✐ ìíîæèíè â X ✕ öå ∅ ✐ {0, 1}✳

➶ ïðîñòîðàõ R✱ R2 ✐ R3 çâ✬ÿçí✐ ìíîæèíè ìîæíà óÿâëÿòè ñîá✐✱ ÿê

ò✐✱ ùî ñêëàäàþòüñÿ ç îäíîãî ✑øìàòêà✑✱ ✐ íå ➵ ðîçä✐ëåíèìè íà îêðåì✐

÷àñòèíè✳ Ïðîòå íàñïðàâä✐ ñòðóêòóðà çâ✬ÿçíèõ ìíîæèí ìîæå áóòè

íàáàãàòî ñêëàäí✐øîþ✳

✼✵



✶✶✳✷
➬â✬ÿçí✐ ï✐äìíîæèíè ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝

Òâåðäæåííÿ ✶✶✳✾✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X áóäå çâ✬ÿçíèì òîä✐

✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè êîæíå íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ f : X → D

ïðîñòîðó X â äâîòî÷êîâèé äèñêðåòíèé ïðîñò✐ð D = {0, 1} ñòàëå✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ ❮åõàé X ✕ çâ✬ÿçíèé ïðîñò✐ð✳ Ïîçíà÷èìî

X1 = f−1(0) ✐ X2 = f−1(1)✳ ❰ñê✐ëüêè f íåïåðåðâíå✱ òî ìíîæèíè

Xi çàìêíåí✐✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî X1 6= ∅ ✐ X2 6= ∅✳ Òîä✐ ç òîãî✱ ùî

X = X1 ⊔ X2✱ âèïëèâà➵✱ ùî X ✕ íåçâ✬ÿçíèé ïðîñò✐ð✱ îòæå✱ X1 = ∅
àáî X2 = ∅✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ ❮åõàé X ✕ íåçâ✬ÿçíèé ïðîñò✐ð✱ òîä✐ X = X1 ⊔X2✱

äå X1 6= ∅ ✐ X2 6= ∅✳ Ïîêëàäåìî

f(x) =

{

0, x ∈ X1,

1, x ∈ X2.

❰ñê✐ëüêè ìíîæèíè X1 ✐ X2 çàìêíåí✐✱ òî ôóíêö✐ÿ f íåïåðåðâ✲

íà✱ ïðè÷îìó f(X) = D✱ ùî ñóïåðå÷èòü óìîâ✐✳ ❰òæå✱ ïðîñò✐ð X

çâ✬ÿçíèé✳

❮àãàäà➵ìî✱ ùî ï✐ä ïðîì✐æêîì íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é ìè ðîçóì✐➵ìî

ìíîæèíó âèãëÿäó

[a, b], [a, b), (a, b], (a, b),

äå a ≤ b✳ Ïðîì✐æêè✱ â ÿêèõ a, b ∈ R✱ ìè íàçèâà➵ìî ñê✐í÷åííèìè✱ à

ò✐✱ â ÿêèõ õî÷à á îäíå ç ÷èñåë a, b ➵ áåçìåæí✐ñòþ✱ ✕ íåñê✐í÷åííèìè✳

ßêùî a = b✱ òî ïðîì✐æîê [a, b] = {a} íàçèâà➵òüñÿ âèðîäæåíèì✳

Òåîðåìà ✶✶✳✶✵✳ ➘îâ✐ëüíà ï✐äìíîæèíà A ÷èñëîâî➝ ïðÿìî➝ R ➵

çâ✬ÿçíîþ òîä✐ ✐ ò✐ëüêè òîä✐✱ êîëè A ✕ ïðîì✐æîê ✭âèðîäæåíèé àáî

íåâèðîäæåíèé✱ ñê✐í÷åííèé àáî íåñê✐í÷åííèé✮✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳ ❮åõàé A ✕ çâ✬ÿçíà ï✐ìíîæèíà R✳ ➶✐çüìå✲

ìî òî÷êè a ✐ b ç A✳ ❮åõàé ✐ñíó➵ òî÷êà c ∈ (a, b)✱ òàêà✱ ùî c 6∈ A✳

✼✶



Ïîêëàäåìî F1 = A ∩ (−∞, c]✱ F2 = A ∩ [c,+∞)✳ Òîä✐ íåïîðîæí✐

ìíîæèíè F1 òà F2 çàìêíåí✐ â A ✐ A = F1 ⊔ F2✱ àëå A ✕ çâ✬ÿçíà ìíî✲

æèíà✱ çâ✐äêè âèïëèâà➵✱ ùî c ∈ A✳ ❮åõàé A ✕ îáìåæåíà ìíîæèíà

✐ s = supA✱ t = infA✳ Òîä✐ A ⊆ [t, s]✳ ßêùî x ∈ A✱ t ≤ x ≤ s✱ òî

(t, x] ⊆ A ✐ [x, s) ⊆ A✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî (t, s) ⊆ A ⊆ [t, s]✱ îòæå✱ A

✕ ïðîì✐æîê✳ ➚íàëîã✐÷íî ó âèïàäêó✱ êîëè A ✕ íåîáìåæåíà ìíîæèíà✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ ❮àâïàêè✱ íåõàé A ✕ ïðîì✐æîê✱ íàïðèêëàä✱ A =

[a, b]✳

Ïîêàæåìî✱ ùî ìíîæèíà A çâ✬ÿçíà✳ Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíå â✐ä✲

îáðàæåííÿ f : [a, b] → D = {0, 1} ✐ äîâåäåìî✱ ùî f(X) ⊆ {0} àáî

f(X) ⊆ {1}✳ ❮åõàé öå íå òàê✳ Òîä✐ ✐ñíóþòü òî÷êè x1 ∈ [a, b] ✐

x2 ∈ [a, b]✱ x1 < x2✱ òàê✐✱ ùî f(x1) = 0 ✐ f(x2) = 1✳ ➶✐äîáðàæåí✲

íÿ g = f |[x1,x2] íåïåðåðâíå✳ Òîä✐✱ çã✐äíî ç òåîðåìîþ ➪îëüöàíî✲✃îø✐

ïðî ïðîì✐æíå çíà÷åííÿ✱ g([x1, x2]) = [0, 1]✱ àëå ôóíêö✐ÿ f íàáóâà➵

çíà÷åííÿ ëèøå 0 àáî 1✱ îòæå✱ ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷í✐ñòü✳ Òàêèì ÷è✲

íîì✱ f(X) ⊆ {0} àáî f(X) ⊆ {1}✳ Òîä✐ ç òâåðäæåííÿ ✶✶✳✾ âèïëèâà➵✱

ùî A ✕ çâ✬ÿçíà ìíîæèíà✳

➚íàëîã✐÷íî ïîêàçó➵òüñÿ✱ ùî ïðîì✐æêè ✐íøèõ òèï✐â (a, b)✱ (a, b]✱

[a, b) ➵ çâ✬ÿçíèìè✳

✶✶✳✸
Ùå îäíà õàðàêòåðèçàö✐ÿ çâ✬ÿçíîñò✐

❰çíà÷åííÿ ✶✶✳✶✶✳ ❒íîæèíè A òà B â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ X

íàçèâàþòüñÿ â✐äîêðåìíèìè✱ ÿêùî

A ∩B = ∅ = A ∩B.

➬ðîóì✐ëî✱ ùî â✐äîêðåìí✐ ìíîæèíè íåïåðåòèíí✐✳ ✃ð✐ì òîãî✱ äî✲

â✐ëüí✐ íåïåðåòèíí✐ â✐äêðèòî✲çàìêíåí✐ ìíîæèíè ➵ â✐äîêðåìíèìè✳

Òâåðäæåííÿ ✶✶✳✶✷✳ ➘ëÿ äîâ✐ëüíîãî òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X

íàñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ ïðîñò✐ð X çâ✬ÿçíèé❀

✼✷



✷✮ ÿêùî X = A ∪ B ✐ ìíîæèíè A òà B â✐äîêðåìí✐✱ òî îäíà ç

íèõ ïîðîæíÿ✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮⇒ ✷✮✳ ❰ñê✐ëüêè A ∩ B = ∅✱ òî A ⊆ X\B✳ ✃ð✐ì òîãî✱

A ∪ B = X✱ òîìó X \ B = A✳ ❰òæå✱ A ⊆ A ⊆ A✱ çâ✐äêè âèïëèâà➵✱

ùî A = A.

Ö✐ëêîì àíàëîã✐÷íî ìîæíà ïîêàçàòè✱ ùî B = B.

❰òðèìó➵ìî✱ ùî ìíîæèíè A òà B çàìêíåí✐✳ ❰ñê✐ëüêè âîíè íå

ïåðåòèíàþòüñÿ✱ òî îäíà ç öèõ ìíîæèí ïîðîæíÿ✱ àäæå ïðîñò✐ð X

çâ✬ÿçíèé✳

✷✮⇒ ✶✮✳ ➘îâåäåìî✱ ùî êîæíå íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ ç X ó

äèñêðåòíó äâîòî÷êó D = {0, 1} ñòàëå✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî öå íå òàê✳

Òîä✐ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ f : X → D✱ òàêå✱ ùî

f−1(0) 6= ∅ 6= f−1(1).

Ïîçíà÷èìî

A = f−1(0), B = f−1(1).

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî

X = A ∪B.

✃ð✐ì òîãî✱ ç íåïåðåðâíîñò✐ â✐äîáðàæåííÿ f ✐ çàìêíåíîñò✐ ìíîæèí

{0} òà {1} â ïðîñòîð✐ D âèïëèâà➵✱ ùî ìíîæèíè A òà B çàìêíåí✐✳

Òîä✐

A = A = f−1(0) ∩B = ∅,

B = B = f−1(1) ∩A = ∅.

❰òæå✱ çã✐äíî ç óìîâîþ ✷✮ òâåðäæåííÿ✱ îäíà ç ìíîæèí A ÷è B ìà➵

áóòè ïîðîæíüîþ✳ ❰òðèìàíà ñóïåðå÷í✐ñòü äîâîäèòü✱ ùî êîæíå íåïå✲

ðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ ç X â D = {0, 1} ñòàëå✳ ➬à òâåðäæåííÿì ✶✶✳✾

ïðîñò✐ð X çâ✬ÿçíèé✳

✼✸



✶✶✳✹
➬àìèêàííÿ òà âíóòð✐øí✐ñòü ìíîæèíè â

ï✐äïðîñòîð✐

Ïåðåä òèì✱ ÿê ïðîäîâæèòè äîñë✐äæåííÿ âëàñòèâîñòåé çâ✬ÿçíèõ

ìíîæèí✱ íàì áóäóòü ïîòð✐áí✐ ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ â✐äíîñíèõ

çàìèêàíü òà â✐äíîñíèõ âíóòð✐øíîñòåé✳

➬àìèêàííÿ ìíîæèíè A â ï✐äïðîñòîð✐ E òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòî✲

ðó X✱ òîáòî✱ ìíîæèíó âñ✐õ òî÷îê ç E✱ ÿê✐ ➵ ãðàíè÷íèìè òî÷êàìè

ìíîæèíè A â ï✐äïðîñòîð✐ E✱ ìè ïîçíà÷àòèìåìî

A
E
.

➚íàëîã✐÷íî✱ âíóòðóøí✐ñòü ìíîæèíè A â ï✐äïðîñòîð✐ E✱ òîáòî✱ ìíî✲

æèíó âñ✐õ òî÷îê ç E✱ ÿê✐ ➵ âíóòð✐øí✐ìè òî÷êàìè ìíîæèíè A â ï✐ä✲

ïðîñòîð✐ E✱ ìè ïîçíà÷àòèìåìî

intEA.

Òâåðäæåííÿ ✶✶✳✶✸✳ ßêùî E ✕ ï✐äïðîñò✐ð òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòî✲

ðó X ✐ A ⊆ E✱ òî

A
E
= E ∩A. ✭✶✶✳✶✮

➘îâåäåííÿ✳ ➬à îçíà÷åííÿì✱ çàìèêàííÿ A
E
✕ öå ïåðåòèí âñ✐õ çàìêíå✲

íèõ ìíîæèí Fs â E✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü A✱ òîáòî✱

A
E
=
⋂

s∈S

Fs,

äå êîæíà ìíîæèíà Fs✱ áóäó÷è çàìêíåíîþ â E✱ çîáðàæà➵òüñÿ ó âè✲

ãëÿä✐

Fs = E ∩As,

äå As ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà â X✳ Òîä✐

A
E
=
⋂

s∈S

(E ∩As) = E ∩

(

⋂

s∈S

As

)

= E ∩A.

✼✹



Ïðèêëàä ✶✶✳✶✹✳ ❮åõàé E ✕ ÷èñëîâà ïðÿìà✱ ÿêó ìè ðîçãëÿäà➵ìî✱

ÿê ï✐äïðîñò✐ð ïëîùèíè✳ ■íøèìè ñëîâàìè✱ E = R × {0} ⊆ R2. Ðîç✲

ãëÿíåìî ï✐äìíîæèíó A = (0, 1)× {0} ìíîæèíè E✳ Òîä✐

A
E
= E ∩A = (R× {0}) ∩ ([0, 1]× {0}) = [0, 1]× {0}.

Òóò çàìèêàííÿ ìíîæèíè â ï✐äïðîñòîð✐ çá✐ãà➵òüñÿ ✐ç çàìèêàííÿì

ìíîæèíè ó âñüîìó ïðîñòîð✐ R2✳

➚ëå äëÿ âíóòð✐øíîñò✐ â ï✐äïðîñòîð✐ ïîä✐áíà ð✐âí✐ñòü íå â✐ðíà✳

❒íîæèíà A ➵ â✐äêðèòîþ â ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✱ òîìó intEA = (0, 1) ×
{0} = A✳ ➬ ✐íøîãî áîêó✱ ìíîæèíà A✱ ÿê ï✐äìíîæèíà ïëîùèíè R2

ìà➵ ïîðîæíþ âíóòð✐øí✐ñòü✳ Òîìó E ∩ intA = ∅✳

✶✶✳✺
❐åìà ïðî â✐íèê

Ñôîðìóëþ➵ìî íàñë✐äîê ç òâåðäæåííÿ ✶✶✳✾✳

Òâåðäæåííÿ ✶✶✳✶✺✳ ßêùî ï✐äïðîñò✐ð C òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó

X çâ✬ÿçíèé✱ òî äëÿ äîâ✐ëüíèõ äâîõ â✐äîêðåìíèõ ï✐äìíîæèí A✱ B

ïðîñòîðó X✱ òàêèõ✱ ùî C ⊆ A∪B✱ çàâæäè àáî C ⊆ A✱ àáî C ⊆ B✳

➘îâåäåííÿ✳ ❒íîæèíè A ∩ C ✐ B ∩ C â✐äîêðåìí✐ â X✱ áî

A ∩ C ∩ (B ∩ C) ⊆ A ∩B = ∅.

➚íàëîã✐÷íî✱

B ∩ C ∩ (A ∩ C) ⊆ B ∩A = ∅.

➬ã✐äíî ç ôîðìóëîþ ✭✶✶✳✶✮

A ∩ C
C
= C ∩A ∩ C ⊆ A ∩ C.

❰ñê✐ëüêè A ∩ C òà B ∩ C â✐äîêðåìí✐ â X✱ òî A ∩ C ⊆ X \ (B ∩ C)✱

çâ✐äêè

A ∩ C
C
∩ (B ∩ C) = ∅.
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➚íàëîã✐÷íî✱

B ∩ C
C
∩ (A ∩ C) = ∅.

❰òæå✱ ìíîæèíè A ∩ C ✐ B ∩ C â✐äîêðåìí✐ â C✳ ✃ð✐ì òîãî✱ ➝õí➵

îá✬➵äíàííÿ äà➵ ìíîæèíó C✳ ➬ã✐äíî ç òâåðäæåííÿì ✶✶✳✶✷✱ îäíà ç öèõ

ìíîæèí ïîðîæíÿ✱ îòæå✱ ìíîæèíà C ì✐ñòèòüñÿ â ✐íø✐é ìíîæèí✐✳

Òîáòî✱ C ⊆ C ∩A ⊆ A àáî C ⊆ C ∩B ⊆ B✳

❮àñòóïíå òâåðäæåííÿ ìè íàçèâà➵ìî ✑ëåìîþ ïðî â✐íèê✑ ✳

Òåîðåìà ✶✶✳✶✻✳ ❮åõàé C = (Cs : s ∈ S) ✕ äåÿêà ñ✐ì✬ÿ çâ✬ÿçíèõ

ï✐äìíîæèí òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X✳ ßêùî ✐ñíó➵ s0 ∈ S✱ òàêå✱

ùî ùî ìíîæèíà Cs0 íå â✐äîêðåìíà â✐ä æîäíî➝ ç ìíîæèí Cs✱ òî

îá✬➵äíàííÿ
⋃

s∈S

Cs ✕ çâ✬ÿçíå✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïîçíà÷èìî

C =
⋃

s∈S

Cs.

❒✐ðêóþ÷è â✐ä ñóïðîòèâíîãî✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî ìíîæèíà C íå çâ✬ÿçíà✳

Òîä✐ ➝➝ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä✐

C = X1 ∪X2,

äå X1 ✐ X2 ✕ â✐äêðèòî✲çàìêíåí✐ íåïîðîæí✐ ï✐äìíîæèíè C✳ ❰ñê✐ëüêè

Cs0 ⊆ X1∪X2✱ òî çã✐äíî ç òâåðäæåííÿì ✶✶✳✶✺ Cs0 ⊆ X1 àáî Cs0 ⊆ X2✳

❮åõàé Cs0 ⊂ X1✳

➚íàëîã✐÷í✐ ì✐ðêóâàííÿ äëÿ êîæíî➝ çâ✬ÿçíî➝ ìíîæèíè Cs ïîêàçó✲

þòü✱ êîæíà ç ìíîæèí Cs çíàõîäèòüñÿ àáî â X1✱ àáî â X2✳ Ïðèïó✲

ñòèìî✱ ùî äåÿêà ìíîæèíà Cs ì✐ñòèòüñÿ â X2✳ ➚ëå òîä✐

Cs0 ∩ Cs ⊆ X1 ∩X2 = ∅,
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à öå ñóïåðå÷èòü òîìó ôàêòó✱ ùî Cs0 íå ➵ â✐äîêðåìíîþ â✐ä Cs✳ ❰òæå✱

Cs ⊆ X1 äëÿ âñ✐õ s ∈ S✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî C ⊆ X1 ✐ X2 = ∅✳

❮àñë✐äîê ✶✶✳✶✼✳ ßêùî ï✐äïðîñò✐ð C ïðîñòîðó X çâ✬ÿçíèé✱ òî ✐

êîæíèé ï✐äïðîñò✐ð A ïðîñòîðó X✱ äëÿ ÿêîãî

C ⊆ A ⊆ C,

òàêîæ çâ✬ÿçíèé✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïîçíà÷èìî Cs0 = C ✐ Cx = C ∪ {x} äëÿ êîæíîãî x ∈ A✳

❰ñê✐ëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ A

C ⊆ Cx ⊆ C,

òî

C ∩ Cx 6= ∅ 6= C ∩ Cx.

Òàêèì ÷èíîì✱ ìíîæèíè C ✐ Cx íå ➵ â✐äîêðåìíèìè äëÿ âñ✐õ x ∈ A✳ ➬

ëåìè ïðî â✐íèê âèïëèâà➵✱ ùî îá✬➵äíàííÿ

A =
⋃

x∈A

(Cx ∪ Cs0)

çâ✬ÿçíå✳

❮àñë✐äîê ✶✶✳✶✽✳ ßêùî C = (Cs : s ∈ S) ✕ ñ✐ì✬ÿ çâ✬ÿçíèõ ìíî✲

æèí✱ îäíà ç ÿêèõ ïåðåòèíà➵ êîæíó ✐íøó ìíîæèíó ç ñ✐ì✬➝ C ✱ òî

îá✬➵äíàííÿ

C =
⋃

s∈S

Cs

çâ✬ÿçíå✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Cs0 ìíîæèíó✱ ÿêà ïåðåòèíà➵ âñ✐ ✐íø✐

ìíîæèíè ç C ✳ ❰ñê✐ëüêè Cs0 ∩Cs 6= ∅✱ òî Cs0 ✐ Cs íå â✐äîêðåìí✐ äëÿ

êîæíîãî s ∈ S✳ ➬àëèøèëîñü çàñòîñóâàòè ëåìó ïðî â✐íèê✳

❮àñë✐äîê ✶✶✳✶✾✳ ßêùî A òà B ✕ çâ✬ÿçí✐ ìíîæèíè ✐ A ∩ B 6= ∅✱
òî ➝õí➵ îá✬➵äíàííÿ A ∪B çâ✬ÿçíå✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ìíîæèíè A òà B íå â✐äîêðåìí✐✱ áî ìàþòü

íåïîðîæí✐é ïåðåòèí✳ ➬â✐äñè ç ëåìè ïðî â✐íèê äëÿ äâîåëåìåíòíî➝

ñ✐ì✬➝ C = (A,B) íåãàéíî âèïëèâà➵ çâ✬ÿçí✐ñòü îá✬➵äíàííÿ✳
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❐åêö✐ÿ ✶✷

➬â✬ÿçí✐ñòü ✐ íåïåðåðâí✐ ôóíêö✐➝

✶✷✳✶
✃îìïîíåíòè çâ✬ÿçíîñò✐

❰çíà÷åííÿ ✶✷✳✶✳ ✃îìïîíåíòîþ çâ✬ÿçíîñò✐ ïðîñòîðó X íàçèâà➵✲

òüñÿ êîæíà éîãî çâ✬ÿçíà ï✐äìíîæèíà✱ ÿêà íå ì✐ñòèòüñÿ â æîäí✐é

ñòðîãî á✐ëüø✐é çâ✬ÿçí✐é ìíîæèí✐✳

❮à öüîìó ìàëþíêó ð✐çíèìè êîëüîðàìè çîáðàæåí✐ òðè êîìïîíåí✲

òè çâ✬ÿçíîñò✐ ïðîñòîðó✱ ÿêèé ➵ îá✬➵äíàííÿì öèõ ìíîæèí✳ ➶åñü ïðî✲

ñò✐ð✱ î÷åâèäíî✱ íåçâ✬ÿçíèé✳

✼✽



Òâåðäæåííÿ ✶✷✳✷✳ ✃îæíà òî÷êà ïðîñòîðó X ì✐ñòèòüñÿ â

äåÿê✐é êîìïîíåíò✐ çâ✬ÿçíîñò✐✱ ïðè÷îìó ò✐ëüêè â îäí✐é✿ íåþ ➵

îá✬➵äíàííÿ âñ✐õ çâ✬ÿçíèõ ìíîæèí✱ ùî ì✐ñòÿòü äàíó òî÷êó✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X ✐ ðîçãëÿíåìî ñ✐ì✬þ C = (Cs : s ∈ S)

âñ✐õ çâ✬ÿçíèõ ìíîæèí✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü òî÷êó x✳ Ïîçíà÷èìî

C =
⋃

s∈S

Cs.

➬àñòîñó➵ìî íàñë✐äîê ✶✶✳✶✽ ëåìè ïðî â✐íèê äëÿ ñ✐ì✬➝ C ✐ ìíîæèíè

Cs0 = {x} ✭ÿêà✱ î÷åâèäíî✱ çâ✬ÿçíà✱ ✐ ➵ åëåìåíòîì ö✐➵➝ ñ✐ì✬➝✮✱ ✐ îòðè✲

ìà➵ìî çâ✬ÿçí✐ñòü ìíîæèíè C✳

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ìíîæèíà C ➵ ìàêñèìàëüíîþ ñåðåä óñ✐õ çâ✬ÿçíèõ

ìíîæèí✱ ùî ì✐ñòÿòü x✳ ❰òæå✱ C ➵ êîìïîíåíòîþ çâ✬ÿçíîñò✐ ïðîñòî✲

ðó X✳

❮àñë✐äîê ✶✷✳✸✳ ✃îæíà çâ✬ÿçíà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà òîïîëîã✐✲

÷íîãî ïðîñòîðó X ì✐ñòèòüñÿ â äåÿê✐é êîìïîíåíò✐ çâ✬ÿçíîñò✐ öüî✲

ãî ïðîñòîðó✳

➘îâåäåííÿ✳ Ðîçãëÿíåìî äîâ✐ëüíó çâ✬ÿçíó ìíîæèíó C 6= ∅✳ ➶✐çüìå✲
ìî äîâ✐ëüíó òî÷êó x ∈ C✳ ➬à òâåðäæåííÿì ✶✷✳✷ x ∈ E✱ äå E

✕ îá✬➵äíàííÿ âñ✐õ çâ✬ÿçíèõ ìíîæèí✱ ÿê✐ ì✐ñòÿòü öþ òî÷êó✳ Òîä✐

C ⊆ E✳

Òâåðäæåííÿ ✶✷✳✹✳ ➘â✐ êîìïîíåíòè çâ✬ÿçíîñò✐ òîïîëîã✐÷íîãî

ïðîñòîðó X àáî çá✐ãàþòüñÿ✱ àáî íå ïåðåòèíàþòüñÿ✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé A òà B ✕ êîìïîíåíòè çâ✬ÿçíîñò✐ ïðîñòîðóX✳ ❒✐ð✲

êóþ÷è â✐ä ñóïðîòèâíîãî✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî A 6= B ✐ A ∩ B 6= ∅✳ ➬
íàñë✐äêó ✶✶✳✶✾ ëåìè ïðî â✐íèê âèïëèâà➵✱ ùî òîä✐ ìíîæèíà A ∪ B

çâ✬ÿçíà✳ ❰ñê✐ëüêè A ∪B ➵ øèðøîþ çâ✬ÿçíîþ ìíîæèíîþ✱ í✐æ A✱ ìè

îòðèìó➵ìî ñóïåðå÷í✐ñòü îçíà÷åííþ êîìïîíåíòè✳

Òâåðäæåííÿ ✶✷✳✺✳ ✃îìïîíåíòè çâ✬ÿçíîñò✐ ➵ çàìêíåíèìè ìíî✲

æèíàìè✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé C ✕ êîìïîíåíòà çâ✬ÿçíîñò✐✳ ➬ íàñë✐äêó ✶✶✳✶✼ ëåìè

ïðî â✐íèê âèïëèâà➵✱ ùî ➝➝ çàìèêàííÿ C òåæ çâ✬ÿçíå✳ ➬ ìàêñèìàëü✲

íîñò✐ êîìïîíåíòè çâ✬ÿçíîñò✐ âèïëèâà➵✱ ùî C = C✳ ❰òæå✱ ìíîæèíà

C çàìêíåíà✳

✼✾



✶✷✳✷
➬â✬ÿçí✐ñòü ✕ òîïîëîã✐÷íà âëàñòèâ✐ñòü

Òåîðåìà ✶✷✳✻✳ ❮åõàé X ✕ çâ✬ÿçíèé òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ Y ✕

òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ f : X → Y ✕ íåïåðåðâíå â✐äîáðàæåííÿ✳

Òîä✐ îáðàç f(X) ➵ çâ✬ÿçíîþ ï✐äìíîæèíîþ â Y ✳

➘îâåäåííÿ✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî öå íå òàê✳ Òîä✐ ìíîæèíà f(X) ïîêðè✲

âà➵òüñÿ äâîìà íåïåðåòèííèìè íåïîðîæí✐ìè â✐äêðèòî✲çàìêíåíèìè

ï✐äïðîñòîðàìè Y1 òà Y2✳ ➬ íåïåðåðâíîñò✐ â✐äîáðàæåííÿ f âèïëè✲

âà➵✱ ùî êîæíèé ç ïðîîáðàç✐â Xi = f−1(Y1)✱ i = 1, 2✱ ➵ â✐äêðèòî✲

çàìêíåíîþ ìíîæèíîþ â X✳ ✃ð✐ì òîãî✱ ëåãêî áà÷èòè✱ ùî X1∩X2 = ∅
✐ X = X1 ∪X2✳ ➚ öå ñóïåðå÷èòü çâ✬ÿçíîñò✐ ïðîñòîðó X✳

❮àñë✐äîê ✶✷✳✼✳ ✃✐ëüê✐ñòü êîìïîíåíò çâ✬ÿçíîñò✐ ➵ òîïîëîã✐÷íèì

✐íâàð✐àíòîì ✭òîáòî✱ íå çì✐íþ➵òüñÿ ïðè ãîìåîìîðô✐çìàõ✮✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé {Xi : i ∈ I} ✕ ñóêóïí✐ñòü âñ✐õ êîìïîíåíò

çâ✬ÿçíîñò✐ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X✳ ➬ã✐äíî ç òâåðäæåííÿì ✶✷✳✹

ìè ìîæåìî ââàæàòè✱ ùî Xi ∩Xj = ∅ äëÿ âñ✐õ i 6= j✳

Ðîçãëÿíåìî äîâ✐ëüíèé ïðîñò✐ð Y ✱ ãîìåîìîðôíèé äî X✱ ✐ äîâåäå✲

ìî✱ ùî ïîòóæí✐ñòü ñ✐ì✬➝ C âñ✐õ éîãî êîìïîíåíò çâ✬ÿçíîñò✐ äîð✐âíþ➵

|I|✳
❮åõàé f : X → Y ✕ ãîìåîìîðô✐çì ì✐æ X òà Y ✳ Ïîçíà÷èìî

Yi = f(Xi) äëÿ êîæíîãî i ∈ I ✐ äîâåäåìî✱ ùî C = {Yi : i ∈ I}✳
➬ íåïåðåðâíîñò✐ f ✐ ïîïåðåäíüî➝ òåîðåìè âèïëèâà➵✱ ùî ìíîæèíà Yi
çâ✬ÿçíà äëÿ âñ✐õ i ∈ I✳ ➘àë✐✱ îñê✐ëüêè f ✕ á✐➵êö✐ÿ✱ à ìíîæèíè Xi

ïîïàðíî íåïåðåòèíí✐✱ òî ✐ Yi ∩ Yj = ∅ äëÿ âñ✐õ ð✐çíèõ i, j ∈ I✳

➘îâåäåìî✱ ùî êîæíà íåïîðîæíÿ çâ✬ÿçíà ìíîæèíà â Y ì✐ñòèòüñÿ

â äåÿêîìó Yi ✭çâ✐äêè íåãàéíî âèïëèâàòèìå✱ ùî Yi ✕ êîìïîíåíòà

çâ✬ÿçíîñò✐ ïðîñòîðó Y ✮✳ ➬àô✐êñó➵ìî çâ✬ÿçíó ìíîæèíó C 6= ∅ â Y ✳

❰ñê✐ëüêè îáåðíåíå â✐äîáðàæåííÿ g = f−1 : Y → X íåïåðåðâíå✱ òî

ìíîæèíà g(C) ⊆ X çâ✬ÿçíà✳ ➬ã✐äíî ç íàñë✐äêîì ✶✷✳✸✱ g(C) ⊆ Xi äëÿ

äåÿêîãî i ∈ I✳ ➬ ð✐âíîñò✐ g(C) = f−1(C) âèïëèâà➵✱ ùî f−1(C) ⊆ Xi✱

à çíà÷èòü✱ C ⊆ f(Xi) = Yi✳

✽✵



Òàêèì ÷èíîì✱ {Yi : i ∈ I} ✕ öå ñóêóïí✐ñòü âñ✐õ êîìïîíåíò

çâ✬ÿçíîñò✐ â Y ✳

✶✷✳✸
Òåîðåìà ïðî ïðîì✐æíå çíà÷åííÿ

➶ êóðñ✐ ìàòåìàòè÷íîãî àíàë✐çó âèâ÷à➵òüñÿ íàñòóïíà âëàñòèâ✐ñòü✱

ÿêà ➵ îäíîþ ç êëþ÷îâèõ âëàñòèâîñòåé íåïåðåðâíèõ íà â✐äð✐çêó ôóí✲

êö✐é✳

Òåîðåìà ✶✷✳✽✳ ❬Òåîðåìà ïðî ïðîì✐æíå çíà÷åííÿ❪ ßêùî

f : [a, b] → R ✕ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ✱ f(a) = A✱ f(b) = B ✐ C ✕

äîâ✐ëüíå ÷èñëî✱ ÿêå çíàõîäèòüñÿ ì✐æ ÷èñëàìè A òà B✱ òî ✐ñíó➵

òî÷êà c ∈ [a, b]✱ òàêà✱ ùî f(c) = C✳

❮àñïðàâä✐✱ öåé ôàêò âèïëèâà➵ ç íàñòóïíîãî çàãàëüí✐øîãî òâåð✲

äæåííÿ✳

Òåîðåìà ✶✷✳✾✳ ❮åõàé X ✕ çâ✬ÿçíèé òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð ✐ f :

X → R ✕ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ✳ Òîä✐ ìíîæèíà f(X) ✕ ïðîì✐æîê✳

➘îâåäåííÿ✳ ❰ñê✐ëüêè ôóíêö✐ÿ f íåïåðåðâíà✱ òî ç òåîðåìè ✶✷✳✻ âè✲

ïëèâà➵✱ ùî ìíîæèíà f(X) ✕ çâ✬ÿçíà â R✳ ➬ã✐äíî ç òåîðåìîþ ✶✶✳✶✵

ïîïåðåäíüî➝ ëåêö✐➝✱ f(X) ✕ ïðîì✐æîê✳

Òåïåð âèâåäåìî òåîðåìó ïðî ïðîì✐æíå çíà÷åííÿ ç òåîðåìè ✶✷✳✾✳

❰òæå✱ ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíó ôóíêö✐þ f ✱ ÿêà çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè

òåîðåìè ✶✷✳✾✳ ➪åç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò✐ ââàæàòèìåìî✱ ùî A ≤
B✳ ❰ñê✐ëüêè â✐äð✐çîê [a, b] ✕ çâ✬ÿçíèé ïðîñò✐ð✱ òî ìíîæèíà f([a, b])

➵ ïðîì✐æêîì íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî A,B ∈ f([a, b])✳

❰ñê✐ëüêè äîâ✐ëüíèé ïðîì✐æîê ðàçîì ✐ç äâîìà òî÷êàìè ì✐ñòèòü ö✐ëèé

â✐äð✐çîê✱ ùî ➝õ ñïîëó÷à➵✱ òî [A,B] ⊆ f([a, b])✳ Òîä✐ äëÿ äîâ✐ëüíîãî

C ∈ [A,B] âèêîíó➵òüñÿ C ∈ f([a, b])✱ òîáòî✱ ✐ñíó➵ äåÿêå c ∈ [a, b]✱

òàêå✱ ùî f(c) = C✳

✽✶



❐åêö✐ÿ ✶✸

Ïåðø✐ àêñ✐îìè â✐äîêðåìíîñò✐

➶ ö✐é ëåêö✐➝ ìè âèâ÷èìî ïðèðîäí✐ âèìîãè íà òîïîëîã✐÷íó ñòðó✲

êòóðó✱ ÿê✐ íàáëèæàþòü âëàñòèâîñò✐ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó äî âëà✲

ñòèâîñòåé ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó✳ ➶✐äîìî áàãàòî àêñ✐îì â✐äîêðåìíî✲

ñò✐✱ àëå ìè îáìåæèìîñÿ íàéâàæëèâ✐øèìè ç íèõ✳ ✃îæíà àêñ✐îìà â✐ä✲

îêðåìíîñò✐ ìà➵ ñâ✐é íîìåð ✭íå îáîâ✬ÿçêîâî ö✐ëèé✮ ✐ ïîçíà÷àþòüñÿ

âîíè T0✱ T1✱ T2✱ T3✱ T3 1

2

✐ T4✳

✶✸✳✶
Ïî÷íåìî îäðàçó ç äðóãî➝

❒è ïî÷íåìî ç íàéá✐ëüø âàæëèâî➝ ✕ äðóãî➝ àêñ✐îìè T2✱ ÿêà ùå

íàçèâà➵òüñÿ àêñ✐îìîþ ➹àóñäîðôà✳

❰çíà÷åííÿ ✶✸✳✶✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó T2

àáî ➵ T2✲ïðîñòîðîì✱ ÿêùî áóäü✲ÿê✐ äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè ìàþòü íåïåðå✲

òèíí✐ îêîëè✳

➪✐ëüø ôîðìàëüíèé çàïèñ öüîãî îçíà÷åííÿ íàñòóïíèé✿

✽✷



∀x, y ∈ X✱ x 6= y✱ ∃U ✕ îê✐ë òî÷êè x✱ ∃V ✕ îê✐ë òî÷êè y✱ òàê✐✱ ùî

U ∩ V = ∅✳

T2✲ïðîñòîðè íàçèâàþòü ãàóñäîðôîâèìè✳

Òâåðäæåííÿ ✶✸✳✷✳ ✃îæíèé ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð ➵ ãàóñäîðôîâèì✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé (X, d) ✕ ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð ✐ x, y ∈ X ✕ äâ✐ ð✐✲

çí✐ òî÷êè öüîãî ïðîñòîðó✳ ×åðåç r ïîçíà÷èìî â✐äñòàíü ì✐æ öèìè

òî÷êàìè✿ r = d(x, y)✳ Òîä✐ r > 0✱ îñê✐ëüêè x 6= y✳ Ïîêëàäåìî

U = B(x, 13r), V = B(y, 13r).

ßêùî u ∈ U ✱ òî d(x, u) < 1
3 ✳ ➬ íåð✐âíîñò✐ òðèêóòíèêà ìà➵ìî✱ ùî

d(x, y) ≤ d(x, u) + d(u, y),

çâ✐äêè

d(u, y) ≥ d(x, y)− d(x, u) > r − 1
3r = 2

3r >
1

3
r.

❰òæå✱ u 6∈ B(y, 13r)✳ Òàêèì ÷èíîì✱ U ∩ V = ∅✳

■ñíóþòü òàêîæ T2✲ïðîñòîðè✱ ÿê✐ íå ➵ ìåòðèçîâíèìè✳

Ïðèêëàä ✶✸✳✸✳ Ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ S ➵ ãàóñäîðôîâèì ïðîñòîðîì✳

Ñïðàâä✐✱ íåõàé x, y ∈ S ✕ äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè✳ Ïîçíà÷èìî

r = |x− y| > 0

✐ ïîêëàäåìî

U = [x, x+ 1
3r), V = [y, y + 1

3).

Òîä✐ U òà V ➵ íåïåðåòèííèìè îêîëàìè òî÷îê x òà y✱ â✐äïîâ✐äíî✳

✽✸



❮åìåòðèçîâí✐ñòü ïðÿìî➝ ➬îð➔åíôðåÿ ìè ïîêàæåìî äåùî ï✐çí✐øå✳

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðèêëàä òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó✱ ÿêèé íå ➵ ãà✲

óñäîðôîâèìè✳

Ïðèêëàä ✶✸✳✹✳ ➬â✬ÿçíà äâîòî÷êà X = {0, 1} ç òîïîëîã✐➵þ Ñåðï✐í✲

ñüêîãî íå çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó T2✳

Ðîçãëÿíåìî òî÷êè x = 0 ✐ y = 1✳ ➶✐äêðèòèé îê✐ë òî÷êè y ✕ öå

ò✐ëüêè âåñü ïðîñò✐ð X = {0, 1}✱ ÿêèé✱ î÷åâèäíî✱ ïåðåòèíà➵òüñÿ ç

êîæíèì îêîëîì òî÷êè x✳ ✷

✶✸✳✷
Ïåðøà àêñ✐îìà â✐äîêðåìíîñò✐

❰çíà÷åííÿ ✶✸✳✺✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X çàäîâîëüíÿ➵ ïåðø✐é

àêñ✐îì✐ â✐äîêðåìíîñò✐ T1✱ ÿêùî êîæíà ç äâîõ ð✐çíèõ òî÷îê öüîãî

ïðîñòîðó ìà➵ îê✐ë✱ ÿêèé íå ì✐ñòèòü ✐íøî➝ ç öèõ òî÷îê✳

➪✐ëüø ôîðìàëüíèé çàïèñ✿

∀x, y ∈ X✱ x 6= y✱

∃U ✕ îê✐ë òî÷êè x✱ òàêèé✱ ùî y 6∈ U ✱

à òàêîæ ∃V ✕ îê✐ë òî÷êè y✱ òàêèé✱ ùî x 6∈ V ✳

Òâåðäæåííÿ ✶✸✳✻✳ ➘ëÿ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X íàñòóïí✐ óìî✲

âè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ X çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îì✐ T1❀

✷✮ äîâ✐ëüíà îäíîòî÷êîâà ï✐äìíîæèíà ïðîñòîðó X çàìêíåíà❀

✸✮ äîâ✐ëüíà ñê✐í÷åííà ï✐äìíîæèíà ïðîñòîðó X çàìêíåíà✳

✽✹



➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ❮åõàé x ∈ X ✐ F = {x}✳ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíó

òî÷êó y ∈ F ✐ ïîêàæåìî✱ ùî y ∈ F ✭òîáòî✱ y = x✮✳ ➶✐ä ñóïðîòèâ✲

íîãî✱ ïðèïóñòèìî✱ ùî y 6= x✳ ❰ñê✐ëüêè X ➵ T1✲ïðîñòîðîì✱ òî ✐ñíó➵

â✐äêðèòèé îê✐ë V òî÷êè y✱ òàêèé✱ ùî x 6∈ V ✳ ➬ òîãî✱ ùî y ∈ F ìà➵ìî✱

ùî V ∩ F 6= ∅✳ ➚ëå òîä✐ x ∈ V ✱ ñóïåðå÷í✐ñòü✳ ❰òæå✱ F = F ✱ ùî ✐

ïîòð✐áíî áóëî äîâåñòè✳

✷✮ ⇒ ✸✮✳ ❮åõàé F = {x1, . . . , xk} ⊆ X ✕ ñê✐í÷åííà ìíîæèíà✱

k ≥ 1✳ ❰ñê✐ëüêè F =
k
⋃

i=1
{xi}✱ à êîæíà îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà {xi}

çàìêíåíà â X✱ òî ✐ ìíîæèíà F çàìêíåíà ÿê îá✬➵äíàííÿ ñê✐í÷åííî➝

ê✐ëüêîñò✐ çàìêíåíèõ ìíîæèí✳

✸✮ ⇒ ✶✮✳ Ðîçãëÿíåìî äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè x, y ∈ X✳ ❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà

{x} çàìêíåíà✱ òî äîïîâíåííÿ äî íå➝ V = X \ {x} â✐äêðèòå✳ ✃ð✐ì

òîãî✱ y ∈ V ✳ ❰òæå✱ V ✕ â✐äêðèòèé îê✐ë òî÷êè y✱ ÿêèé íå ì✐ñòèòü

x✳ ➚íàëîã✐÷íî✱ ✐ñíó➵ â✐äêðèòèé îê✐ë òî÷êè x ✭à ñàìå✱ U = X \ {y}✮✱
ÿêèé íå ì✐ñòèòü y✳

➬ îçíà÷åíü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà➵ íàñòóïíèé ôàêò✳

Òâåðäæåííÿ ✶✸✳✼✳ ✃îæíèé T2✲ïðîñò✐ð ➵ T1✲ïðîñòîðîì✳

❰áåðíåíå òâåðäæåííÿ íå â✐ðíå✱ ÿê ïîêàçó➵ íàñòóïíèé ïðèêëàä✳

Ïðèêëàä ✶✸✳✽✳ Ðîçãëÿíåìî íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é R òîïîëîã✐þ

O = {A ⊆ R : R \A− ñê✐í÷åííà} ∪ {∅}.

Òîä✐ X = (R,O) ✕ T1✲ïðîñò✐ð✱ ÿêèé íå ➵ ãàóñäîðôîâèì✳

❮åõàé x, y ∈ X✱ ïðè÷îìó x 6= y✳ Òîä✐ U = X \{y}✳ ➬à îçíà÷åííÿì✱
U ∈ O✱ áî X \ U = {y}✳ ✃ð✐ì òîãî✱ x ∈ U ✐ y 6∈ U ✳ ➚íàëîã✐÷íî

ì✐ðêó➵ìî äëÿ òî÷è y✳ ❰òæå✱ X ➵ T1✲ïðîñòîðîì✳

Òåïåð ïîêàæåìî✱ ùî ïðîñò✐ðX íå çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó T2✳ Ñïðàâ✲

ä✐✱ ðîçãëÿíåìî äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè x, y ∈ X òà äîâ✐ëüí✐ äâà îêîëè U ∋ x

òà V ∋ y✳ ➬à îçíà÷åííÿì òîïîëîã✐➝ ïðîñòîðó X✱ ìíîæèíè X \ U òà

X \ V ✕ ñê✐í÷åíí✐✳ ❰ñê✐ëüêè

X \ (U ∩ V ) = (X \ U) ∪ (X \ V ),

òî ìíîæèíà X \ (U ∩ V ) òåæ ñê✐í÷åííà✳ ➬â✐äñè âèïëèâà➵✱ ùî

U ∩ V 6= ∅,

✽✺



áî ✐íàêøå X \ ∅ = X = R✱ ùî ñóïåðå÷èòü íåñê✐í÷åííîñò✐ ÷èñëîâî➝

ïðÿìî➝✳ ❰òæå✱ äîâ✐ëüí✐ äâ✐ â✐äêðèò✐ ï✐äìíîæèíè â X ïåðåòèíàþ✲

òüñÿ✳ ➬â✐äñè îòðèìó➵òüñÿ íåãàóñäîðôîâ✐ñòü ïðîñòîðó X✳ ✷

✶✸✳✸
➚êñ✐îìà ✃îëìîãîðîâà

❰çíà÷åííÿ ✶✸✳✾✳ ✃àæóòü✱ ùî òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ðX çàäîâîëüíÿ➵

àêñ✐îìó ✃îëìîãîðîâà àáî ➵ T0✲ïðîñòîðîì✱ ÿêùî äëÿ äîâ✐ëüíèõ äâîõ

ð✐çíèõ òî÷îê öüîãî ïðîñòîðó õî÷à á îäíà ç íèõ ìà➵ îê✐ë✱ ÿêèé íå

ì✐ñòèòü ✐íøó òî÷êó✳

Ïðèêëàä ✶✸✳✶✵✳ ➚íòèäèñêðåòíèé ïðîñò✐ð X✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ á✐ëü✲

øå✱ í✐æ ç îäí✐➵➝ òî÷êè✱ íå çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó T0✳

Ñïðàâä✐✱ íåõàé x, y ∈ X✱ ïðè÷îìó x 6= y✳ ❮àãàäà➵ìî✱ ùî ➵äèíè✲

ìè â✐äêðèòèìè ìíîæèíàìè â X ➵ ñàì ïðîñò✐ð ✐ ïîðîæíÿ ìíîæèíà✳

Òîä✐ ➵äèíèì îêîëîì✱ ÿêèé ì✐ñòèòü x✱ ➵ ìíîæèíà U = X✱ à ➵äèíèì

îêîëîì✱ ÿêèé ì✐ñòèòü y ➵ ìíîæèíà V = X✳ ➶ áóäü✲ÿêîìó âèïàäêó✱

U ∩ V = X 6= ∅✳ ✷

Òâåðäæåííÿ ✶✸✳✶✶✳ ➘ëÿ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X íàñòóïí✐

óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ X ✕ T0✲ïðîñò✐ð❀

✷✮ çàìèêàííÿ áóäü✲ÿêèõ äâîõ ð✐çíèõ îäíîòî÷êîâèõ ìíîæèí ð✐✲

çí✐✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ❮åõàé x, y ∈ X ✕ äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè✳ Ïîêàæåìî✱

ùî {x} 6= {y}✳ ➬àñòîñó➵ìî àêñ✐îìó T0 ✐ çíàéäåìî â✐äêðèòèé îê✐ë U

îäí✐➵➝ ç òî÷îê✱ ñêàæ✐ìî✱ òî÷êè x✱ òàêèé✱ ùî y 6∈ U ✳ Òîä✐ x 6∈ {y}✱
àäæå ✐íàêøå U ∩ {y} 6= ∅✳ ❰òæå✱ x ∈ {x} \ {y}✱ ùî ✐ ïîòð✐áíî áóëî

äîâåñòè✳

✷✮ ⇒ ✶✮✳ ❮åõàé x, y ∈ X ✕ äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè✳ ➬à óìîâîþ {x} 6= {y}✳
Òîä✐ õî÷à á îäíà ç öèõ ìíîæèí íå ì✐ñòèòüñÿ â ✐íø✐é✳ Ïðèïóñòèìî✱

ùî {x} 6⊆ {y}✳ Òîä✐ {x}\{y} 6= ∅✳ Ïîçíà÷èìî U = X\{y} ✐ îòðèìà➵ìî
â✐äêðèòèé îê✐ë òî÷êè x✱ ÿêèé íå ì✐ñòèòü òî÷êè y✳

✽✻



➬ îçíà÷åíü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà➵ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ✳

Òâåðäæåííÿ ✶✸✳✶✷✳ ✃îæíèé T1✲ïðîñò✐ð ➵ T0✲ïðîñòîðîì✳

❰áåðíåíå òâåðäæåííÿ íå â✐ðíå✱ ÿê ïîêàçó➵ íàñòóïíèé ïðèêëàä✳

Ïðèêëàä ✶✸✳✶✸✳ ❮åõàé X ✕ äîâ✐ëüíà ìíîæèíà✱ ùî ñêëàäà➵òüñÿ

á✐ëüøå✱ í✐æ ç îäí✐➵➝ òî÷êè✱ ✐ íåõàé x0 ∈ X✳ Ïîêëàäåìî

O = {X \ (A ∪ {x0}) : ∅ 6= A ⊆ X} ∪ {X}.

Òîä✐ {x0} ✕ öå ➵äèíà îäíîòî÷êîâà ï✐äìíîæèíà â X✱ ÿêà çàìêíåíà

â ö✐é òîïîëîã✐➝✳ ■íø✐ îäíîòî÷êîâ✐ ìíîæèíè â✐äêðèò✐✱ àëå íå çàìêíåí✐✳

➘îâåäåìî öå✳ ➬àìêíåí✐ñòü ìíîæèíè {x0} âèïëèâà➵ ç òîãî✱ ùî äî✲

ïîâíåííÿ X \ {x0} â✐äêðèòå✱ îñê✐ëüêè X \ {x0} ∈ O ✭äå â ðîë✐ ìíî✲

æèíè A âèñòóïà➵ ìíîæèíà {x0}✮✳ Ðîçãëÿíåìî äîâ✐ëüíó ✐íøó òî÷êó

x ∈ X✳ Òîä✐

{x} = X \ ((X \ {x}) ∪ {x0}) ∈ O.

Òàêèì ÷èíîì✱ ìíîæèíà {x} â✐äêðèòà✳ ❰ñê✐ëüêè x 6= x0✱ òî ìíîæè✲

íà {x0} íå çàìêíåíà✱ àäæå êîæíà çàìêíåíà ìíîæèíà â X ïîâèííà

ì✐ñòèòè òî÷êó x0✳

❰òæå✱ ç òâåðäæåííÿ ✶✸✳✶✶ âèïëèâà➵✱ ùî ïðîñò✐ð X çàäîâîëüíÿ➵

àêñ✐îìó T0✱ à ç òâåðäæåííÿ ✶✸✳✻ âèïëèâà➵✱ ùî X íå ➵ T1✲ïðîñòîðîì✳

✷

✽✼



❐åêö✐ÿ ✶✹

Ïîäàëüø✐ àêñ✐îìè

â✐äîêðåìíîñò✐

✶✹✳✶
Òðåòÿ àêñ✐îìà â✐äîêðåìíîñò✐

❰çíà÷åííÿ ✶✹✳✶✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X çàäîâîëüíÿ➵ òðåò✐é

àêñ✐îì✐ â✐äîêðåìíîñò✐ T3✱ ÿêùî â íüîìó êîæíà çàìêíåíà ìíîæèíà

✐ òî÷êà✱ ÿêà äî íå➝ íå íàëåæèòü✱ ìàþòü íåïåðåòèíí✐ â✐äêðèò✐ îêîëè✱

òîáòî✱ äëÿ äîâ✐ëüíî➝ çàìêíåíî➝ ìíîæèíè F ⊆ X ✐ äîâ✐ëüíî➝ òî÷êè

x ∈ X \ F ✐ñíóþòü â✐äêðèò✐ ìíîæèíè U, V ⊆ X✱ òàê✐✱ ùî

x ∈ U, F ⊆ V ✐ U ∩ V = ∅.

✽✽



❰çíà÷åííÿ ✶✹✳✷✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X íàçèâà➵òüñÿ ðåãóëÿð✲

íèì✱ ÿêùî â✐í çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìè T1 ✐ T3✳

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✸✳ ➪óäü✲ÿêèé ðåãóëÿðíèé ïðîñò✐ð X ➵ ãàóñäîðôî✲

âèì✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé x, y ∈ X ✕ äîâ✐ëüí✐ ð✐çí✐ òî÷êè✳ ➬ òâåðäæåííÿ

✶✸✳✻ âèïëèâà➵✱ ùî îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà F = {y} çàìêíåíà â ïðî✲

ñòîð✐ X✳ ✃ð✐ì òîãî✱ x 6∈ F ✳ Òåïåð àêñ✐îìà T3 äà➵ ✐ñíóâàííÿ äâîõ

íåïåðåòèííèõ îêîë✐â U òà V òî÷îê x òà y✱ â✐äïîâ✐äíî✳

❮àñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó➵✱ ùî ✐ñíóþòü ãàóñäîðôîâ✐ ïðîñòîðè✱

ÿê✐ íå ➵ ðåãóëÿðíèìè✳

Ïðèêëàä ✶✹✳✹✳ Ðîçãëÿíåìî íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é ìíîæèíó

Z = {± 1
n
: n = 1, 2, . . . }

✐ äëÿ êîæíîãî x ∈ R ïîêëàäåìî

Bk(x) = (x− 1
k
, x+ 1

k
),

ÿêùî x 6= 0✱ ✐

Bk(0) = (− 1
k
, 1
k
) \ Z.

❮åñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ✱ ùî ñ✐ì✬ÿ

B =
⋃

x∈R

{Bk(x) : k ∈ N}

çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìè ✭❇✶✮ ✐ ✭❇✷✮ òâåðäæåííÿ ✸✳✷ ✭äèâ✳ ëåêö✐þ ➑✸✮✳

❰òæå✱ B óòâîðþ➵ áàçó äåÿêî➝ òîïîëîã✐➝ O íà ÷èñëîâ✐é ïðÿì✐é✳ Ïî✲

çíà÷èìî X = (R,O)✳

✽✾



➘îâåäåìî✱ ùî ïðîñò✐ð X ➵ íåðåãóëÿðíèì T2✲ïðîñòîðîì✳

➬àô✐êñó➵ìî äâ✐ ð✐çí✐ òî÷êè x, y ∈ X✳ ➶✐çüìåìî k ∈ N✱ òàêå✱ ùî
1
k
< 1

2 |x − y|✳ ßêùî æîäíå ç ÷èñåë x òà y íå ➵ íóëåì✱ òî ïîêëàäåìî

U = (x − 1
k
, x + 1

k
) ✐ V = (y − 1

k
, y + 1

k
)✳ ßêùî æ îäíå ç ÷èñåë✱

ñêàæ✐ìî✱ x✱ äîð✐âíþ➵ íóëåâ✐✱ ïî ïîêëàäåìî U = (− 1
k
, 1
k
) \ Z✳ Òîä✐

ìíîæèíè U ✐ V ➵ íåïåðåòèííèìè îêîëàìè x ✐ y✱ â✐äïîâ✐äíî✳ ❰òæå✱

X ✕ ãàóñäîðôîâèé ïðîñò✐ð✳

Ïîêàæåìî✱ ùî X íå çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó T3✳

➬àóâàæèìî ñïî÷àòêó✱ ùî ìíîæèíà Z çàìêíåíà â X✳ Ñïðàâä✐✱

íåõàé x 6∈ Z✳ ßêùî x = 0✱ òî äîâ✐ëüíèé îê✐ë U òî÷êè x íå ïåðåòè✲

íà➵òüñÿ ç Z çà âèçíà÷åííÿì îêîëó íóëÿ✳ ßêùî æ x 6= 0✱ òî✱ âçÿâøè

k ∈ N äîñòàòíüî âåëèêèì✱ íàïðèêëàä òàê✱ ùî 1
k
< |x|✱ ìè îòðèìà✲

➵ìî✱ ùî Bk(x) ⊆ X \ Z✳ ■íøèìè ñëîâàìè✱ êîæíà òî÷êà ç X \ Z ➵

âíóòð✐øíüîþ✱ à öå îçíà÷à➵✱ ùî ìíîæèíà X \ Z â✐äêðèòà✳ ➶ ñâîþ

÷åðãó✱ Z ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà â X✳

❐åãêî áà÷èòè✱ ùî äîâ✐ëüíèé îê✐ë U òî÷êè x = 0 ✭çàóâàæèìî✱ ùî

x 6∈ Z✮ ✐ äîâ✐ëüíà â✐äêðèòà ìíîæèíà V ⊇ Z ïåðåòèíàþòüñÿ✳ ❰òæå✱

X íå ➵ ðåãóëÿðíèì ïðîñòîðîì✳ ✷

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✺✳ ✃îæíèé ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð ➵ ðåãóëÿðíèì✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åõàé (X, d) ✕ ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð✳ ➬àô✐êñó➵ìî x0 ∈ X

✐ çàìêíåíó ìíîæèíó F ⊆ X✱ òàê✐✱ ùî x0 6∈ F ✳ ➘ëÿ êîæíîãî x ∈ X

ïîçíà÷èìî ̺(x) = d(x, F ) ✐ íàãàäà➵ìî✱ ùî ôóíêö✐ÿ ̺ : X → [0,+∞)

íåïåðåðâíà çã✐äíî ç òåîðåìîþ ✶✵✳✹✳ ✃ð✐ì òîãî✱ ç òåîðåìè ✶✵✳✺ âè✲

ïëèâà➵✱ ùî

r = ̺(x0) = d(x0, F ) > 0.

Ïîêëàäåìî

U = {x ∈ X : ̺(x) > r
2} = ̺−1(( r2 ,+∞))

✐

V = {x ∈ X : ̺(x) < r
2} = ̺−1([0, r2)).

Òîä✐ êîæíà ìíîæèíà U ✐ V â✐äêðèòà✱ ÿê ïðîîáðàç â✐äêðèòî➝ ìíîæè✲

íè ïðè íåïåðåðâíîìó â✐äîáðàæåíí✐✳ ✃ð✐ì òîãî✱

x0 ∈ U,
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îñê✐ëüêè ̺(x0) = r > r
2 ✳ ➬ òîãî✱ ùî ̺(x) = 0 < r

2 äëÿ âñ✐õ x ∈ F

âèïëèâà➵✱ ùî

F ⊆ V.

❮àðåøò✐✱ ç âèçíà÷åííÿ ìíîæèí U ✐ V ìà➵ìî✱ ùî U ∩ V = ∅✳

Òåîðåìà ✶✹✳✻✳ ➘ëÿ T1✲ïðîñòîðó X íàñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ X ✕ ðåãóëÿðíèé❀

✷✮ äëÿ êîæíî➝ òî÷êè x ∈ X ✐ êîæíîãî ➝➝ îêîëó V ç äåÿêî➝ ô✐êñî✲

âàíî➝ áàçè B ✐ñíó➵ îê✐ë U ö✐➵➝ òî÷êè✱ òàêèé✱ ùî U ⊆ V ✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X ✐ îê✐ë V ∈ B ö✐➵➝ òî÷êè✳

❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà F = X \ V çàìêíåíà ✐ x 6∈ F ✱ òî ç ðåãóëÿðíîñò✐

ïðîñòîðó X âèïëèâà➵ ✐ñíóâàííÿ â✐äêðèòèõ íåïåðåòèííèõ ìíîæèí U

✐ G✱ òàêèõ✱ ùî x ∈ U ✐ F ⊆ G✳ Òîä✐

U ⊆ X \G ⊆ V,

çâ✐äêè

U ⊆ X \G = X \G ⊆ V.

❰òæå✱ U ⊆ V ✳

✷✮ ⇒ ✶✮✳ ➶èáåðåìî x ∈ X ✐ çàìêíåíó ìíîæèíó F òàê✱ ùî x 6∈ F ✳

➬à îçíà÷åííÿì áàçè✱ ✐ñíó➵ ìíîæèíà V ∈ B✱ òàêà✱ ùî

x ∈ V ⊆ X \ F.

➬à óìîâîþ òåîðåìè ✐ñíó➵ îê✐ë U òî÷êè x✱ òàêèé✱ ùî U ⊆ V ✳ Òîä✐ U ✐

X \ U ➵ â✐äêðèòèìè íåïåðåòèííèìè îêîëàìè òî÷êè x ✐ ìíîæèíè F ✱

â✐äïîâ✐äíî✳ ❰òæå✱ X ✕ ðåãóëÿðíèé ïðîñò✐ð✳

✶✹✳✷
×åòâåðòà àêñ✐îìà â✐äîêðåìíîñò✐

❰çíà÷åííÿ ✶✹✳✼✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X çàäîâîëüíÿ➵ ÷åòâåðò✐é

àêñ✐îì✐ â✐äîêðåìíîñò✐ T4✱ ÿêùî â íüîìó êîæí✐ äâ✐ íåïåðåòèíí✐ çà✲

ìêíåí✐ ìíîæèíè ìàþòü íåïåðåòèíí✐ â✐äêðèò✐ îêîëè✱ òîáòî✱ äëÿ äî✲

â✐ëüíèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí A,B ⊆ X✱ òàêèõ✱ ùî A∩B = ∅ ✐ñíóþòü
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â✐äêðèò✐ ìíîæèíè U, V ⊆ X✱ òàê✐✱ ùî

A ⊆ U, B ⊆ V ✐ U ∩ V = ∅.

❰çíà÷åííÿ ✶✹✳✽✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X íàçèâà➵òüñÿ íîðìàëü✲

íèì✱ ÿêùî â✐í çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìè T1 ✐ T4✳

➬ îçíà÷åíü áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà➵✱ ùî êîæíèé íîðìàëüíèé ïðî✲

ñò✐ð ➵ ðåãóëÿðíèì✳

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✾✳ ✃îæíèé ìåòðè÷íèé ïðîñò✐ð íîðìàëüíèé✳

➘îâåäåííÿ✳ Ðîçãëÿíåìî äâ✐ íåïåðåòèíí✐ çàìêíåí✐ ìíîæèíè A ✐ B â

ìåòðè÷íîìó ïðîñòîð✐ (X, d)✳ ➘ëÿ êîæíîãî x ∈ X ïîêëàäåìî

α(x) = d(x,A), β(x) = d(x,B).

➬ã✐äíî ç òåîðåìîþ ✶✵✳✹ ôóíêö✐➝ α, β : X → [0,+∞) íåïåðåðâí✐✳

❰ñê✐ëüêè ìíîæèíè A òà B çàìêíåí✐✱ òî ç òåîðåìè ✶✵✳✺ âèïëèâà➵✱

ùî

A = A = α−1(0), B = B = β−1(0).

Óòâîðèìî òðåòþ ôóíêö✐þ

γ(x) =
α(x)

α(x) + β(x)
✭✶✹✳✶✮

äëÿ âñ✐õ x ∈ X✳ Ïîêàæåìî✱ ùî γ êîðåêòíî âèçíà÷åíà✱ òîáòî✱ ùî

➝➝ çíàìåííèê íå îáåðòà➵òüñÿ â íóëü✳ Ñïðàâä✐✱ ÿêùî x ∈ A✱ òî x 6∈
B✱ à òîä✐ α(x) + β(x) = β(x) > 0❀ ÿêùî x ∈ B✱ òî x 6∈ A✱ ✐ òîä✐

α(x) + β(x) = α(x) > 0❀ ÿêùî æ x 6∈ A ∪B✱ òî α(x) + β(x) > 0✳

➬ã✐äíî ç òåîðåìîþ ✶✵✳✼ ôóíêö✐ÿ γ : X → [0,+∞) íåïåðåðâíà✳

Òîìó ìíîæèíè

U = γ−1([0, 12)) ✐ V = γ−1((12 ,+∞))
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â✐äêðèò✐ â X✳ ✃ð✐ì òîãî✱ çðîçóì✐ëî✱ ùî U ∩ V = ∅✳
ßêùî x ∈ A✱ òî α(x) = 0✱ çâ✐äêè γ(x) = 0 < 1

2 ✳ ❰òæå✱ A ⊆ U ✳

ßêùî x ∈ B✱ òî β(x) = 0✱ çâ✐äêè γ(x) = α(x)
α(x) = 1 > 1

2 ✳ Òàêèì

÷èíîì✱ B ⊆ V ✳

■ñíóþòü òàêîæ íîðìàëüí✐ ïðîñòîðè✱ ÿê✐ íå ➵ ìåòðèçîâíèìè✳ Ïðè✲

êëàäîì òàêîãî ïðîñòîðó ➵ ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ✳

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✶✵✳ Ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ S ➵ íîðìàëüíèì ïðîñòî✲

ðîì✳

➘îâåäåííÿ✳ Ðîçãëÿíåìî äâ✐ íåïåðåòèíí✐ çàìêíåí✐ ìíîæèíè A,B ⊆
S✳ ❰ñê✐ëüêè B ✕ çàìêíåíà✱ òî êîæíà òî÷êà ìíîæèíè S\B ì✐ñòèòüñÿ

â í✐é ðàçîì ç äåÿêèì ñâî➝ì áàçèñíèì îêîëîì✳ ❰òæå✱ äëÿ êîæíîãî

a ∈ A âèáåðåìî áàçèñíèé ïðîì✐æîê [a, x(a))✱ ÿêèé íå ïåðåòèíà➵òüñÿ

ç B✳ ➚íàëîã✐÷íî✱ äëÿ êîæíîãî b ∈ B âèáåðåìî áàçèñíèé ïðîì✐æîê

[b, x(b))✱ ÿêèé íå ïåðåòèíà➵òüñÿ ç A✳ Ïîêëàäåìî

U =
⋃

a∈A

[a, x(a)) ✐ V =
⋃

b∈B

[b, x(b)).

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ìíîæèíè U òà V â✐äêðèò✐✱ ïðè÷îìó

A ⊆ U ✐ B ⊆ V.

Ïîêàæåìî✱ ùî

U ∩ V = ∅.

ßêùî u ∈ U ✱ òî u ∈ [a, x(a)) äëÿ äåÿêîãî a ∈ A✳ Ïðèïóñòèìî✱ ùî

u ∈ [b, x(b)) äëÿ äåÿêîãî b ∈ B✳ ➚ëå òîä✐✱ â çàëåæíîñò✐ â✐ä òîãî✱ ÷è

a < b✱ ÷è b < a✱ âèêîíó➵òüñÿ âêëþ÷åííÿ b ∈ [a, x(a)) àáî a ∈ [b, x(b))✳

➚ öå ñóïåðå÷èòü âèáîðó äàíèõ ïðîì✐æê✐â✳

✶✹✳✸
Ö✐ëêîì ðåãóëÿðí✐ ïðîñòîðè

❰çíà÷åííÿ ✶✹✳✶✶✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó

T3 1

2

✱ ÿêùî äëÿ äîâ✐ëüíî➝ òî÷êè x ∈ X ✐ çàìêíåíî➝ ìíîæèíè F ✱ ÿêà

✾✸



íå ì✐ñòèòü ö✐➵➝ òî÷êè✱ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱

ùî

f(x) = 0 ✐ f(y) = 1 äëÿ âñ✐õ y ∈ F.

❰çíà÷åííÿ ✶✹✳✶✷✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð íàçèâà➵òüñÿ ö✐ëêîì ðåãó✲

ëÿðíèì àáî òèõîíîâñüêèì✱ ÿêùî â✐í çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìè T1 ✐ T3 1

2

✳

❰ñê✐ëüêè äëÿ â✐äêðèòèõ ìíîæèí

U = f−1([0, 12)) ✐ V = f−1((12 , 1])

ìàþòü ì✐ñöå ñï✐ââ✐äíîøåííÿ

x ∈ U, F ⊆ V ✐ U ∩ V = ∅,

òî êîæíèé ö✐ëêîì ðåãóëÿðíèé ïðîñò✐ð ➵ ðåãóëÿðíèì✳

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✶✸✳ ➘ëÿ T1✲ïðîñòîðó X íàñòóïí✐ óìîâè ð✐âíî✲

ñèëüí✐✿

✶✮ X ✕ òèõîíîâñüêèé✱

✷✮ äëÿ äîâ✐ëüíî➝ òî÷êè x ∈ X ✐ äîâ✐ëüíîãî îêîëó U ö✐➵➝ òî÷êè ç

äåÿêî➝ áàçè B ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱

ùî f(x) = 0 ✐ f(y) = 1 äëÿ âñ✐õ y ∈ X \ U ✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ➬àô✐êñó➵ìî x ∈ X òà îê✐ë U ∈ B ö✐➵➝ òî÷êè✳

❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà X \ U çàìêíåíà ✐ íå ì✐ñòèòü òî÷êè x✱ òî óìîâà

✷✮ íåãàéíî âèïëèâà➵ ç îçíà÷åííÿ òèõîíîâñüêîãî ïðîñòîðó✳

✷✮ ⇒ ✶✮✳ ❮åõàé x ∈ X ✐ F ⊆ X ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà✱ òàêà✱

ùî x 6∈ F ✳ Òîä✐ V = X \ F ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✱ ùî ì✐ñòèòü x✳ ➬

îçíà÷åííÿ áàçè âèïëèâà➵ ✐ñíóâàííÿ òàêîãî îêîëó U ∈ B òî÷êè x✱ ùî

U ⊆ V ✳ ➬ã✐äíî ç óìîâîþ ✷✮ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱

òàêà✱ ùî f(x) = 0 ✐ f(y) = 1 äëÿ âñ✐õ y ∈ X \U ✳ Òîä✐ äëÿ âñ✐õ y ∈ F

ç òîãî✱ ùî F = X \ V ⊆ X \ U âèïëèâà➵ ð✐âí✐ñòü f(y) = 1✳

Ïîêàæåìî áåçïîñåðåäíüî✱ ùî ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ çàäîâîëüíÿ➵

àêñ✐îìó T
3
1
2
✳

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✶✹✳ Ïðÿìà ➬îð➔åíôðåÿ S ➵ ö✐ëêîì ðåãóëÿðíèì

ïðîñòîðîì✳

✾✹



➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî äîâ✐ëüíó òî÷êó x0 ∈ S òà äîâ✐ëüíèé ➝➝ áàçè✲

ñíèé îê✐ë U = [x0, x0 + ε)✱ ε > 0✳ ➘ëÿ âñ✐õ x ∈ S ïîêëàäåìî

f(x) =

{

0, ÿêùî x ∈ U,

1 ÿêùî x 6∈ U.

❰ñê✐ëüêè ìíîæèíà U â✐äêðèòî✲çàìêíåíà â S✱ òî â✐äîáðàæåííÿ f :

S → [0, 1] íåïåðåðâíå✳ ✃ð✐ì òîãî✱ f(x0) = 0 ✐ f(x) = 1 äëÿ âñ✐õ

x ∈ X \ U ✳

❮àãàäà➵ìî✱ ùî òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✱ â✐äîìèé â ë✐òåðàòóð✐ ÿê

✑ïëîùèíà ❮åìèöüêîãî✑ áóâ óâåäåíèé â ëåêö✐➝ ➑✹✳

Òâåðäæåííÿ ✶✹✳✶✺✳ Ïëîùèíà ❮åìèöüêîãî P ➵ ö✐ëêîì ðåãóëÿðíèì

ïðîñòîðîì✳

➘îâåäåííÿ✳ ➬àô✐êñó➵ìî äîâ✐ëüíó òî÷êó x0 ∈ P òà äîâ✐ëüíèé ➝➝ áà✲

çèñíèé îê✐ë U ✳ ➘ëÿ êîæíî➝ òî÷êè x ∈ U \ {x0} ïîçíà÷èìî ÷åðåç x′

òî÷êó✱ â ÿê✐é ïðîì✐íü✱ ùî âèõîäèòü ç òî÷êè x0 ✐ ïðîõîäèòü ÷åðåç x✱

ïåðåòèíà➵ êîëî✱ ùî îáìåæó➵ ìíîæèíó U ✳

➶èçíà÷èìî ôóíêö✐þ f : P → R ôîðìóëîþ

f(x) =











0, x = x0
1, x ∈ P \ U,

|x−x0|
|x′−x0|

, x ∈ U \ {x0},

äå ÷åðåç |a− b| ìè ïîçíà÷à➵ìî â✐äñòàíü íà ïëîùèí✐ ì✐æ òî÷êàìè a ✐

b✳ ❮åñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ✱ ùî öÿ ôóíêö✐ÿ íåïåðåðâíà✱ ✐ f(x0) = 0✱

f(x) = 1 äëÿ âñ✐õ x 6∈ U ✳

✾✺



➬àóâàæèìî✱ ùî ïëîùèíà ❮åìèöüêîãî íå çàäîâîëüíÿ➵ àêñ✐îìó T4✱

à✱ îòæå✱ íå ➵ íîðìàëüíèì ïðîñòîðîì✳ ❒è ïîêàæåìî öå â ïîäàëüøèõ

ëåêö✐ÿõ✳

❰òæå✱ ï✐äñóìó➵ìî ïîïåðåäí✐ äâ✐ ëåêö✐➝ íà ä✐àãðàì✐✳

➘ëÿ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó X â✐ðí✐ íàñòóïí✐ ✐ìïë✐êàö✐➝✿

ìåòðè÷íèé ⇒ íîðìàëüíèé ⇒ ö✐ëêîì ðåãóëÿðíèé

⇓
T1 ⇐ ãàóñäîðôîâèé ⇐ ðåãóëÿðíèé

⇓
T0

➷îäíà ç îáåðíåíèõ ✐ìïë✐êàö✐é íå â✐ðíà✳

✾✻



❐åêö✐ÿ ✶✺

➘îñêîíàëî íîðìàëüí✐ ïðîñòîðè

✶✺✳✶
❐åìà Óðèñîíà

❮àñòóïíà òåîðåìà ➵ îäí✐➵þ ç ôóíäàìåíòàëüíèõ â òîïîëîã✐➝✳ Ïî

✐ñòîðè÷íèì ïðè÷èíàì âîíà íàçèâà➵òüñÿ ëåìîþ Óðèñîíà✳

Òåîðåìà ✶✺✳✶ ✭❐åìà Óðèñîíà✮✳ ➘ëÿ êîæíî➝ ïàðè íåïåðåòèííèõ

çàìêíåíèõ ìíîæèí A ✐ B â íîðìàëüíîìó ïðîñòîð✐ X ✐ñíó➵ íåïå✲

ðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî

f(x) = 0 ïðè x ∈ A ✐ f(x) = 1 ïðè x ∈ B.

➘îâåäåííÿ✳ ➘ëÿ êîæíîãî ðàö✐îíàëüíîãî ÷èñëà r ç â✐äð✐çêà [0, 1] âè✲

çíà÷èìî â✐äêðèòó ìíîæèíó Vr ⊆ X✱ òàê✱ ùî

Vr ⊆ Vq, ÿêùî r < q, ✭✶✺✳✶✮

A ⊆ V0, B ⊆ X \ V1. ✭✶✺✳✷✮

Öþ ïîáóäîâó ìè çä✐éñíèìî ✐íäóêòèâíî✳ Ïîêëàäåìî r1 = 0✱ r2 = 1

✐ çàíóìåðó➵ìî ìíîæèíó âñ✐õ ðàö✐îíàëüíèõ ÷èñåë ç ✐íòåðâàëó (0, 1)

ó ïîñë✐äîâí✐ñòü {r3, r4, . . . }✳

✾✼



❰ñê✐ëüêè ïðîñò✐ð X íîðìàëüíèé✱ òî ✐ñíóþòü äâ✐ â✐äêðèò✐ íåïå✲

ðåòèíí✐ ìíîæèíè U ✐ V ✱ òàê✐✱ ùî A ⊆ U ✐ B ⊆ V ✳

Ïîçíà÷èìî

V0 = U ✐, V1 = X \B.

➬ðîçóì✐ëî✱ ùî äëÿ öèõ ìíîæèí âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ✭✶✺✳✷✮✳ ✃ð✐ì òîãî✱

V0 ⊆ X \ V = X \ V ⊆ X \B = V1.

➬íà÷èòü✱

V0 ⊆ V1,

îòæå✱ âèêîíó➵òüñÿ óìîâà ✭✶✺✳✶✮ ïðè r = 0✱ q = 1✳

Òåïåð ïðèïóñòèìî✱ ùî äëÿ äåÿêîãî n ≥ 2 ìè âæå âèçíà÷èëè n

â✐äêðèòèõ ìíîæèí Vr1 ✱ Vr2 ✱✳ ✳ ✳ ✱ Vrn ✱ ÿê✐ çàäîâîëüíÿþòü âêëþ÷åííÿ

Vri ⊆ Vrk , ÿêùî ri < rk ✭✶✺✳✸✮

äëÿ âñ✐õ i, k ≤ n✳ Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî rn+1 ✐ ïîçíà÷èìî ÷åðåç rl ✐ rp ò✐

ç ÷èñåë r1, r2, . . . , rn✱ ÿê✐ áëèæ÷å âñüîãî äî rn+1 çë✐âà ✐ ñïðàâà✳

❰ñê✐ëüêè rl < rp✱ òî Vrl ⊆ Vrp çã✐äíî ç ✭✶✺✳✸✮✳ ➬ íîðìàëüíîñò✐ ïðî✲

ñòîðó X âèïëèâà➵✱ ùî ✐ñíóþòü òàê✐ â✐äêðèò✐ íåïåðåòèíí✐ ìíîæèíè

U ✐ V ✱ òàê✐✱ ùî

Vrl ⊆ U ✐ X \ Vrp ⊆ V.

Òîä✐

U ⊆ X \ V \ Vrp ,

çâ✐äêè

U ⊆ X \ V = X \ V ⊆ Vrp .

Ïîêëàäåìî

Vrn+1
= U.

Òîä✐ ïîñë✐äîâí✐ñòü Vr1 ✱ Vr2 ✱ ✳ ✳ ✳Vrn+1
çàäîâîëüíÿ➵ óìîâè ✭✶✺✳✶✮ ✐ ✭✶✺✳✷✮

➶èçíà÷èìî ôóíêö✐þ f : X → [0, 1] ôîðìóëîþ

f(x) =

{

inf{r : x ∈ Vr}, ÿêùî x ∈ V1,

1, ÿêùî x ∈ X \ V1.
✭✶✺✳✹✮

✾✽



ßêùî x ∈ A✱ òî çã✐äíî ç ✭✶✺✳✷✮ x ∈ V0 =⊆ V1✱ çâ✐äêè inf{r : x ∈
Vr} = 0✱ à òîìó f(x) = 0✳ ßêùî x ∈ B✱ òî çíîâó çã✐äíî ç ✭✶✺✳✷✮

x ∈ X \ V1✱ à òîìó f(x) = 1✳

➬àëèøèëîñÿ ïîêàçàòè✱ ùî ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1] íåïåðåðâíà✳ ➘î✲

âåäåìî ñïî÷àòêó✱ ùî ïðîîáðàç äîâ✐ëüíî➝ â✐äêðèòî➝ â [0, 1] ìíîæèíè

âèãëÿäó [0, a) òà (b, 1] ➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ â X✱ äå a ≤ 1✱ b ≥ 0✳

Ðîçãëÿíåìî ïðîîáðàç G = f−1([0, a)) äëÿ äåÿêîãî a ≤ 1✳ ❮åõàé

x ∈ G✳ Òîä✐ 0 ≤ f(x) < a✳ ➬â✐äñè inf{r : x ∈ Vr} < a✱ à òîìó

çà îçíà÷åííÿì òî÷íî➝ íèæíüî➝ ìåæ✐ ✐ñíó➵ òàêå ðàö✐îíàëüíå ÷èñëî

q < a✱ ùî x ∈ Vq✳ ➘îâåäåìî✱ ùî Vq ⊆ G✳ ➶✐çüìåìî äîâ✐ëüíå y ∈ Vq✳

Òîä✐ f(y) = inf{r : y ∈ Vr} ≤ q < a✳ ❰òæå✱ x ∈ Vq ⊆ G✱ çíà÷èòü✱

òî÷êà x ➵ âíóòð✐øíüîþ òî÷êîþ ìíîæèíè G✳ Òàêèì ÷èíîì✱ ìíîæèíà

G â✐äêðèòà â X✳

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïðîîáðàç H = f−1((b, 1]) äëÿ äåÿêîãî b ≥ 0✳ ➶✐✲

çüìåìî x ∈ H✳ Òîä✐ b < f(x) ≤ 1✳ ßêáè äëÿ âñ✐õ q > b âèêîíóâàëîñü

âêëþ÷åííÿ x ∈ Vq✱ òî f(x) = inf{r : x ∈ Vr} ≤ b✱ ùî íåìîæëèâî✳

❰òæå✱ ✐ñíó➵ òàêå q > b✱ ùî x 6∈ Vq✳ ➚ëå òîä✐ çã✐äíî ç ✭✶✺✳✶✮✱ ✐ñíó➵

p > b✱ ùî x 6∈ Vp✳ ➬íà÷èòü✱ ìíîæèíà

H =
⋃

r>b

(X \ Vr)

➵ â✐äêðèòîþ✳

❮àðåøò✐✱ äëÿ íåïåðåðâíîñò✐ ôóíêö✐➝ f äîñòàòíüî äîâåñòè✱ ùî

ïðîîáðàç äîâ✐ëüíîãî áàçèñíîãî ✐íòåðâàëó (, d) ➵ â✐äêðèòîþ ìíî✲

æèíîþ ✭äèâ✳ òåîðåìó ✾✳✽ ç ëåêö✐➝ ➑✾✮✳ ➬àô✐êñó➵ìî c, d ∈ [0, 1]✱

0 ≤ c < d ≤ 1✳ Òîä✐

f−1((c, d)) = f−1((c, 1]) ∩ f−1([0, d))

➵ â✐äêðèòîþ ìíîæèíîþ✱ ÿê ïåðåòèí äâîõ â✐äêðèòèõ ìíîæèí✳

✶✺✳✷
Ùå äâà êëàñè ï✐äìíîæèí

òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó

❮åõàé X ✕ òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð✳

✾✾



❰çíà÷åííÿ ✶✺✳✷✳ ❒íîæèíà A ⊆ X íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíîþ òèïó

Fσ✱ ÿêùî ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü (Fn)
∞
n=1 çàìêíåíèõ ï✐äìíîæèí ïðîñòî✲

ðó X✱ òàêà✱ ùî

A =
∞
⋃

n=1

Fn.

❰çíà÷åííÿ ✶✺✳✸✳ ❒íîæèíà A ⊆ X íàçèâà➵òüñÿ ìíîæèíîþ òèïó

Gσ✱ ÿêùî ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü (Gn)
∞
n=1 â✐äêðèòèõ ï✐äìíîæèí ïðîñòî✲

ðó X✱ òàêà✱ ùî

A =

∞
⋂

n=1

Gn.

❰÷åâèäíî✱ êîæíà çàìêíåíà ìíîæèíà F ⊆ X ➵ òèïó Fσ✱ àäæå

ìè ìîæåìî ïîêëàñòè Fn = F äëÿ âñ✐õ n ∈ N✱ à êîæíà â✐äêðèòà

ìíîæèíà G ⊆ X ➵ òèïó Gδ ïðè Gn = G äëÿ âñ✐õ n ∈ N✳

❮àâïàêè íå òàê✱ ÿê ïîêàçó➵ íàñòóïíèé ïðèêëàä✳

Ïðèêëàä ✶✺✳✹✳ ❒íîæèíà A = [0, 1) ➵ òèïó Fσ ✐ òèïó Gδ íà ÷èñëîâ✐é

ïðÿì✐é✱ àëå íå ➵ àí✐ çàìêíåíîþ✱ àí✐ â✐äêðèòîþ✳

Ñïðàâä✐✱ ðîçãëÿíåìî ïîñë✐äîâíîñò✐ çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn =

[0, 1 − 1
n
] ✐ â✐äêðèòèõ ìíîæèí Gn = ( 1

n
, 1)✱ n ∈ N✳ ßê íåñêëàäíî

çðîçóì✐òè✱

[0, 1) =
∞
⋃

n=1

Fn =
∞
⋂

n=1

Gn.

Òâåðäæåííÿ ✶✺✳✺✳ ❒íîæèíà A ➵ òèïó Fσ â X òîä✐ ✐ ò✐ëüêè

òîä✐✱ êîëè ➝➝ äîïîâíåííÿ X \A ➵ òèïó Gδ✳

➘îâåäåííÿ✳ ❮åîáõ✐äí✐ñòü✳❮åõàé (Fn)
∞
n=1 ✕ ïîñë✐äîâí✐ñòü çàìêíåíèõ

ìíîæèí✱ òàêà✱ ùî A =
⋃∞

n=1 Fn✳ Òîä✐

X \A = X \
∞
⋃

n=1

Fn =

∞
⋂

n=1

(X \ Fn).

Ïîçíà÷èìî Gn = X \ Fn ✐ îòðèìà➵ìî ïîñë✐äîâí✐ñòü â✐äêðèòèõ ìíî✲

æèí (Gn)
∞
n=1✱ òàêó✱ ùî A =

⋂∞
n=1Gn✳ ❰òæå✱ ìíîæèíà X \ A ➵ òèïó

Gδ â X✳

➘îñòàòí✐ñòü✳ Ö✐ëêîì àíàëîã✐÷íî✳

✶✵✵



Òåîðåìà ✶✺✳✻✳ ➘ëÿ ï✐äìíîæèíè A íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X íà✲

ñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ A ✕ çàìêíåíà Gδ✲ìíîæèíà✱

✷✮ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî A = f−1(0)✳

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ❮åõàé A ✕ çàìêíåíà Gδ✲ìíîæèíà✳ Ðîçãëÿíåìî

➝➝ äîïîâíåííÿ X \A✳ ➬ã✐äíî ç òâåðäæåííÿì ✶✺✳✺✱ ✐ñíó➵ ïîñë✐äîâí✐ñòü

çàìêíåíèõ ìíîæèí (Fn)
∞
n=1✱ òàêà✱ ùî X \ A =

⋃∞
n=1 Fn✳ ❰ñê✐ëüêè

A∩Fn = ∅ äëÿ êîæíîãî n ∈ N✱ òî çà ëåìîþ Óðèñîíà ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà

ôóíêö✐ÿ fn : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî

fn(x) = 0 ïðè x ∈ A,

✐

fn(x) = 1 ïðè x ∈ Fn.

➘ëÿ êîæíîãî x ∈ X ïîêëàäåìî

f(x) =

∞
∑

n=1

1

2n
fn(x)

✐ îòðèìà➵ìî✱ ùî ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1] íåïåðåðâíà✱ ÿê ñóìà ð✐âíî✲

ì✐ðíî çá✐æíîãî ðÿäó ç íåïåðåðâíèõ ôóíêö✐é ✭äèâ✳ ëåêö✐þ ➑✶✵✮✳

ßêùî x ∈ A✱ òî fn(x) = 0 äëÿ âñ✐õ n ∈ N✱ à çíà÷èòü✱ f(x) = 0✳

ßêùî æ x ∈ X \ A✱ òî ✐ñíó➵ òàêå n ∈ N✱ ùî x ∈ Fn✳ Òîä✐ fn(x) = 1✱

à çíà÷èòü✱ f(x) > 0✳ ❰òæå✱ A = f−1(0)✳

✷✮ ⇒ ✶✮✳ ❮åõàé òåïåð A = f−1(0) äëÿ äåÿêî➝ íåïåðåðâíî➝ ôóíêö✐➝

f : X → [0, 1]✳ Òîä✐ ìíîæèíà A çàìêíåíà ÿê ïðîîáðàç çàìêíåíî➝

ìíîæèíè {0} ïðè íåïåðåðâíîìó â✐äîáðàæåíí✐✳ ➬àóâàæèìî✱ ùî

{0} =

∞
⋂

n=1

(−
1

n
,
1

n
).

Òîä✐

A =
∞
⋂

n=1

f−1

(

−
1

n
,
1

n

)

➵ ìíîæèíîþ òèïóGδ✱ îñê✐ëüêè êîæíà ìíîæèíà f−1(− 1
n
, 1
n
) â✐äêðèòà

ÿê ïðîîáðàç â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè ïðè íåïåðåðâíîìó â✐äîáðàæåíí✐✳

✶✵✶



➶ðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ ✶✺✳✺✱ ïîïåðåäíþ òåîðåìó ìîæíà ïåðå✲

ôîðìóëþâàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿä✐✳

Òåîðåìà ✶✺✳✼✳ ➘ëÿ ï✐äìíîæèíè A íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X íà✲

ñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ A ✕ â✐äêðèòà Fσ✲ìíîæèíà✱

✷✮ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî A =

f−1((0, 1])✳

➶âåäåìî òåïåð ùå îäèí âàæëèâèé êëàñ ìíîæèí â òîïîëîã✐÷íîìó

ïðîñòîð✐ ✕ ôóíêö✐îíàëüí✐ ìíîæèíè✳

❰çíà÷åííÿ ✶✺✳✽✳ ❒íîæèíà A íàçèâà➵òüñÿ ôóíêö✐îíàëüíî çàìêíå✲

íîþ â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ X✱ ÿêùî ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ

f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî

A = f−1(0).

❰çíà÷åííÿ ✶✺✳✾✳ ➘îïîâíåííÿ äî ôóíêö✐îíàëüíî çàìêíåíî➝ ìíî✲

æèíè â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòîð✐ íàçèâà➵òüñÿ ôóíêö✐îíàëüíî â✐äêðè✲

òèì✳

➬ îçíà÷åíü ✶✺✳✽ ✐ ✶✺✳✶✵ ëåãêî âèïëèâà➵ íàñòóïíà õàðàêòåðèçàö✐ÿ

ôóíêö✐îíàëüíî â✐äêðèòèõ ìíîæèí✳

Òâåðäæåííÿ ✶✺✳✶✵✳ ➘ëÿ ï✐äìíîæèíè A â òîïîëîã✐÷íîìó ïðîñòî✲

ð✐ X íàñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ A ✕ ôóíêö✐îíàëüíî â✐äêðèòà â X

✷✮ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî

A = f−1((0, 1]).

✶✺✳✸
Òåîðåìà ➶åäåí✐ñîâà

❰çíà÷åííÿ ✶✺✳✶✶✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X íàçèâà➵òüñÿ äîñêîíà✲

ëèì✱ ÿêùî êîæíà â✐äêðèòà ìíîæèíà â íüîìó ➵ òèïó Fσ✳

✶✵✷



Ð✐âíîñèëüíî✱ ïðîñò✐ð X ➵ äîñêîíàëèì✱ ÿêùî êîæíà çàìêíåíà éî✲

ãî ï✐äìíîæèíà ➵ òèïó Gδ✳

❰çíà÷åííÿ ✶✺✳✶✷✳ Òîïîëîã✐÷íèé ïðîñò✐ð X íàçèâà➵òüñÿ äîñêîíàëî

íîðìàëüíèì✱ ÿêùî â✐í äîñêîíàëèé ✐ íîðìàëüíèé✳

Òåîðåìà ✶✺✳✶✸ ✭Òåîðåìà ➶åäåí✐ñîâà✮✳ ❮åõàé X ✕ T1✲ïðîñò✐ð✳ Òîä✐

íàñòóïí✐ óìîâè ð✐âíîñèëüí✐✿

✶✮ ïðîñò✐ð X ✕ äîñêîíàëî íîðìàëüíèé

✷✮ êîæíà â✐äêðèòà ï✐äìíîæèíà â X ôóíêö✐îíàëüíî â✐äêðèòà

✸✮ êîæíà çàìêíåíà ï✐äìíîæèíà â X ôóíêö✐îíàëüíî çàìêíåíà

✹✮ äëÿ äîâ✐ëüíî➝ ïàðè íåïåðåòèííèõ çàìêíåíèõ ìíîæèí A,B â

X ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî

A = f−1(0) ✐ B = f−1(1).

➘îâåäåííÿ✳ ✶✮ ⇒ ✷✮✳ ❮åõàé G ⊆ X ✕ â✐äêðèòà ìíîæèíà✳ ➬ äîñêî✲

íàëî➝ íîðìàëüíîñò✐ ïðîñòîðó X âèïëèâà➵✱ ùî ìíîæèíà G ➵ òèïó

Fσ✳ ❰òæå✱ ç òåîðåìè ✶✺✳✼ âèïëèâà➵✱ ùî ìíîæèíà G ôóíêö✐îíàëüíî

çàìêíåíà✳

✷✮ ⇒ ✸✮✳ ❮åõàé F ⊆ X ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà✳ ❰ñê✐ëüêè äîïîâ✲

íåííÿ G = X \ F â✐äêðèòå✱ òî ç óìîâè ✷✮ âèïëèâà➵ ôóíêö✐îíàëüíà

â✐äêðèò✐ñòü ìíîæèíè G✳ ➬â✐äñè✱ F ✕ ôóíêö✐îíàëüíî çàìêíåíà✱ ÿê

äîïîâíåííÿ äî ôóíêö✐îíàëüíî â✐äêðèòî➝ ìíîæèíè✳

✸✮ ⇒ ✹✮✳ Ðîçãëÿíåìî äâ✐ íåïåðåòèíí✐ çàìêíåí✐ ï✐äìíîæèíè A òà

B â X✳ ➬ óìîâè ✸✮ ìà➵ìî✱ ùî êîæíà ç íèõ ôóíêö✐îíàëüíî çàìêíåíà✳

Òàêèì ÷èíîì✱ ✐ñíóþòü íåïåðåðâí✐ ôóíêö✐➝ g, h : X → [0, 1]✱ òàê✐✱ ùî

A = g−1(0) ✐ B = h−1(0)✳ ➚íàëîã✐÷íî ÿê â äîâåäåíí✐ òâåðäæåííÿ

✶✹✳✾✱ ìîæíà äîâåñòè✱ ùî ôóíêö✐ÿ

f(x) =
g(x)

g(x) + h(x)

➵ øóêàíîþ✳

✹✮ ⇒ ✶✮✳ ❮åõàé F ✕ çàìêíåíà ìíîæèíà â X✳ ➬ðîçóì✐ëî✱ ùî ó

âèïàäêó F = X öÿ ìíîæèíà â✐äêðèòà✱ à çíà÷èòü✱ ➵ òèïó Gδ✳ Ïðèïó✲

ñòèìî✱ ùî F 6= X ✐ âèáåðåìî x ∈ X \F ✳ ❰ñê✐ëüêè X ✕ T1✲ïðîñò✐ð✱ òî

✶✵✸



îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà B = {x} çàìêíåíà â öüîìó ïðîñòîð✐✳ ➬à óìî✲

âîþ ✹✮ ✐ñíó➵ íåïåðåðâíà ôóíêö✐ÿ f : X → [0, 1]✱ òàêà✱ ùî F = f−1(0)

✐ B = f−1(1)✳ ➬ã✐äíî ç òåîðåìîþ ✶✺✳✻ ìíîæèíà F ➵ òèïó Gδ✳ ❰òæå✱

ïðîñò✐ð X äîñêîíàëèé✳

Òåïåð ïîêàæåìî íîðìàëüí✐ñòü ïðîñòîðó X✳ ➘ëÿ öüîãî çàô✐êñó✲

➵ìî äâ✐ íåïåðåòèíí✐ çàìêíåí✐ ìíîæèíè A òà B ✐ ðîçãëÿíåìî íåïå✲

ðåðâíó ôóíêö✐þ f : X → [0, 1]✱ òàêó✱ ùî A = f−1(0) ✐ B = f−1(1)✳

Ïîêëàäåìî

U = f−1([0, 12)) ✐ V = f−1((12 , 1])

✐ îòðèìà➵ìî äâ✐ íåïåðåòèíí✐ â✐äêðèò✐ ìíîæèíè✱ òàê✐✱ ùî A ⊆ U ✐

B ⊆ V ✳

✶✵✹



❐✐òåðàòóðà

❬✶❪ ➶èðî ❰✳ ß✳✱ ➮âàíîâ ❰✳ ➚✳✱ ❮åöâåòàåâ ❮✳ Þ✳✱ Õàðëàìîâ ➶✳

❒✳ Ýëåìåíòàðíàÿ òîïîëîãèÿ✱ ✷✲å èçä✳✱ èñïðàâë✳ ❒✳✿ ❒Ö❮❒❰✱

✷✵✶✷✱ ✸✺✽ ❝✳

❬✷❪ ✃óðàòîâñêèé ✃✳ Òîïîëîãèÿ✳ Ò✳✶✳ ❒îñêâà✿ ❒èð ✭✶✾✻✻✮✱ ✺✾✻ ñ✳

❬✸❪ ✃óðàòîâñêèé ✃✳ Òîïîëîãèÿ✳ Ò✳✷✳ ❒îñêâà✿ ❒èð ✭✶✾✻✾✮✱ ✻✷✹ ñ✳

❬✹❪ ❮àòàíñîí ➮✳Ï✳ Òåîðèÿ ôóíêöèé âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé✱ ❒✳✿

❮àóêà✱ ✭✶✾✼✹✮✱ ✹✽✵ ❝✳

❬✺❪ Õàóñäîðô Ô✳ Òåîðèÿ ìíîæåñòâ✱ ❒✳✿ ➹îñòåõèçäàò✱ ✭✶✾✸✼✮ ✭❒✳✿

➮çä✲âî ❐✃➮ ✭✷✵✵✼✮✱ ✸✵✹ ñ✳✮✳

❬✻❪ Ýíãåëüêèíã Ð✳ ❰áùàÿ òîïîëîãèÿ✱ ❒✳✿ ❒èð ✭✶✾✽✻✮✱ ✼✺✷ ñ✳

❬✼❪ ❒àñëþ÷åíêî ➶✳✃✳ ➴ëåìåíòè òåîð✐➝ ìíîæèí✱ ×åðí✐âö✐✿Ðóòà

✭✷✵✵✷✮✳

❬✽❪ ✃îëìîãîðîâ ➚✳❮✳✱ Ôîìèí Ñ✳➶✳ Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèè è

ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà✱ ❒✳✿ ❮àóêà ✭✶✾✻✽✮✳

❬✾❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ P✳✱ ❯r②s♦❤♥ P✳ ▼✁❡♠♦✐r❡ s✉r ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s

❝♦♠♣❛❝ts✱ ❱❡r❤✳ ❆❦❛❞✳ ❲❡t❡♥s❝❤✳ ❆♠st❡r❞❛♠ ✶✹ ✭✶✾✷✾✮✳

❬✶✵❪ ❆❧❡①❛♥❞r♦✛ P✳✱ ❍♦♣❢ ❍✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❡ ■✳ ❇❡r❧✐♥✱ ✭✶✾✸✺✮✳

❬✶✶❪ ❙♦r❣❡♥❢r❡② ❘✳❍✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♣❛r❛❝♦♠♣❛❝t s♣❛❝❡s✱

❇✉❧❧✳ ❆♠❡r✳ ▼❛t❤✳ ❙♦❝✳ ✺✸ ✭✶✾✹✼✮✱ ✻✸✶✕✻✸✷✳

✶✵✺



➬ì✐ñò

✶ Ïîíÿòòÿ òîïîëîã✐÷íîãî ïðîñòîðó ✸

✶✳✶ Ùî òàêå òîïîëîã✐ÿ❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
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