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Роздiл I. Гармонiйнi функцiї двох
дiйсних змiнних

1.1. Означення гармонiйних функцiй та їх
взаємозв’язок з аналiтичними функцiями
комплексної змiнної
Нехай G – область комплексної площини C, а u : G → R –

дiйсна функцiя двох дiйсних змiнних x та y на G
(x + iy = z ∈ G). Символом Ck(G) (k ∈ N) позначатимемо
множину всiх дiйсних функцiй двох дiйсних змiнних, якi мають
у G всi частиннi похiднi до k-го порядку включно, причому всi
цi частиннi похiднi є неперервними на G.

Функцiя u ∈ C2(G) називається гармонiйною в областi G,
якщо у всiх точках цiєї областi вона задовольняє рiвняння Ла-
пласа

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Нехай f – аналiтична функцiя комплексної змiнної в G. По-
значатимемо сукупнiсть усiх таких функцiй символом A(G).
Наступними двома теоремами описується взаємозв’язок мiж
гармонiйними та аналiтичними в областi G функцiями.

Теорема 1.1. Дiйсна й уявна частини довiльної аналiтичної
в областi G функцiї комплексної змiнної f є гармонiйними в G.

Доведення. Нехай f = u+iv. Оскiльки f аналiтична в G, то
вона нескiнченно диференцiйовна в G i всi її похiднi аналiтичнi
(а тому й неперервнi) в G. Отже, всi частиннi похiднi вiд функ-
цiй u та v є диференцiйовними (а, значить, i неперервними) в
G як дiйснi чи уявнi частини вiдповiдних похiдних функцiї f .
Зокрема, u, v ∈ C2(G). Крiм цього, враховуючи умови Кошi-
Рiмана-Ейлера-Д’Аламбера, матимемо, що в будь-якiй точцi з
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областi G
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
∂u

∂y

)
=

=
∂

∂x

(
∂v

∂y

)
− ∂

∂y

(
∂v

∂x

)
=

∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x
= 0.

Аналогiчно
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 в G. Тому функцiї u та v гармонiйнi

в G. �
Теорема 1.2. Якщо G – однозв’язна область, то для гар-

монiйної в цiй областi функцiї u iснує аналiтична в G функцiя,
для якої u є дiйсною (чи уявною) частиною.

Доведення. Зафiксуємо точку z0 ∈ G i визначимо на G
функцiю v формулою

v(z) =

z∫
z0

(
−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

)
, z ∈ G. (1.1)

Оскiльки G – однозв’язна область, ∂u
∂x
, ∂u
∂y
, ∂2u
∂x2 та ∂2u

∂y2
– неперервнi

в G i в кожнiй точцi з G

∂

∂y

(
−∂u
∂y

)
= −∂

2u

∂y2
=
∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(
∂u

∂x

)
,

то [6, c. 45-55] криволiнiйний iнтеграл в (1.1) не залежить вiд
шляху iнтегрування (i тому v однозначно визначена в G), а та-
кож у всiх точках iз G

∂v

∂x
= −∂u

∂y
,

∂v

∂y
=
∂u

∂x
.

Звiдси, враховуючи гармонiйнiсть u в G, отримуємо, що
v ∈ C1(G) i для u та v виконуються умови Кошi-Рiмана-
Ейлера-Д’Аламбера в G. Отже, функцiя f = u + iv аналiтична
в G, причому u = Re f = Im (if). �
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Наслiдок. Якщо функцiя u гармонiйна в областi G (не обо-
в’язково однозв’язнiй), то в деякому околi кожної точки z0 ∈ G
можна побудувати аналiтичну функцiю f , для якої u є дiйсною
(чи уявною) частиною.

Справдi, в цьому випадку формулою (1.1) визначається
однозначна функцiя v в будь-якому крузi U з центром у точцi
z0, який мiститься в G. Тому функцiя f = u+ iv буде аналiтич-
ною в U .

Зауваження. Для багатозв’язних областей G функцiя v
з (1.1) не завжди однозначна на G. Наприклад, якщо G =
{z ∈ C : 0 < |z| < 1}, а u(z) = ln |z|, z ∈ G, то v(z) = Arg z,
z ∈ G.

1.2. Нескiнченна диференцiйовнiсть гармо-
нiйних функцiй
Теорема 1.3. Гармонiйна в областi G функцiя має в кожнiй

точцi з G частиннi похiднi всiх порядкiв, якi також є гармонiй-
ними в G.

Доведення. Нехай z0 ∈ G, а U ⊆ G – окiл точки z0, у яко-
му u = Re f для деякої функцiї f ∈ A(U). Тодi f ′ ∈ A(U) i

Re f ′ =
∂u

∂x
, а Im f ′ = −∂u

∂y
. Тому, згiдно з теоремою 1.1,

∂u

∂x
i

∂u

∂y
гармонiйнi в U . Внаслiдок довiльностi z0 ∈ G одержимо, що

∂u

∂x
i
∂u

∂y
гармонiйнi в G. Продовжуючи такi ж мiркування далi

(замiнюючи функцiю u на її частиннi похiднi першого поряд-
ку, другого i т.д.), отримаємо iснування та гармонiйнiсть в G
довiльних частинних похiдних функцiї u. �
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1.3. Теорема про середнє
У цьому пунктi i надалi для дiйснозначної функцiї u(z), ви-

значеної на деякiй множинi U ⊆ C, пiд iнтегралом
∫ ∫
U

u(z) dz

розумiтимемо подвiйний iнтеграл
∫ ∫
U

u(x, y) dx dy.

Теорема 1.4. Якщо u – гармонiйна в областi G функцiя, то
для довiльних точки z ∈ G та круга U = {ζ ∈ C : |ζ − z| < R},
таких, що U ⊂ G, маємо, що

∀ r ∈ (0;R) : u(z) =
1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt;

u(z) =
1

πR2

∫ ∫
U

u(ζ)dζ.

Доведення. Зафiксуємо z ∈ G i такий круг U з центром
у точцi z i радiусом R, що U ⊂ G. Нехай функцiя f ∈ A(U)
така, що u = Re f . Згiдно з iнтегральною формулою Кошi, для
довiльного r ∈ (0;R)

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ−z|=r

f(ζ)

ζ − z
dζ

ζ=z+reit

=
1

2πi

2π∫
0

f(z + reit)rieit

reit
dt =

=
1

2π

2π∫
0

f(z + reit) dt =
1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt+
i

2π

2π∫
0

v(z + reit) dt,

де v = Im f . Отже, для всiх r ∈ (0;R)

u(z) = Re f(z) =
1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt.
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Домножимо останню рiвнiсть на r i проiнтегруємо її по r вiд
0 до R. Отримаємо, що

R2

2
u(z) =

1

2π

R∫
0

2π∫
0

u(z + reit) r dt dr,

звiдки, використовуючи формулу переходу до полярних коор-
динат у подвiйному iнтегралi, одержимо, що

u(z) =
1

πR2

∫ ∫
U

u(ζ) dζ. �

1.4. Теорема єдиностi
Теорема 1.5. Якщо двi гармонiйнi в областi G функцiї збi-

гаються на множинi E ⊆ G, яка має хоча б одну внутрiшню
точку, то вони збiгаються в G.

Доведення. Нехай u1 та u2 – двi гармонiйнi в G функцiї, якi
збiгаються на множинi E. Позначимо u = u1−u2. Тодi u(z) = 0,
z ∈ E. Розглянемо множину F = int {z ∈ G : u(z) = 0}. Вона
є непорожньою вiдкритою множиною в G (бо F ⊇ intE 6= Ø).
Доведемо, що вона також i замкнена в G.

Нехай z0 ∈ G – гранична точка множини F . Тодi iснує така
послiдовнiсть (zn)∞n=1 точок множини F , що lim

n→∞
zn = z0. Роз-

глянемо вiдкритий круг U ⊆ G iз центром у точцi z0 i таку
функцiю f ∈ A(U), що f = u + iv на U . Оскiльки lim

n→∞
zn = z0,

то iснує таке n ∈ N, що zn ∈ U ∩ F . Отже, U ∩ F – вiдкрита
непорожня множина. Зрозумiло, що u(z) = 0, z ∈ U ∩ F . Тому
∂v
∂x

= −∂u
∂y

= 0 i ∂v
∂y

= ∂u
∂x

= 0 на U ∩ F . Таким чином, v(z) = C
на U ∩ F , де C ∈ R – деяка стала. За теоремою єдиностi для
аналiтичних функцiй маємо, що f(z) = iC на U . Тому u(z) = 0
на U , звiдки U ⊆ F , тобто z0 ∈ F .

9



Таким чином, F – замкнена множина в G. Оскiльки вона
також вiдкрита в G i непорожня, то F = G. Отже, u(z) = 0 на
G, тобто u1(z) = u2(z) на G. �

Зауваження. Для того, щоб гармонiйнi функцiї збiгалися
в G, недостатньо, щоб вони збiгалися на множинi, яка мiстить
якусь свою граничну точку (як це є для аналiтичних функцiй).
Наприклад, гармонiйна в C функцiя u(z) = Re z дорiвнює нулевi
на уявнiй осi, але не рiвна тотожно нулевi на C.

1.5. Принцип екстремуму i теорема Лiувiлля
Теорема 1.6. Якщо гармонiйна в областi G функцiя u на-

буває в точцi z0 ∈ G свого локального максимуму чи мiнiмуму,
то вона є сталою на G.

Доведення. Нехай z0 ∈ G – точка локального максимуму
функцiї u, U ⊆ G – такий окiл точки z0, що u(z) ≤ u(z0), z ∈ U ,
а функцiя f ∈ A(U) така, що u = Re f . Тодi exp(f) ∈ A(U) i
для z ∈ U

| exp f(z)| = eu(z) ≤ eu(z0) = | exp f(z0)|.

Згiдно з принципом максимуму модуля аналiтичної функцiї, ма-
ємо, що f є сталою функцiєю на U . Тому u = Re f є також ста-
лою на U . Тодi, за теоремою єдиностi для гармонiйних функцiй,
u є сталою на G.

Якщо функцiя u набуває в точцi z0 свого локального мiнi-
муму, то гармонiйна в G функцiя −u набуває в точцi z0 свого
локального максимуму. Тому i в цьому випадку u стала на G.
�

Теорема 1.7. Якщо гармонiйна в C функцiя u є обмеженою
в C хоча б з одного боку, то вона є сталою на C.

Доведення. Оскiльки C – однозв’язна область, то iснує цi-
ла функцiя f , для якої u = Re f . Нехай u(z) < M на C. То-
дi f : C → P , де P = {w ∈ C : Rew < M}. Розглянемо
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дробово-лiнiйне вiдображення λ пiвплощини P на одиничний
круг {z ∈ C : |z| < 1}. Оскiльки λ – аналiтичне на P , то функ-
цiя g = λ◦f є цiлою i обмеженою (|g(z)| < 1 на C). За теоремою
Лiувiлля для аналiтичних функцiй g(z) = const, z ∈ C. Тому
f(z) = λ−1(g(z)) = const на C, звiдки й u(z) = Re f(z) = const
на C. �

1.6. Iнварiантнiсть вiдносно аналiтичних
вiдображень
Нагадаємо, що неперервне вiдображення називається кон-

формним у точцi, якщо воно зберiгає кути мiж кривими та
напрямки їх вiдрахування в цiй точцi. Якщо вiдображення кон-
формне в кожнiй точцi областi G, то кажуть, що воно конформ-
не в областi G. Вiдомо [5, с. 10-11, 27], що коли вiдображення
f є конформним i взаємно однозначним в областi G, то воно
аналiтичне в G i f ′(z) 6= 0 на G.

Теорема 1.8. Якщо функцiя v гармонiйна в областi D, а g –
аналiтичне вiдображення областi G на область D, то функцiя
u = v ◦ g гармонiйна в G.

Доведення. Нехай z0 – якась точка областi D, U ⊆ D –
деякий вiдкритий круг iз центром у точцi z0, а f ∈ A(U) –
така функцiя, що v = Re f . Розглянемо множину V =
g−1(U) ⊆ G. Оскiльки функцiя f ◦ g аналiтична на V , то функ-
цiя u = v ◦ g = Re (f ◦ g) гармонiйна на V . Внаслiдок
довiльностi z0 ∈ D маємо, що u гармонiйна в G. �

Наслiдок. Якщо функцiя v гармонiйна в областi D, а k –
конформне i взаємно однозначне вiдображення областi G на
область D, то функцiя u = v ◦ k гармонiйна в G.

На закiнчення цього пункту наведемо без доведення двi те-
ореми з теорiї конформних вiдображень, якi будуть використо-
вуватися у наступному пунктi (доведення цих теорем можна
знайти в [5, с. 32-36, 88]).
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Теорема Рiмана. Кожну однозв’язну область розширеної
комплексної площини, межа якої мiстить бiльше однiєї точки,
можна конформно i взаємно однозначно вiдобразити на одинич-
ний круг.

Нагадаємо, що крива називається жордановою, якщо вона
неперервна i не має самоперетинiв.

Теорема Каратеодорi. Нехай областiG iD обмеженi замк-
неними жордановими кривими. Тодi конформне i взаємно одно-
значне вiдображення k : G → D можна продовжити на межу
∂G областi G до гомеоморфiзму k : G→ D.

1.7. Задача Дiрiхле
У цьому пунктi наведемо розв’язання задачi Дiрiхле про

гармонiйне продовження неперервних функцiй. Ця властивiсть
гармонiйних функцiй буде неодноразово використовуватися в
наступних пунктах.

Задача Дiрiхле. Задано обмежену однозв’язну область
G ⊂ C iз жордановою межею ∂G та неперервну на ∂G функ-
цiю u. Потрiбно побудувати неперервну на G i гармонiйну в G
функцiю, яка на ∂G збiгається з u.

Вiдзначимо, що розв’язок задачi Дiрiхле називається гармо-
нiйним продовженням функцiї u з ∂G в G.

Теорема 1.9. Нехай G – обмежена однозв’язна область в
C iз жордановою межею. Тодi для кожної неперервної на ∂G
функцiї u iснує її єдине гармонiйне продовження з ∂G в G.

Доведення. Єдинiсть. Переконаємося, що задача Дiрiхле
не може мати двох рiзних розв’язкiв. Нехай u1 та u2 – гармо-
нiйнi продовження u в G. Розглянемо функцiю v = u1 − u2.
Зрозумiло, що v гармонiйна в G, неперервна на G i v(z) = 0 на
∂G. Оскiльки G є компактом, то v набуває своїх максимуму i
мiнiмуму на G. Якщо або максимум, або мiнiмум набувається у
внутрiшнiй точцi G, то, за принципом екстремуму, v(z) = const
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на G. Враховуючи неперервнiсть v на G i те, що v(z) = 0 на
∂G, матимемо, що v(z) = 0 на G. Якщо ж i максимум, i мiнiмум
v набуваються на ∂G, то 0 ≤ v(z) ≤ 0, z ∈ G, звiдки, знову,
v(z) = 0 на G. Отже, u1(z) = u2(z) на G.

Зведення до одиничного круга. Нехай задача Дiрiхле
розв’язана для одиничного круга U = {z ∈ C : |z| < 1}.
За теоремою Рiмана, область G можна вiдобразити за допо-
могою конформного i взаємно однозначного вiдображення k
на круг U , причому, за теоремою Каратеодорi, це вiдображен-
ня можна продовжити до гомеоморфiзму k : G → U . Нехай
v(z) = u(k−1(z)), z ∈ ∂U . Оскiльки v неперервна на ∂U , то v
можна гармонiйно продовжити в U . За наслiдком з теореми 1.8,
функцiя v◦k гармонiйна в G. Крiм цього, вона неперервна на G
i на ∂G дорiвнює u. Тому функцiя v ◦k є шуканим гармонiйним
продовженням функцiї u з межi ∂G всередину областi G.

Розв’язання для одиничного круга. Почнемо з навiдних
мiркувань. Нехай задача Дiрiхле розв’язана. Розглянемо функ-
цiю f ∈ A(U), для якої u = Re f . Припустимо, що f неперервно
продовжується на U . Зафiксуємо якесь z ∈ U . Тодi, за iнте-
гральною формулою Кошi,

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2π

2π∫
0

f(ζ)ζ

ζ − z
dt, (1.2)

де ζ = eit. Перетворимо праву частину з (1.2) так, щоб її дiйс-
на частина мiстила лише вiдомi значення функцiї u(ζ) на колi
|ζ| = 1. Вiзьмемо симетричну до z вiдносно кола |ζ| = 1 точку
z∗ = 1/z̄. За iнтегральною теоремою Кошi,

0 =
1

2πi

∫
|ζ|=1

f(ζ)

ζ − z∗
dζ =

1

2π

2π∫
0

f(ζ)ζ

ζ − z∗
dt.
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Вiднявши останню рiвнiсть вiд (1.2) i врахувавши, що

ζ

ζ − z
− ζ

ζ − z∗
=

ζ

ζ − z
− ζz̄

ζz̄ − 1
=

ζ

ζ − z
− ζz̄

ζz̄ − ζζ̄
=

=
ζ

ζ − z
+

z̄

ζ̄ − z̄
=

1− ζz̄ + ζz̄ − zz̄
(ζ − z)(ζ − z)

=
1− |z|2

|ζ − z|2
,

одержимо

f(z) =
1

2π

2π∫
0

f(ζ)
1− |z|2

|ζ − z|2
dt.

Отже, для z ∈ U

u(z) =
1

2π

2π∫
0

u(ζ)
1− |z|2

|ζ − z|2
dt, (1.3)

де ζ = eit. Ця формула називається формулою Пуассона. Пе-
реконаємося далi, що функцiя u, яка визначається формулою
(1.3), є шуканим розв’язком задачi Дiрiхле для круга U .

Спочатку перевiримо, чи u є гармонiйною в крузi U . Оскiль-
ки для ζ = eit i z ∈ U

Re
ζ + z

ζ − z
= Re

(ζ + z)(ζ̄ − z̄)

|ζ − z|2
= Re

1− |z|2 + (zζ̄ − z̄ζ)

|ζ − z|2
=

1− |z|2

|ζ − z|2

(zζ̄ − z̄ζ є чисто уявним числом, бо zζ̄ − z̄ζ = z̄ζ − zζ̄ =
−(zζ̄ − z̄ζ)), то досить довести, що функцiя

f(z) =
1

2π

2π∫
0

u(ζ)
ζ + z

ζ − z
dt

є диференцiйовною в крузi U (бо u = Re f).
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Зафiксуємо z0 ∈ U . Тодi∣∣∣∣∣∣f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
− 1

π

2π∫
0

u(ζ)
ζ

(ζ − z0)2
dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

u(ζ)

∆z

(
ζ + z0 + ∆z

ζ − z0 −∆z
− ζ + z0

ζ − z0

)
dt−

− 1

π

2π∫
0

u(ζ)
ζ

(ζ − z0)2
dt

∣∣∣∣∣∣ =

=
1

π

∣∣∣∣∣∣
2π∫

0

u(ζ)ζ

[
1

(ζ − z0 −∆z)(ζ − z0)
− 1

(ζ − z0)2

]
dt

∣∣∣∣∣∣ =

=
|∆z|
π

∣∣∣∣∣∣
2π∫

0

u(ζ)ζ dt

(ζ − z0 −∆z)(ζ − z0)2

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ |∆z|

π

2π∫
0

|u(ζ)||ζ| dt
|ζ − z0 −∆z||ζ − z0|2

≤

≤ |∆z|
π

M2π

(1− |z0| − |∆z|)(1− |z0|)2
−→

∆z→0
0,

де M = max
|ζ|=1
|u(ζ)|.

Отже, f диференцiйовна в U , тому f аналiтична в U . Звiдси
отримуємо, що функцiя u = Re f гармонiйна в U .

Залишилося переконатися, що функцiя u, визначена форму-
лою (1.3), неперервна на U . Зафiксуємо ζ0 = eit0 (0 ≤ t0 < 2π) i
доведемо, що

lim
U3z→ζ0

u(z) = u(ζ0). (1.4)
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Позначимо

P (ζ, z) =
1

2π

1− |z|2

|ζ − z|2
, |ζ| = 1, z ∈ U.

Оскiльки функцiя v(z) ≡ 1 є гармонiйною в U i неперервною на
U , то, згiдно з формулою (1.3),

2π∫
0

P (ζ, z) dt = 1, z ∈ U.

Тому для z ∈ U

u(z)− u(ζ0) =

2π∫
0

[u(ζ)− u(ζ0)]P (ζ, z) dt

(зауважимо, що коли t0 = 0, то тут i далi в цьому пунктi замiсть
вiдрiзка [0; 2π] можна розглянути, наприклад, вiдрiзок [−π; π]).

Зафiксуємо ε > 0. Оскiльки u – неперервна на колi {ζ = eit :
0 ≤ t ≤ 2π}, то

∃ δ ∈
(

0;
π

2

)
: t ∈ (t0−2δ; t0+2δ) ⊂ [0; 2π]⇒ |u(eit)−u(eit0)| < ε

2
.

Позначимо через T1 iнтервал (t0 − 2δ; t0 + 2δ), а через T2 – мно-
жину [0; 2π] \ T1. Матимемо, що∫
T1

|u(ζ)− u(ζ0)|P (ζ, z) dt ≤ ε

2

∫
T1

P (ζ, z) dt <
ε

2

2π∫
0

P (ζ, z) dt =
ε

2
.

Оцiнимо тепер
∫
T2

|u(ζ) − u(ζ0)|P (ζ, z) dt для z ∈ U . Нехай

m = min
t∈T2,|Arg z−t0|<δ

|ζ−z| = sin δ. Тодi для z ∈ U (|Arg z− t0| < δ)

sup
t∈T2

|P (ζ, z)| ≤ 1− |z|2

2πm2
.
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Звiдси отримаємо, оскiльки |z| → 1 при U 3 z → ζ0, що для
зафiксованого ранiше ε > 0

∃% > 0 : 1− % < |z| < 1⇒ sup
t∈T2

|P (ζ, z)| < ε

8πM
,

де M = max
|ζ|=1
|u(ζ)|. Тому для таких z ∈ U , що |Arg z − t0| < δ i

1− % < |z| < 1, будемо мати, що∣∣∣∣∣∣
∫
T2

[u(ζ)− u(ζ0)]P (ζ, z) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
T2

2M
ε

8πM
dt <

ε

2
.

Таким чином,

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∃ % > 0 ∀ z ∈ U(|Arg z − t0| < δ, 1− % < |z| < 1) :

|u(z)− u(ζ0)| < ε,

що й означає виконання рiвностi (1.4). �

1.8. Достатня умова гармонiйностi функцiї
Нехай G – область в C i для z ∈ G

r0(z) = inf{|ζ − z| : ζ ∈ ∂G},

тобто r0(z) – це вiдстань вiд точки z ∈ G до межi областi G.
Теорема 1.10. Нехай локально iнтегровна в областi G

функцiя u така, що

∀ z ∈ G ∀ r ∈ (0; r0(z)) : u(z) =
1

πr2

∫ ∫
|ζ−z|<r

u(ζ)dζ.

Тодi функцiя u гармонiйна в областi G.
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Доведення. Спочатку переконаємося, що u неперервна в G.
Зафiксуємо z0 ∈ G i r = 1

2
r0(z0). Позначимо

U = {z ∈ C : |z − z0| < r}

i для z ∈ U покладемо

Uz = {ζ ∈ C : |ζ − z| < r}.

Очевидно, що U ⊂ G i Uz ⊂ G для кожного z ∈ U . Тодi

∀ z ∈ U : |u(z)− u(z0)| =

=
1

πr2

∣∣∣∣∣∣
∫ ∫
U

u(ζ)dζ −
∫ ∫
Uz

u(ζ)dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

πr2

∫ ∫
U4Uz

|u(ζ)|dζ.

Звiдси, використовуючи абсолютну неперервнiсть подвiйного
iнтеграла, одержимо, що lim

z→z0
(u(z) − u(z0)) = 0. Тому u непе-

рервна в точцi z0. Враховуючи довiльнiсть z0 ∈ G, маємо, що u
неперервна в G.

Зафiксуємо знову якусь точку z0 ∈ G, число r = 1
2
r0(z0) i

розглянемо вiдкритий круг U з центром у точцi z0 i радiусом r.
Оскiльки U ⊂ G, то на ∂U функцiя u неперервна. Тому її можна
гармонiйно продовжити на U . Позначимо це продовження через
h. Розглянемо функцiю v(z) = u(z) − h(z), z ∈ U , i покажемо,
що v(z) = 0 на U .

Оскiльки функцiя v неперервна на U , то вона набуває на U
своїх максимуму i мiнiмуму. Якщо обидвi точки (максимуму i
мiнiмуму) лежать на межi ∂U (а тут v(z) = 0), то 0 ≤ v(z) ≤ 0,
z ∈ U , тобто v(z) = 0 на U . Припустимо, що або максимум, або
мiнiмум функцiя v набуває всерединi U . Нехай точка z1 ∈ U є
точкою максимуму функцiї v i v(z1) = M . Доведемо, що iснує
окiл V ⊆ U точки z1, у якому v(z) = M . Нехай це не так,
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тобто в довiльно вибраному крузi V = {z ∈ C : |z − z1| < r1}
(r1 < r0(z1)), у якому v(z) ≤ v(z1), iснує точка z2, для якої
v(z2) < M . Оскiльки функцiя v неперервна в точцi z2, то iснує
окiл V2 ⊆ V точки z2, у якому v(z) < 1

2
(M + v(z2)). Тодi

M = v(z1) =
1

πr2
1

∫ ∫
V

v(z) dz =

=
1

πr2
1

∫ ∫
V2

v(z) dz +

∫ ∫
V \V2

v(z) dz

 ≤
≤ 1

πr2
1

(
M + v(z2)

2
s(V2) +M s(V \ V2)

)
<

1

πr2
1

M s(V ) = M,

де s(V2), s(V \ V2) i s(V ) – площi вiдповiдних фiгур. Отрима-
на суперечнiсть вказує, що справдi функцiя v разом iз кожною
своєю точкою максимуму дорiвнює цьому максимуму i на де-
якому околi цiєї точки. Тому множина E = {z ∈ U : v(z) = M}
є непорожньою вiдкритою в U множиною. Разом з цим, врахо-
вуючи неперервнiсть v, E замкнена в U . Тому E = U , тобто
v(z) = M на U . Але тодi (внаслiдок неперервностi) v(z) = M i
на ∂U , тобто M = 0.

Таким чином, v(z) = 0 на U , тобто u гармонiйна в U . Оскiль-
ки точка z0 – довiльна з G, то u є гармонiйною в G. �

1.9. Теорема Гарнака про границю спадної
послiдовностi гармонiйних функцiй
Теорема 1.11. Границя спадної послiдовностi (uk)

∞
k=1 гармо-

нiйних в областi G функцiй є або гармонiйною в G, або тотожно
рiвною −∞.

Доведення. Зауважимо, що для всiх k ∈ N можна вважати,
що uk(z) ≤ 0, z ∈ G (якщо це не так, то замiсть послiдовностi
(uk)

∞
k=1 розглянемо послiдовнiсть (uk − u1)∞k=1).
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Позначимо u(z) = lim
k→∞

uk(z), z ∈ G. Спочатку розглянемо
випадок, коли u(z) > −∞ для всiх z ∈ G.

Зафiксуємо z ∈ G. Нехай r0(z) – вiдстань вiд z до ∂G. Тодi

∀ k ∈ N ∀ r ∈ (0; r0(z)) :
1

πr2

∫ ∫
|ζ−z|<r

uk(ζ) dζ = uk(z) ≥ u(z).

Тому, за теоремою Беппо Левi [3, c. 348],

lim
k→∞

∫ ∫
|ζ−z|<r

uk(ζ) dζ =

∫ ∫
|ζ−z|<r

u(ζ) dζ.

Отже, враховуючи довiльнiсть z ∈ G, маємо, що

∀ z ∈ G ∀ r ∈ (0; r0(z)) : u(z) =
1

πr2

∫ ∫
|ζ−z|<r

u(ζ) dζ.

Звiдси, згiдно з теоремою 1.10, отримуємо, що u гармонiйна в
G.

Нехай тепер iснує таке z′ ∈ G, що u(z′) = −∞. Розглянемо
множину E = {z ∈ G : u(z) = −∞} (зауважимо, що E 6= Ø) i
переконаємося, що вона вiдкрита. Нехай z0 ∈ E, вiдстань вiд z0

до ∂G дорiвнює 3r, а U = {z ∈ C : |z − z0| < r}. Тодi

1

πr2

∫ ∫
U

uk(ζ) dζ = uk(z0) −→
k→∞
−∞.

Для z ∈ U позначимо Uz = {ζ : |ζ − z| < 2r}. Враховуючи, що
U ⊆ Uz i uk(ζ) ≤ 0 для k ∈ N та ζ ∈ Uz, отримаємо, що для всiх
z ∈ U

u(z) ≤ uk(z) =
1

π4r2

∫ ∫
Uz

uk(ζ) dζ =
1

π4r2

∫ ∫
U

uk(ζ) dζ+
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+
1

π4r2

∫ ∫
Uz\U

uk(ζ) dζ ≤ 1

4

1

πr2

∫ ∫
U

uk(ζ) dζ =
1

4
uk(z0) −→

k→∞
−∞.

Отже, u(z) = −∞ на крузi U , тобто U ⊆ E. Звiдси випливає,
що множина E вiдкрита в G.

Доведемо, що E є замкненою множиною в G. Нехай zn ∈ E
(n ∈ N) i z0 ∈ G такi, що lim

n→∞
zn = z0. Тодi для деякого r > 0

одержимо, що

u(z0) ≤ uk(z0) =
1

πr2

∫ ∫
|ζ−z0|<r

uk(ζ) dζ, k ∈ N.

У круг {ζ : |ζ − z0| < r} разом iз якимось своїм околом {ζ :
|ζ − zn| < rn} потрапляє деяке zn. Оскiльки

1

πr2
n

∫ ∫
|ζ−zn|<rn

uk(ζ) dζ = uk(zn)

i uk(ζ) ≤ 0 (k ∈ N, ζ ∈ G), то, як i вище, матимемо, що

u(z0) ≤ r2
n

r2
uk(zn) −→

k→∞
−∞.

Отже, u(z0) = −∞, тобто z0 ∈ E. Таким чином, множина E
замкнена в G. Тому E = G, тобто u(z) = −∞ на G. �
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Роздiл II. Субгармонiйнi функцiї
двох дiйсних змiнних

2.1. Означення напiвнеперервних зверху
функцiй
Нехай G ⊆ C, а f : G → [−∞; +∞) – дiйсна функцiя двох

дiйсних змiнних на G. f називається напiвнеперервною зверху
в точцi z0 ∈ G, якщо

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ z ∈ G : |z − z0| < δ ⇒ f(z) < f(z0) + ε

при f(z0) 6= −∞ або якщо

∀E > 0 ∃ δ > 0 ∀ z ∈ G : |z − z0| < δ ⇒ f(z) < −E
при f(z0) = −∞. Коли функцiя f напiвнеперервна зверху в усiх
точках множини G, то вона напiвнеперервна зверху на G.

Функцiя f називається напiвнеперервною знизу в точцi z0,
якщо −f є напiвнеперервною зверху в цiй точцi. Зрозумiло, що
f неперервна в точцi z0 тодi й лише тодi, коли вона одночасно
напiвнеперервна зверху i знизу в цiй точцi.

Теорема 2.1. Для того, щоб функцiя f була напiвнеперерв-
ною зверху на множинi G, необхiдно i досить, щоб для кожного
a ∈ R множина H(a) = {z ∈ G : f(z) < a} була вiдкритою в G.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя f напiвнепе-
рервна зверху на множинi G. Зафiксуємо a ∈ R i доведемо,
що вiдповiдна множина H(a) вiдкрита в G. Оскiльки порожня
множина вiдкрита, то вважатимемо, що H(a) 6= Ø. Розгляне-
мо точку z0 ∈ H(a). Тодi з означення напiвнеперервностi звер-
ху в точцi z0 випливає, що для числа ε = a−f(z0)

2
> 0 (коли

f(z0) 6= −∞) чи E = |a| + 1 > 0 (коли f(z0) = −∞) iснує таке
δ > 0, що для тих z ∈ G, для яких |z− z0| < δ, будемо мати, що

f(z) < f(z0) + ε =
a+ f(z0)

2
< a
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чи, вiдповiдно,

f(z) < −E = −|a| − 1 < a.

А це означає, що H(a) мiстить δ-окiл точки z0 в G. Тому мно-
жина H(a) вiдкрита в G.

Достатнiсть. Нехай для кожного a ∈ R множина H(a) вiд-
крита в G. Зафiксуємо z0 ∈ G i переконаємося, що функцiя f
напiвнеперервна зверху в цiй точцi.

Якщо f(z0) = −∞, то

∀E > 0 : f(z0) < −E.

Зафiксуємо якесь E > 0. Оскiльки множина H(−E) вiдкрита в
G i z0 ∈ H(−E), то

∃ δ > 0 ∀ z ∈ G : |z − z0| < δ ⇒ f(z) < −E.

Отже, f напiвнеперервна зверху в точцi z0.
Нехай тепер f(z0) 6= −∞. Зафiксуємо число ε > 0. Тодi

f(z0) < f(z0) + ε. Тому z0 ∈ H(f(z0) + ε). Оскiльки множина
H(f(z0) + ε) вiдкрита в G, то

∃ δ > 0 ∀ z ∈ G : |z − z0| < δ ⇒ f(z) < f(z0) + ε.

Отже, i в цьому випадку f напiвнеперервна зверху в точцi z0.
�

2.2. Деякi властивостi напiвнеперервних
зверху функцiй
Теорема 2.2. Напiвнеперервна зверху на непорожньому

компактi K функцiя f набуває на K свого максимального зна-
чення.
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Доведення. Нехай M = sup
z∈K

f(z). Якщо f(z) ≡ −∞, то

M = −∞ i f(z) = M для будь-якого z ∈ K.
Нехай f(z) 6≡ −∞. Тодi iснує така послiдовнiсть (zn)∞n=1

точок iз K, що для кожного n ∈ N виконується нерiвнiсть
f(zn) > M − 1

n
(коли M < +∞) або f(zn) > n (коли M = +∞).

Зауважимо, що lim
n→∞

f(zn) = M . Оскiльки послiдовнiсть (zn)∞n=1

обмежена, а множина K замкнена, то iснує збiжна до деякого
z0 ∈ K пiдпослiдовнiсть (znk)

∞
k=1. Переконаємося, що f(z0) = M .

Припустимо, що f(z0) < M . Розглянемо таке µ, що
f(z0) < µ < M . Оскiльки z0 ∈ H(µ) i H(µ) – вiдкрита,
то

∃ δ > 0 ∀ z ∈ K : |z − z0| < δ ⇒ f(z) < µ.

Iз рiвностi z0 = lim
k→∞

znk випливає, що для знайденого δ

∃ k0 ∈ N ∀ k ≥ k0 : |znk − z0| < δ,

тому
∀ k ≥ k0 : f(znk) < µ.

З iншого боку, оскiльки lim
k→∞

f(znk) = M i µ < M , то

∃ k1 ∈ N ∀ k ≥ k1 : f(znk) > µ.

Отримали суперечнiсть. Тому f(z0) = M . �
Теорема 2.3. Якщо (fn)∞n=1 – монотонно спадна послiдов-

нiсть напiвнеперервних зверху на деякiй множинi G функцiй,
то функцiя f = lim

n→∞
fn також напiвнеперервна зверху на G.

Доведення. Зрозумiло, що f : G → [−∞; +∞). Зафiксу-
ємо a ∈ R i переконаємося, що множина H(a) = {z ∈ G :
f(z) < a} вiдкрита в G. Нехай z0 ∈ G. Оскiльки f(z0) < a i
f(z0) = lim

n→∞
fn(z0), то iснує таке n ∈ N, що fn(z0) < a. З напiв-

неперервностi зверху на G функцiї fn випливає, що

∃ δ > 0 ∀ z ∈ G : |z − z0| < δ ⇒ fn(z) < a.
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Тодi
∀ z ∈ G : |z − z0| < δ ⇒ f(z) ≤ fn(z) < a.

Отже, H(a) вiдкрита в G. Тому, за теоремою 2.1, f напiвне-
перервна зверху на G. �

На закiнчення цього пункту наведемо деякi допомiжнi
твердження про напiвнеперервнi зверху функцiї, якi будуть
використовуватись у наступних пунктах.

Лема 2.1. Нехай напiвнеперервна зверху в областi G функ-
цiя u набуває свого локального максимуму в деякiй точцi z0 ∈ G
i

∃ r0 > 0 ∀ r ∈ (0; r0) : u(z0) ≤ 1

2π

2π∫
0

u(z0 + reit) dt.

Тодi u(z) = u(z0) в деякому околi точки z0.
Доведення. Нехай u не є сталою в жодному околi точки

z0. Тодi iснує такий круг U (U ⊂ G) iз центром у точцi z0 i
радiусом r ∈ (0; r0), що u(z) ≤ u(z0) при z ∈ U i iснує таке
z1 ∈ ∂U , для якого u(z1) < u(z0). Розглянемо таке число µ, що
u(z1) < µ < u(z0). Для t ∈ [0; 2π] позначимо ζt = z0 + reit. З
напiвнеперервностi зверху в точцi z1 функцiї u одержимо iсну-
вання такого промiжку (чи об’єднання двох промiжкiв, якщо
z1 = ζ0) T ⊆ [0; 2π], що u(ζt) < µ при t ∈ T . Тодi

u(z0) ≤ 1

2π

2π∫
0

u(ζt) dt =
1

2π

∫
T

u(ζt) dt+

∫
[0;2π]\T

u(ζt) dt

 ≤

≤ 1

2π

µ ∫
T

dt+ u(z0)

∫
[0;2π]\T

dt

 < u(z0).

Отримали суперечнiсть. Тому u(z) = u(z0) в деякому околi точ-
ки z0. �
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Лема 2.2. Нехай D – обмежена область в C, u – напiвнепе-
рервна зверху в D функцiя i M = max

z∈D
u(z) > −∞. Тодi:

а) множина E = {z ∈ D : u(z) = M} замкнена в D;
б) якщо u(z) = M на D, то u(z) = M на D.
Доведення. а) Нехай zn ∈ E, z0 ∈ D i zn → z0 при n → ∞.

Спочатку вiдзначимо, що u(z0) 6= −∞, iнакше для деякого
n ∈ N мали б, що M = u(zn) < −|M | − 1, що неможливо. З
напiвнеперервностi зверху в точцi z0 функцiї u випливає, що

∀ ε > 0 ∃n ∈ N : M = u(zn) < u(z0) + ε,

звiдки матимемо:

∀ ε > 0 : M − ε < u(z0) ≤M.

Тому, прямуючи тут ε до 0, отримаємо, що u(z0) = M , тобто
z0 ∈ E. Отже, множина E замкнена в D.

б) Доведемо, що u(z) = M при z ∈ ∂D. Припустимо, що
u(z0) < M для деякого z0 ∈ ∂D. Тодi з напiвнеперервностi звер-
ху в точцi z0 функцiї u матимемо, що

∃ δ > 0 ∀ z ∈ D : |z − z0| < δ ⇒ u(z) < M.

А це суперечить тому, що u(z) = M на D. Отже, u(z) = M на
∂D, а тому u(z) = M на D. �

2.3. Наближення напiвнеперервної зверху
функцiї монотонно спадною послiдовнiстю
неперервних функцiй
У цьому пунктi наведемо теорему про наближення напiвне-

перервної зверху на колi функцiї монотонно спадною послiдов-
нiстю неперервних на цьому колi функцiй. Зазначимо, що по-
дiбна теорема правильна i для напiвнеперервної зверху функцiї
на довiльнiй пiдмножинi комплексної площини [7, c. 22-24].
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Теорема 2.4. Нехай функцiя u напiвнеперервна зверху на
колi Γ, а

uk(z) = max
ζ∈Γ

(u(ζ)− k|ζ − z|), z ∈ Γ, k ∈ N.

Тодi всi функцiї uk (k ∈ N) неперервнi на Γ, послiдовнiсть
(uk)

∞
k=1 монотонно спадає на Γ i lim

k→∞
uk(z) = u(z), z ∈ Γ.

Доведення. Зафiксуємо z ∈ Γ. Тодi для k ∈ N маємо, що

∀ ζ ∈ Γ : u(ζ)− k|ζ − z| ≥ u(ζ)− (k + 1)|ζ − z|,

звiдки отримуємо, що

uk(z) = max
ζ∈Γ

(u(ζ)−k|ζ−z|) ≥ max
ζ∈Γ

(u(ζ)−(k+1)|ζ−z|) = uk+1(z).

Отже, послiдовнiсть (uk(z))∞k=1 монотонно спадна. Тому iснує
(скiнченна або нескiнченна) lim

k→∞
uk(z). З означення функцiї uk

випливає, що uk(z) ≥ u(z) (k ∈ N). Отже, lim
k→∞

uk(z) ≥ u(z).
Припустимо, що lim

k→∞
uk(z) > u(z). Тодi

∃ c ∈ R : lim
k→∞

uk(z) > c > u(z).

Оскiльки u напiвнеперервна зверху в точцi z, то

∃ δ > 0 ∀ ζ ∈ U δ(z) = {ζ ∈ Γ : |ζ − z| ≤ δ} : u(ζ) < c.

Нехай для k ∈ N точка ζk ∈ Γ така, що uk(z) = u(ζk)− k|ζk − z|
(вона iснує, бо функцiя uk напiвнеперервна зверху на компактi
Γ). Тодi, враховуючи нерiвностi

u(ζk)− k|ζk − z| = uk(z) > c > max
ζ∈Uδ(z)

u(ζ),

одержимо, що |ζk − z| > δ для всiх k ∈ N (iнакше мали б, що
u(ζk)− k|ζk − z| ≤ u(ζk) ≤ max

ζ∈Uδ(z)
u(ζ)). Тому

∀ k ∈ N : u(ζk) > c+ k|ζk − z| > c+ kδ,
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звiдки випливає, що напiвнеперервна зверху на компактi Γ
функцiя u необмежена зверху. Отримана суперечнiсть вказує,
що lim

k→∞
uk(z) = u(z).

Доведемо ще неперервнiсть на Γ функцiй uk, k ∈ N. Для
цього зафiксуємо k ∈ N та z1, z2 ∈ Γ i переконаємося, що

|uk(z1)− uk(z2)| < k|z1 − z2|.

Справдi, оскiльки

∀ ζ ∈ Γ : |ζ − z2| − |z1 − z2| ≤ |ζ − z1| ≤ |ζ − z2|+ |z1 − z2|,

то
∀ ζ ∈ Γ : u(ζ)− k|ζ − z2| − k|z1 − z2| ≤

≤ u(ζ)− k|ζ − z1| ≤ u(ζ)− k|ζ − z2|+ k|z1 − z2|.

Перейшовши тут до максимуму по ζ ∈ Γ, отримаємо:

uk(z2)− k|z1 − z2| ≤ uk(z1) ≤ uk(z2) + k|z1 − z2|,

тобто
−k|z1 − z2| ≤ uk(z1)− uk(z2) ≤ k|z1 − z2|,

що й потрiбно було довести. �

2.4. Субгармонiйнi функцiї та їх найпростiшi
властивостi
Нехай G ⊆ C, а u : G → [−∞; +∞) – дiйсна функцiя двох

дiйсних змiнних на G. Функцiя u називається субгармонiйною
в G, якщо вона напiвнеперервна зверху на G i для довiльного
круга U (U ⊂ G) та довiльної гармонiйної в U i неперервної на
U функцiї h з того, що u ≤ h на ∂U , випливає, що u ≤ h на U .
При цьому h називається гармонiйною мажорантою функцiї

28



u для U . Вiдзначимо, що коли функцiя u субгармонiйна в G, а
функцiя h гармонiйна вG, то функцiї u−h та u+h субгармонiйнi
в G.

Теорема 2.5. Якщо субгармонiйна в областi G функцiя u
набуває локального максимуму в деякiй точцi z0 ∈ G, то вона
стала в деякому околi цiєї точки.

Доведення. Нехай u не є сталою в жодному околi точки z0.
Тодi iснує такий круг U (U ⊂ G) iз центром у точцi z0 i радiусом
r, що u(z) ≤ u(z0) при z ∈ U , i iснує таке z1 ∈ Γ = ∂U =
{ζt = z0 + reit : t ∈ [0; 2π]}, для якого u(z1) < u(z0). Зафiксуємо
таке µ ∈ R, що u(z1) < µ < u(z0). Тодi, внаслiдок напiвнеперерв-
ностi зверху в точцi z1 функцiї u, маємо, що iснує така вiдкрита
в Γ дуга Γ1 ⊂ Γ, для якої u(z) < µ при z ∈ Γ1. Розглянемо
неперервну на Γ функцiю h, яка визначається так: нехай Γ2 –
така дуга ненульової довжини кола Γ, що Γ2 ⊂ Γ1; при z ∈ Γ2

вважатимемо h(z) = µ, при z ∈ Γ \ Γ1 – h(z) = u(z0), а на
частинах дуги Γ1 \Γ2 довизначимо h лiнiйно i неперервно. Тодi,
згiдно з теоремою 1.9, h можна продовжити до гармонiйної в
U i неперервної в U функцiї. Оскiльки u субгармонiйна в G i
u(z) ≤ h(z), z ∈ Γ, то

u(z0) ≤ h(z0) =
1

2π

2π∫
0

h(ζt) dt =

=
1

2π

 ∫
t: ζt∈Γ2

h(ζt) dt+

∫
t: ζt∈Γ\Γ2

h(ζt) dt

 ≤

≤ 1

2π

µ ∫
t: ζt∈Γ2

dt+ u(z0)

∫
t: ζt∈Γ\Γ2

dt

 < u(z0).

Отримали суперечнiсть. Тому припущення неправильне. �
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Теорема 2.6. Якщо функцiя u субгармонiйна в областi G,
а обмежена область D така, що D ⊂ G, то для довiльної гармо-
нiйної в D i неперервної на D функцiї h iз того, що u(z) ≤ h(z)
при z ∈ ∂D, випливає, що u(z) ≤ h(z) при z ∈ D.

Доведення. Розглянемо функцiю v = u − h. Оскiльки v
напiвнеперервна зверху на компактi D, то вона набуває на D
свого максимуму M . Досить переконатися, що M ≤ 0.

Нехай E = {z ∈ D : v(z) = M}. Якщо E = Ø, то максимум
набувається на межi D, де v(z) ≤ 0. Тому в цьому випадку
M ≤ 0. Припустимо, що E 6= Ø. З теореми 2.5 випливає,
що E є вiдкритою множиною в D, а з леми 2.2 отримуємо її
замкненiсть у D. Отже, v(z) = M на D. Використовуючи знову
лему 2.2, одержимо, що v(z) = M на D. Тому i в цьому випадку
M ≤ 0. �

Теорема 2.7. Нехай {ui : i ∈ I} – сiм’я субгармонiйних в
областi G функцiй i u(z) = sup

i∈I
ui(z) (z ∈ G) – напiвнеперервна

зверху на G функцiя. Тодi u – субгармонiйна в G функцiя.
Доведення. Нехай U (U ⊂ G) – деякий круг, а h – гармо-

нiйна в U i неперервна на U функцiя, для якої u(z) ≤ h(z) при
z ∈ ∂U . Тодi

∀ i ∈ I ∀ z ∈ ∂U : ui(z) ≤ h(z).

Оскiльки всi функцiї ui (i ∈ I) субгармонiйнi в G, то

∀ i ∈ I ∀ z ∈ U : ui(z) ≤ h(z),

звiдки
∀ z ∈ U : u(z) = sup

i∈I
ui(z) ≤ h(z).

Тому функцiя u субгармонiйна в G. �
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2.5. Принцип максимуму для субгармонiйних
функцiй
Теорема 2.8. Нехай u – субгармонiйна в областi G фун-

кцiя, а D – деяка обмежена область, для якої D ⊂ G. Якщо в
якiйсь точцi z0 ∈ D функцiя u збiгається зi своєю гармонiйною
мажорантою h для областi D, то u(z) = h(z) на D.

Доведення. Розглянемо функцiю v(z) = u(z)−h(z), z ∈ D.
Вона субгармонiйна в D i v(z) ≤ 0 на D. Тому в точцi z0

функцiя v набуває свого максимуму, який дорiвнює 0. Нехай
E = {z ∈ D : v(z) = 0}. Множина E непорожня (бо z0 ∈ E) i
вiдкрита (згiдно з теоремою 2.5). Оскiльки функцiя v напiвнепе-
рервна зверху наD, то, за лемою 2.2, отримуємо, що E замкнена
в D. Отже, E = D. Тому v(z) = 0 на D, тобто u(z) = h(z) на D.
�

Наслiдок (принцип максимуму). Якщо субгармонiйна в
областi G функцiя u набуває свого максимумуM у точцi z0 ∈ G,
то u(z) = M на G.

Доведення. Зафiксуємо якесь z1 ∈ G i розглянемо таку
обмежену область D, для якої z1, z0 ∈ D i D ⊂ G. Тодi функцiя
h(z) ≡M є гармонiйною мажорантою функцiї u дляD, причому
u(z0) = h(z0). Тому, за теоремою 2.8, u(z) = M на D, звiдки
u(z1) = M . Враховуючи довiльнiсть точки z1 ∈ G, одержуємо,
що u(z) = M на G. �

2.6. Критерiй субгармонiйностi напiвнепе-
рервних зверху функцiй
Теорема 2.9. Для того, щоб напiвнеперервна зверху в обла-

стi G функцiя u була субгармонiйною в G, необхiдно i досить,
щоб

∀ z ∈ G ∃ r0(z) > 0 ∀ r ∈ (0; r0(z)) :
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u(z) ≤ 1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt. (2.2)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай функцiя u субгармонiй-
на в G. Зафiксуємо z ∈ G та r ∈ (0; r0(z)), де r0(z) – це вiдстань
вiд z до ∂G. Позначимо через U круг {ζ ∈ C : |ζ − z| < r}, а
через Γ – коло ∂U . Згiдно з теоремою 2.4, на Γ iснує послiдов-
нiсть неперервних функцiй (uk)

∞
k=1, яка монотонно спадає на Γ

до u.
Нехай hk – гармонiйне продовження функцiї uk на U (k ∈ N).

Оскiльки u субгармонiйна в G i u(ζ) ≤ uk(ζ) = hk(ζ) на Γ, то

u(z) ≤ hk(z), k ∈ N. (2.3)

Згiдно з принципом максимуму для гармонiйних функцiй, має-
мо, що для всiх k ∈ N функцiя hk+1 − hk досягає максимуму на
Γ, тому

max
ζ∈U

[hk+1(ζ)− hk(ζ)] = max
ζ∈Γ

[uk+1(ζ)− uk(ζ)] ≤ 0.

Отже, (hk)
∞
k=1 – монотонно спадна в U послiдовнiсть гармонiй-

них функцiй. За теоремою Гарнака, вона збiгається або до гар-
монiйної в U функцiї, або до тотожно рiвної −∞ в U функцiї.
Позначимо h(ζ) = lim

k→∞
hk(ζ), ζ ∈ U . Якщо h(ζ) = −∞ на U ,

то з (2.3) отримаємо, що u(z) = −∞, а тому нерiвнiсть iз (2.2)
виконується.

Припустимо, що h гармонiйна в U . За теоремою про середнє,
для гармонiйної функцiї hk маємо, що

hk(z) =
1

2π

2π∫
0

uk(z + reit) dt, k ∈ N.
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Переходячи тут до границi при k →∞ та використовуючи тео-
рему Беппо Левi, отримаємо

h(z) =
1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt.

Тому, враховуючи (2.3), одержимо

u(z) ≤ lim
k→∞

hk(z) = h(z) =
1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt,

що й потрiбно було довести.
Достатнiсть. Нехай u – напiвнеперервна зверху в G функ-

цiя i виконується умова (2.2). Зафiксуємо довiльний круг U
(U ⊂ G) i таку гармонiйну в U та неперервну на U функцiю
h, для якої u(z) ≤ h(z), z ∈ ∂U . Доведемо, що u(z) ≤ h(z),
z ∈ U .

Розглянемо на U функцiю v = u−h. На ∂U вона недодатня.
Переконаємося, що v(z) ≤ 0 i для z ∈ U . Функцiя v напiвнепе-
рервна зверху на U . Крiм цього, для довiльних z ∈ U та досить
малих r > 0 виконується нерiвнiсть

v(z) = u(z)− h(z) ≤ 1

2π

2π∫
0

u(z + reit) dt− 1

2π

2π∫
0

h(z + reit) dt =

=
1

2π

2π∫
0

v(z + reit) dt.

Нехай M = max
z∈U

v(z), а E = {z ∈ U : v(z) = M}. За лемою

2.1, множина E вiдкрита в U , а, за лемою 2.2, вона замкнена
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в U . Тому E = Ø або E = U . Якщо E = Ø, то максимум v
досягається на ∂U , де v(z) ≤ 0, тому v(z) ≤ 0 на U . Якщо ж
E = U , то за лемою 2.2 v(z) = M на U . Отже, i в цьому випадку
M ≤ 0, тобто v(z) ≤ 0 на U . �

2.7. Субгармонiйнiсть логарифма модуля
аналiтичної функцiї
Теорема 2.10. Якщо функцiя f аналiтична в областi G, то

функцiя u = ln |f | субгармонiйна в G.
Доведення. Зафiксуємо довiльну точку z ∈ G i доведемо,

що u є напiвнеперервною зверху в z та виконується нерiвнiсть
з умови (2.2) для точки z i досить малих r > 0.

Якщо f(z) = 0, то lim
ζ→z

u(ζ) = −∞ = u(z). Звiдси випливає

i напiвнеперервнiсть зверху функцiї u в точцi z, i виконання
нерiвностi з умови (2.2). Припустимо тепер, що f(z) 6= 0. Тодi
u неперервна в точцi z, а отже, й напiвнеперервна зверху в z.
Крiм цього, в деякому околi U цiєї точки багатозначна функцiя
Ln f допускає видiлення однозначної аналiтичної вiтки, причо-
му функцiя u = ln |f | є дiйсною частиною цiєї вiтки. Тому u
гармонiйна в U , звiдки випливає виконання нерiвностi з умови
(2.2) (зi знаком рiвностi). �

2.8. Теорема про множину точок нескiнчен-
ностi субгармонiйної функцiї
Теорема 2.11. Якщо функцiя u субгармонiйна в областi G,

причому u(z) 6≡ −∞, то E = int {z ∈ G : u(z) = −∞} = Ø.
Доведення. Припустимо, що E 6= Ø. Розглянемо якусь точ-

ку z0 ∈ G∩∂E (вона iснує, бо u(z) 6≡ −∞). Тодi iснує таке r > 0,
що замикання круга U = {z ∈ C : |z − z0| < r} мiститься в G
i деяка дуга Γ1 кола Γ = ∂U мiститься в E, причому можна
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вважати, що вiдстань вiд дуги Γ1 до дуги Γ\E дорiвнює деяко-
му δ > 0. Оскiльки функцiя u напiвнеперервна зверху на Γ, то,
згiдно з теоремою 2.4, можна побудувати послiдовнiсть (uk)

∞
k=1

неперервних на Γ функцiй, якi монотонно спадають на Γ до u.
Продовжимо кожну функцiю uk до неперервної на U та гармо-
нiйної в U функцiї hk (k ∈ N). Вiдзначимо, що послiдовнiсть
(hk)

∞
k=1 монотонно спадає на U (згiдно з принципом максимуму

для гармонiйних функцiй) i на Γ збiгається до u (бо hk = uk на
Γ для всiх k ∈ N). Враховуючи субгармонiйнiсть u, отримаємо,
що

u(z) ≤ hk(z), z ∈ U, k ∈ N.

Переконаємося, що lim
k→∞

hk(z0) = −∞. Справдi, позначаючи

ζt = z0+reit для t ∈ [0; 2π] i T1 = {t ∈ [0; 2π] : ζt ∈ Γ1}, матимемо

hk(z0) =
1

2π

2π∫
0

uk(ζt) dt =
1

2π

∫
T1

uk(ζt) dt+
1

2π

∫
[0;2π]\T1

uk(ζt) dt ≤

≤ sup
z∈Γ1

uk(z) + max
z∈Γ

u1(z), k ∈ N. (2.4)

Другий доданок тут дорiвнює якомусь числу, що не залежить
вiд k. Оцiнимо перший доданок. Спочатку нагадаємо, що для
фiксованих z ∈ Γ та k ∈ N, згiдно з теоремою 2.4,

uk(z) = max
ζ∈Γ

(u(ζ)− k|ζ − z|) = u(ζk)− k|ζk − z|

для деякого ζk ∈ Γ. Оскiльки u(z) = −∞ на Γ∩E, то всi точки
максимуму ζk, k ∈ N, належать множинi Γ \ E. Тому, прига-
дуючи вибiр дуги Γ1 та позначаючи M = max

ζ∈Γ
u(ζ), одержимо,

що
sup
z∈Γ1

uk(z) ≤M − kδ, k ∈ N,
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звiдки, враховуючи (2.4), й випливає, що lim
k→∞

hk(z0) = −∞. Але
тодi, за теоремою Гарнака, отримуємо, що lim

k→∞
hk(z) = −∞ для

всiх z ∈ U . Тому

u(z) ≤ lim
k→∞

hk(z) = −∞, z ∈ U,

тобто u(z) = −∞ на U . Отже, z0 ∈ E.
Таким чином, множина E одночасно вiдкрита i замкнена в

G. Оскiльки, за припущенням, E 6= Ø, то E = G, що суперечить
умовi теореми. �

2.9. Теорема Гартоґса про оцiнку послiдов-
ностi субгармонiйних функцiй
Теорема 2.12. Нехай (uk)

∞
k=1 – послiдовнiсть субгармонiй-

них в областi G функцiй, яка рiвномiрно обмежена на кожнiй
компактнiй пiдмножинi цiєї областi. Якщо

∃A ∈ R ∀ z ∈ G : lim
k→∞

uk(z) ≤ A,

то для довiльних числа ε > 0 та компакта K ⊂ G

∃N ∈ N ∀ k ≥ N ∀ z ∈ K : uk(z) ≤ A+ ε.

Доведення. По-перше, можна вважати, що послiдовнiсть
(uk)

∞
k=1 рiвномiрно обмежена на G, бо довiльний компакт

K ⊂ G можна помiстити в обмежену область G1, для якої
G1 ⊂ G, а на G1, за умовою, (uk)

∞
k=1 рiвномiрно обмежена.

По-друге, вважатимемо, що uk(z) ≤ 0 на G для всiх k ∈ N
(iнакше замiсть uk будемо розглядати функцiю uk − M , де
M = sup

z∈G,k∈N
uk(z)).
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Зафiксуємо число ε > 0, компакт K ⊂ G, точку ζ ∈ K i
вважатимемо, що вiдстань вiд K до ∂G дорiвнює 3R. Тодi з
критерiю субгармонiйностi випливає, що

∀ k ∈ N ∀ r ∈ (0; 2R) ∀ z (|z − ζ| < R) ∀ % ∈ (0; r) :

uk(z) ≤ 1

2π

2π∫
0

uk(z + % eit) dt;

r∫
0

% uk(z) d% ≤ 1

2π

r∫
0

2π∫
0

uk(z + % eit)% dt d%;

πr2uk(z) ≤
∫ ∫
|ξ−z|≤r

uk(ξ) dξ.

Крiм цього, за теоремою Фату [1, c. 170], отримаємо, що

lim
k→∞

∫ ∫
|ξ−ζ|≤R

uk(ξ) dξ ≤ πR2A.

Тому для зафiксованого ε > 0

∃ k0 ∈ N ∀ k ≥ k0 :

∫ ∫
|ξ−ζ|≤R

uk(ξ) dξ ≤ πR2
(
A+

ε

2

)
.

Розглянемо довiльне δ ∈ (0;R). Тодi для всiх z (|z − ζ| < δ)
i k ≥ k0, враховуючи, що круг |ξ − ζ| ≤ R мiститься в крузi
|ξ − z| ≤ R + δ i uk(ξ) ≤ 0 в G, будемо мати, що

π(R + δ)2uk(z) ≤
∫ ∫

|ξ−z|≤R+δ

uk(ξ) dξ ≤
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≤
∫ ∫
|ξ−ζ|≤R

uk(ξ) dξ ≤ πR2
(
A+

ε

2

)
,

тобто

uk(z) ≤
(

R

R + δ

)2 (
A+

ε

2

)
.

Оскiльки A+ ε
2
< A+ε i R

R+δ
→ 1 при δ → 0, то iснує таке δ > 0,

що (
R

R + δ

)2 (
A+

ε

2

)
< A+ ε.

Отже, для зафiксованих ранiше числа ε > 0, компакта
K ⊂ G та точки ζ ∈ K можна так пiдiбрати числа δ > 0
та k0 ∈ N, що

∀ z (|z − ζ| < δ) ∀ k ≥ k0 : uk(z) ≤ A+ ε.

Позначимо для кожного ζ ∈ K знайденi вище числа δ та k0 че-
рез δ(ζ) та k0(ζ) вiдповiдно. Скориставшись компактнiстю мно-
жини K, виберемо з її вiдкритого покриття {U(ζ) : ζ ∈ K},
де U(ζ) = {z ∈ C : |z − ζ| < δ(ζ)}, скiнченне пiдпокриття
{U(ζi) : i = 1, 2, ...,m}. Тодi, очевидно, шукане число N ∈ N
можна визначити формулою

N = max
1≤i≤m

k0(ζi).�
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Роздiл III. Аналiтичнi функцiї бага-
тьох комплексних змiнних

3.1. Простiр Cn. Лiнiйнi функцiї на Cn

Для n ∈ N через Cn будемо позначати декартовий добуток
n просторiв C, тобто

Cn = {z = (z1, z2, ..., zn) : zj ∈ C, j = 1, n}.

Якщо на цьому просторi у звичайний спосiб ввести операцiї до-
давання та множення на скаляр, а саме

z′ + z′′ = (z′1 + z′′1 , ..., z
′
n + z′′n), z′, z′′ ∈ Cn,

λz = (λz1, ..., λzn), λ ∈ C, z ∈ Cn,

то Cn стане лiнiйним простором над полем C.
У Cn можна рiзними способами вводити метрику. Як прави-

ло, на Cn розглядаються двi метрики, а саме, евклiдова метрика
та полiкругова метрика, якi для довiльних z′, z′′ ∈ Cn визнача-
ються вiдповiдно формулами

|z′ − z′′|n =

√√√√ n∑
j=1

|z′j − z′′j |2

та
||z′ − z′′||n = max

1≤j≤n
|z′j − z′′j |.

Кожна метрика породжує вiдповiдну топологiю на Cn. Оскiль-
ки, очевидно,

||z′ − z′′||n ≤ |z′ − z′′|n ≤
√
n ||z′ − z′′||n, z′, z′′ ∈ Cn,
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то обидвi метрики породжують одну й ту ж топологiю на Cn.
Тому надалi, коли говоритимемо про якiсь топологiчнi поняття
в Cn, то не уточнятимемо, яка саме метрика розглядається.

Як звичайно, вiдкриту зв’язну множину в Cn називатиме-
мо областю. Прикладами найпростiших областей у Cn є ку-
ля Br(a) = {z ∈ Cn : |z − a|n < r} iз центром у точцi
a = (a1, a2, ..., an) ∈ Cn i радiусом r > 0 та полiкруг Ur(a) =
{z ∈ Cn : |zj − aj| < rj, j = 1, n} iз центром у точцi a ∈ Cn i
векторним радiусом r = (r1, r2, ..., rn), де rj > 0, j = 1, n.

Функцiя l : Cn → C називається R-лiнiйною (чи C-лiнiйною),
якщо:

а) l(z′ + z′′) = l(z′) + l(z′′), z′, z′′ ∈ Cn;
б) l(λz) = λ l(z), z ∈ Cn, λ ∈ R (вiдповiдно, λ ∈ C).
Теорема 3.1. Загальний вигляд R-лiнiйних (чи C-лiнiйних)

на Cn функцiй такий:

l(z) =
n∑
j=1

(ajzj + bj z̄j), z ∈ Cn, (3.1)

де aj, bj ∈ C, j = 1, n (вiдповiдно,

l(z) =
n∑
j=1

ajzj, z ∈ Cn, (3.2)

де aj ∈ C, j = 1, n).
Доведення. Нехай l – R-лiнiйна функцiя на Cn. Для j = 1, n

позначимо через e(j) та d(j) такi точки з Cn, що

e(j) = (0, ...0, 1︸ ︷︷ ︸
j

, 0, ..., 0); d(j) = (0, ...0, i︸ ︷︷ ︸
j

, 0, ..., 0).

Зафiксуємо z ∈ Cn. Тодi, якщо zj = xj + iyj, j = 1, n, то

z = (x1 +iy1, 0, ..., 0)+(0, x2 +iy2, 0, ..., 0)+ ...+(0, ..., 0, xn+iyn) =
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=
n∑
j=1

(xje
(j) + yjd

(j)).

Тому

l(z) =
n∑
j=1

[xjl(e
(j)) + yjl(d

(j))] =
n∑
j=1

(xja
′
j + yjb

′
j),

де
a′j = l(e(j)) ∈ C, b′j = l(d(j)) ∈ C, j = 1, n.

Якщо тепер врахувати, що

xj =
zj + z̄j

2
, yj =

zj − z̄j
2i

, j = 1, n,

то одержимо, що

l(z) =
n∑
j=1

(
a′j − ib′j

2
zj +

a′j + ib′j
2

z̄j

)
=

n∑
j=1

(ajzj + bj z̄j),

де

aj =
a′j − ib′j

2
∈ C, bj =

a′j + ib′j
2

∈ C, j = 1, n.

Отже, l має вигляд (3.1).
Аналогiчно, якщо l – C-лiнiйна функцiя на Cn, то для z ∈ Cn

l(z) =
n∑
j=1

zjl(e
(j)) =

n∑
j=1

ajzj,

де aj = l(e(j)), j = 1, n, тобто l має вигляд (3.2).
З iншого боку, очевидно, що функцiї вигляду (3.1) чи (3.2) є

вiдповiдно R-лiнiйними чи C-лiнiйними.�
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3.2. Диференцiйовнiсть функцiї багатьох
комплексних змiнних
Поняття диференцiйовної функцiї багатьох комплексних

змiнних узагальнює вiдповiдне поняття для функцiї однiєї комп-
лексної змiнної.

Спочатку пригадаємо, що коли z ∈ C, U – деякий окiл точки
z у C, а прирiст dz ∈ C такий, що z + dz ∈ U , то функцiя однiєї
комплексної змiнної f : U → C називається диференцiйовною
в точцi z, якщо її вiдповiдний прирiст 4f у цiй точцi можна
подати у виглядi

4f = a dz + o(dz), dz → 0,

де a ∈ C. Зауважимо, що перший доданок у правiй частинi
останнього спiввiдношення є лiнiйною функцiєю однiєї комп-
лексної змiнної dz.

Нехай тепер z ∈ Cn, U – деякий окiл точки z у Cn, а прирiст
dz = (dz1, ..., dzn) ∈ Cn такий, що z+dz ∈ U . Тодi функцiя бага-
тьох комплексних змiнних f : U → C називається R-диференцi-
йовною (чи C-диференцiйовною) в точцi z, якщо її вiдповiдний
прирiст 4f у цiй точцi можна подати у виглядi

4f = l(dz) + o(|dz|n), dz → 0,

де l(dz) – деяка R-лiнiйна (чи, вiдповiдно, C-лiнiйна) функцiя
комплексних змiнних dz1, ..., dzn. Функцiя l при цьому назива-
ється диференцiалом функцiї f у точцi z i позначається df .

Зауважимо, що коли функцiя f R-диференцiйовна в точцi
z ∈ Cn, то, враховуючи теорему 3.1, можемо записати вiдповiд-
ний прирiст 4f у виглядi

4f =
n∑
j=1

(aj dxj + bj dyj)+
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+
n∑
j=1

o(|dz|n)

|dz|n

(
dxj
|dz|n

dxj +
dyj
|dz|n

dyj

)
, dz → 0,

де aj, bj ∈ C, dzj = dxj + i dyj, j = 1, n. Тому R-диференцiйов-
нiсть функцiї f вiд n комплексних змiнних у точцi (z1, ..., zn) ∈
Cn рiвносильна диференцiйовностi дiйсних функцiй u = Re f та
v = Im f вiд 2n дiйсних змiнних у точцi (x1, ..., xn, y1, ..., yn) ∈
R2n (zj = xj + iyj, j = 1, n).

Теорема 3.2. Якщо функцiя f R-диференцiйовна в точцi z,
то в цiй точцi для приросту dz = (dz1, ..., dzn) будемо мати, що

df =
n∑
j=1

(
∂f

∂zj
dzj +

∂f

∂z̄j
dz̄j

)
, (3.3)

де
∂f

∂zj
=

1

2

(
∂f

∂xj
− i ∂f

∂yj

)
,

∂f

∂z̄j
=

1

2

(
∂f

∂xj
+ i

∂f

∂yj

)
,

а dzj = dxj + idyj, dz̄j = dxj − idyj, j = 1, n.
Доведення. Нехай f – R-диференцiйовна в точцi z. Тодi

4f =
n∑
j=1

(ajdxj + bjdyj) + o(|dz|n), dz → 0,

де aj, bj ∈ C, j = 1, n. Припустимо тут, що dz = (dx1, 0, ..., 0).
Одержимо:

4f = a1dx1 + o(|dx1|), dx1 → 0.
Тому

∂f

∂x1

(z) = lim
dx1→0

4f(z)

dx1

= lim
dx1→0

(
a1 +

o(|dx1|)
|dx1|

|dx1|
dx1

)
= a1.

Аналогiчно отримуємо, що для всiх j = 1, n

aj =
∂f

∂xj
(z), bj =

∂f

∂yj
(z),
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тобто в точцi z

df =
n∑
j=1

(
∂f

∂xj
dxj +

∂f

∂yj
dyj

)
.

Звiдси, враховуючи рiвностi

dxj =
dzj + dz̄j

2
, dyj =

dzj − dz̄j
2i

, j = 1, n,

одержуємо потрiбне спiввiдношення (3.3). �
Теорема 3.3. Для того, щоб R-диференцiйовна в точцi

z ∈ C функцiя f була C-диференцiйовною в цiй точцi, необхiд-
но i досить, щоб у цiй точцi виконувалися умови Кошi-Рiмана-
Ейлера-Д’Аламбера:

∂f

∂z̄j
= 0, j = 1, n.

Доведення. Функцiя f R-диференцiйовна в точцi z тодi й
лише тодi, коли

4f = df + o(|dz|n), dz → 0,

де df – R-лiнiйна вiдносно dz функцiя. Тому R-диференцiйовна
функцiя f буде C-диференцiйовною в точцi z тодi й лише тодi,
коли df буде C-лiнiйною вiдносно dz функцiєю, тобто коли

df(i dz) = i df(dz), dz ∈ Cn. (3.4)

Зi спiввiдношення (3.3) видно, що для dz ∈ Cn

df(i dz) = i
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj − i

n∑
j=1

∂f

∂z̄j
dz̄j,
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i df(dz) = i
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj + i

n∑
j=1

∂f

∂z̄j
dz̄j.

Тому рiвнiсть (3.4) рiвносильна рiвностi

n∑
j=1

∂f

∂z̄j
dz̄j = 0, dz̄ ∈ Cn,

тобто, враховуючи довiльнiсть dz̄ ∈ Cn, умовам Кошi-Рiмана-
Ейлера-Д’Аламбера. �

Зауваження. Оскiльки f = u+ iv, то для j = 1, n

2
∂f

∂z̄j
=

∂f

∂xj
+ i

∂f

∂yj
=

∂u

∂xj
− ∂v

∂yj
+ i

(
∂v

∂xj
+
∂u

∂yj

)
.

Тому умови Кошi-Рiмана-Ейлера-Д’Аламбера можна подати у
виглядi

∂u

∂xj
=

∂v

∂yj
,

∂u

∂yj
= − ∂v

∂xj
, j = 1, n.

3.3. Аналiтичнiсть функцiї багатьох комп-
лексних змiнних
Функцiя f називається аналiтичною в точцi z ∈ Cn, якщо

вона C-диференцiйовна в деякому околi цiєї точки. Якщо f ана-
лiтична в кожнiй точцi деякої областi G ⊆ Cn, то ця функцiя
називається аналiтичною в областi G.

Зазначимо, що з теореми 3.3 випливає, що коли f аналiтич-
на в областi G ⊆ Cn, то для фiксованих ζ ∈ G i j = 1, n функцiя
fj(zj) = f(ζ1, ..., ζj−1, zj, ζj+1, ..., ζn) аналiтична вiдносно змiнної
zj в областi Gj = {zj ∈ C : (ζ1, ..., ζj−1, zj, ζj+1, ..., ζn) ∈ G}.
Справдi, згiдно з теоремою 3.3, в Gj функцiя fj(zj) має дифе-
ренцiйовнi дiйсну й уявну частини та виконуються вiдповiднi
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умови Кошi-Рiмана-Ейлера-Д’Аламбера (j = 1, n). Iншими сло-
вами, з аналiтичностi функцiї f в областi G випливає її нарiзна
аналiтичнiсть у цiй областi.

Виявляється, що для функцiй багатьох комплексних змiнних
правильним є i обернене твердження. Це твердження назива-
ють теоремою Гартоґса про аналiтичнiсть нарiзно аналiтичної
функцiї багатьох комплексних змiнних i воно буде доведене в
наступних пунктах. Точнiше, буде доведено, що коли f аналi-
тична в деякiй областi G ⊆ Cn вiдносно кожної змiнної z1, ..., zn,
то вона автоматично буде R-диференцiйовною в G. Адже то-
дi, згiдно з теоремою 3.3, вона буде i C-диференцiйовною в G
(бо виконуються умови Кошi-Рiмана-Ейлера-Д’Аламбера вна-
слiдок нарiзної аналiтичностi), а тому й аналiтичною в G.

Зауважимо, що дiйсний аналог теореми Гартоґса неправиль-
ний. Наприклад, функцiя Шварца

f(x, y) =
2xy

x2 + y2
при (x, y) ∈ R2 \ {(0, 0)} i f(0, 0) = 0

диференцiйовна всюди вiдносно кожної змiнної x чи y (при
будь-якому фiксованому y чи x вiдповiдно), але не є навiть не-
перервною в точцi (0, 0).

3.4. Iнтегральна формула Кошi
Нехай U – це полiкруг iз центром у точцi a = (a1, ..., an) ∈ Cn

i векторним радiусом r = (r1, ..., rn) (rj > 0, j = 1, n), а Γ =
Γ1 × ...× Γn, де Γj = {ζj ∈ C : |ζj − aj| = rj}, j = 1, n.

Теорема 3.4. Якщо функцiя f нарiзно аналiтична в U i
неперервна на U , то при z ∈ U

f(z) =
1

(2πi)n

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ,
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де ζ = (ζ1, ..., ζn), dζ = dζ1 ... dζn, а ζ − z = (ζ1 − z1) ... (ζn − zn).
Доведення. Зафiксуємо z ∈ U . Нехай z′ = (z1, ..., zn−1), а

U ′ = {ζ ′ ∈ Cn−1 : |ζ1 − a1| < r1, ..., |ζn−1 − an−1| < rn−1}. Оскiль-
ки функцiя fn(ζn) = f(z′, ζn) аналiтична в крузi {ζn ∈ C :
|ζn − an| < rn} i неперервна на його замиканнi, то, за iнтеграль-
ною формулою Кошi для функцiй однiєї комплексної змiнної [4,
c. 216], маємо, що

f(z) = fn(zn) =
1

2πi

∫
Γn

f(z′, ζn)

ζn − zn
dζn.

У свою чергу, для кожного ζn ∈ Γn число f(z′, ζn) можна ана-
логiчно подати у виглядi iнтеграла Кошi

f(z′, ζn) =
1

2πi

∫
Γn−1

f(z1, ..., zn−2, ζn−1, ζn)

ζn−1 − zn−1

dζn−1,

звiдки одержимо, що

f(z) =
1

(2πi)2

∫
Γn

dζn

∫
Γn−1

f(z1, ..., zn−2, ζn−1, ζn)

(ζn−1 − zn−1)(ζn − zn)
dζn−1.

Оскiльки функцiя f неперервна за сукупнiстю змiнних на
Γn−1 × Γn, то повторний iнтеграл у правiй частинi останньої
рiвностi дорiвнює подвiйному iнтегралу по добутку Γn−1 × Γn
[6, c. 169]. Тому

f(z) =
1

(2πi)2

∫
Γn−1×Γn

f(z1, ..., zn−2, ζn−1, ζn)

(ζn−1 − zn−1)(ζn − zn)
dζn−1 dζn.

Продовжуючи такi ж мiркування далi, отримаємо потрiбну
формулу. �
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3.5. Розклад аналiтичної функцiї у степене-
вий ряд
Нехай U – це полiкруг iз центром у точцi a = (a1, ..., an) ∈ Cn

i векторним радiусом r = (r1, ..., rn) (rj > 0, j = 1, n), а Γ =
Γ1 × ...× Γn, де Γj = {ζj ∈ C : |ζj − aj| = rj}, j = 1, n.

Теорема 3.5. Якщо функцiя f нарiзно аналiтична в U i
неперервна на U , то в кожнiй точцi z ∈ U вона подається у
виглядi кратного степеневого ряду

f(z) =
∞∑
|k|=0

ck(z − a)k

з коефiцiєнтами

ck =
1

(2πi)n

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ,

де k = (k1, ..., kn), |k| = k1 + ...+ kn, k + 1 = (k1 + 1, ..., kn + 1), а
(z − a)k = (z1 − a1)k1 ... (zn − an)kn .

Доведення. Зафiксуємо z ∈ U . Для кожного ζ ∈ Γ маємо:
1

ζ − z
=

1

(ζ1 − a1 − (z1 − a1)) · ... · (ζn − an − (zn − an))
=

=
1

ζ − a
1(

1− z1−a1

ζ1−a1

)
· ... ·

(
1− zn−an

ζn−an

) =

=
1

ζ − a

∞∑
k1=0

(
z1 − a1

ζ1 − a1

)k1
...

∞∑
kn=0

(
zn − an
ζn − an

)kn
=

∞∑
|k|=0

(z − a)k

(ζ − a)k+1
.

Вiдзначимо, що останнiй кратний ряд збiгається абсолютно, а
також рiвномiрно вiдносно ζ на Γ. Тому, домноживши рiвнiсть

1

ζ − z
=

∞∑
|k|=0

(z − a)k

(ζ − a)k+1
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на неперервну на Γ функцiю
f(ζ)

(2πi)n
, проiнтегрувавши цю рiв-

нiсть по Γ та врахувавши теорему 3.4, отримаємо спiввiдношен-
ня

f(z) =
1

(2πi)n

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∞∑
|k|=0

1

(2πi)n

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ (z − a)k,

яке i треба було довести. �
Безпосередньо з формули для коефiцiєнтiв розкладу функцiї

f у степеневий ряд випливають так званi нерiвностi Кошi для
цих коефiцiєнтiв.

Наслiдок. Якщо функцiя f нарiзно аналiтична в U , непе-
рервна на U i |f(z)| ≤ M на Γ, то для всiх коефiцiєнтiв ck роз-
кладу f у степеневий ряд виконуються нерiвностi

|ck| ≤
M

rk

де rk = rk11 ...r
kn
n .

3.6. Лема Абеля. Аналiтичнiсть суми степе-
невого ряду
Теорема 3.6 (лема Абеля). Якщо члени кратного степе-

невого ряду
∞∑
|k|=0

ck(z − a)k обмеженi в якiйсь точцi ζ ∈ Cn, то

вiн збiгається абсолютно й рiвномiрно на довiльнiй компактнiй
пiдмножинi K полiкруга U%(a), де % = (%1, ..., %n), а %j = |ζj−aj|,
j = 1, n.

Доведення. Нехай для всiх k виконуються нерiвностi
|ck (ζ − a)k| ≤ M . Зафiксуємо компактK ⊂ U%(a). Вiдзначимо,
що

∀ j = 1, n : qj = max
z∈K

|zj − aj|
%j

< 1.
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Оскiльки для всiх k та z ∈ K

|ck(z − a)k| =
∣∣∣∣ck(ζ − a)k

(z − a)k

(ζ − a)k

∣∣∣∣ ≤ |ck|%kqk ≤Mqk,

а ряд
∞∑
|k|=0

qk збiжний, то даний степеневий ряд абсолютно та

рiвномiрно збiжний на K. �

Теорема 3.7. Якщо кратний степеневий ряд
∞∑
|k|=0

ck(z − a)k

збiгається в полiкрузi Ur(a), то сума цього ряду є аналiтичною
в Ur(a) функцiєю.

Доведення. Нехай

f(z) =
∞∑
|k|=0

ck(z − a)k, z ∈ Ur(a).

Оскiльки за лемою Абеля ряд у правiй частинi цiєї рiвностi збi-
гається абсолютно в Ur(a), то його члени можна переставляти.
Тому для кожного j = 1, n функцiя f аналiтична вiдносно zj в
крузi {zj ∈ C : |zj − aj| < rj} як сума вiдповiдного степеневого
ряду, причому частинна похiдна ∂f

∂zj
отримується почленним ди-

ференцiюванням цього степеневого ряду. Бiльше того, функцiя
∂f
∂zj

неперервна за сукупнiстю змiнних в Ur(a) як границя рiв-
номiрно збiжного ряду неперервних функцiй (j = 1, n). Отже,
дiйснi функцiї u = Re f та v = Im f мають в Ur(a) всi частиннi
похiднi, якi, до того ж, є там неперервними. Тому u та v є ди-
ференцiйовними в Ur(a) функцiями дiйсних змiнних, тобто f є
R-диференцiйовною в Ur(a). Крiм цього, з аналiтичностi функ-
цiї f вiдносно кожної змiнної випливає виконання в Ur(a) умов
Кошi-Рiмана-Ейлера-Д’Аламбера. Тому, згiдно з теоремою 3.3,
f аналiтична в Ur(a). �
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Наслiдок. Нехай функцiя f нарiзно аналiтична та непе-
рервна за сукупнiстю змiнних в областi G. Тодi вона аналiтична
за сукупнiстю змiнних у G.

Доведення. За теоремою 3.5 функцiю f у деякому околi
кожної точки з G можна подати у виглядi суми кратного степе-
невого ряду. Тодi, згiдно з теоремою 3.7, f аналiтична в цьому
околi, а тому аналiтична i в областi G. �

Таким чином, для доведення теореми Гартоґса досить пере-
вiрити неперервнiсть за сукупнiстю змiнних нарiзно аналiтичної
в G функцiї.

3.7. Нескiнченна диференцiйовнiсть аналi-
тичної функцiї
Теорема 3.8. Якщо функцiя f аналiтична в областi G, то

всюди в G вона має частиннi похiднi всiх порядкiв, якi також є
аналiтичними в G.

Доведення. Зафiксуємо a ∈ G. Згiдно з теоремою 3.5, у
деякому полiкрузi Ur(a) функцiя f подається у виглядi суми
кратного степеневого ряду. Оскiльки за лемою Абеля цей сте-
пеневий ряд збiгається абсолютно в Ur(a), то його члени можна
переставляти. Тому функцiя f має в Ur(a) всi частиннi похiднi
вiдносно змiнних z1, ..., zn, якi є сумами вiдповiдних степеневих
рядiв. Тодi, згiдно з теоремою 3.7, усi цi частиннi похiднi пер-
шого порядку функцiї f є аналiтичними в Ur(a). Аналогiчно,
замiнюючи функцiю f ї ї частинними похiдними першого поряд-
ку, одержимо iснування та аналiтичнiсть в Ur(a) всiх частин-
них похiдних другого порядку функцiї f . Продовжуючи такi ж
мiркування далi, отримаємо iснування та аналiтичнiсть в Ur(a)
частинних похiдних будь-якого порядку функцiї f . Для завер-
шення доведення теореми залишилося скористатися довiльнiс-
тю точки a ∈ G. �
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Наслiдок. Якщо функцiя f аналiтична в точцi a ∈ Cn, то
коефiцiєнти її розкладу в степеневий ряд в околi a можна об-
числити за формулами

ck =
1

k1! ... kn!

∂k1+...+knf

∂zk11 ... ∂zknn
(a) =

1

k!

∂|k|f

∂zk
(a).

3.8. Узагальнена лема Шварца
Нехай ϕ – аналiтична в крузi Ur = {z ∈ C : |z| < r} (r > 0)

функцiя однiєї комплексної змiнної z. У курсi комплексного ана-
лiзу доводиться так звана лема Шварца [4, c. 317], згiдно з якою
при виконаннi умов |ϕ(z)| ≤ 1 на U1 та ϕ(0) = 0 функцiя ϕ задо-
вольняє нерiвнiсть |ϕ(z)| ≤ |z|, z ∈ U1. У цьому пунктi доведемо
певне узагальнення цiєї леми Шварца.

Теорема 3.9. Нехай функцiя ϕ аналiтична в крузi Ur,
z0 ∈ Ur, ϕ(z0) = 0 i |ϕ(z)| ≤M при z ∈ Ur. Тодi

|ϕ(z)| ≤Mr
|z − z0|
|r2 − z̄0z|

, z ∈ Ur.

Доведення. Розглянемо дробово-лiнiйну функцiю

λ(z) = r
z − z0

r2 − z̄0z
, z ∈ Ur.

Вона вiдображає круг Ur на одиничний круг U1. Справдi,
λ(z0) = 0 i коли |z| = r, то r2 = z̄z, а тому

|λ(z)| = r|z − z0|
|z||z̄ − z̄0|

= 1.

Нехай
ψ(w) =

1

M
ϕ(λ−1(w)), w ∈ U1.
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Оскiльки функцiя ψ аналiтична в U1, ψ(0) = 0 i |ψ(w)| ≤ 1 при
|w| < 1, то, згiдно з лемою Шварца,

|ψ(w)| ≤ |w|, w ∈ U1.

Пiдставляючи сюди λ(z) замiсть w, отримаємо потрiбну нерiв-
нiсть. �

3.9. Неперервнiсть обмеженої нарiзно аналi-
тичної функцiї
Нехай U – це полiкруг {z ∈ Cn : |zj| < rj, j = 1, n}.
Теорема 3.10. Якщо функцiя f нарiзно аналiтична й обме-

жена в U , то вона неперервна за сукупнiстю змiнних в U .
Доведення. Нехай нарiзно аналiтична в U функцiя f обме-

жена сталою M . Зафiксуємо z0 ∈ U . Тодi для z ∈ U

f(z)− f(z0) = [f(z1, z2, ..., zn)− f(z0
1 , z2, ..., zn)]+

+[f(z0
1 , z2, z3, ..., zn)− f(z0

1 , z
0
2 , z3, ..., zn)] + ...+

+[f(z0
1 , ..., z

0
n−1, zn)− f(z0

1 , ..., z
0
n−1, z

0
n)] =

n∑
j=1

ϕj(zj),

де ϕj(zj) = f(z0
1 , ..., z

0
j−1, zj, ..., zn) − f(z0

1 , ..., z
0
j , zj+1, ..., zn), j =

1, n. Оскiльки для кожного j = 1, n функцiя ϕj аналiтична в
крузi Uj = {zj ∈ C : |zj| < rj}, ϕj(z0

j ) = 0 i |ϕj(zj)| ≤ 2M на Uj,
то за теоремою 3.9

|ϕj(zj)| ≤ 2Mrj
|zj − z0

j |
|r2
j − z̄0

j zj|
, zj ∈ Uj.

Тому

|f(z)− f(z0)| ≤ 2M
n∑
j=1

rj|zj − z0
j |

|r2
j − z̄0

j zj|
, z ∈ U.
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Звiдси видно, що при z → z0 будемо мати, що f(z)→ f(z0). От-
же, f неперервна за сукупнiстю змiнних у кожнiй точцi z0 ∈ U ,
тобто f неперервна за сукупнiстю змiнних на U . �

Зауваження. Враховуючи цю теорему та наслiдок iз теоре-
ми 3.7, бачимо, що для доведення аналiтичностi в нулi нарiзно
аналiтичної в цiй точцi функцiї досить довести її обмеженiсть у
деякому полiкрузi з центром у нулi. Вiдзначимо, що в наступно-
му пунктi буде отримано лише з нарiзної неперервностi функцiї
в околi нуля її неперервнiсть за сукупнiстю змiнних у якомусь
полiкрузi, але центр цього полiкруга не обов’язково буде в нулi.

3.10. Лема Осґуда
Для R > 0 позначимо U = {z ∈ Cn : ||z||n < R} = U ′ × Un,

де U ′ = {z′ ∈ Cn−1 : ||z′||n−1 < R}, а Un = {zn ∈ C : |zn| < R}.
Теорема 3.11. Якщо функцiя f(z′, zn) неперервна вiдносно

z′ в U
′ для кожного zn ∈ Un i неперервна вiдносно zn в Un

для кожного z′ ∈ U
′, то iснує такий полiкруг W ′ ⊆ U ′, що в

полiкрузi W ′ × Un ⊆ U функцiя f обмежена.
Доведення. Для кожного z′ ∈ U ′ позначимо

M(z′) = max
zn∈Un

|f(z′, zn)|.

Зафiксуємо m ∈ N i переконаємося, що множина

Em = {z′ ∈ U ′ : M(z′) ≤ m}

замкнена в U ′. Розглянемо послiдовнiсть (ζ(k))∞k=1 точок iз Em,
яка збiгається до якогось ζ(0) ∈ U ′. Оскiльки

∀ zn ∈ Un : |f(ζ(k), zn)| ≤ m, k ∈ N,

то внаслiдок неперервностi функцiї f вiдносно z′ будемо мати,
що

∀ zn ∈ Un : |f(ζ(0), zn)| ≤ m,
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тобто ζ(0) ∈ Em. Отже, множина Em замкнена в U ′.
З означення множин Em (m ∈ N) випливає, що

E1 ⊆ E2 ⊆ ... ⊆ Em ⊆ ... i
∞⋃
m=1

Em = U
′
.

Якщо би всi множини Em (m ∈ N) були нiде не щiльними в U ′,
то iснувала би така послiдовнiсть (Bm)∞m=1 куль в Cn−1, радiуси
яких прямують до нуля при m→∞, що B1 ⊂ U ′, Bm+1 ⊂ Bm i
Bm ∩ Em = Ø (m ∈ N). Тодi за теоремою про вкладенi кулi [3,
c. 81-82] мали би, що

∃ ζ ∈ U ′ =
∞⋃
m=1

Em : ζ ∈
∞⋂
m=1

Bm.

Тому iснувало би таке m0 ∈ N, для якого ζ ∈ Em0 ∩ Bm0 , що
суперечило би вибору кулi Bm0 .

Отже, якась iз множин Em (m ∈ N) є десь щiльною, тобто
iснують такi m0 ∈ N та полiкруг W ′ ⊆ U ′, що W ′ ⊂ Em0 = Em0 .
Тодi W ′ є шуканим полiкругом, оскiльки

∀ z = (z′, zn) ∈ W ′ × Un : |f(z)| ≤ m0.�

3.11. Лема Гартоґса
Для 0 < r < R та a′ ∈ Cn−1 позначимо Un = {zn ∈ C :

|zn| < R}, U ′ = {z′ ∈ Cn−1 : ||z′−a′||n−1 < R}, V ′ = {z′ ∈ Cn−1 :
||z′ − a′||n−1 < r}, U = U ′ × Un, V = V ′ × Un.

Теорема 3.12. Якщо функцiя f(z′, zn) аналiтична вiдносно
z′ в U ′ для кожного zn ∈ Un, аналiтична вiдносно zn в Un для
кожного z′ ∈ U ′, а також аналiтична за сукупнiстю змiнних у
V , то вона буде аналiтичною за сукупнiстю змiнних в U .
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Доведення. З умов теореми, теореми 3.5 та наслiдку з тео-
реми 3.8 випливає, що

∀ zn ∈ Un : f(z′, zn) =
∞∑
|k|=0

ck(zn)(z′ − a′)k, z′ ∈ U ′, (3.5)

причому

ck(zn) =
1

k!

∂|k| f

∂(z′)k
(a′, zn),

де k = (k1, ..., kn−1). Оскiльки всi ck(zn) є частинними похiдними
вiд аналiтичної у V функцiї f (a′ ∈ V ′), то всi функцiї ck(zn) ана-
лiтичнi вiдносно zn в Un. Тому всi функцiї uk(zn) = 1

|k| ln |ck(zn)|
субгармонiйнi в Un.

Нехай % < R. Оскiльки

∀ zn ∈ Un : |ck(zn)|%|k| → 0, |k| → ∞,

то
∃ k0 ∈ N ∀ |k| ≥ k0 :

ln(|ck(zn)|%|k|) ≤ 0;

ln |ck(zn)|+ |k| ln % ≤ 0;

1

|k|
ln |ck(zn)| ≤ ln

1

%
.

Тому

∀ zn ∈ Un : lim
|k|→∞

uk(zn) ≤ ln
1

%
.

Крiм цього, з аналiтичностi f у V випливає неперервнiсть f
у W , де W = W ′ ×Wn, а W ′ = {z′ ∈ Cn−1 : ||z′ − a′||n−1 < r1}
(r1 < r), Wn = {zn ∈ C : |zn| < %}. Тому

∃M > 0 ∀ z ∈ W : |f(z)| ≤M.
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Звiдси, використовуючи оцiнки Кошi, будемо мати, що

∀ k ∀zn ∈ Wn : |ck(zn)| ≤ M

r
|k|
1

.

Отже,
∃C > O ∀ k ∀zn ∈ Wn :

|uk(zn)| = 1

|k|
ln |ck(zn)| ≤ 1

|k|
ln
M

r
|k|
1

≤ ln
M

1
|k|

r1

≤ C.

Тому послiдовнiсть (uk(zn))∞|k|=1 рiвномiрно обмежена в Wn.
Таким чином, для послiдовностi (uk(zn))∞|k|=1 виконуються

умови теореми Гартоґса про оцiнку послiдовностi субгармонiй-
них функцiй (теореми 2.12). Тому, згiдно з цiєю теоремою,

∀σ < % ∃ k0 ∈ N ∀ |k| ≥ k0 ∀ |zn| ≤ σ :

uk(zn) ≤ ln
1

σ
;

1

|k|
ln |ck(zn)|+ lnσ ≤ 0;

|ck(zn)|σ|k| ≤ 1.

Звiдси, використовуючи лему Абеля, одержуємо, що ряд у пра-
вiй частинi (3.5) збiгається рiвномiрно при ||z − a||n ≤ σ1, де
a = (a′, 0), а σ1 < σ. Оскiльки члени цього ряду неперервнi за су-
купнiстю змiнних (бо нарiзно аналiтичнi й обмеженi), то i функ-
цiя f , як рiвномiрна границя ряду з (3.5), є неперервною за су-
купнiстю змiнних при ||z−a||n ≤ σ1. Тому, враховуючи наслiдок
iз теореми 3.7, f аналiтична в полiкрузi {z ∈ Cn : ||z−a||n < σ1}.
Оскiльки цей полiкруг можна вибрати як завгодно близьким до
U , то f буде аналiтичною в U . �
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3.12. Теорема Гартоґса
Теорема 3.13. Якщо функцiя f аналiтична в кожнiй точцi

областi G ⊆ Cn вiдносно кожної змiнної, то вона аналiтична в
G за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Для доведення теореми треба для кожної фiк-
сованої точки z0 ∈ G перевiрити аналiтичнiсть у цiй точцi за
сукупнiстю змiнних функцiї f . Для цього, очевидно, досить до-
вести аналiтичнiсть у нулi нарiзно аналiтичної в нулi функцiї
g(z) = f(z + z0). Отже, можна вважати, що 0 ∈ G i досить пе-
реконатися, що f є аналiтичною за сукупнiстю змiнних у нулi.

Скористаємося iндукцiєю по кiлькостi змiнних. При n = 1
теорема тривiальна. Припустимо, що функцiя f(z′, zn) аналiти-
чна вiдносно z′ у полiкрузi U ′R = {z′ ∈ Cn−1 : ||z′||n−1 < R} для
кожного фiксованого zn iз круга Un = {zn ∈ C : |zn| < R} й
аналiтична вiдносно zn в Un для кожного фiксованого z′ ∈ U ′R.

Нехай r = R
3
, % = 2R

3
, U ′r = {z′ ∈ Cn−1 : ||z′||n−1 < r}, Vn =

{zn ∈ C : |zn| < %}. З аналiтичностi f вiдносно z′ в U ′R випливає
неперервнiсть f в U

′
r для кожного фiксованого zn ∈ V n, а з

аналiтичностi f вiдносно zn в Un – неперервнiсть f вiдносно zn
у V n для кожного фiксованого z′ ∈ U ′r. Тодi, за лемою Осґуда,
iснує такий полiкруг W ′ ⊂ Cn−1 iз центром у точцi a′ ∈ Cn−1,
для якого W ′ ⊆ U ′r i f обмежена в W ′ × Vn. Тому, за теоремою
3.10, функцiя f неперервна за сукупнiстю змiнних уW ′×Vn, а за
наслiдком iз теореми 3.7, – аналiтична за сукупнiстю змiнних
у W ′ × Vn. Але тодi, за лемою Гартоґса, f буде аналiтичною
за сукупнiстю змiнних i в бiльшому полiкрузi V = V ′ × Vn,
де V ′ є полiкругом у Cn−1 iз центром у точцi a′ та радiусом %
(зауважимо, що U ′r ⊂ V ′ ⊂ U ′R). Оскiльки 0 ∈ V , то функцiя f
аналiтична за сукупнiстю змiнних у нулi. �
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