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Íàóêîâèé ñâiòîãëÿä, ïðîíèêíóòèé
ïðèðîäîçíàâñòâîì i ìàòåìàòèêîþ, ¹ âåëè÷åç-

íîþ ñèëîþ íå òiëüêè ñó÷àñíîãî, à é ìàéáóòíüîãî.

Âîëîäèìèð Âåðíàäñüêèé

Âñòóï

Ó ïðîöåñi ïiçíàííÿ òà ïðàêòè÷íî¨ äiÿëüíîñòi ëþäñòâî øèðîêî
çàñòîñîâó¹ ðiçíîìàíiòíi ìîäåëi. Ìîäåëþâàííÿ � öå óíiâåðñàëüíèé
ìåòîä íàóêîâîãî ïiçíàííÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîáóäîâi, äîñëiäæåí-
íi òà âèêîðèñòàííi ìîäåëåé îá'¹êòiâ i ÿâèù. Íàéáiëüø âàæëèâèì
ðiçíîâèäîì ìîäåëþâàííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi. Ìàòåìàòè÷íå ìî-
äåëþâàííÿ � ïîòóæíèé iíñòðóìåíò ðîçâ'ÿçóâàííÿ òåõíîëîãi÷íèõ,
iíæåíåðíèõ i íàóêîâèõ ïðîáëåì, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ ÿê ìåòîäîëîãi¨ íàóêîâî¨ òà ïðàêòè÷íî¨ äiÿëüíîñòi íå-
îäíîðàçîâî äîâîäèëî äîñòàòíüî âèñîêó åôåêòèâíiñòü. Â îñòàííi
ðîêè, âíàñëiäîê øèðîêîãî âïðîâàäæåííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ òåõíiêè
é âiäïîâiäíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, à îñîáëèâî ïåðñîíàëü-
íèõ êîìï'þòåðiâ, ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ íàáóëè íî-
âîãî ðîçâèòêó i ñòàëè øèðîêî âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ïîâñÿêäåííié
ïðàêòèöi. Îñîáëèâî ïðàãíåííÿ äî ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìàëiçàöi¨ âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ â òèõ ñôåðàõ çíàííÿ, äå ïðÿìèé åêñïåðèìåíò, ùî äîçâî-
ëÿ¹ çiáðàòè ïîâíó iíôîðìàöiþ ïðî îá'¹êò, ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèé.
Çîêðåìà, ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ i ñèñòåì
¹ îäíèì iç ñó÷àñíèõ ïiäõîäiâ äëÿ àíàëiçó ðîçâèòêó áiîöåíîçiâ [7,
17, 49, 92, 118]. Ïîðÿä iç òðàäèöiéíèìè îáëàñòÿìè âèêîðèñòàííÿ
ìàòåìàòèêè, äî ñôåðè ¨¨ çàñòîñóâàííÿ çàëó÷àþòüñÿ âñå íîâi é íîâi
äèñöèïëiíè. Ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äåäàëi áiëüøå íàóêîâèõ ïðàöü, â ÿêèõ ìà-
òåìàòèêè âèâ÷àþòü ÿâèùà é ïðîöåñè, ÿêi ðàíiøå íå íàëåæàëè äî
ñôåðè ìàòåìàòè÷íèõ çàñòîñóâàíü, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ñòàëè ôóí-
äàìåíòîì äîñëiäæåíü. Ñó÷àñíi äîñÿãíåííÿ ó ôiçèöi, õiìi¨, áiîëîãi¨,
åêîíîìiöi ñòàëè ìîæëèâèìè ñàìå çàâäÿêè øèðîêîìó âèêîðèñòàí-
íþ ìàòåìàòè÷íîãî àïàðàòó é iíôîðìàòèêè.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ îïèðà¹òüñÿ íà çíàííÿ ïðàêòè÷íî
âñiõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêè i âèìàãà¹ äîáðî¨ ïiäãîòîâêè ç ìàòåìàòè-
÷íîãî àíàëiçó, äèôåðåíöiàëüíèõ òà ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü, àëãåáðè,
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ãåîìåòði¨, òåîði¨ ôóíêöié, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîðåòè÷íî¨ ìåõà-
íiêè, òåîði¨ óïðàâëiííÿ, òåîði¨ ñòiéêîñòi, äèñêðåòíî¨ ìàòåìàòèêè,
îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ òà ií. Îêðiì öüîãî, ìàòåìàòè÷íå ìîäå-
ëþâàííÿ ïîòðåáó¹ âìiííÿ ïðîãðàìóâàòè íà ÅÎÌ, àêòèâíî âèêî-
ðèñòîâóâàòè çíàííÿ ç ïðèðîäíè÷î-íàóêîâèõ äèñöèïëií i ïî¹äíóâà-
òè ¨õ iç çàñòîñóâàííÿì ó ðiçíèõ ãàëóçÿõ ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi äëÿ
îäåðæàííÿ íîâèõ çíàíü.

Ìàòåìàòè÷íà åêîëîãiÿ � äîñèòü îáøèðíà ãàëóçü, ùî çàñòîñî-
âó¹ ìåòîäîëîãiþ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äî âåëèêî¨ êiëüêîñòi
åêîëîãi÷íèõ îá'¹êòiâ i ðîçâ'ÿçó¹ ðiçíîìàíiòíi åêîëîãi÷íi çàäà÷i.

Íàéáiëüø ãëèáîêî ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè ïðîíèêëè â äîñëiäæåí-
íÿ äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié. Öi çàäà÷i çàéìà-
þòü öåíòðàëüíå ìiñöå â åêîëîãi¨. Ñïðîáè ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó äè-
íàìiêè ïîïóëÿöié i óãðóïîâàíü, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç áàãàòüîõ âçà¹-
ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié, ìàþòü äàâíþ iñòîðiþ. Îäíà ç ïåðøèõ ìîäå-
ëåé äèíàìiêè ðîñòó ïîïóëÿöi¨ íàëåæèòü Ò. Ìàëüòóñó. Âîíà îïèñó¹
åêñïîíåíöiàëüíèé ðiñò íàðîäîíàñåëåííÿ, ùî íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â
ïðèðîäi. Ïåðøà ìîäåëü, ÿêà âðàõîâó¹ òîé ôàêò, ùî â óìîâàõ îáìå-
æåíîãî ðåñóðñó ïîïóëÿöiÿ ìîæå äîñÿãàòè ëèøå äåÿêîãî ãðàíè÷íî-
ãî çíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíà Á. Ãîìïåðòöåì [120] â 1825 ð. Ó 1938 ð.
ç'ÿâèëàñÿ ëîãiñòè÷íà ìîäåëü Ôåðõþëüñòà [141], ÿêà äîñèòü äîáðå
îïèñó¹ äèíàìiêó áàãàòüîõ ïðèðîäíèõ ïîïóëÿöié. Íèíi iñíó¹ áàãàòî
ðiçíîìàíiòíèõ ìîäåëåé, ÿêi îïèñóþòü äèíàìiêó ïîïóëÿöié.

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ìîäåëåé âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié, òî â 1925 ð.
À. Ëîòêà âèïóñêà¹ êíèãó "Åëåìåíòè ôiçè÷íî¨ áiîëîãi¨"[130], â ÿêié
âèïèñó¹ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñóþòü äèíàìi-
êó äâîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié. Â çàëåæíîñòi âiä
âèáîðó çíàêiâ êîåôiöi¹íòiâ ìîäåëi öÿ ìîäåëü îïèñó¹ àáî êîíêóðåí-
öiþ çà îäèí ðåñóðñ, àáî âçà¹ìîäiþ òèïó "õèæàê�æåðòâà". Ëîòêà
òàêîæ ðîçãëÿäàâ ìîäåëi áiëüø ñêëàäíèõ òðèâèäîâèõ ñèñòåì (äâi
æåðòâè�îäèí õèæàê).

Ùå ãëèáøå äèíàìiêó ïîïóëÿöié íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ âèâ÷àâ Â. Âîëüòåððà. Âií ïðîâiâ äîñëiäæåííÿ ñè-
ñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ é iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [18] i
îòðèìàâ âàæëèâi åêîëîãi÷íi âèñíîâêè. Ïiñëÿ ïîÿâè ìîíîãðàôi¨
Â. Âîëüòåððè ïî÷àëè óçàëüíþâàòèñü òà ðîçâèâàòèñÿ éîãî iäå¨.
Â ïðàöÿõ Ãàóçå [19, 20] ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ñòåïiíü àäåêâàòíîñòi âîëü-
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òåðîâèõ ìîäåëåé i äèíàìiêè ðåàëüíèõ óãðóïîâàíü, ïðîàíàëiçîâà-
íi ÿê ñèëüíi, òàê i ñëàái ñòîðîíè ìîäåëåé Âîëüòåððè. Ó 1936 ð.
ïîÿâèëàñÿ ñòàòòÿ Êîëìîãîðîâà, â ÿêié äëÿ ñèñòåìè "õèæàê�
æåðòâà"çàïðîïîíîâàíà äîñèòü çàãàëüíà ìîäåëü, ÿêó ìîæíà äîñëi-
äæóâàòè òiëüêè ÿêiñíèìè ìåòîäàìè [34]. Çíà÷íîãî ðîçâèòêó íàáó-
ëè ìîäåëi Âîëüòåððè â êíèçi Â. À. Êîñòiöèíà �Ìàòåìàòè÷íà áiî-
ëîãiÿ� [125], ùî âèéøëà â 1937 ð. ç ïåðåäìîâîþ Â. Âîëüòåððè.

Â áiîëîãiþ, åêîëîãiþ òà iíøi îïèñîâi íàóêè ìàòåìàòèêà ïðè-
éøëà ïî-ñïðàâæíüîìó òiëüêè â äðóãié ïîëîâèíi ÕÕ ñò.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ äëÿ åêîëîãiâ ñòà¹ äîäàòêîâèì ií-
ñòðóìåíòîì äîñëiäæåííÿ, âîíî äåìîíñòðó¹ ïðèíöèï äi¨ òîãî ÷è
iíøîãî ïðîöåñó i ïåðåäáà÷à¹ éîãî íàñëiäêè, ñïðèÿ¹ ïiçíàííþ áàçî-
âèõ ìåõàíiçìiâ, ùî ëåæàòü â îñíîâi áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ òà áiëüø
ãëèáîêîìó ðîçóìiííþ ñóòi ïðîöåñà. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi åêîëîãi-
÷íèõ ïðîöåñiâ íåîáõiäíi åêîëîãàì äëÿ âèâ÷åííÿ íàñëiäêiâ çìiíè
ðiçíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî âèçíà÷àþòü ïðîöåñ. Ìîäåëi ìîæóòü ïîêà-
çàòè íàñêiëüêè ÷óòëèâà äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨ äî çìiíè ïàðàìåòðiâ
íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. Êîíêðåòíi ïðèêëàäè äåìîíñòðóþòü,
ÿê ìàòåìàòèêà ñïðèÿ¹ ïëàíóâàííþ é iíòåðïðåòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ
åêñïåðèìåíòó. Ó òåêñòi êíèãè íàâåäåíî áàãàòî ïðèêëàäiâ, ùî ïiä-
òâåðäæóþòü ñêàçàíå. Ðîçãëÿä ïðîáëåì ïî÷èíà¹òüñÿ ç áiîëîãi÷íèõ
ôàêòiâ, ïîòiì iäóòü åòàïè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ìàòåìàòè-
÷íîãî äîñëiäæåííÿ ìîäåëi, êîìï'þòåðíèõ ðîçðàõóíêiâ, íàïðèêiíöi
äà¹òüñÿ åêîëîãi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó áiîëîãi÷íèõ íàóêàõ ìîæóòü âèêîðèñòîâóâàòèñÿ âñi ðîçäiëè
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Â äàíîìó ïîñiáíèêó â îñíîâíîìó ïðåä-
ñòàâëåíi äåòåðìiíiñòè÷íi ìîäåëi, ùî áàçóþòüñÿ íà ðiçíèöåâèõ, äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ òà ðiâíÿííÿõ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè,
õî÷à ¹ ïðèêëàäè ðiâíÿíü ç âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè. ßê ïðàâèëî,
áiîëîãi÷íi ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, òî-
ìó äëÿ ¨õ äîñëiäæåííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ ÿêiñíi ìåòîäè àíàëiçó íåëi-
íiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Êðiì öüîãî, íåëiíiéíi ñèñòåìè ìiñòÿòü
ïàðàìåòðè, çíà÷åííÿ ÿêèõ íåâiäîìi, òîìó âàæëèâå äîñëiäæåííÿ
ñèñòåì â îêîëi òèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ïå-
ðåáóäîâà ïîâåäiíêè áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì.

Äëÿ ìàòåìàòèêiâ áiîëîãiÿ âiäêðèâà¹ íîâi ìîæëèâîñòi, çäiéñíþ¹
ïîñòàíîâêè íîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷, ìîòèâó¹ ñòâîðåííÿ íîâèõ
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ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié. Ìàòåìàòè÷íà áiîëîãiÿ i çîêðåìà ìàòåìàòè-
÷íà åêîëîãiÿ íèíi � öå øâèäêî çðîñòàþ÷à ãàëóçü íàóêè, òîìó iñíó¹
ïîòðåáà â ñèñòåìàòèçîâàíîìó âèêëàäi îñíîâ çàñòîñóâàííÿ ìàòåìà-
òè÷íèõ ìåòîäiâ ó áiîëîãi¨.

Ãîëîâíà çàäà÷à ïîñiáíèêà ïîëÿãà¹ â òîìó ùîá ðîçêðèòè ìî-
æëèâîñòi òà çíà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â åêîëîãi¨,
ïðîäåìîíñòðóâàòè áàçîâi åêîëîãi÷íi ìîäåëi, ïîêàçàòè, ùî ìàòåìà-
òè÷íi ìîäåëi ñïðèÿþòü ðîçâ'ÿçóâàííþ åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì, äî-
çâîëÿþòü ïiçíàâàòè ðåàëüíiñòü i çðîçóìiòè ñóòü ïðîöåñó. Ðîçäi-
ëè öi¹¨ êíèãè âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ×åðíiâåöüêîìó íàöiîíàëüíîìó
óíiâåðñèòåòi ïðè ÷èòàííi êóðñiâ äëÿ ñïåöiàëüíîñòåé �Ïðèêëàäíà
ìàòåìàòèêà�, �Áiîëîãiÿ�, �Åêîëîãiÿ�.

Ïðîïîíîâàíèé ïîñiáíèê ñêëàäà¹òüñÿ ç 9 ðîçäiëiâ. Ó íèõ âèêëà-
äåíî çàãàëüíi ïðèíöèïè ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, îñîáëè-
âîñòi ìîäåëþâàííÿ æèâèõ ñèñòåì òà îñíîâíi òèïè ìîäåëåé ìàòå-
ìàòè÷íî¨ åêîëîãi¨.

Ïåðøèé ðîçäië âñòóïíèé. Òóò íàâåäåíi îñíîâíi åêîëîãi÷íi
ïîíÿòòÿ, äàþòüñÿ îñíîâíi ïîëîæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâà-
ííÿ, ðîçãëÿäàþòüñÿ îñîáëèâîñòi ìîäåëþâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ñè-
ñòåì, îïèñóþòüñÿ ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ òà çàñîáè
êîìï'þòåðíîãî òà iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi içîëüîâàíèõ ïî-
ïóëÿöié. Ñåðåä íèõ � ìîäåëü Ìàëüòóñà, ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ, ìî-
äåëü Õàò÷èíñîíà, ìîäåëi ç êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì ÷èñåëüíîñòi, ìî-
äåëi çáîðó óðîæàþ òà iíøi.

Ðîçäië 3 ïðèñâÿ÷åíèé àíàëiçó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äâîâè-
äîâèõ ñèñòåì. Äåòàëüíî âèâ÷àþòüñÿ ìîäåëi Ëîòêè�Âîëüòåððè òà
Êîëìîãîðîâà äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�, à òàêîæ ìîäåëi êîí-
êóðåíöi¨ i ñèìáiîçó. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü âïëèâ
âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Âiäîìî, ùî âèäîâå ðiçíîìàíiòòÿ â åêîñèñòåìàõ ïðèâîäèòü äî
¨¨ ñòiéêîñòi òà ñòàáiëüíîñòi, òîìó â ðîçäiëi 4 âèâ÷àþòüñÿ ìîäå-
ëi áàãàòîâèäîâèõ ñèñòåì. Íàéáiëüøà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ òðèâèäî-
âèì ñèñòåìàì, çîêðåìà ìîäåëi òðüîõ êîíêóðåíòiâ, îäèí õèæàê�äâà
êîíêóðåíòè òà ìîäåëi ç âåðòèêàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Äëÿ áiëüøîñòi
ç íèõ ïðîiëþñòðîâàíi ðåçóëüòàòè êîìï'þòåðíèõ åêñïåðèìåíòiâ.
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Ðîçäië 5 ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé äèíàìiêè
ïîïóëÿöié. Çíà÷íà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ àíàëiçó ñòàöiîíàðíèõ ñòà-
íiâ, Ò-öèêëiâ òà ¨õ ñòiéêîñòi. Ðîçãëÿäàþòüñÿ òàêîæ äèñêðåòíi ìî-
äåëi iç çàïiçíåííÿì, ìîäåëü Ëåñëi òà äèñêðåòíi ìîäåëi äâîâèäîâèõ
ñèñòåì.

Îñêiëüêè óðàõóâàííÿ íåîäíîðiäíîñòåé îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨ ïðè-
âîäèòü äî ñóòò¹âî íîâèõ ðåçóëüòàòiâ, òî â ðîçäiëi 6 âèâ÷àþòüñÿ
ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè áiîëîãi÷íèõ ïî-
ïóëÿöié. Ðîçãëÿäàþòüñÿ ëiíiéíà, ëîãiñòè÷íà ìîäåëi òà ìîäåëü ç
óðàõóâàííÿì âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨, çðîáëåíî îãëÿä ií-
øèõ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè. Îñíîâíi
ïèòàííÿ � öå iñíóâàííÿ òà ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ, çíàõî-
äæåííÿ êðèòè÷íèõ çíà÷åíü ñèñòåìíèõ ïàðàìåòðiâ, ùî âèçíà÷àþòü
äèíàìiêó ïîïóëÿöié.

Ðîçäië 7 ïðèñâÿ÷åíèé ìîäåëÿì âiäáîðó ÿê ó ñèñòåìàõ iç çîñå-
ðåäæåíèìè, òàê i ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè. Ïðîöåñè âiäáîðó
øèðîêî ðîçïîâñþäæåíi â íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèùi.

Ó ðîçäiëi 8 ðîçãëÿäàþòüñÿ äèíàìi÷íi ìîäåëi ïðîñòîðîâî-
ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì, çîêðåìà ìîäåëü Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà.

Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ iííîâàöiéíîãî ðîçâèòêó â ñó÷àñíèõ óìî-
âàõ ¹ åêîëîãiçàöiÿ åêîíîìiêè. Öåé ôàêò ïîâèíåí âiäîáðàæàòèñÿ â
ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì, òîìó â ðîçäiëi 9 âè-
â÷àþòüñÿ ìîäåëi åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ âçà¹ìîäi¨. Ïðèêëàäîì òàêî¨
ìîäåëi ¹ ñòàòè÷íà ìîäåëü Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà. Òóò æå ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ ìîäåëü Ôîððåñòåðà äëÿ ñâiòîâî¨ äèíàìiêè.

Îâîëîäiííÿ ìåòîäîëîãi¹þ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ìî-
æëèâå ëèøå ïðè ïî¹äíàííi âèâ÷åííÿ òåîði¨ i ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðè-
êëàäíèõ çàäà÷. Ó çâ'ÿçêó iç öèì, äëÿ ïîãëèáëåíîãî çàñâî¹ííÿ ìå-
òîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â êiíöi êîæíîãî ðîçäiëó íàâî-
äèòüñÿ ñïèñîê ïðàêòè÷íèõ çàâäàíü äëÿ ñàìîñòiéíîãî äîñëiäæåííÿ
òà êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ. Öå áóäå ñïðèÿòè êðàùîìó ðîçó-
ìiííþ i áiëüø ãëèáîêîìó çàñâî¹ííþ òåîðåòè÷íèõ çíàíü, à òàêîæ
ðîçâèòêó â ñòóäåíòiâ òâîð÷îãî ìèñëåííÿ.

Àâòîð ìà¹ íàäiþ, ùî ïîñiáíèê áóäå êîðèñíèì íå òiëüêè ñòó-
äåíòàì, à é øèðîêîìó êîëó ñïåöiàëiñòiâ iç ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòè-
êè, ÿêi ñïåöiàëiçóþòüñÿ â ãàëóçi ìàòåìàòè÷íîãî i êîìï'þòåðíîãî
ìîäåëþâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì.
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Âèâ÷åííÿ íàâåäåíèõ òóò ìàòåðiàëiâ âàðòî ðîçãëÿäàòè ÿê ïî-
÷àòêîâi êðîêè â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì.
Âîäíî÷àñ âèêëàäåíîãî ìàòåðiàëó äîñòàòíüî, ùîáè çðîçóìiòè ìî-
æëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â ïiçíàííi é äîñëiäæåííi
ðåàëüíîñòi. Íàâåäåíèé ñïèñîê ëiòåðàòóðè òà ïîñèëàííÿ äîçâîëÿòü
çíà÷íî ïîãëèáèòè çíàííÿ ç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ â åêîëî-
ãi¨.

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ñïiâðîáiòíèêàì êàôåäðè ïðèêëàäíî¨
ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié ×åðíiâåöüêîãî íàöiî-
íàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à çà äîïîìîãó â ïiä-
ãîòîâöi ìàòåðiàëó. Äîáðèõ ñëiâ çàñëóãîâó¹ ðîáîòà Í.Â. Ðîìàíåíêî
ç ïiäãîòîâêè êîìï'þòåðíîãî âàðiàíòà äàíîãî ïîñiáíèêà.

Ïîáàæàííÿ i ïðîïîçèöi¨ ùîäî ïîëiïøåííÿ ñòðóêòóðè
òà çìiñòó íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà íàäñèëàéòå çà àäðåñîþ
vgmatsenko@gmail.com.
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Ïðèðîäà íàïèñàíà ìàòåìàòè÷íîþ ìîâîþ,
âèâ÷àòè ¨¨ òà ïiçíàâàòè ¨¨ çàêîíè
êðàùå ìîæå òîé, õòî äîáðå çíà¹

ìàòåìàòè÷íi çàêîíè.
Ãàëiëåî Ãàëiëåé

Ðîçäië 1. Åêîëîãiÿ i ìàòåìàòè÷íå

ìîäåëþâàííÿ

1.1. Åêîëîãi÷íèé âñòóï

Òåðìií ¾åêîëîãiÿ¿ (âiä ãðåöüêîãî îéêîñ � îñåëÿ, ñåðåäîâèùå)
çàïðîïîíóâàâ ó 1886 ð. âiäîìèé íiìåöüêèé áiîëîã Åðíñò Ãåêêåëü
äëÿ âèçíà÷åííÿ íàóêè ïðî çâ'ÿçîê îðãàíiçìiâ iç äîâêiëëÿì òà ïðî
âiäíîñèíè îðãàíiçìiâ ìiæ ñîáîþ, ùî íàñåëÿþòü äåÿêó òåðèòîðiþ.
Â îñòàííi ðîêè öåé òåðìií âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ âñiõ
ôîðì âçà¹ìîçâ'ÿçêó ëþäèíè é íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà. Åêî-
ëîãiþ ïî÷àëè òðàêòóâàòè ÿê íàóêó ïðî îõîðîíó é ðàöiîíàëüíå âè-
êîðèñòàííÿ ïðèðîäè. Êîëî ïðîáëåì, ÿêèìè çàéìà¹òüñÿ åêîëîãiÿ,
äóæå øèðîêå. Ïðè÷îìó åêîëîãi÷íi ïðîáëåìè ïîñiäàþòü ÷èìðàç âà-
æëèâiøå ìiñöå â ñèñòåìi ñâiòîâèõ ïðiîðèòåòiâ [21, 73, 105].

Ñó÷àñíà åêîëîãiÿ ïðàãíå íå òiëüêè îïèñàòè ÿâèùå, àëå é ïî-
ÿñíèòè éîãî. Îñíîâè ñó÷àñíî¨ åêîëîãi¨ çàêëàäåíi â 20-òi òà 40-âi
ðîêè ÕÕ ñò. Âèäiëÿþòü äâà îñíîâíi ïiäõîäè äî îïèñó åêîëîãi÷íèõ
îá'¹êòiâ: ïîïóëÿöiéíèé i åêîñèñòåìíèé [21].

Ïîïóëÿöiéíèé ïiäõiä êîíöåíòðó¹ ñâîþ óâàãó íà âèâ÷åííi îêðå-
ìèõ âèäiâ (ïîïóëÿöié). Æîäåí æèâèé îðãàíiçì áóäü-ÿêîãî âèäó
íå iñíó¹ îêðåìî âiä iíøèõ � âñi âîíè óòâîðþþòü ãðóïè, ÿêi íà-
çèâàþòü ïîïóëÿöiÿìè. Ïîïóëÿöiÿ � öå äîâiëüíà ãðóïà îðãàíiçìiâ
îäíîãî âèäó, ùî iñíó¹ â ïåâíîìó ïðîñòîði i ÷àñi òà ôóíêöiîíó¹ ÿê
÷àñòèíà áiîëîãi÷íî¨ ñïiëüíîòè. Âñåðåäèíi ïîïóëÿöi¨ ìàþòü ìiñöå
äîñèòü ñêëàäíi âçà¹ìîäi¨, àëå ïî âiäíîøåííþ äî iíøèõ ïîïóëÿ-
öié, ÿê i äî äîâêiëëÿ, ïîïóëÿöi¨ âèñòóïàþòü öiëiñíîþ ñòðóêòóðîþ.
Òîìó íàéíèæ÷èé ðiâåíü îðãàíiçàöi¨ æèâî¨ ìàòåði¨, ùî ðîçãëÿäà¹-
òüñÿ â åêîëîãi¨, � öå ïîïóëÿöiéíèé ðiâåíü. Ïîïóëÿöiéíà áiîëîãiÿ â
îñíîâíîìó ìà¹ ñïðàâó ç åìåðäæåíòíèìè âëàñòèâîñòÿìè ñóêóïíî-
ñòåé îñîáèí.
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Ïîïóëÿöiÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ðÿäîì îçíàê, i íîñi¹ì öèõ îçíàê
¹ ãðóïà â öiëîìó, à íå îêðåìà îñîáèíà ãðóïè. Îñíîâíà õàðàêòåðè-
ñòèêà ïîïóëÿöi¨ � ¨¨ çàãàëüíà êiëüêiñòü àáî ùiëüíiñòü (÷èñåëüíiñòü
íà îäèíèöþ ïðîñòîðó, ÿêèé çàéìà¹ ïîïóëÿöiÿ). Âîíà âèðàæà¹òüñÿ
àáî â êiëüêîñòi îñîáèí, àáî â ¨õ áiîìàñi. ×èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ âè-
çíà÷à¹ ¨¨ ðîçìið. Õàðàêòåðíî òå, ùî â ïðèðîäi iñíóþòü íèæíi òà
âåðõíi ìåæi äëÿ ðîçìiðó ïîïóëÿöié. Ïðè ïîïóëÿöiéíîìó ïiäõîäi
íàéáiëüø ÷àñòî âèíèêàþòü ïèòàííÿ ðîñòó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié.
Äî iíøèõ îçíàê ìîæíà âiäíåñòè âiêîâó ñòðóêòóðó, áiîòè÷íèé ïî-
òåíöiàë, ðîçïîäië ïîïóëÿöi¨ ó ïðîñòîði òà ií. Äèíàìiêà çìiíè çà-
ãàëüíî¨ êiëüêîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ïðîöåñàìè � íàðîäæóâàíi-
ñòþ i ñìåðòíiñòþ. Íàðîäæóâàíiñòü ïîâ'ÿçàíà çi çáiëüøåííÿì ïî-
ïóëÿöi¨ â ðåàëüíèõ óìîâàõ. Âîíà çàëåæèòü ÿê âiä ðîçìiðó i ñêëàäó
ïîïóëÿöi¨, òàê i âiä ôiçè÷íèõ óìîâ ñåðåäîâèùà ïðîæèâàííÿ. Ñìåð-
òíiñòü õàðàêòåðèçó¹ ïðîöåñ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ïîïóëÿöi¨.

ßêùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ äåÿêà ïîïóëÿöiÿ i ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî iíøi
ïîïóëÿöi¨ íà íå¨ íå âïëèâàþòü, ïðè÷îìó äîñèòü çàñîáiâ æèâëåííÿ,
òî òàêó ïîïóëÿöiþ ìîæíà ââàæàòè içîëüîâàíîþ. Äëÿ içîëüîâàíî¨
ïîïóëÿöi¨ ïîêàçíèêè íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi � óçàãàëüíåíi
ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçóþòü âçà¹ìîäiþ ïîïóëÿöi¨ ç äîâêiëëÿì.

Ïîïóëÿöi¨ çíàõîäÿòüñÿ â äåÿêîìó ïðîñòîði, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ
àðåàëîì. Ïîïóëÿöiÿ ìîæå áóòè ëîêàëüíîþ (ðîçìiùåíîþ â îäíié
òî÷öi ïðîñòîðó) àáî ðîçïîäiëåíîþ â ïðîñòîði. Äëÿ îïèñó ðîçïîäi-
ëåíèõ ïîïóëÿöié, îêðiì çìiííî¨ t (÷àñó), âðàõîâóþòü çàëåæíiñòü
âiä êîîðäèíàòè ïðîñòîðó.

Ñüîãîäíi îñíîâíîþ ðèñîþ åêîëîãi¨ ¹ ñèñòåìíèé ïiäõiä, òîáòî
îñíîâíèì îá'¹êòîì åêîëîãi¨ ïîñòàþòü ñèñòåìè â öiëîìó. Ñèñòåìíèé
ïiäõiä � öå ÿêiñíî âèùèé ìåòîä íàóêîâîãî ïiçíàííÿ, îñêiëüêè âií
áàçó¹òüñÿ íà âèâ÷åííi çàãàëüíîãî. Ó ìåæàõ åêîñèñòåìíîãî ïiäõîäó
âèâ÷àþòü ñêëàä, ñòðóêòóðó, ôóíêöiîíóâàííÿ åêîñèñòåì, åâîëþöiþ
ïðîöåñiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ â åêîñèñòåìàõ. Äëÿ åêîñèñòåì îñíîâíèé
àêöåíò ðîáèòüñÿ íà àíàëiçi ñóêóïíîñòi ïîïóëÿöié, ÿêi, ÿê ïðàâèëî,
çíàõîäÿòüñÿ íà ðiçíèõ òðîôi÷íèõ ðiâíÿõ.

Ïiä åêîñèñòåìîþ ðîçóìiþòü ñóêóïíiñòü ðiçíèõ îðãàíiçìiâ, ùî
æèâóòü ðàçîì íà äåÿêié òåðèòîði¨ (áiîöåíîç), à òàêîæ ôiçè÷íèõ i
õiìi÷íèõ êîìïîíåíò äîâêiëëÿ, ÿêi íåîáõiäíi äëÿ ¨õ iñíóâàííÿ àáî ¹
ïðîäóêòàìè ¨õ æèòò¹äiÿëüíîñòi. Ââàæà¹òüñÿ, ùî â åêîñèñòåìó ïî-
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ðÿä ç ïîæèâíèìè êîìïîíåíòàìè âõîäÿòü ðîñëèíè (ïðîäóöåíòè),
òâàðèíè (êîíñóìåíòè), áàêòåði¨ i ãðèáè (ðåäóöåíòè), ÿêi çíàõîäÿ-
òüñÿ â ïîñòiéíié âçà¹ìîäi¨ [21, 73, 105].

Åêîñèñòåìè ñêëàäíi. Ïðèêëàäîì åêîñèñòåìè ìîæå áóòè äåÿêå
îçåðî. Åêîñèñòåìà íåâåëèêîãî îçåðà íàëi÷ó¹ 50 âèäiâ ïëàíêòîíà,
350 âèäiâ çîîïëàíêòîíà, 50 âèäiâ ðèá.

Ðiñò i ðîçâèòîê åêîñèñòåì, ÿê ïðàâèëî, ëiìiòó¹òüñÿ ÿêèìîñü
ôàêòîðîì (ïðèíöèï Ëiáiõà). Çîêðåìà, öå ìîæå áóòè ñîíÿ÷íå ñâiòëî
àáî ÿêèéñü õiìi÷íèé åëåìåíò.

Åêîëîãiÿ ¹ ñèñòåìíîþ íàóêîþ i äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñâî¨õ çàäà÷
ñó÷àñíà åêîëîãiÿ âèêîðèñòîâó¹ ðiçíîìàíiòíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.
Ñåðåä íèõ: 1) ïîëüîâi ñïîñòåðåæåííÿ, 2) åêñïåðèìåíòè, 3) ìîäåëþ-
âàííÿ. Íåìîæëèâiñòü åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ïåðåâiðêè, ç ÿêîþ ÷àñòî
ñòèêàþòüñÿ åêîëîãè, ñïîíóêà¹ ¨õ îïèñóâàòè ñïîñòåðåæóâàíi ôà-
êòè ìîâîþ ìàòåìàòèêè. Ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ íè-
íi øèðîêî çàñòîñîâóþòü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì.
Ìàòåìàòè÷íèé ìåòîä àíàëiçó ìîæå áóòè äóæå êîðèñíèì, îñêiëü-
êè äîçâîëÿ¹ îïèñàòè ÿâèùà, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ â ïðèðîäi, à öå
ñòâîðþ¹ îñíîâó äëÿ âèâ÷åííÿ ñêëàäíèõ êîìïëåêñiâ öèõ ÿâèù.

1.2. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå òåõíîëîãiÿ äîñëiäæåííÿ ðå-
àëüíèõ ïðîöåñiâ i ÿâèù íà ¨õ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ. Ñóòíiñòü öi¹¨
ìåòîäîëîãi¨ ïîëÿãà¹ â çàìiíi äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòà éîãî îáðàçîì
(äåÿêèì åêâiâàëåíòîì) � ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ � i ïîäàëüøî-
ìó âèâ÷åííi ìîäåëi ÿê ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó (àíàëi-
òè÷íî), òàê i çà äîïîìîãîþ îá÷èñëþâàëüíî-ëîãi÷íèõ àëãîðèòìiâ,
ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ íà åëåêòðîííèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèíàõ. Ðî-
áîòà íå iç ñàìèì îá'¹êòîì (ÿâèùåì, ïðîöåñîì), à ç éîãî ìîäåëëþ
äà¹ ìîæëèâiñòü  ðóíòîâíî, âiäíîñíî øâèäêî é áåç ñóòò¹âèõ çàòðàò
âèâ÷àòè éîãî âëàñòèâîñòi, ïîâåäiíêó â áóäü-ÿêèõ ñèòóàöiÿõ.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � íàéâèùà ôîðìà ìîäåëþâàííÿ,
íàéáiëüø óíiâåðñàëüíèé, íàéáiëüø çàñòîñîâíèé, íàéåôåêòèâíi-
øèé, åêîíîìi÷íèé i ïîòóæíèé çàñiá ïiçíàííÿ ïðîöåñiâ òà ÿâèù,
òîìó ùî öåé øëÿõ ìîäåëþâàííÿ îïèðà¹òüñÿ íà ìîãóòíi ìåòîäè
ìàòåìàòèêè é ìîæëèâîñòi êîìï'þòåðiâ.
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Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå ãàëóçü çíàíü, äå ïëiäíî ïî¹ä-
íóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíi íàïðàöþâàííÿ ìàòåìàòèêè, iíôîðìàòè-
êè iç çàñòîñóâàííÿì â iíøèõ íàóêàõ.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ çàðîäèëîñÿ é ðîçâèíóëîñÿ ó ôiçè-
öi. Â îñòàííi ðîêè âíàñëiäîê øèðîêîãî âïðîâàäæåííÿ îá÷èñëþ-
âàëüíî¨ òåõíiêè é âiäïîâiäíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ, à îñî-
áëèâî ïåðñîíàëüíèõ êîìï'þòåðiâ, ìåòîäè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþ-
âàííÿ íàáóëè íîâîãî ðîçâèòêó i ñòàëè âèêîðèñòîâóâàòèñÿ â ïîâ-
ñÿêäåííié ïðàêòèöi. Íèíi íåìîæëèâî óÿâèòè ñó÷àñíó íàóêó áåç
ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

Äî òðàäèöiéíîãî âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòèêè àêòèâíî çàëó÷àþ-
òüñÿ âñå íîâi é íîâi äèñöèïëiíè. Ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äåäàëi áiëüøå íàó-
êîâèõ ïðàöü, â ÿêèõ ìàòåìàòèêè âèâ÷àþòü ÿâèùà é ïðîöåñè, ÿêi
ðàíiøå íå íàëåæàëè äî ñôåðè ìàòåìàòè÷íèõ çàñòîñóâàíü, ìàòå-
ìàòè÷íi ìîäåëi ñòàëè ôóíäàìåíòîì íàóêîâèõ äîñëiäæåíü.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ âiäiãðà¹ âèçíà÷íó ðîëü ó ñó÷àñ-
íîìó ïðèðîäîçíàâñòâi, ¹ ïîòóæíèì çàñîáîì äîñëiäæåííÿ ñêëàä-
íèõ îá'¹êòiâ òà ïðîöåñiâ, çîêðåìà áiîëîãi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ òà ñî-
öiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ íåëiíiéíiñòþ,
ñêëàäíiñòþ é áàãàòîãðàííiñòþ çâ'ÿçêiâ ìiæ åëåìåíòàìè ñèñòåìè.

Çíà÷íèõ óñïiõiâ ó áiîëîãi¨, õiìi¨, åêîëîãi¨ îñòàííiì ÷àñîì äîñÿ-
ãíóòî çíà÷íîþ ìiðîþ çàâäÿêè ðîçðîáöi é äîñëiäæåííÿì ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé. Ìàòåìàòèêà ïiäíÿëà íà íîâèé ðiâåíü öi íàóêè.
Ç'ÿâèëàñÿ ìîæëèâiñòü íà íàóêîâié îñíîâi ïiäõîäèòè äî áàãàòüîõ
åêîëîãi÷íèõ, ñîöiàëüíèõ, ìåäè÷íèõ ïðîáëåì, ÿê-îò ïðîãíîçóâàííÿ
åïiäåìié, ðîçðîáêè ïëàíiâ ëiêâiäàöi¨ âåëèêèõ êàòàñòðîô. Òàê, ìà-
òåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ íàñëiäêiâ ÿäåðíî¨ âiéíè äîâåëî, ùî â ðå-
çóëüòàòi çàïîðîøåííÿ àòìîñôåðè ìîæëèâå çíà÷íå ãëîáàëüíå ïîõî-
ëîäàííÿ (½ÿäåðíà çèìà�) i, ÿê íàñëiäîê, âèìèðàííÿ âñüîãî æèâîãî.

Ñó÷àñíi äîñÿãíåííÿ íàóêè i òåõíiêè áóëè á íåìîæëèâèìè áåç
ïîáóäîâè åôåêòèâíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Òåõíi÷íi, åêîëîãi-
÷íi, åêîíîìi÷íi òà iíøi ñèñòåìè, ÿêi âèâ÷àþòüñÿ ñó÷àñíîþ íàó-
êîþ, áiëüøå íå ïiääàþòüñÿ äîñëiäæåííþ (ç ïîòðiáíîþ ïîâíîòîþ é
òî÷íiñòþ) çâè÷àéíèìè òåîðåòè÷íèìè ìåòîäàìè. Íàòóðíi åêñïåðè-
ìåíòè òåæ íå çàâæäè ìîæóòü áóòè çäiéñíåíi.

Ðîçóìíî êåðóâàòè ñêëàäíèìè ïðîöåñàìè â íàø ÷àñ òåæ íåìî-
æëèâî áåç âèêîðèñòàííÿ àäåêâàòíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ìè
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æèâåìî â åïîõó âiäïîâiäàëüíèõ ðiøåíü, ÿêi íåîáõiäíî ïðèéìàòè íå
iíòó¨òèâíî, à íà íàóêîâié îñíîâi ç âèêîðèñòàííÿì ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé.

Ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ ìîæëèâîñòåé ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâà-
ííÿ é îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó iñòîòíî ïiäâèùó¹ åôåêòèâ-
íiñòü íàóêîâî-òåõíi÷íèõ ðîçðîáîê, ùî äîçâîëÿ¹ ñêîðîòèòè çàòðàòè
÷àñó òà ìàòåðiàëüíèõ ðåñóðñiâ. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðàçîì
iç çàñòîñóâàííÿì ÅÎÌ çóìîâèëî áóðõëèâèé ðîçâèòîê ñó÷àñíîãî
iíôîðìàöiéíîãî ñóñïiëüñòâà.

1.2.1. Ïîíÿòòÿ ìîäåëi. Ïðèçíà÷åííÿ ìîäåëåé

Òåðìií ½ìîäåëü� (âiä ëàòèíñüêîãî modulus � ìiðà, âçiðåöü, íîð-
ìà) øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â íàóöi òà â ïîâñÿêäåííîìó ñïiëêó-
âàííi. Ïðîòÿãîì óñüîãî æèòòÿ ëþäèíà ïîñòiéíî ìà¹ ñïðàâó ç ìî-
äåëÿìè, îáäóìóþ÷è ñâî¨ â÷èíêè, ïîäóìêè ïðîêðó÷óþ÷è íàñëiäêè
òîãî ÷è iíøîãî ðiøåííÿ. Ñüîãîäíi ç ïîíÿòòÿì ìîäåëi ïîâ'ÿçàíå
øèðîêå êîëî îá'¹êòiâ.

Ó ïðèðîäíè÷èõ íàóêàõ ìîäåëÿìè íàçèâàþòü äåÿêi äîïîìiæíi
îá'¹êòè äîñëiäæåííÿ, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ àíàëiçó âèõiäíèõ ðå-
àëüíèõ îá'¹êòiâ-îðèãiíàëiâ. Òîáòî ìîäåëü � öå òàêèé ìàòåðiàëüíèé
àáî iäåàëüíèé îá'¹êò, ÿêèé çàìiíþ¹ îá'¹êò-îðèãiíàë ç ìåòîþ éîãî
äîñëiäæåííÿ, çáåðiãàþ÷è äåÿêi âàæëèâi äëÿ äàíîãî äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòi îðèãiíàëó. Ìîäåëü çàáåçïå÷ó¹ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé
îðèãiíàëó, ÿêi öiêàâëÿòü äîñëiäíèêà. Áóäü-ÿêi ìîäåëi � öå ëèøå
âiäîáðàæåííÿ ðåàëüíîãî ñâiòó, i âîíè ìîæóòü ëèøå íàáëèæåíî
îïèñóâàòè ðåàëüíiñòü.

Ìîäåëü, çà âèçíà÷åííÿì, ¹ ëèøå ïîäiáíiñòþ äî îá'¹êòà îðè-
ãiíàëó, â iíôîðìàöiéíîìó ïëàíi ìîäåëü áiäíiøà � òîìó íå ìîæå
iñíóâàòè ïîíÿòòÿ òî÷íî¨ ìîäåëi. Ìîäåëü � íå äiéñíiñòü, âîíà ëèøå
âiäîáðàæà¹ äiéñíiñòü. Ìè ìîæåìî ïiäâèùóâàòè òî÷íiñòü ìîäåëi,
íàïðèêëàä, çáiëüøóþ÷è êiëüêiñòü i ñêëàäíiñòü ðiâíÿíü, àëå âñå
îäíî íå äîñÿãíåìî àáñîëþòíî¨ òî÷íîñòi.

Ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ìàþòü íàäiëÿòè ìîäåëü çäàòíiñòþ âiä-
îáðàæàòè îñíîâíi ðèñè ðåàëüíîãî îá'¹êòà, òîáòî âñòàíîâëþâàòè
âçà¹ìîîäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìîäåëëþ é îðèãiíàëîì.
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ßê âëàñòèâiñòü ìîäåëi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ¨¨ ïîòåíöiéíiñòü (âiä
ëàò. potential � ñèëà). Ìîäåëü � öå çàñiá äëÿ îòðèìàííÿ íîâèõ
çíàíü ïðî îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Öÿ âëàñòèâiñòü ôiãóðó¹ ó âèçíà-
÷åííi ìîäåëi Ì. Ì. Ìîiñ¹¹âà: ½Ïiä ìîäåëëþ ìè áóäåìî ðîçóìiòè
ñïðîùåíå, ÿêùî õî÷åòå, óïàêîâàíå çíàííÿ, ÿêå äà¹ äîñèòü âèçíà-
÷åíó iíôîðìàöiþ ïðî ïðåäìåò (ÿâèùå). Ìîäåëü ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê ñïåöiàëüíó ôîðìó êîäóâàííÿ iíôîðìàöi¨. Íà âiäìiíó âiä çâè-
÷àéíîãî êîäóâàííÿ, êîëè âiäîìà âñÿ âèõiäíà iíôîðìàöiÿ, à ìè ëè-
øå ïåðåâîäèìî ¨¨ íà iíøó ìîâó, � ìîäåëü... êîäó¹ i òó iíôîðìàöiþ,
ÿêî¨ ëþäè ùå íå çíàëè. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ìîäåëü ìiñòèòü ó ñîái
ïîòåíöiéíå çíàííÿ, ÿêå ëþäèíà ìîæå ... âèêîðèñòîâóâàòè ó ñâî¨õ
ïðàêòè÷íèõ æèòò¹âèõ ïîòðåáàõ� [65].

Íàéâàæëèâiøèì i íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèì ïðèçíà÷åííÿì
ìîäåëåé ¹ ¨õ çàñòîñóâàííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ é äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ
ñèñòåì òà ïðîöåñiâ. Ãîëîâíå ¨õ çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âè-
ÿâèòè íàéñóòò¹âiøi ôàêòîðè, ÿêi ôîðìóþòü òi ÷è iíøi âëàñòèâîñòi
ðåàëüíîãî îá'¹êòà, éîãî ñòðóêòóðó, îñêiëüêè ñàìà ìîäåëü âiäîáðà-
æà¹ ëèøå äåÿêi îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè âèõiäíîãî îá'¹êòà.

Ìîäåëi, ÿêi îïèñóþòü ôîðìó îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ, éîãî ñòðó-
êòóðó, ñêëàäîâi ÷àñòèíè, çâ'ÿçêè ìiæ íèìè, íàçèâàþòü ñòðóêòóð-
íèìè, à ìîäåëi, ÿêi âiäîáðàæàþòü ïðîöåñè, ùî âiäáóâàþòüñÿ â
îá'¹êòi é îïèñóþòü ìåõàíiçì ôóíêöiîíóâàííÿ îá'¹êòà ìîäåëþâà-
ííÿ, � ôóíêöiîíàëüíèìè.

Ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ ¹ îïèñ ïîâåäiíêè ñèñòåìè, ïîáóäîâà òåî-
ðié òà ïåðåâiðêà ðiçíèõ ïðèïóùåíü i ãiïîòåç äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ïðèí-
öèïiâ ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè, âèêîðèñòàííÿ ìîäåëåé äëÿ ïåðåä-
áà÷åííÿ ìàéáóòíüîãî ñèñòåìè.

Äåÿêi îá'¹êòè òà ÿâèùà âçàãàëi íå ìîæóòü áóòè âèâ÷åíi áåçïî-
ñåðåäíiìè íàòóðíèìè åêñïåðèìåíòàìè. Íåïðèïóñòèìi, íàïðèêëàä,
åêñïåðèìåíòè ç åêîíîìiêîþ êðà¨íè, ç åêîëîãi÷íèìè ñèñòåìàìè, ç
òåõíîëîãi÷íèìè ïðîöåñàìè, øêiäëèâèìè äëÿ ëþäèíè, ôiçè÷íèìè
ïðîöåñàìè íà iíøèõ ïëàíåòàõ òîùî.

Áàãàòî åêñïåðèìåíòiâ íåçäiéñíåííi ÷åðåç ñâîþ äîðîãîâèçíó àáî
ðèçèê äëÿ ëþäèíè. ßê ïðàâèëî, â íàø ÷àñ äîñëiäæåííÿ íà ìîäå-
ëÿõ ïåðåäóþòü ïðîâåäåííþ ñêëàäíèõ åêñïåðèìåíòiâ. Áiëüøå òî-
ãî, åêñïåðèìåíòè íà ìîäåëÿõ iç çàñòîñóâàííÿì ÅÎÌ äîçâîëÿþòü
ðîçðîáèòè ïëàí íàòóðíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ç'ÿñóâàòè òåðìiíè ïðîâå-
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äåííÿ ñïîñòåðåæåíü òà ìîìåíòè ïðîâåäåííÿ âèìiðþâàíü, îöiíèòè
âàðòiñòü åêñïåðèìåíòó, äîñëiäèòè ãiïîòåòè÷íi îá'¹êòè àáî ðåàëüíi
îá'¹êòè â ãiïîòåòè÷íèõ óìîâàõ. Ìîäåëþâàííÿ äà¹ âèãðàø ó ÷àñi,
ñêîðî÷óþ÷è â áàãàòî ðàçiâ òåðìiíè ïðîâåäåííÿ íàòóðíèõ åêñïåðè-
ìåíòiâ. Íàòóðíi åêñïåðèìåíòè, ùî òðèâàþòü ìiñÿöÿìè, íà ÅÎÌ
ïðîâîäÿòüñÿ çà êiëüêà õâèëèí. Íå ìåíø âàæëèâå ïðèçíà÷åííÿì
ìîäåëåé � òå, ùî çà ¨õ äîïîìîãîþ â÷àòüñÿ ïðàâèëüíî êåðóâàòè
îá'¹êòîì øëÿõîì àïðîáàöi¨ ðiçíèõ âàðiàíòiâ óïðàâëiííÿ íà ìîäåëi
öüîãî îá'¹êòà (âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ öüîãî ðåàëüíèé îá'¹êò ÷àñòî
áóâà¹ íåäîöiëüíî, âàæêî àáî íåðåàëüíî, òîáòî êîëè iñíó¹ ðèçèê
ïðèâåñòè îá'¹êò äî íåáàæàíîãî ñòàíó).

ßêùî âëàñòèâîñòi îá'¹êòà ç ÷àñîì çìiíþþòüñÿ, òî îñîáëèâî-
ãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ çàâäàííÿ ïðîãíîçóâàííÿ ñòàíó öüîãî îá'¹êòà
ïiä äi¹þ ðiçíèõ ôàêòîðiâ. Íàïðèêëàä, ïðè åêñïëóàòàöi¨ ñêëàäíî¨
åêîëîãi÷íî¨ ñèñòåìè âàæëèâî âìiòè ïðîãíîçóâàòè ïðîöåñ ôóíêöiî-
íóâàííÿ ÿê óñi¹¨ ñèñòåìè, òàê i îêðåìèõ ¨¨ ïiäñèñòåì.

1.2.2. Êëàñèôiêàöiÿ ìîäåëåé

Êëàñèôiêàöiþ ìåòîäiâ ìîäåëþâàííÿ é ìîäåëåé ìîæíà çäié-
ñíþâàòè çà ðiçíèìè îçíàêàìè: çà ñôåðîþ çàñòîñóâàííÿ, çà õà-
ðàêòåðîì îá'¹êòiâ, çà ôîðìîþ ïîäàííÿ iíôîðìàöi¨, çà çàñîáàìè
ìîäåëþâàííÿ. Áóäü-ÿêà òàêà êëàñèôiêàöiÿ óìîâíà, îñêiëüêè âîíà
âiäîáðàæà¹ òiëüêè äåÿêó ñòîðîíó ïðîöåñó ìîäåëþâàííÿ. Îñêiëüêè
íàñ öiêàâèòü ðîëü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ó äîñëiäæåííi ñèñòåì,
òî êëàñèôiêàöiþ ìîäåëåé ïîäàìî çà çàñîáàìè ìîäåëþâàííÿ.

Çà çàñîáàìè ìîäåëþâàííÿ ìåòîäè ìîäåëþâàííÿ ïîäiëÿþòüñÿ
íà äâi âåëèêi ãðóïè: ìåòîäè iäåàëüíîãî (ðîçóìîâîãî, òåîðåòè÷íî-
ãî) ìîäåëþâàííÿ òà ìåòîäè ìàòåðiàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ [60].

Iäåàëüíå ìîäåëþâàííÿ ïåðâèííå ùîäî ìàòåðiàëüíîãî (ñïî÷à-
òêó ó ñâiäîìîñòi ëþäèíè ôîðìó¹òüñÿ iäåàëüíà ìîäåëü, à ïîòiì íà
¨¨ îñíîâi áóäó¹òüñÿ ìàòåðiàëüíà ìîäåëü). Çíàéîìñòâî ç âèäàìè ìî-
äåëþâàííÿ ïî÷íåìî ç ìàòåðiàëüíîãî, îñêiëüêè âîíî áiëüø íàî÷íå
i ïðîñòiøå äëÿ ðîçóìiííÿ. Ìîäåëi â öüîìó âèïàäêó àáî áóäóþòüñÿ
äîñëiäíèêàìè, àáî âiäáèðàþòüñÿ ç íàâêîëèøíüîãî ñâiòó.

Ìîäåëþâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ìàòåðiàëüíèì òîäi, êîëè äîñëiäæåí-
íÿ îá'¹êòà çäiéñíþþòüñÿ íà ìàòåðiàëüíèõ àíàëîãàõ, çâ'ÿçîê ÿêèõ ç
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îðèãiíàëüíèìè îá'¹êòàìè ìà¹ ìàòåðiàëüíèé õàðàêòåð. Îñíîâíèìè
ðiçíîâèäàìè ìàòåðiàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ íàòóðíå (ôiçè÷íå) é
àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ.

Ôiçè÷íå ìîäåëþâàííÿ � öå òàêå ìîäåëþâàííÿ, ïðè ÿêîìó ðå-
àëüíîìó îá'¹êòîâi ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü éîãî çáiëüøåíèé àáî
çìåíøåíèé ìàòåðiàëüíèé àíàëîã îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ñàìî¨ ïðèðîäè, ùî
ïåðåäáà÷à¹ äîñëiäæåííÿ (ÿê ïðàâèëî, â ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ) çà
äîïîìîãîþ ïîäàëüøîãî ïåðåíåñåííÿ âëàñòèâîñòåé ïðîöåñiâ i ÿâèù
ç ìîäåëi íà ðåàëüíèé îá'¹êò íà îñíîâi òåîði¨ ïîäiáíîñòi. Ó íàø ÷àñ
ìåòîäè íàòóðíîãî (ôiçè÷íîãî) ìîäåëþâàííÿ çíàõîäÿòü øèðîêå çà-
ñòîñóâàííÿ äëÿ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè ðiçíèõ ïðîöåñiâ.

Â îñòàííié ÷âåðòi XIX ñò. âèíèêëî àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ.
Àíàëîãîâèìè ¹ ìîäåëi, â ÿêèõ ïåâíi âëàñòèâîñòi ðåàëüíîãî îá'¹êòà
ïåðåäàþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè îá'¹êòà, ùî ìà¹ iíøó ôiçè÷íó ïðèðî-
äó. Àíàëîãîâå ìîäåëþâàííÿ ìîæëèâå âíàñëiäîê îäíàêîâîñòi äå-
ÿêèõ çàêîíîìiðíîñòåé äëÿ âåëè÷èí ðiçíî¨ ïðèðîäè.

Ó ïðîöåñi ìàòåìàòèçàöi¨ ïðèðîäíè÷èõ íàóê ñòàëî î÷åâèäíèì,
ùî öiëèé ðÿä ÿâèù ðiçíî¨ ïðèðîäè îïèñó¹òüñÿ îäíàêîâèìè (àíàëî-
ãi÷íèìè) çà ôîðìîþ ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè. Òàêi ìîäåëi, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü îäíå é òå æ ìàòåìàòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (íàïðè-
êëàä, äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííþ) íåçàëåæíî âiä ôiçè÷íî¨ ïðè-
ðîäè ñèñòåìè îá'¹êòiâ, ââàæàþòüñÿ àíàëîãîâèìè. ×èñëîâi çíà÷å-
ííÿ êîåôiöi¹íòiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, êðàéîâi óìîâè, ïðàâi
÷àñòèíè â êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ñâî¨, æîðñòêî ïîâ'ÿçàíi
ç âëàñòèâîñòÿìè ðåàëüíî¨ ñèñòåìè, àëå äèíàìi÷íi âëàñòèâîñòi òà-
êèõ ñèñòåì àíàëîãi÷íi.

Áàãàòî ÿâèù ó ïðèðîäi ìàþòü îäíi é òi æ ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi,
òîìó íà îñíîâi äîñâiäó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, áàíêó îá÷è-
ñëþâàëüíèõ àëãîðèòìiâ i ïðîãðàì, ìîæíà øâèäêî òà åôåêòèâíî
ðîçâ'ÿçóâàòè íîâi çàäà÷i ìîäåëþâàííÿ.

Ó XIX ñò. îäíî÷àñíî ç ìàòåðiàëüíèì ìîäåëþâàííÿì iíòåíñèâ-
íî ðîçâèâàëîñÿ é iäåàëüíå ìîäåëþâàííÿ. Iäåàëüíå ìîäåëþâàííÿ
áàçó¹òüñÿ íå íà ìàòåðiàëüíié àíàëîãi¨ ìiæ ìîäåëëþ i îá'¹êòîì, à
íà iäåàëüíié, ðîçóìîâié, i çàâæäè ìà¹ òâîð÷èé õàðàêòåð.

Iäåàëüíi ìîäåëi ¹ àáñòðàêòíèìè êîíñòðóêöiÿìè, ÿêi ïîáóäîâàíi
çàñîáàìè ìèñëåííÿ, ñâiäîìîñòi, òîáòî öå ìîäåëi, ñòâîðåíi çàñîáà-
ìè ìîâè. Ïðè iäåàëüíîìó ìîäåëþâàííi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñèìâî-
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ëè, ñëîâà, òåðìiíè, ïîíÿòòÿ. Ïðèêëàäàìè òàêèõ ìîäåëåé ìîæóòü
ñëóæèòè ëiòåðàòóðíi îïèñè ïðèðîäè. Òàêi îïèñè âîëîäiþòü óñiìà
âëàñòèâîñòÿìè ìîäåëåé � âîíè ñïðîùóþòü äiéñíiñòü, àëå ïåðåäà-
þòü ïîäiáíi ëþäñüêi âiä÷óòòÿ, ïåðåæèâàííÿ. Ïðè öüîìó äëÿ áiëüø
òî÷íîãî îïèñó ìîäåëåé ñòâîðþþòüñÿ ñïåöiàëiçîâàíi ìîâè. Çàóâà-
æèìî, ùî â ïîíÿòòÿ ìîäåëi íå âõîäÿòü óñi ïîáóäîâàíi àáñòðàêöi¨,
ïîêè âîíè íå áóäóòü iíòåðïðåòîâàíi äî ìàòåðiàëüíèõ àáî iíôîð-
ìàöiéíèõ îá'¹êòiâ ðåàëüíîñòi.

Ìåòîäè iäåàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ìîæíà óìîâíî ðîçáèòè íà äâà
îñíîâíèõ òèïè: íåôîðìàëiçîâàíå (iíòó¨òèâíå) òà ôîðìàëiçîâàíå
(íàóêîâå).

Íàóêîâå ìîäåëþâàííÿ � öå çàâæäè ëîãi÷íî îá ðóíòîâàíå ìî-
äåëþâàííÿ, ÿêå âèêîðèñòîâó¹ äåÿêi ïðèïóùåííÿ ïðî îá'¹êò, ùî
ïðèéíÿòi ÿê ãiïîòåçè, íà îñíîâi ñïîñòåðåæåíü çà îá'¹êòîì ìîäå-
ëþâàííÿ òà çäîãàäîê ïðî ïðè÷èííî-íàñëiäêîâi çâ'ÿçêè.

Ïðè ôîðìàëiçîâàíîìó ìîäåëþâàííi ìîäåëÿìè ñëóæàòü ñèñòå-
ìè çíàêiâ i îáðàçiâ, ðàçîì ç ÿêèìè âèçíà÷àþòüñÿ é ïðàâèëà ¨õ ií-
òåðïðåòàöi¨. ßêùî ÿê ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñèñòåìè çíàêiâ, òî
òàêå ìîäåëþâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ çíàêîâèì � öå ìîæóòü áóòè ðèñóí-
êè, ãðàôiêè, êðåñëåííÿ, i¹ðîãëiôè, íàáîðè ñèìâîëiâ. Âàæëèâèì
âèäîì çíàêîâîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ. Ïðè
âèêîðèñòàííi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ìîäåëü çàïèñó¹òüñÿ ó
âèãëÿäi ñóêóïíîñòåé ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, ïåðåòâîðåííÿ
ÿêèõ çäiéñíþ¹òüñÿ íà îñíîâi ïðàâèë ìàòåìàòèêè. Ìàòåìàòè÷íà
ìîäåëü � öå íàáëèæåíèé îïèñ êëàñó ÿâèù çà äîïîìîãîþ ìàòåìà-
òè÷íî¨ ñèìâîëiêè.

Iíòó¨òèâíå (íåôîðìàëiçîâàíå) ìîäåëþâàííÿ � öå ìîäåëþâàííÿ,
ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà iíòó¨òèâíîìó óÿâëåííi ïðî îá'¹êò äîñëiäæåííÿ
i íå ïiääà¹òüñÿ ôîðìàëiçàöi¨.

Íàéáiëüø ÿñêðàâî âèðàæåíèì ïðèêëàäîì iíòó¨òèâíî¨ ìîäåëi
íàâêîëèøíüîãî ñâiòó ìîæíà ââàæàòè æèòò¹âèé äîñâiä ëþäèíè, ¨¨
âìiííÿ i çíàííÿ. Äîâiëüíå åìïiðè÷íå çíàííÿ (îòðèìàíå ç åêñïåðè-
ìåíòó àáî çi ñïîñòåðåæåííÿ) áåç ïîÿñíåííÿ ïðè÷èí i ìåõàíiçìiâ
ñïîñòåðåæóâàíîãî ÿâèùà òåæ iíòó¨òèâíå.

Ïiäêðåñëèìî âàæëèâó ðîëü iíòó¨öi¨, iíòó¨òèâíèõ ìîäåëåé ó íà-
óöi. Íîâå çíàííÿ íå ìîæíà îäåðæàòè òiëüêè ìåòîäàìè ôîðìàëüíî¨
ëîãiêè. Íàðîäæåííÿ ïðèíöèïîâî íîâèõ íàóêîâèõ iäåé íå ìîæå áó-
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òè çâåäåíî äî ïðîöåñiâ ôîðìàëüíî-ëîãi÷íîãî âèâåäåííÿ âèñíîâêiâ
iç ìíîæèíè âæå âiäêðèòèõ ôàêòiâ, ãiïîòåç, òåîðié.

Íåðiäêî ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü â åêîíîìi÷íèõ ñèñòåìàõ çäiéñíþ¹-
òüñÿ íà îñíîâi äåÿêèõ óÿâëåíü, íà iíòó¨öi¨ (ÿêùî íå çàñòîñîâóâà-
ëîñÿ ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ). Àëå òàêèé ïiäõiä äî ïðèéíÿò-
òÿ ðiøåíü ìîæå ïðèçâåñòè äî ïîìèëîê, íå âñi çäîãàäêè òà iäå¨
âèòðèìóþòü ïåðåâiðêó åêñïåðèìåíòàìè é ìåòîäàìè ôîðìàëüíî¨
ëîãiêè. Âîäíî÷àñ iíòó¨òèâíå é íàóêîâå ìîäåëþâàííÿ â æîäíîìó
ðàçi íå ñëiä ïðîòèñòàâëÿòè îäíå îäíîìó, âîíè äîáðå äîïîâíþ-
þòü îäíå îäíîãî. Òîìó ïðîâîäÿòüñÿ ðîáîòè ïî ñòâîðåííþ ëþäèíî-
ìàøèííèõ ñèñòåì, â ÿêèõ òâîð÷èé ïîòåíöiàë íåôîðìàëüíîãî ìè-
ñëåííÿ, äîñâiä ëþäèíè ïî¹äíó¹òüñÿ ç òî÷íèìè ðîçðàõóíêàìè íà
ÅÎÌ íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Ó öèõ äiàëîãîâèõ ëþäèíî-ìàøèííèõ ñèñòåìàõ ëþäèíà ïðè-
éìà¹ ðiøåííÿ, à îá÷èñëþâàëüíà ñèñòåìà çàáåçïå÷ó¹ íåîáõiäíó
iíôîðìàöiþ, çiñòàâëÿ¹ âàðiàíòè, âiäøóêó¹ îïòèìóìè, âçàãàëi
âèêîíó¹ âñi ôîðìàëüíi îïåðàöi¨ é ïðîöåäóðè. Òàêi ëþäèíî-
ìàøèííi ñèñòåìè íàçèâàþòü iìiòàöiéíèìè, àáî åâðèñòè÷íî-
àëãîðèòìi÷íèìè. Ïðè iìiòàöiéíîìó ìîäåëþâàííi ìàòåìàòè÷íà
ìîäåëü ÿâëÿ¹ ñîáîþ àëãîðèòì ôóíêöiîíóâàííÿ îá'¹êòà, ðåàëi-
çîâàíèé ó âèãëÿäi ïðîãðàìíîãî êîìïëåêñó äëÿ ÅÎÌ, òîáòî íà
êîìï'þòåði âiäáóâà¹òüñÿ iìiòàöiÿ ðåàëüíîãî ïðîöåñó. Iìiòàöiéíi ñè-
ñòåìè âèÿâèëèñÿ íàéáiëüø åôåêòèâíèì çàñîáîì ðîçâ'ÿçóâàííÿ âå-
ëèêèõ ñèñòåìíèõ çàäà÷ (iç íåäîñòàòíüîþ iíôîðìàöi¹þ ïðî îá'¹êò).
Öi çàäà÷i ñêëàäíi, îñêiëüêè ìiñòÿòü òèñÿ÷i çìiííèõ, à ç iíøîãî
áîêó, õàðàêòåðèçóþòüñÿ íåâèçíà÷åíiñòþ, ñëàáêèì âèâ÷åííÿì âíó-
òðiøíiõ ìåõàíiçìiâ (òàê çâàíi ñëàáîñòðóêòóðîâàíi çàäà÷i).

1.2.3. Àäåêâàòíiñòü òà åôåêòèâíiñòü ìîäåëåé

Îïèñ (ëiíãâiñòè÷íèé ÷è ìàòåìàòè÷íèé) ÿêîãî-íåáóäü ïðîöåñó
ìîæëèâèé òiëüêè äî ïåâíîãî ðiâíÿ äåòàëiçàöi¨, òîìó áóäü-ÿêå äî-
ñëiäæåííÿ ðåàëüíîãî îá'¹êòà çâîäèòüñÿ äî ïîáóäîâè ìîäåëi öüîãî
îá'¹êòà. Ìîäåëü ïîâèííà ïðàâèëüíî, ç íåîáõiäíîþ ïîâíîòîþ é äî-
ñòîâiðíiñòþ âiäîáðàæàòè âèõiäíèé îá'¹êò, � âiä öüîãî çàëåæèòü
óñïiõ ìîäåëüíîãî äîñëiäæåííÿ. Ïèòàííÿ ïðî âiäïîâiäíiñòü ìîäåëi
îá'¹êòà îðèãiíàëó íàëåæèòü äî ÷èñëà âàæëèâèõ ó ñôåði ìîäåëüíî¨
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ìåòîäîëîãi¨. Æîäíà, íàâiòü íàéáiëüø äîâåðøåíà ìîäåëü (â òîìó
÷èñëi é ìàòåìàòè÷íà) íå ìîæå áóòè òîòîæíîþ ðåàëüíîñòi. Ïðè-
ðîäà çíà÷íî áàãàòøà, íiæ áóäü-ÿêi ìîäåëi. Ìîäåëü, çà äîïîìîãîþ
ÿêî¨ âäà¹òüñÿ âèâ÷èòè âëàñòèâîñòi ðåàëüíîãî îá'¹êòà, íàçèâà¹òüñÿ
àäåêâàòíîþ îá'¹êòó. Àäåêâàòíiñòü îçíà÷à¹, ùî âèìîãè òî÷íîñòi,
ïðàâèëüíîñòi, iñòèííîñòi ìîäåëi âèêîíàíi ëèøå òi¹þ ìiðîþ, ÿêà íå-
îáõiäíà äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ äàíî¨ çàäà÷i. Íàéáiëüø ïðèðîäíèì øëÿ-
õîì óñòàíîâëåííÿ àäåêâàòíîñòi ìîäåëåé ¹ ¨õ ïðàêòè÷íà åêñïëó-
àòàöiÿ, òîáòî âåðèôiêàöiþ ìîäåëåé ðåàëüíèõ ïðîöåñiâ àáî ÿâèù
ìîæíà çäiéñíèòè òiëüêè øëÿõîì ïîðiâíÿííÿ ðåçóëüòàòiâ, ÿêi äà¹
ìîäåëü iç ðåàëüíèìè äàíèìè, à ñòóïiíü çáiãó öèõ ðåçóëüòàòiâ i âè-
çíà÷à¹ òî÷íiñòü ìîäåëi. Àäåêâàòíi ìîäåëi ¹, ÿê ïðàâèëî, çíà÷íèì
íàóêîâèì äîñÿãíåííÿì.

Ïðîöåñ ìîäåëþâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ â óìîâàõ äiàëåêòè÷íî¨ âçà-
¹ìîäi¨ äâîõ ïðîòèëåæíèõ ñòîðií. Ç îäíîãî áîêó, ïîòðiáíî áiëüø
ïîâíî é òî÷íî âiäòâîðþâàòè â ìîäåëi âëàñòèâîñòi é õàðàêòåðè-
ñòèêè îá'¹êòà, òîìó ñëiä âðàõîâóâàòè ìàêñèìóì ôàêòîðiâ, ùîá íå
îïóñòèòè ñóòò¹âå. Íàñëiäêîì òàêîãî ïiäõîäó ¹ çðîñòàííÿ ñêëàäíî-
ñòi ìîäåëi � çáiëüøó¹òüñÿ êiëüêiñòü çìiííèõ, êiëüêiñòü çâ'ÿçêiâ,
îáñÿã âèõiäíèõ äàíèõ. Âåëèêà êiëüêiñòü çìiííèõ çìåíøó¹ ñòóïiíü
ðîçóìiííÿ ÿâèùà.

Ç iíøîãî áîêó, ìîäåëü ïîâèííà áóòè çðó÷íîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ,
òîáòî åôåêòèâíîþ (åêîíîìi÷íîþ). Ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî åôåêòèâ-
íiñòü ìîäåëi çíàõîäèòüñÿ â îáåðíåíié çàëåæíîñòi âiä ¨¨ ñêëàäíîñòi.
Êîæíó äîäàòêîâó çìiííó, êîæåí äîäàòêîâèé ïàðàìåòð ó ìàòåìà-
òè÷íîìó îïèñi îá'¹êòà ïîòðiáíî îïëà÷óâàòè âèñîêîþ öiíîþ, òîìó
äåêîëè äîâîäèòüñÿ îãðóáëÿòè ìîäåëü, íàâiòü çà ðàõóíîê íåõòóâà-
ííÿ äåÿêîþ òî÷íiñòþ. Íàéêðàùà ÿêiñòü ìîäåëåé äîñÿãà¹òüñÿ ÿê
êîìïðîìiñ ìiæ áëèçüêiñòþ ìîäåëi äî îðèãiíàëó (àäåêâàòíiñòþ) òà
ïðîñòîòîþ, òîáòî çðó÷íiñòþ ¨¨ âèêîðèñòàííÿ (åôåêòèâíiñòþ).

Íàäìiðíà òî÷íiñòü ìîäåëåé íà ïðàêòèöi íå ìåíø øêiäëèâà,
íiæ ¨¨ íåïîâíîòà. Îïòèìàëüíå ñïiââiäíîøåííÿ òî÷íîñòi é ïðîñòî-
òè ìîäåëi âèçíà÷à¹òüñÿ áàãàòüìà ôàêòîðàìè, ñåðåä ÿêèõ äîìiíó¹
çìiñò çàäà÷i.

Ìàòåìàòè÷íèì ñïîñîáîì âèçíà÷èòè ñïiââiäíîøåííÿ ïîâíîòè
òà ïðîñòîòè íå âäà¹òüñÿ ÷åðåç íåìîæëèâiñòü ôîðìàëiçóâàòè öi ôà-
êòîðè, òóò âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü íåôîðìàëüíi ìåòîäè. Âèáið
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êiëüêîñòi ïàðàìåòðiâ ìîäåëi ¹ íåôîðìàëüíèì àêòîì i  ðóíòó¹òüñÿ
íà äîñâiäi é iíòó¨öi¨ äîñëiäíèêà.

Ó âèïàäêó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèçíà÷àëüíèì ôàêòî-
ðîì åôåêòèâíîñòi ìîäåëi ¹ îáðàíèé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò. Ïðè-
êëàäíà ìàòåìàòèêà íàäà¹ äîñëiäíèêó øèðîêèé âèáið ìàòåìàòè-
÷íèõ êîíñòðóêöié, ùî ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîáóäîâi òà
äîñëiäæåííi ìîäåëåé. Àëå ÿêiñòü ðåçóëüòàòiâ çàëåæèòü âiä òîãî,
íàñêiëüêè âäàëî çäiéñíåíî öåé âèáið.

Îòæå, îñíîâíèì åòàïîì ïðèêëàäíîãî ìàòåìàòè÷íîãî äîñëi-
äæåííÿ ¹ ïðàâèëüíî âèáðàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, äîñòàòíüî àäå-
êâàòíà é åôåêòèâíà âîäíî÷àñ. Íàäòî ïðîñòi ìîäåëi ìîæóòü ñòàòè
ïðè÷èíîþ ñåðéîçíèõ ïðîáëåì. Íåäîîöiíþâàííÿ çíà÷èìîñòi îêðå-
ìèõ ìàëèõ ïàðàìåòðiâ ìîæå âèêëèêàòè íåïðàâèëüíiñòü âèñíîâêiâ
ìîäåëþâàííÿ. Êîðèñíi ëèøå òàêi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, ÿêi ðåëå-
âàíòíi, íàïðèêëàä iç ïîçèöié áiîëîãi¨. Òîìó ïðè âèâ÷åííi ñêëàäíèõ
áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì ç ìåòîþ áiëüø àäåêâàòíîãî ¨õ âèâ÷åííÿ ìàòå-
ìàòèêè ïîâèííi ïðàöþâàòè ðàçîì iç áiîëîãàìè.

1.2.4. Ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi

Îñíîâíèì ïîíÿòòÿì ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ¹ ïîíÿòòÿ
ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi, ÿê i ðÿä ií-
øèõ ïîíÿòü, âèêîðèñòîâóâàíèõ ó ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi, íå
ìàþòü ñòðîãîãî ôîðìàëüíîãî âèçíà÷åííÿ. Â öå ïîíÿòòÿ âêëàäà-
þòü êîíêðåòíèé çìiñò, ç ÿêèì ïîâ'ÿçàíèé íàáëèæåíèé îïèñ ÿêîãî-
íåáóäü ÿâèùà àáî ïðîöåñó íàâêîëèøíüîãî ñâiòó çà äîïîìîãîþ ìà-
òåìàòè÷íî¨ ñèìâîëiêè.

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü � öå àáñòðàêöiÿ ðåàëüíîñòi, â ÿêié âiä-
íîøåííÿ ìiæ åëåìåíòàìè ðåàëüíîñòi, ÿêi öiêàâëÿòü äîñëiäíèêà,
çàìiíåíi âiäïîâiäíèìè âiäíîøåííÿìè ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè êàòåãî-
ðiÿìè. Öi âiäíîøåííÿ, ÿê ïðàâèëî, ïîäàþòüñÿ ó ôîðìi ðiâíÿíü,
íåðiâíîñòåé ìiæ çìiííèìè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ôóíêöiîíóâàííÿ
ðåàëüíî¨ ñèñòåìè. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äîçâîëÿþòü ïðîíèêíóòè â
ñóòü äîñëiäæóâàíîãî ÿâèùà, à òàêîæ çäiéñíþâàòè éîãî ïðîãíîçó-
âàííÿ é óïðàâëiííÿ.

Ó äîñòàòíüî çàãàëüíîìó âèïàäêó, îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ ìîæíà
îõàðàêòåðèçóâàòè âåêòîðàìè çîâíiøíiõ, âíóòðiøíiõ i âèõiäíèõ
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ïàðàìåòðiâ. Äîâiëüíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äîçâîëÿ¹ çà çàäàíè-
ìè âõiäíèìè äàíèìè âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ
îá'¹êòà àáî ÿâèùà. Â îñíîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ëåæèòü ïðèïó-
ùåííÿ ïðî òå, ùî âñi ïàðàìåòðè, âåëè÷èíè, ïî÷àòêîâi äàíi ìîæíà
êiëüêiñíî âèìiðÿòè é îïèñàòè ìàòåìàòè÷íèìè ñïiââiäíîøåííÿìè.

Òîìó ïðàâîìiðíî ïðèïóñòèòè, ùî ñóòü áóäü-ÿêî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
ìîäåëi � öå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè Ωx çíà÷åíü âõiäíèõ ïàðàìå-
òðiâ X i âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ G ∈ Ωg íà ìíîæèíó çíà÷åíü Ωy

âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ Y . Îòæå, ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ìîæíà ðîç-
ãëÿäàòè ÿê ïåâíèé çâ'ÿçîê ìiæ ïðè÷èíîþ i íàñëiäêîì.

Ïiä ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ áóäåìî ðîçóìiòè äåÿêå îïåðàòîðíå
ñïiââiäíîøåííÿ Y = A(X,G), ÿêå äîçâîëÿ¹ çà âiäïîâiäíèìè çíà-
÷åííÿìè âõiäíèõ ïàðàìåòðiâ X i âíóòðiøíiõ ïàðàìåòðiâ G âñòàíî-
âèòè âèõiäíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ Y îá'¹êòà ìîäåëþâàííÿ. Òîáòî
îïåðàòîð ìîäåëi A âiäîáðàæà¹ ìíîæèíóX,G â Y ,X ∈ Ωx, G ∈ Ωg,
Y ∈ Ωy, äå Ωx, Ωg, Ωy � ìíîæèíè äîïóñòèìèõ çíà÷åíü âõiäíèõ
âíóòðiøíiõ òà âèõiäíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëüîâàíîãî îá'¹êòà [60].

Çàëåæíî âiä ïðèðîäè ìîäåëüîâàíîãî îá'¹êòà ìíîæèíàìè Ωx,
Ωg, Ωy ìîæóòü áóòè äîâiëüíi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè (÷èñëà, âåêòî-
ðè, òåíçîðè, ôóíêöi¨, ìíîæèíè òîùî). Ïîíÿòòÿ îïåðàòîðà À ó âè-
çíà÷åííi òðàêòó¹òüñÿ øèðîêî. Öå ìîæå áóòè ÿê äåÿêà ôóíêöiÿ, ùî
çâ'ÿçó¹ âõiäíi é âèõiäíi äàíi, òàê i ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ, äèôåðåí-
öiàëüíèõ, iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ àáî iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Öå
ìîæå áóòè àëãîðèòì, ñóêóïíiñòü ïðàâèë, òàáëèöü òîùî. Ïîáóäî-
âà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi êîíêðåòíîãî ÿâèùà � íàéáiëüø iñòîòíèé
i ñêëàäíèé åòàï íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ, ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ òèïîâó
îáåðíåíó çàäà÷ó: çà äåÿêèìè íåïðÿìèìè ïðîÿâàìè ÿâèùà íåîáõi-
äíî âãàäàòè òèï îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ. I öåé àñïåêò öiëêîì íå-
ôîðìàëüíèé � òóò íàäòî áàãàòî çàëåæèòü âiä iíòó¨öi¨ òà äîñâiäó
äîñëiäíèêà.

Ó êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó ÿêiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi
çàëåæèòü âiä äîñëiäíèêà � íåîáõiäíî çðîçóìiòè ôiçè÷íó ñóòü ÿâè-
ùà òà ñòâîðèòè àäåêâàòíèé ìàòåìàòè÷íèé îïèñ. Ðiçíi äîñëiäíèêè,
îïèñóþ÷è îäèí i òîé ñàìèé ïðîöåñ ç îäíi¹þ é òi¹þ æ ìåòîþ, ìî-
æóòü ïðèéòè äî ðiçíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Ïîáóäîâà ìîäåëåé
� ïðîöåäóðà íåôîðìàëüíà é ñèëüíî çàëåæèòü âiä äîñâiäó òà òà-
ëàíòó äîñëiäíèêà.
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Ñóá'¹êòó ìîäåëþâàííÿ íåîáõiäíî, ç îäíîãî áîêó, äîáðå óÿâëÿòè
çàäà÷ó, ãëèáîêî âèâ÷èòè îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ. Ïðîöåñè, ùî ïðî-
òiêàþòü â îá'¹êòi ìîäåëþâàííÿ, ïîòðiáíî íå òiëüêè äîáðå çíàòè,
àëå é âiä÷óâàòè. Ç iíøîãî áîêó, äîñëiäíèêó, ÿêèé áóäó¹ ìîäåëü,
íåîáõiäíî âîëîäiòè âåëè÷åçíèì àïàðàòîì ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòè-
êè, àêòèâíî âèêîðèñòîâóâàòè ÅÎÌ i àëãîðèòìè, ïèñàòè ïðîãðàìè
äëÿ ÅÎÌ. Ùå îäíà ãðóïà âèìîã ïîâ'ÿçàíà ç íåôîðìàëüíèìè åëå-
ìåíòàìè ìîäåëþâàííÿ: òâîð÷iñòþ, âèíàõiäëèâiñòþ, ïðîôåñiéíîþ
iíòó¨öi¹þ.

Ïðîöåñ ïîáóäîâè ìîäåëåé íå ìîæíà ïîâíiñòþ ôîðìàëiçóâàòè,
íà åòàïi ïîáóäîâè ìîäåëåé âèçíà÷àëüíó ðîëü âiäiãðàþòü íåôîð-
ìàëüíi åâðèñòè÷íi çäiáíîñòi ëþäñüêîãî iíòåëåêòó.

Ïðèíöèïîâî âàæëèâî òå, ùî ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ äîçâî-
ëèëî îá'¹äíàòè ôîðìàëüíå é íåôîðìàëüíå ìèñëåííÿ, òîáòî çäà-
òíiñòü ÅÎÌ ó áàãàòî ðàçiâ øâèäøå, òî÷íiøå i êðàùå âiä ëþäèíè
çäiéñíþâàòè ôîðìàëüíi îïåðàöi¨ ç âëàñòèâîñòÿìè ëþäñüêîãî iíòå-
ëåêòó (iíòó¨öi¨, çäîãàäêè òîùî).

Ñòðiìêèé ðîçâèòîê ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ i áà-
ãàòîãðàííiñòü ãàëóçåé ¨õ âèêîðèñòàííÿ ïðèâåëè äî ïîÿâè âåëè-
êî¨ êiëüêîñòi ìîäåëåé ðiçíîãî òèïó. Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü
ó êëàñèôiêàöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé. Êëàñèôiêàöiþ ìàòåìàòè-
÷íèõ ìîäåëåé ìîæíà çäiéñíþâàòè çà ðiçíèìè îçíàêàìè. Ïîäàìî
ëèøå êëàñèôiêàöiþ ìîäåëåé ó çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ, îñêiëü-
êè â ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî îïåðóâàòè öèìè âèçíà÷åííÿìè.

Óñi ôàêòîðè ìîäåëi ïîâèííi áóòè îïèñàíi (â ÿêiñíîìó àáî êiëü-
êiñíîìó âiäíîøåííi), òîäi âîíè íàáóâàþòü ñòàòóñó çìiííèõ ìîäåëi.
Ïðèéíÿòòÿ íåîáõiäíèõ ôàêòîðiâ i âiäêèäàííÿ äðóãîðÿäíèõ ôàêòî-
ðiâ � âiäïîâiäàëüíèé ìîìåíò ïðè ïîáóäîâi áóäü-ÿêî¨ ìîäåëi.

Êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ óñiõ òèïiâ ó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ ñêií-
÷åííà. Ïðè öüîìó êîæíèé iç ïàðàìåòðiâ ìîæå ìàòè ðiçíó ìàòåìà-
òè÷íó ïðèðîäó (áóòè ïîñòiéíîþ âåëè÷èíîþ àáî ôóíêöi¹þ, áóòè
ñêàëÿðîì ÷è âåêòîðîì). Íåçàëåæíèìè çìiííèìè ÷àñòî ¹ êîîðäè-
íàòè òî÷îê òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó òà ÷àñ.

Ó öiëîìó îïåðàòîð ìîäåëi À ïåðåòâîðþ¹ åêçîãåííi (âõiäíi) ïà-
ðàìåòðè â åíäîãåííi (âèõiäíi) A : {X, E, G} → Y. Â çàëåæíîñòi
âiä òèïó ìíîæèí ïàðàìåòðiâ ìîäåëi êëàñèôiêóþòüñÿ é ñàìi ìîäåëi
[60]. Òàêà êëàñèôiêàöiÿ äà¹òüñÿ â íèæ÷åíàâåäåíié òàáëèöi.
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Òàáëèöÿ 1.1
Êëàñèôiêàöiÿ ìîäåëåé çàëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ

Ñòàòè÷íi ìîäåëi Äèíàìi÷íi ìîäåëi
Äèñêðåòíi ìîäåëi Íåïåðåðâíi ìîäåëi
Ñòàöiîíàðíi ìîäåëi Íåñòàöiîíàðíi ìîäåëi
Äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi Ñòîõàñòè÷íi ìîäåëi

Çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ õàðàêòåðèñòèêè îá'¹êòiâ ìîæóòü áóòè ÿê
êiëüêiñíèìè, òàê i ÿêiñíèìè. Äëÿ êiëüêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè ââî-
äÿòüñÿ ÷èñëà. Êiëüêiñíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ìîæóòü âèðàæàòèñÿ
äèñêðåòíèìè àáî íåïåðåðâíèìè âåëè÷èíàìè. Ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ
äèñêðåòíîþ, ÿêùî ñòàí ¨¨ âèõîäiâ i âõîäiâ çìiíþ¹òüñÿ ëèøå â äèñ-
êðåòíi ìîìåíòè ÷àñó; ÿêùî æ âõiäíi òà âèõiäíi çìiííi çìiíþþòüñÿ
íåïåðåðâíî, òî ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíîþ.

Çà õàðàêòåðîì çìiíè ïàðàìåòðè ìîæóòü áóòè äåòåðìiíîâàíè-
ìè é ñòîõàñòè÷íèìè. Äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ âåëè÷èí êîæíîìó ïà-
ðàìåòðó âiäïîâiäà¹ êîíêðåòíå ÷èñëî àáî âiäïîâiäíà ôóíêöiÿ. Òîá-
òî äåòåðìiíîâàíi ïàðàìåòðè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíi, âîíè äàþòü ìî-
æëèâiñòü îäíîçíà÷íî çíàõîäèòè ñòàí ñèñòåìè. Ñòîõàñòè÷íi ïà-
ðàìåòðè ìàþòü ñâî¨ìè çíà÷åííÿìè âèïàäêîâi âåëè÷èíè, çàäàíi
ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi. Äëÿ àíàëiçó ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé çàñòî-
ñîâóþòü ìåòîäè òåîði¨ éìîâiðíîñòi, âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ i ìàòåìà-
òè÷íî¨ ñòàòèñòèêè.

Ïîäië ïàðàìåòðiâ íà ñòàöiîíàðíi é íåñòàöiîíàðíi âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ äëÿ ìîäåëåé, â ÿêèõ îäíèì iç íåçàëåæíèõ àðãóìåíòiâ ìî-
æå áóòè ÷àñ. Äëÿ ñòàöiîíàðíèõ ñèñòåì ïàðàìåòðè íå çìiíþþòüñÿ
â ÷àñi. Ñòàöiîíàðíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi îïèñóþòü ÿâèùà, â ÿêèõ
ïðîòiêàþòü ñòàëi ïðîöåñè. Äî ñòàëèõ ïðîöåñiâ íàëåæàòü i ïåðiîäè-
÷íi ïðîöåñè, äëÿ ÿêèõ äåÿêi ïàðàìåòðè çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè,
à iíøi çìiíþþòüñÿ êîëèâàþ÷èñü. ßêùî îäíèì ç iñòîòíèõ íåçàëå-
æíèõ ïàðàìåòðiâ âèñòóïà¹ ÷àñ, òî ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ íåñòàöiî-
íàðíîþ. Òàêi ìîäåëi, ÿê ïðàâèëî, ñêëàäíiøi çà ñòàöiîíàðíi. Íåñòà-
öiîíàðíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äåÿêèõ îá'¹êòiâ ÷àñòî ìîæíà çâåñòè
äî íåëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ àáî ñèñòåìè âèãëÿäó

dx(t)

dt
= f(t, x(t)), t > 0

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x (t) = x 0 ïðè t = t0.
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Ìîäåëü íàçèâà¹òüñÿ äèíàìi÷íîþ, ÿêùî ïîâåäiíêà âèõiäíîãî
ñèãíàëó çàëåæèòü íå òiëüêè âiä âõiäíîãî ñèãíàëó â ïîòî÷íèé ìî-
ìåíò ÷àñó, àëå é âiä ïîïåðåäíiõ çíà÷åíü âõîäó. Ñèìâîëi÷íî öå ìî-
æíà çàïèñàòè òàê: y = F (x (s), s≤t), äå F � îïåðàòîð ìîäåëi. Öå
îçíà÷à¹, ùî ìîäåëü âîëîäi¹ ïàì'ÿòòþ (iíåðöiéíiñòþ). Ó ïðîòèâíî-
ìó ðàçi � ìîäåëü ñòàòè÷íà, òîáòî ñòàòè÷íà ìîäåëü íå âðàõîâó¹
çìiíè â ÷àñi. Ñòàòè÷íà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìîæå áóòè îêðåìèì
ðiâíÿííÿì àáî ñèñòåìîþ ðiâíÿíü.

Ïîäië ìîäåëåé íà îäíîâèìiðíi, äâîâèìiðíi, òðèâèìiðíi çàñòî-
ñîâó¹òüñÿ äî ìîäåëåé, ñåðåä ïàðàìåòðiâ ÿêèõ ¹ ïðîñòîðîâi êîîð-
äèíàòè. ßê ïðàâèëî, çáiëüøåííÿ ðîçìiðíîñòi ìîäåëi ïðèâîäèòü
äî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü. Îñîáëèâî
ñêëàäíi â ðåàëiçàöi¨ òðèâèìiðíi ìîäåëi, ÿêi âèìàãàþòü âèñîêîïðî-
äóêòèâíèõ ÅÎÌ. Ïðè ðåàëiçàöi¨ òðèâèìiðíèõ ìîäåëåé ïîòðiáíî
ðîçâ'ÿçóâàòè ñèñòåìè âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi, íàïðèêëàä 10 òèñ. ðiâ-
íÿíü i áiëüøå (�ïðîêëÿòòÿ ðîçìiðíîñòi� çà Áåëìàíîì). Ðåàëiçàöiÿ
òàêèõ ìîäåëåé ñòàëà ìîæëèâîþ ëèøå ç ïîÿâîþ ÅÎÌ i ñïåöiàëüíèõ
îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ.

Êëàñèôiêàöiÿ ìîäåëåé çà iíøèìè îçíàêàìè íàâåäåíà â [60].

1.2.5. Iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëåé

Âàæëèâèì åòàïîì ìîäåëþâàííÿ ¹ iäåíòèôiêàöiÿ ìîäåëåé. Òåð-
ìií �iäåíòèôiêàöiÿ� ïîõîäèòü âiä ëàòèíñüêîãî ñëîâà identi�co, ùî â
ïåðåêëàäi îçíà÷à¹ �îòîòîæíþþ�, �ðîçïiçíàþ�. Iäåíòèôiêàöiÿ îçíà-
÷à¹ îòîòîæíåííÿ ìîäåëi îá'¹êòó-îðèãiíàëó.

Ìåòà iäåíòèôiêàöi¨ � öå ïîáóäîâà åôåêòèâíî¨ ìîäåëi, ÿêà áóäå
àäåêâàòíîþ ðåàëüíié äiéñíîñòi. Ìåòîäè iäåíòèôiêàöi¨ � öå ïðîöå-
äóðè ïîáóäîâè àäåêâàòíî¨ (â äåÿêîìó ðîçóìiííi) ìîäåëi ñèñòåìè
íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ.

Äëÿ ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ ìîäåëü ïîâèííà áóòè iäåíòè-
ôiêîâàíà íà îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Iäåíòèôiêîâàíi ìî-
äåëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïîäàëüøîìó äëÿ àíàëiçó é îïòèìiçàöi¨
ïðîöåñiâ ïîâåäiíêè ðåàëüíèõ ñèñòåì, ïëàíóâàííÿ éîãî ðîçâèòêó.
Òîìó äîñëiäíèêè ìàþòü óìiòè áóäóâàòè àäåêâàòíi ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi ñèñòåì òàê, ùîá àäåêâàòíiñòü çàáåçïå÷óâàëàñÿ äëÿ íàé-
áiëüø õàðàêòåðíèõ óìîâ ôóíêöiîíóâàííÿ äàíî¨ ñèñòåìè.
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Çàäà÷à iäåíòèôiêàöi¨ ôîðìóëþ¹òüñÿ òàê: íåõàé ó ðåçóëüòàòi
åêñïåðèìåíòiâ íàä äåÿêèì îá'¹êòîì çàìiðÿíi âõiäíi Õ1, Õ2,. . . ,
Õn òà âèõiäíi Y1, Y2,. . . , Ym çìiííi. Ïîòðiáíî âèçíà÷èòè âèä
(ñòðóêòóðó) i çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ îïåðàòîðà À, ÿêèé ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü çìiííèì Õ çìiííi Y.

Ó çâ'ÿçêó iç öèì ó òåîði¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïðèéíÿòî ðîçðiçíÿòè äâi
çàäà÷i: çàäà÷ó iäåíòèôiêàöi¨ â øèðîêîìó ðîçóìiííi (ñòðóêòóðíà
iäåíòèôiêàöiÿ) i çàäà÷ó iäåíòèôiêàöi¨ ó âóçüêîìó ðîçóìiííi (ïàðà-
ìåòðè÷íà iäåíòèôiêàöiÿ).

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ââàæà¹òüñÿ íåâiäîìîþ ñòðóêòóðà é ïàðà-
ìåòðè îïåðàòîðà À, â äðóãîìó � ëèøå ïàðàìåòðè öüîãî îïåðàòîðà.

Çàäà÷à ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ ó âèáîði ñòðóêòó-
ðè (êëàñó) ìîäåëi çà ñïîñòåðåæåííÿìè îá'¹êòà, òîáòî ó âèáîði âè-
ãëÿäó é õàðàêòåðó ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿêi óòâîðþþòü
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü. Îñêiëüêè ïiä ìîäåëëþ ðîçóìiþòü ñïiââiäíî-
øåííÿ Y = A(X), äå X � âõiäíi, Y � âèõiäíi ïàðàìåòðè, òî çàäà÷à
ñòðóêòóðíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi (ñèíòåçi) ìîäåëüíîãî
îïåðàòîðà À.

ßêùî ñòðóêòóðà îïåðàòîðà À âæå âiäîìà, òî ïîòðiáíî ùå íà
îñíîâi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ öi¹¨
ñòðóêòóðè, ïîçàÿê ñòðóêòóðà ìîäåëi � öå ùå íå ñàìà ìîäåëü.

Çàäà÷à ïàðàìåòðè÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ïà-
ðàìåòðiâ îïåðàòîðà À (êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿíü) ïðè îáðàíié éîãî
ñòðóêòóði.

Ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî äëÿ íàëåæíî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi ñêëà-
äíîãî ïðîöåñó ïîòðiáíî äîêëàñòè íà ïîðÿäîê áiëüøå çóñèëü, íiæ
íà ðîçðîáêó ñàìî¨ ìîäåëi. Iíêîëè iíôîðìàöi¨, íåîáõiäíî¨ äëÿ iäåí-
òèôiêàöi¨, íåìà¹, äåêîëè äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ òðåáà çäiéñíèòè ñïåöi-
àëüíi äîñëiäæåííÿ, åêñïåðèìåíòè.

1.2.6. Àãðåãóâàííÿ òà äåêîìïîçèöiÿ ìîäåëåé

Ó äàíèé ÷àñ ìàòåìàòè÷íå é iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ ñòàëî
îäíèì iç íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíèõ i åôåêòèâíèõ ìåòîäiâ äîñëi-
äæåííÿ ñêëàäíèõ ðåàëüíèõ ÿâèù òà ïðîöåñiâ.

Ïðè ìîäåëþâàííi äîñëiäíèê ìà¹ ñïðàâó, ÿê ïðàâèëî, çi ñêëà-
äíèìè îá'¹êòàìè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ âåëè÷åçíîþ êiëüêiñòþ
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çìiííèõ i ïàðàìåòðiâ, òî÷íà êiëüêiñòü ÿêèõ íåâiäîìà. Êðiì òîãî,
÷àñòî âiäñóòíi àáî íåïîâíi åêñïåðèìåíòàëüíi äàíi ïðî ïàðàìåòðè,
áåç ÿêèõ ìîäåëü íå ìîæå áóòè àäåêâàòíîþ.

Óæå íà åòàïi âèáîðó ïàðàìåòðiâ ìîäåëi âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi
ñàìå çìiííi ñèñòåìè íåîáõiäíî âêëþ÷èòè â ìîäåëü, ñêiëüêè ¨õ ìà¹
áóòè. Î÷åâèäíî, ùî âêëþ÷åííÿ â ìîäåëü óñiõ åëåìåíòiâ íàäçâè-
÷àéíî óñêëàäíèëî á ¨¨, óòðóäíèëî á ðîáîòó ç íåþ, ¨¨ ðîçóìiííÿ
òà iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, çóìîâèëî á âèìîãè äî
åêñïåðèìåíòàëüíî¨ iíôîðìàöi¨. Òîìó âæå íà åòàïi ìîäåëþâàííÿ
âèíèêà¹ ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ ìîäåëi. Ïðè àãðåãóâàííi ïàðàìå-
òðè ñïðîùåíî¨ ìîäåëi ïîäàþòü ÿê àãðåãàòè âåëè÷èí âèõiäíî¨ ìî-
äåëi ó âèãëÿäi íîâèõ çìiííèõ. Àãðåãóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ òàê, ùîá
îäåðæàíà áiëüø ïðîñòà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü îïèñóâàëà òiëüêè ãî-
ëîâíi ðèñè ðåàëüíîãî îá'¹êòà. Iíêîëè àãðåãîâàíi ìîäåëi áóäóþòüñÿ
äëÿ âèâ÷åííÿ òîïîëîãi÷íèõ âëàñòèâîñòåé âèõiäíî¨ ñèñòåìè, íàïðè-
êëàä, êîëè íåîáõiäíî âèçíà÷èòè, ÷è ñèñòåìà ñòiéêà â öiëîìó.

Ïiä àãðåãóâàííÿì êîìïîíåíò ñèñòåìè áóäåìî ðîçóìiòè ïðî-
öåäóðó îá'¹äíàííÿ îäíîðiäíèõ çà ÿêèìèñü îçíàêàìè êîìïîíåíò
ó áëîêè (àãðåãàòè), êîæíèé ç ÿêèõ ¹ êîìïîíåíòîþ íîâî¨ ìîäåëi,
áiëüø åôåêòèâíî¨ äëÿ äîñëiäæåííÿ.

×àñòî àãðåãîâàíi çìiííi ââîäÿòüñÿ ÿê ñóìè äåÿêèõ êîìïîíåíò
âèõiäíèõ íåâiäîìèõ âåëè÷èí, â iíøèõ âèïàäêàõ áåðóòüñÿ çâàæå-
íi ñóìè, àãðåãîâàíi çìiííi ìîæóòü áóòè ââåäåíi òàêîæ øòó÷íèì
ñïîñîáîì.

ßêiñòü àãðåãóâàííÿ ïåðåâiðÿ¹òüñÿ øëÿõîì çiñòàâëåííÿ ðåçóëü-
òàòiâ âiäòâîðåííÿ îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ñèòóàöi¨ íà äâîõ ìîäåëÿõ. Ïðè
àãðåãóâàííi âèñóâàþòüñÿ ðiçíi ãiïîòåçè âiäíîñíî ïðèíöèïiâ éîãî
ðåàëiçàöi¨. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì ïðîâåäåííÿ îá-
÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ íà ìîäåëÿõ.

Ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ äîñèòü àêòóàëüíà ïðè ìîäåëþâàííi ði-
çíèõ ñèñòåì. Íåþ çàéìàþòüñÿ õiìiêè äëÿ îïèñó áàãàòîêîìïîíåí-
òíèõ ðåàêöié, åêîíîìiñòè � äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ åêîíîìi-
÷íèõ ñèñòåì, ó òåîði¨ àâòîìàòè÷íîãî óïðàâëiííÿ � ïðè äîñëiäæåí-
íi äèíàìiêè ñêëàäíèõ ñèñòåì, ó òåîðåòè÷íié ôiçèöi, åêîëîãi¨ òîùî.
Iäåÿ àãðåãóâàííÿ îñíîâíà ïðè ïîáóäîâi ñèñòåì iìiòàöi¨.

Ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi åêîëî-
ãi÷íèõ ñèñòåì ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà êiëüêîìà íàïðÿìàìè.
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1. Ðîçäiëèòè åêîñèñòåìó íà âèäè. Òàêèé ïîäië åêîñèñòåìè ìîæå
ïðèâåñòè äî ïîÿâè â ìîäåëi 100, 1000 çìiííèõ i çðîáèòè ¨¨ íåçðó-
÷íîþ äëÿ äîñëiäæåííÿ.

2. Â åêîëîãi¨ çàçâè÷àé ñèñòåìè ìàþòü i¹ðàðõi÷íó (âåðòèêàëü-
íó) ñòðóêòóðó, òîìó òóò ìîæëèâå àãðåãóâàííÿ, ïðè ÿêîìó êîæíà
ãðóïà çìiííèõ îäíîãî òðîôi÷íîãî ðiâíÿ îá'¹äíó¹òüñÿ â îäíó çìiííó
òàê, ùî àãðåãîâàíi çìiííi êîíñòðóþþòüñÿ ç äåÿêî¨ ìíîæèíè ïî÷à-
òêîâèõ çìiííèõ, ÿêi íàëåæàòü îäíîìó ðiâíþ, òîáòî ÿê àãðåãîâàíi
çìiííi ðîçãëÿäàþòü àáî ñóìàðíi áiîìàñè, àáî çàãàëüíó êiëüêiñòü
óñiõ âèäiâ îäíîãî òðîôi÷íîãî ðiâíÿ. Àëå òàêi ìîäåëi ìàëî ïðèäàòíi
äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ i ìîæóòü ìàòè ëèøå òåîðå-
òè÷íèé iíòåðåñ. Îêðiì öüîãî, íåîäíîçíà÷íî ìîæå áóòè âèçíà÷åíå
ïîíÿòòÿ òðîôi÷íîãî ðiâíÿ.

3. Ïîäië ñèñòåìè çà òðîôi÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Àëå i öåé
ïîäië âàæêî çäiéñíèòè, îñêiëüêè â ðiçíèõ âèäiâ îäíi õàðàêòåðè-
ñòèêè ìîæóòü çáiãàòèñÿ, à iíøi � íi. Çà öèõ óìîâ ïðåäñòàâíèêè
îäíîãî âèäó ìîæóòü íàëåæàòè äî ðiçíèõ ãðóï. Òàê, äåÿêi âèäè
çîîïëàíêòîíà ìîæóòü êîðìèòèñÿ ÿê ôiòîïëàíêòîíîì, òàê i çîî-
ïëàíêòîíîì, i âíàñëiäîê öüîãî ðîçäiëåíi íà ðiçíi ãðóïè, õî÷à ðå-
øòîþ õàðàêòåðèñòèê âîíè íå ðîçðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ.

4. Àãðåãóâàííÿ øëÿõîì çàìiíè çìiííèõ, òàê ùîá ïðàâi ÷àñòèíè
àãðåãîâàíèõ ìîäåëåé ìîæíà ïîäàòè â àãðåãîâàíèõ çìiííèõ.

Â åêîëîãi¨ ïðîáëåìà àãðåãóâàííÿ ùå óñêëàäíþ¹òüñÿ iñòîòíîþ
íåëiíiéíiñòþ ñèñòåì. Íåëiíiéíiñòü óñêëàäíþ¹ ïîøóê ìàòåìàòè÷íî-
ãî îïèñó àãðåãîâàíî¨ ñèñòåìè. Êðiì öüîãî, ó ïiäõîäi, ùî áàçó¹òüñÿ
íà àãðåãóâàííi, âèíèêàþòü ïðîáëåìè ïî âiäíîâëåííþ iíôîðìàöi¨
ïðî âèõiäíi çìiííi çà àãðåãàòàìè.

Iíêîëè ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷ âåëèêî¨ ðîçìiðíîñòi ðîçâ'ÿçîê
ìîæíà îäåðæàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è äåêîìïîçèöiþ, òîáòî çâåäåí-
íÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i äî ñóêóïíîñòi ïðîñòiøèõ çàäà÷ ìåíøî¨ ðîç-
ìiðíîñòi, ïðè÷îìó ñóêóïíiñòü áiëüø ïðîñòèõ çàäà÷ åêâiâàëåíòíà
âèõiäíié çàäà÷i. Äëÿ äåêîìïîçèöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé âèêî-
ðèñòîâóþòü ìåòîäè ðîçäiëåííÿ çìiííèõ, ìåòîäè ðîçäiëåííÿ ðóõiâ
çà òåìïàìè ¨õ çìiíè, ìåòîäè ìàëîãî ïàðàìåòðà òîùî. Íà îñíîâi
ìåòîäiâ äåêîìïîçèöi¨ áóäóþòüñÿ ÷èñëîâi àëãîðèòìè ç îðãàíiçàöi-
¹þ ïàðàëåëüíèõ îá÷èñëåíü. Äåêîìïîçèöiÿ é àãðåãóâàííÿ � îñíîâíi
ìåòîäè äîñëiäæåííÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì.
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1.3. Îñîáëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì

Áóäü-ÿêà ìîäåëü � öå iäåàëiçàöiÿ ðåàëüíîñòi. Ðåàëüíi ïîïóëÿ-
öi¨, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç îêðåìèõ îñîáèí çi ñâî¨ìè ïàðàìåòðàìè, ìè
çàìiíþ¹ìî ñèñòåìàìè ðiâíÿíü. Äàëi ðåçóëüòàòè àíàëiçó ðiâíÿíü
iíòåðïðåòó¹ìî â òåðìiíàõ åêîëîãi¨. Öiëêîì ïðèðîäíå ïèòàííÿ �
íàñêiëüêè òî÷íî ìîæíà îïèñàòè ñêëàäíi åêîëîãi÷íi ñèñòåìè çà äî-
ïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü. Îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäi íà
öå ïèòàííÿ íå iñíó¹. Àëå áiëüø íiæ ñòîëiòí¹ çàñòîñóâàííÿ ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé â åêîëîãi¨, åïiäåìiîëîãi¨, ãåíåòèöi âêàçó¹ íà
âàæëèâiñòü i ïðàâîìiðíiñòü òàêîãî ïiäõîäó.

Ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì ¹ ç'ÿñóâàííÿ ìåõàíi-
çìiâ âçà¹ìîäi¨ åëåìåíòiâ ñèñòåìè, ïðîãíîç ïîâåäiíêè ñèñòåìè ïðè
ðiçíèõ çîâíiøíiõ âïëèâàõ i ðiçíèõ ñïîñîáàõ óïðàâëiííÿ, iäåíòèôi-
êàöiÿ i âåðèôiêàöiÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi çà åêñïåðèìåíòàëüíèìè äà-
íèìè, îöiíêà ñòiéêîñòi ñèñòåìè, îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ
âiäïîâiäíî äî âèáðàíîãî êðèòåðiþ îïòèìàëüíîñòi.

Íàéïåðøèì îá'¹êòîì ìàòåìàòè÷íî¨ åêîëîãi¨ áóëè içîëüîâàíi
ïîïóëÿöi¨. Äëÿ íèõ ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè âèâ÷àëèñü ïèòàí-
íÿ ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè. Äàëi âiäáóëîñÿ óçàãàëüíåííÿ íà ãðóïè
ïîïóëÿöié i áiîëîãi÷íi ñïiëüíîòè, òåïåð ìàòåìàòè÷íà åêîëîãiÿ ìà¹
ñâî¨ì îá'¹êòîì öiëi åêîñèñòåìè é åêîëîãî-åêîíîìi÷íi ñèñòåìè.

Óñi áiîëîãi÷íi ñèñòåìè ñêëàäíi áàãàòîêîìïîíåíòíi, ñòðóêòóðî-
âàíi çà äåÿêîþ îçíàêîþ. Ïðè ìîäåëþâàííi òàêèõ ñèñòåì ìîæëèâi
äâà ïiäõîäè. Ïåðøèé ïiäõiä � ôåíîìåíîëîãi÷íèé (àãðåãîâàíèé).
Çãiäíî ç öèì ïiäõîäîì âèçíà÷àþòüñÿ çàãàëüíi õàðàêòåðèñòèêè ñè-
ñòåìè (íàïðèêëàä, çàãàëüíà êiëüêiñòü âèäiâ) i âèâ÷àþòüñÿ ÿêi-
ñíi âëàñòèâîñòi öèõ âåëè÷èí ó ÷àñi. Àíàëiòè÷íèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹
îäåðæàòè ÿêiñíó êàðòèíó ïîâåäiíêè ñèñòåìè â öiëîìó, íå çàãðî-
ìàäæóþ÷è ¨¨ ìíîæèíîþ îêðåìèõ ïîäðîáèöü, ùî ¹ îñíîâîþ äëÿ
ïîáóäîâè òåîðåòè÷íî¨ åêîëîãi¨. Òàêèé ïiäõiä øèðîêî âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ â äèíàìi÷íié òåîði¨ ïîïóëÿöié.

Äðóãèé ïiäõiä ïîâ'ÿçàíèé ç iìiòàöiéíèì ìîäåëþâàííÿì, ÿêå
ìîæå äàòè äîáðèé êiëüêiñíèé ïðîãíîç ïîâåäiíêè ñêëàäíî¨ ñèñòåìè
ïðè ðiçíèõ íà ñèñòåìó. Äëÿ îïèñó åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì, ùî âêëþ-
÷àþòü áàãàòî ðiçíèõ ôàêòîðiâ, iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ îñòàííiì
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÷àñîì ñòàëî îñîáëèâî ïðèâàáëèâèì. Çàâäÿêè ìîæëèâîñòÿì ñòàâè-
òè îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè ìîæíà ïðîãðàâàòè ðiçíi ñöåíàði¨
ïîâåäiíêè ñèñòåìè i òèì ñàìèì âèáèðàòè êåðóâàííÿ äëÿ îïòèìàëü-
íî¨ ñòðàòåãi¨ åêñïëóàòàöi¨ ïðèðîäíèõ ñèñòåì.

Îñîáëèâiñòü ìîäåëþâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî, ïîïðè ¨õ ñêëàäíiñòü, çàêîíè ðîçâèòêó òàêèõ ñèñòåì âèâ÷àþ-
òüñÿ íà ïðîñòèõ ìîäåëÿõ, à ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ iíòåðïðåòó-
þòüñÿ ó âèãëÿäi äåÿêèõ ÿêiñíèõ âèñíîâêiâ i ïîòiì ðîçïîâñþäæóþ-
òüñÿ íà ðåàëüíi ñèñòåìè. Ïåðåâiðèòè ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ìî-
æíà øëÿõîì çiñòàâëåííÿ ç äàíèìè ðåàëüíèõ ñïîñòåðåæåíü òiëüêè
íà ðiâíi ÿêiñíèõ âèñíîâêiâ. Ïðÿìå åêñïåðèìåíòàëüíå äîñëiäæåííÿ
åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì ç ìåòîþ ïåðåâiðêè ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ
÷àñòî ïðàêòè÷íî íåìîæëèâå.

Áiëüøiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì ôîðìó-
ëþþòüñÿ òàê, ùîá äîñÿãòè êîìïðîìiñó ìiæ ïðîñòîòîþ àíàëiçó ìî-
äåëi òà ¨¨ àäåêâàòíiñòþ ðåàëüíié ñèñòåìi. Àëå ÷èì áiëüøå ôàêòî-
ðiâ âðàõîâó¹òüñÿ â ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ, òèì ìåíøà éìîâiðíiñòü
âèêîíàòè ïîâíèé àíàëiç ìîäåëi. Ç iíøîãî áîêó, î÷åâèäíî, ùî àá-
ñòðàãóâàííÿ âiä áiëüøîñòi ôàêòîðiâ i ãîíèòâà çà ïðîñòîòîþ ìîäå-
ëi ïðèçâîäÿòü äî íåàäåêâàòíèõ ìîäåëåé. Óðàõóâàííÿ äîäàòêîâèõ
ôàêòîðiâ âèêëèêà¹ çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Âiäîìî, ùî çà-
äà÷i âèâ÷åííÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ç êiëüêiñòþ ïàðàìåòðiâ áiëüøå
òðüîõ ãðîìiçäêi. Òîìó îñîáëèâîãî çíà÷åííÿ íàáóâà¹ çàäà÷à âèäi-
ëåííÿ êëþ÷îâèõ ôàêòîðiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ àäåêâàòíîñòi ìîäåëi.

Äëÿ îïèñó åêîñèñòåì çàñòîñîâóþòü ìåòîäè ç ðiçíèõ îáëàñòåé
ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Ìåòîäàìè ìîäåëþâàííÿ ÷àñòî ñëóæàòü
ìåòîäè òåîði¨ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì. Öå äèôåðåíöiàëüíi é ðiçíèöåâi
ðiâíÿííÿ, ìåòîäè ÿêiñíî¨ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äèôå-
ðåíöiàëüíi òà ðiçíèöåâi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü ïðè÷èííî-íàñëiäêîâi
çâ'ÿçêè â åêîñèñòåìi é äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè äèíàìiêó ïðîöåñiâ ó
ðåæèìi ðåàëüíîãî ÷àñó. Òàêi ìîäåëi íàçèâàþòüñÿ îïèñîâèìè àáî
äåñêðèïòèâíèìè (âiä ëàò. descriptio � îïèñ). Ïðè öüîìó ïðèíöè-
ïiàëüíà ñêëàäíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íå iñíó¹ ïðàâèë âèâåäåííÿ
ñàìèõ ðiâíÿíü � ïðîöåñ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íå ïiä-
äà¹òüñÿ àëãîðèòìiçàöi¨. Ïðîöåäóðè ¨õ ïîáóäîâè áàçóþòüñÿ íà íà-
ïiâåìïiðè÷íèõ çàêîíîìiðíîñòÿõ, ïðèïóùåííÿõ, àíàëîãiÿõ, äîñâiäi
é iíòó¨öi¨.
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Ôîðìóëþâàííÿ áiëüøîñòi åêîëîãi÷íèõ çàäà÷ ìîâîþ ìàòåìàòè-
êè ñêëàäíå. Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî åêîëîãi÷íi ïðîöåñè çíà÷íî
âàæ÷å ïiääàþòüñÿ ôîðìàëiçàöi¨, íiæ ôiçè÷íi òà õiìi÷íi ïðîöåñè.
Òîìó íàäiéíà iíôîðìàöiÿ ìîæå áóòè îòðèìàíè ëèøå ïðî ÿêiñíó
ïîâåäiíêó ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

Òåõíi÷íi òðóäíîùi, ùî âèíèêàþòü ïðè ìîäåëþâàííi, ïîâ'ÿçàíi
ç ðîçìiðíiñòþ çàäà÷, îñêiëüêè äëÿ áiîëîãi÷íèõ óãðóïîâàíü, ùî âè-
êîðèñòîâóþòü ÷èñëåííi ðåñóðñè, ïîòðiáåí ïiäáið ñîòåíü ïàðàìå-
òðiâ i àíàëiç ñèñòåì ç äåñÿòêiâ ðiâíÿíü. Àëå ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî
íàäòî äåòàëüíèé îïèñ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ ñèñòåì ÷àñòî ñïðè÷è-
íþ¹ îäåðæàííÿ íåïðàâäîïîäiáíèõ ðåçóëüòàòiâ ÷åðåç âèêîðèñòàííÿ
âåëèêî¨ êiëüêîñòi íåòî÷íî âèçíà÷åíèõ ïàðàìåòðiâ. Òîìó ÷àñòî çà-
ñòîñîâóþòü ïðèéîìè çìåíøåííÿ êiëüêîñòi çìiííèõ � ¨õ àãðåãóâàí-
íÿ àáî â ìîäåëü óâîäÿòü òiëüêè äîìiíóþ÷i ôàêòîðè. Òàêèé ïiäõiä
äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè áiîëîãi÷íi ñèñòåìè ëèøå â ÿêiñíîìó ïëàíi, òîáòî
äà¹ ìîæëèâiñòü çðîçóìiòè äèíàìi÷íi åôåêòè â ïîâåäiíöi ñèñòåìè.
Òàêi ìîäåëi íàçèâàþòüñÿ ÿêiñíèìè ìîäåëÿìè. Íà öåé ôàêò óêàçó-
âàâ Þ. Îäóì, êîëè ïiäêðåñëþâàâ, ùî �äëÿ ïîáóäîâè çàäîâiëüíèõ
ìîäåëåé äèíàìiêè ïîïóëÿöié íå ïîòðiáíî áàãàòî iíôîðìàöi¨ ïðî âå-
ëèêó êiëüêiñòü çìiííèõ. Ìîäåëi íå ïîâèííi áóòè êîïiÿìè ðåàëüíîãî
ñâiòó � öå ñïðîùåííÿ, ÿêi äîçâîëÿþòü âèÿâèòè êëþ÷îâi ïðîöåñè,
íåîáõiäíi äëÿ ïåðåäáà÷åííÿ ïîâåäiíêè ñèñòåìè� [73].

Iíêîëè íà ïðàêòèöi çàñòîñîâó¹òüñÿ ìåòîä äåêîìïîçèöi¨ ñèñòåì,
ÿêèé ïîëÿãà¹ ó çâåäåííi âèõiäíî¨ ñêëàäíî¨ çàäà÷i äî êiëüêîõ îêðå-
ìèõ ïðîñòiøèõ çàäà÷.

Â åêîëîãi¨ âèêîðèñòîâóþòü äåòåðìiíîâàíi, ñòîõàñòè÷íi é ñòàòè-
ñòè÷íi ìîäåëi. Äåòåðìiíîâàíi ìîäåëi øèðîêî ðîçïîâñþäæåíi, äî-
ñèòü êîðèñíi äëÿ òåîðåòè÷íî¨ i ïðàêòè÷íî¨ åêîëîãi¨. Äåòåðìiíîâà-
íi ìîäåëi äîçâîëÿþòü ïåðåäáà÷èòè ìàéáóòí¹ åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì,
ÿêùî âiäîìi íèíiøíié ñòàí ñèñòåìè i çàêîí, ùî âèçíà÷à¹ ¨õ åâîëþ-
öiþ. Äåòåðìiíîâàíi äèíàìi÷íi ñèñòåìè � íå ¹äèíî ìîæëèâà iäåàëi-
çàöiÿ áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì.

Áiëüø òî÷íîãî îïèñó äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ìîæíà äîñÿãòè çà
äîïîìîãîþ ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî âðàõîâóþòü âèïàäêîâi ôà-
êòîðè. Ìåòîäàìè ñòîõàñòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ùî áàçóþòüñÿ íà
iíñòðóìåíòi òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, òåîði¨ éìîâiðíîñòi é ìà-
òåìàòè÷íî¨ ñòàòèñòèêè, ìîæíà ðåàëiçóâàòè äåñêðèïòèâíi ìîäåëi,
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ÿêi äîçâîëÿþòü îäåðæàòè iíôîðìàöiþ ïðî çâ'ÿçêè ìiæ íàéáiëüø
âàæëèâèìè çìiííèìè, ùî îïèñóþòü åêîñèñòåìè. Ñåðåä ñòàòèñòè-
÷íèõ ìåòîäiâ âèêîðèñòîâóþòü òi, ùî íå âðàõîâóþòü ÷àñ ÿê çìiííó
(ïðîñòà, ìíîæèííà, ëiíiéíà i íåëiíiéíà êîðåëÿöiÿ, ðåãðåñiÿ, äèñ-
ïåðñiéíèé òà ôàêòîðíèé àíàëiçè), i äèíàìi÷íi ìåòîäè, ùî âðàõî-
âóþòü ÷àñîâó çìiííó (àíàëiç Ôóð'¹, êîðåëÿöiéíèé i ñïåêòðàëüíèé
àíàëiçè). Ñòàòèñòè÷íi ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòü åìïiðè÷íó iíôîð-
ìàöiþ äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëüíèõ çàëåæíîñòåé ìiæ âõiäíèìè
é âèõiäíèìè çìiííèìè.

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ öiëåé çàñòîñîâóþòü iìiòàöiéíi ìîäåëi ñêëà-
äíèõ ñèñòåì. Âîíè äîçâîëÿþòü âðàõîâóâàòè âñþ íàÿâíó iíôîðìà-
öiþ i òèì ñàìèì ïðîãíîçóâàòè ïîâåäiíêó ñèñòåìè àáî ðîçâ'ÿçóâàòè
îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i åêñïëóàòàöi¨ ïîïóëÿöié. Ïðîãðàìíà ðåàëiçà-
öiÿ çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîñòi îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ
iìiòó¹ ïðîöåñ ôóíêöiîíóâàííÿ ðåàëüíî¨ ñèñòåìè íà ÅÎÌ.

Ïðèíöèïiàëüíî iíøèé ìåòîä ìîäåëþâàííÿ, ùî áàçó¹òüñÿ íà çà-
ñòîñóâàííi åêñòðåìàëüíèõ ïðèíöèïiâ, çãiäíî ç ÿêèìè â ïðèðîäi
ðåàëiçóþòüñÿ ëèøå òi ñòàíè ñèñòåìè, ÿêi íàäàþòü åêñòðåìàëüíîãî
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (ôóíêöiîíàëó), ùî âèçíà÷à¹ ðîçâèòîê ñèñòåìè
é íàçèâà¹òüñÿ öiëüîâîþ ôóíêöi¹þ.

Íàéâiäîìiøèé âàðiàöiéíèé ïðèíöèï � öå ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà,
âiäïîâiäíî äî ÿêîãî êîæíà ìåõàíi÷íà ñèñòåìà ïîâîäèòü ñåáå òàê,
ùîá ôóíêöiîíàë äi¨ (iíòåãðàë çà ÷àñîì âiä ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà) áóâ
ìiíiìàëüíèì. Â åêîëîãi¨ ¹ ñïðîáè âèêîðèñòàííÿ öüîãî âàðiàöiéíîãî
ìåòîäó, à òàêîæ áàãàòüîõ iíøèõ. Ñåðåä íèõ ïðèíöèï ìàêñèìóìó
ìàëüòóçiàíñüêîãî ïàðàìåòðà, ïðèíöèï îïòèìàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨,
ïðèíöèï âèæèâàííÿ òà ií.

Ñåðåä ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ùî çàñòîñîâóþ-
òüñÿ â åêîëîãi¨, âàðòî âèäiëèòè ìåòîäè êëiòèííèõ àâòîìàòiâ. Âîíè
çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðîñëèííîãî ïîêðèâó òà íåðiâíî-
ìiðíîãî ðîçïîäiëó ïîïóëÿöi¨ ïî òåðèòîði¨.

Êëiòèííi àâòîìàòè � öå äèíàìi÷íi ìîäåëi ç äèñêðåòíèì ÷à-
ñîì, ïðîñòîðîì i ñòàíàìè. Ïðîñòèé êëiòèííèé àâòîìàò âèçíà÷à-
¹òüñÿ ñiòêîþ L, ïðîñòîðîì ñòàíiâ Q, øàáëîíîì ñóñiäíiõ êëiòîê i
ôóíêöi¹þ ïåðåõîäiâ. Êîæíà êëiòêà iç ñiòêè L ìîæå çíàõîäèòèñÿ â
ñòàíi ç ïðîñòîðó Q. Êëiòêè ìîæóòü ç'¹äíóâàòèñÿ ðiçíèìè ñïîñîáà-
ìè, â íàéïðîñòiøîìó âèïàäêó âîíè óòâîðþþòü êâàäðàòíó ñiòêó.
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Êëiòêè ìîæóòü îäíî÷àñíî çìiíþâàòè ñâié ñòàí ó äèñêðåòíi ìîìåí-
òè ÷àñó. Íàñòóïíèé ñòàí êëiòêè çàëåæèòü âiä ñòàíiâ îòî÷óþ÷èõ ¨¨
ñóñiäiâ i ôóíêöi¨ ïåðåõîäó. Ôóíêöiÿ ïåðåõîäó ìà¹ âèãëÿä

ast+1 = f(aut ),

äå ast � ñòàí êëiòêè â ìîìåíò ÷àñó t; U � ìíîæèíà êëiòîê, ñóñiäíiõ
iç êëiòêîþ s; f � ôóíêöiÿ ïåðåõîäó.

Â îñòàíí¹ äåñÿòèëiòòÿ øèðîêîãî ðîçïîâñþäæåííÿ äëÿ õiìi-
÷íèõ, ìåäè÷íèõ, ìåäèêî-áiîëîãi÷íèõ, åêîëîãi÷íèõ äîñëiäæåíü íà-
áóëè ìåòîäè íåéðîííèõ ìåðåæ. Â åêîëîãi¨ âîíè çàñòîñîâóþòüñÿ
äëÿ ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè ðèá, ïðîöåñó âiäòâîðåííÿ ôiòîïëàí-
êòîíó òîùî.

1.4. Ðîëü äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ìàòåìàòè÷íié

åêîëîãi¨

Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ ïðèðîäîçíàâñòâà âèíèêàþòü ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi ó âèãëÿäi àâòîíîìíèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü. Òàêi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü çàëåæíiñòü øâèäêîñòi çìiíè äå-
ÿêèõ âåëè÷èí, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ôàçîâèìè çìiííèìè, âiä çíà÷åíü
öèõ ñàìèõ âåëè÷èí. Çâè÷àéíi äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ìà¹ìî òî-
äi, êîëè íåçàëåæíîþ çìiííîþ ¹ ëèøå ÷àñ. Íàÿâíiñòü êiëüêîõ íå-
ïåðåðâíèõ íåçàëåæíèõ çìiííèõ ïðèâîäèòü äî ðiâíÿíü áiëüø ñêëà-
äíîãî âèãëÿäó.

Ïiäõiä, ùî áàçó¹òüñÿ íà àïàðàòi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
íàéáiëüø øèðîêî çàñòîñîâó¹òüñÿ i â ìàòåìàòè÷íié åêîëîãi¨. Çà äî-
ïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ìîæíà ñòâîðèòè ìàòå-
ìàòè÷íó ìîäåëü åêîëîãi÷íîãî ïðîöåñó. Áàãàòî ìàòåìàòè÷íèõ ìî-
äåëåé åêîëîãi¨ îïèñóþòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.
Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äîçâîëÿþòü îïèñóâàòè äèíàìiêó ÷è-
ñåëüíîñòi (áiîìàñè) ïîïóëÿöié, ùî âõîäÿòü ó ñèñòåìó. Ðîçâ'ÿçóâàí-
íÿ öèõ ðiâíÿíü (õî÷à á íàáëèæåíî) óìîæëèâëþ¹ ïåðåäáà÷åííÿ
âëàñòèâîñòåé äîñëiäæóâàíîãî ÿâèùà i çäiéñíåííÿ ïðîãíîçó.

Ïåðøà ñïðîáà âèêîðèñòàòè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äëÿ îïè-
ñó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ íàëåæèòü Ìàëüòóñó. Âîíà áóëà
çàïðîïîíîâàíà äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîñòó íàðîäîíàñåëåííÿ, çâiäêè âií
îòðèìàâ çàêîí åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîñòó â íåîáìåæåíîìó ñåðåäî-
âèùi. Ìîäåëü äîáðå îïèñó¹ ðiñò ïîïóëÿöi¨ êëiòèí ïðè âiäñóòíîñòi
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áóäü-ÿêîãî ëiìiòóâàííÿ. Íà ïðàêòèöi ìîäåëü Ìàëüòóñà çàñòîñîâíà
íà ïåâíèõ åòàïàõ äëÿ øèðîêîãî êëàñó äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ, ÿêi â
îñíîâíîìó ñïîñòåðiãàþòüñÿ â ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ.

Êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi âçà¹ìîäi¨ äâîõ ïî-
ïóëÿöié ¹ ñèñòåìà �õèæàê�æåðòâà�. Ìîäåëü òàêî¨ ïîïóëÿöi¨ îïè-
ñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

ẋ = α(x)x− V (x)y,

ẏ = c(y)y − kV (x)y,

äå x � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ æåðòâè; y � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ õè-
æàêà; α(x) � ïèòîìà øâèäêiñòü ðîñòó içîëüîâàíî¨ ïîïóëÿöi¨ æåð-
òâè; V (x) � òðîôi÷íà ôóíêöiÿ õèæàêà; c(y) � ïèòîìà øâèäêiñòü
âèìèðàííÿ içîëüîâàíî¨ ïîïóëÿöi¨ æåðòâè, k = const. Ïðè ñòàëèõ
ïàðàìåòðàõ öi¹¨ ñèñòåìè i ëiíiéíié òðîôi÷íié ôóíêöi¨ îäåðæó¹ìî
ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè, ÿêà äîïóñêà¹ ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè.

ßê ïðàâèëî, åêîëîãi÷íi ñèñòåìè îïèñóþòüñÿ íåëiíiéíèìè ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè i ìiñòÿòü ïàðàìåòðè, çíà÷åííÿ ÿêèõ íåâiäîìi àáî ¨õ
âèçíà÷åííÿ ïîâ'ÿçàíî çi çíà÷íèìè òðóäíîùàìè. Óíàñëiäîê íåëi-
íiéíîñòi ïðîÿâëÿ¹òüñÿ âiäñóòíiñòü ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨, âëàñòè-
âîãî ëiíiéíèì çàäà÷àì. Ó áàãàòüîõ íåëiíiéíèõ çàäà÷àõ ïðè ïåâíèõ
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ âèíèêà¹ áiôóðêàöiÿ (áóêâàëüíî � ðîçäâî¹í-
íÿ). Â åêîëîãi÷íèõ i áiîëîãi÷íèõ ìîäåëÿõ òàêå ÿâèùå çóñòði÷à¹òüñÿ
äîñèòü ÷àñòî. Îñîáëèâî âàæëèâå äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ñèñòåìè
ïîáëèçó òèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ âèíèêàþòü ïåðåáóäîâè
â ïîâåäiíöi áiîëîãi÷íèõ óãðóïîâàíü. Äëÿ äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ
ìîäåëåé ïîòðiáíî áàãàòî çíàíü iç ðiçíèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó, òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi çâè÷àéíèìè i ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè, àëãåáðè, òåîði¨ êîëèâàíü, ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ òîùî.

Äëÿ àíàëiçó íåëiíiéíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ÷àñòî âèêîðèñòî-
âóþòüñÿ ÿêiñíi ìåòîäè. ßêiñíà òåîðiÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì ÿêðàç i
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âàæëèâi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà âñòàíî-
âèòè, íå ìàþ÷è ñàìèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Íåõàé ìíîæèíà ñòàíiâ äåÿêî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ ïiäìíîæè-
íîþ Õ � Rn ç êîîðäèíàòàìè õ = (õ 1, õ 2, . . . , õn) i äèíàìiêà ÷è-
ñåëüíîñòi âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü

ẋi = fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, n. (1.4.1)

37



ßêùî çàäàíà ïî÷àòêîâà óìîâà é âèêîíó¹òüñÿ òåîðåìà iñíóâàí-
íÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, òî ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (1.4.1) (÷àñòiøå çà âñå íà ÅÎÌ çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâèõ
ìåòîäiâ), òîáòî ôàçîâi çìiííi õ 1(t), õ 2(t), . . . i òèì ñàìèì ïåðåä-
áà÷èòè õiä ïðîöåñó ç ÷àñîì. Àëå îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè (1.4.1),
îêðiì ôàçîâèõ çìiííèõ, ìiñòÿòü ùå ïàðàìåòðè, òî÷íå çíà÷åííÿ
ÿêèõ ÷àñòî íåâiäîìå, òî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ÷èñåëüíî äëÿ âñiõ ìî-
æëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ ïðèíöèïîâî íåìîæëèâî. Òîìó ïîòði-
áíi ìåòîäè, ÿêi äîçâîëÿþòü àíàëiçóâàòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ äè-
íàìi÷íèõ ñèñòåì áåç ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ. ßêiñíå äîñëiäæåííÿ äëÿ
äâîâèìiðíèõ ñèñòåì äîçâîëÿ¹ çäiéñíèòè ìåòîä ôàçîâî¨ ïëîùèíè.

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çðó÷íî ïîäàâàòè
ó âèãëÿäi òðà¹êòîðié � êðèâèõ, ÿêi çîáðàæàþòüñÿ òî÷êîþ õ 1(t),
õ 2(t), . . . , xn(t) ó ôàçîâîìó ïðîñòîði x1, x2, . . . , xn. Ñóêóïíiñòü
ôàçîâèõ òðà¹êòîðié ñêëàäàþòü ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè. Ïðè
öüîìó ôàçîâi òðà¹êòîði¨, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì ïî÷àòêîâèì óìî-
âàì, íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Äèôåðåíöiàëüíi ìîäåëi, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â åêîëîãi¨, ÿê
ïðàâèëî, ÿêiñíi: âîíè ïîêëèêàíi îïèñóâàòè ïðèíöèïîâi ÿêiñíi âëà-
ñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ ïðîöåñiâ, à íå ¨õ äåòàëüíi õàðàêòåðèñòèêè
(äëÿ öüîãî êðàùå ïiäõîäÿòü ñòàòèñòè÷íi ìåòîäè). Òîìó âàæëèâî
ïðè äîñëiäæåííi åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì âèâ÷àòè ïèòàííÿ ÿêiñíîãî õà-
ðàêòåðó, òîáòî íàñ öiêàâèòèìå íå îêðåìà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè, à
ïîâåäiíêà ñèñòåìè â öiëîìó (ñóêóïíiñòü òðà¹êòîðié) i çàëåæíiñòü
âëàñòèâîñòåé öi¹¨ ñóêóïíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

Ïðè ÿêiñíîìó äîñëiäæåííi äèôåðåíöiàëüíèõ ìîäåëåé âèíèêà-
þòü ïèòàííÿ äâîõ òèïiâ. Ïèòàííÿ ïåðøîãî òèïó ñòîñóþòüñÿ âèçíà-
÷åííÿ ïîâåäiíêè ñèñòåìè ïðè ôiêñîâàíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ,
òîáòî ïîáóäîâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà, òîáòî ôàçîâèõ òðà¹êòîðié.

Ñåðåä öèõ òðà¹êòîðié ¹ îñíîâíi, ÿêi âèçíà÷àþòü ÿêiñíó ïîâå-
äiíêó ñèñòåìè. Öå, ïåðø çà âñå, òî÷êè ðiâíîâàãè, ùî âiäïîâiäàþòü
ñòàöiîíàðíèì ðåæèìàì ñèñòåìè, i çàìêíåíi òðà¹êòîði¨ (öèêëè), ùî
âiäïîâiäàþòü ïåðiîäè÷íèì ðîçâ'ÿçêàì ñèñòåìè.

Â åêîëîãi¨ äîñèòü àêòóàëüíà ïðîáëåìà ñòiéêîñòi ñèñòåì â îêîëi
ñòàíiâ ðiâíîâàãè. ×è áóäóòü öi ðåæèìè ñòiéêèìè, ìîæíà âèçíà÷è-
òè ç ïîâåäiíêè ñóñiäíiõ òðà¹êòîðié: ñòiéêà ðiâíîâàãà àáî öèêë ïðè-
òÿãó¹ âñi áëèçüêi òðà¹êòîði¨, íåñòiéêà � âiäøòîâõó¹ ¨õ. Ñòiéêiñòü
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åêîñèñòåì ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè íà ðiâíi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ÿê
ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó çà Ëÿïóíîâèì. Öþ iíôîðìàöiþ â áàãàòüîõ âè-
ïàäêàõ ìîæíà îäåðæàòè ç ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåì. Ëiíåàðèçàöiÿ é äî-
ñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ ìîäåëåé � íåîáõiäíi åëåìåíòè àíà-
ëiçó íåëiíiéíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

Ïèòàííÿ äðóãîãî òèïó ñòîñóþòüñÿ çìií ñòàíó ñèñòåìè ïðè çìi-
íi çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ. Ïîñòóïîâà çìiíà ïàðàìåòðiâ ìîæå ïðèâå-
ñòè äî òîãî, ùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ïåâíi çíà÷åííÿ, ÿêi íàçèâàþ-
òüñÿ êðèòè÷íèìè, ÿêiñíî çìiíþþòüñÿ ðåæèìè, â ÿêèõ ïåðåáóâà¹
ñèñòåìà. Ïðè öüîìó çìiíþ¹òüñÿ i ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè. ßêi-
ñíà ïåðåáóäîâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà íàçèâà¹òüñÿ áiôóðêàöi¹þ, òîáòî
áiôóðêàöiÿ � öå çìiíà òîïîëîãi÷íîãî òèïó ñèñòåìè, êîëè ¨¨ ïàðà-
ìåòðè ïðîõîäÿòü ÷åðåç äåÿêi áiôóðêàöiéíi (êðèòè÷íi) çíà÷åííÿ.

Çàäà÷à ÿêiñíîãî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè, ùî ìiñòèòü ïàðàìåòðè,
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá îïèñàòè âñi ìîæëèâi â íié áiôóðêàöi¨, çíàéòè
áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ùî ðîçáèâàþòü ïðîñòið ïàðà-
ìåòðiâ íà îáëàñòi ç ðiçíèìè òèïàìè ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ, i çîáðàçèòè
äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi ¨¨ ôàçîâèé ïîðòðåò.

Òîìó âèíèêà¹ çàäà÷à ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó ïàðàìåòðiâ íà îáëàñòi
ç ÿêiñíî ðiçíèìè òèïàìè äèíàìi÷íî¨ ïîâåäiíêè, òîáòî ïîáóäîâè
ïàðàìåòðè÷íîãî ïîðòðåòà ñèñòåìè. Ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ðàçîì
iç ôàçîâèì ïîðòðåòîì äàþòü âè÷åðïíó iíôîðìàöiþ ïðî ìîæëèâi
äèíàìi÷íi ðåæèìè â ñèñòåìi i ñêëàäàþòü áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó,
ÿêà ìiñòèòü ìîæëèâi ìîäåëi ïîâåäiíêè ñèñòåìè.

Àëå ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè òîé ôàêò, ùî òî÷íiñòü îöiíêè ïàðà-
ìåòðiâ ñèñòåìè (1.4.1), ÿê ïðàâèëî, íåâåëèêà. Òîìó äîöiëüíî ðîç-
ãëÿäàòè ñèñòåìè, ÿêi áóäóòü íåiñòîòíî çìiíþâàòè ñâîþ ÿêiñíó ïî-
âåäiíêó ïðè ìàëié çìiíi ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè. Ñèñòåìè, íå ÷óòëèâi
äî ìàëèõ çáóðåíü, íàçèâàþòüñÿ ãðóáèìè ñèñòåìàìè. Îñíîâíà âëà-
ñòèâiñòü ãðóáèõ ñèñòåì � öå âëàñòèâiñòü çáåðåæåííÿ ñòðóêòóðè
ôàçîâîãî ïîðòðåòà ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñèñòåìè
(1.4.1). ßêùî çìiíþâàòè ïàðàìåòðè ñèñòåìè, òî ¨¨ ôàçîâèé ïîðò-
ðåò áóäå çìiíþâàòèñÿ, àëå éîãî òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà â äåÿêîìó
äiàïàçîíi çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ áóäå çàëèøàòèñÿ ïîñòiéíîþ. Ïðè äî-
ñÿãíåííi êðèòè÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ âiäáóâàòèìåòüñÿ áiôóðêà-
öiÿ � çìiíà òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè ôàçîâîãî ïîðòðåòà.
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Äàìî ðîçóìiííÿ òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi äèíàìi÷íèõ ñè-
ñòåì. Ó âèïàäêó áàãàòîâèìiðíèõ ñèñòåì

u̇ = f(u), u ∈ Rn,
v̇ = φ(v), v ∈ Rn

òîïîëîãi÷íà åêâiâàëåíòíiñòü ìà¹ ìiñöå òîäi, êîëè iñíó¹ ãîìåîìîð-
ôiçì h: U > V , h(u) = v òàêèé, ùî h ïåðåâîäèòü òðà¹êòîði¨ ïåðøî¨
ñèñòåìè ç îáëàñòi U â òðà¹êòîði¨ äðóãî¨ ñèñòåìè â îáëàñòi V , çáå-
ðiãàþ÷è íàïðÿì ðóõó. Ãîìåîìîðôiçìîì íàçèâà¹òüñÿ âçà¹ìîîäíî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ, ïðè ÿêîìó ñàìå âiäîáðàæåííÿ é îáåðíåíå
äî íüîãî íåïåðåðâíi. Ôàçîâi ïîðòðåòè òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèõ
ñèñòåì òåæ íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíèìè.

Òàêà âëàñòèâiñòü ñèñòåì îñîáëèâî âàæëèâà òîäi, êîëè âîíè çà-
ñòîñîâóþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ïðîáëåì. ßêùî ìà-
ëi çìiíè ïàðàìåòðiâ ïðèâîäÿòü äî çìiíè òîïîëîãi÷íî¨ ñòðóêòóðè
äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (ñèñòåìà íåãðóáà), òî òîïîëîãi÷íà ñòðóêòóðà
ñèñòåìè íå çìîæå ïðàâèëüíî âiäîáðàçèòè äèíàìiêó ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå ÿêiñíó ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïîðòðåòà
ñèñòåìè äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Öÿ ñòðóêòóðà âèçíà÷à¹-
òüñÿ òèïîì i âçà¹ìíèì ðîçìiùåííÿì ïîëîæåíü ðiâíîâàãè, ãðàíè-
÷íèõ öèêëiâ òà ñåïàðàòðèñ.

Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (1.4.1) � öå òî÷êà õ* ôàçîâî¨
ïëîùèíè, äëÿ ÿêî¨ ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü,
òîáòî f (õ*) = 0. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè âiäïîâiäàþòü ñòàöiîíàðíèì
ðåæèìàì i ìîæóòü ìàòè ðiçíó ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïîðòðåòà â éîãî
îêîëi. Iñíóþòü òðè îñíîâíèõ òèïè ïîëîæåíü ðiâíîâàãè: ñòiéêèé
âóçîë, àáî ôîêóñ, íåñòiéêèé âóçîë, àáî ôîêóñ i ñiäëî.

Ñòiéêèé âóçîë i ñòiéêèé ôîêóñ ïðèòÿãó¹ âñi áëèçüêi òðà¹êòîði¨.
Â öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî ñòiéêèé ñòàöiîíàðíèé ðåæèì. Íåñòiéêèé
âóçîë i ôîêóñ âiäøòîâõó¹ âñi áëèçüêi òðà¹êòîði¨. Äëÿ ïîëîæåííÿ
�ñiäëî� iñíóþòü äâi òðà¹êòîði¨, ÿêi ïðèòÿãóþòüñÿ äî ñiäëà i íàçè-
âàþòüñÿ âõiäíèìè ñåïàðàòðèñàìè, òà äâi òðà¹êòîði¨, ùî âèõîäÿòü
iç âóçëà, � âèõiäíi ñåïàðàòðèñè. Âñi iíøi òðà¹êòîði¨ ïiäõîäÿòü äî
ñiäëà, à ïîòiì âiääàëÿþòüñÿ âiä íüîãî (ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè òèïó
ñiäëî � íåñòiéêå).

Ãðàíè÷íèé öèêë � öå çàìêíåíà òðà¹êòîðiÿ íà ôàçîâié ïëîùè-
íi. Ãðàíè÷íi öèêëè âiäïîâiäàþòü ïåðiîäè÷íèì êîëèâàííÿì. Äëÿ

40



ñèñòåìè íà ïëîùèíi ðîçðiçíÿþòü äâà îñíîâíèõ òèïè ãðàíè÷íèõ
öèêëiâ: ñòiéêèé i íåñòiéêèé. Â ïåðøîìó âèïàäêó âñi áëèçüêi ôà-
çîâi òðà¹êòîði¨ ïðÿìóþòü äî ãðàíè÷íîãî öèêëó, íàêðó÷óþ÷èñü íà
íüîãî, ó äðóãîìó âèïàäêó âiääàëÿþòüñÿ âiä íüîãî.

1.5. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ. Ïðîãðàìíi çàñîáè

Çàñòîñóâàííÿ òåõíîëîãi¨ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïåðåä-
áà÷à¹ çàñòîñóâàííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåòîäiâ i êîìï'þòåðíî¨ òå-
õíiêè. Âäîñêîíàëåííÿ êîìï'þòåðíî¨ òåõíiêè çóìîâèëî ïîÿâó ñó-
÷àñíèõ ÅÎÌ iç âåëèêèì îáñÿãîì ïàì'ÿòi é âèñîêîþ øâèäêiñòþ
âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié.

Ó ðåçóëüòàòi âèíèêëà ìàòåðiàëüíà áàçà äëÿ ñòàíîâëåííÿ i
øâèäêîãî ðîçâèòêó ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ç'ÿâèëèñÿ ðå-
àëüíi ìîæëèâîñòi âèêîðèñòàííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó
íå òiëüêè ç iñíóþ÷èìè îá'¹êòàìè, àëå é ïðè ïðîåêòóâàííi íîâèõ
ñêëàäíèõ ñèñòåì. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ òà îá÷èñëþâàëüíèé
åêñïåðèìåíò øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäå-
ëþâàííi ïðîöåñiâ i ÿâèù. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðàçîì iç ñó-
÷àñíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ òåõíiêîþ ðîáèòü ðåàëüíèì îá÷èñëþâàëü-
íèé åêñïåðèìåíò.

Òîáòî, ñêëàâøè ïðîãðàìó çà àëãîðèòìîì ôóíêöiîíóâàííÿ
îá'¹êòà, íà ÅÎÌ ìîæíà ïðîâîäèòè ñåðiþ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïå-
ðèìåíòiâ � òèì ñàìèì äîñëiäæóâàòè âëàñòèâîñòi îá'¹êòà, àíàëiçó-
âàòè àëüòåðíàòèâè, ïåðåâiðÿòè ïðèïóùåííÿ, ïðîãðàâàòè ðiçíîìà-
íiòíi ñöåíàði¨, çíàõîäèòè îïòèìàëüíi ïàðàìåòðè é ðåæèìè ðîáîòè,
ïðîãíîçóâàòè ïîâåäiíêó îá'¹êòà òîùî. Îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðè-
ìåíò ñòàâ îñíîâîþ íàóêîâèõ âiäêðèòòiâ.

Çà äîïîìîãîþ ìîäåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà âèâ÷àòè òàêi
îá'¹êòè, äëÿ ÿêèõ íàòóðíi åêñïåðèìåíòè íåìîæëèâi. Îá÷èñëþ-
âàëüíi åêñïåðèìåíòè ïðîâîäÿòü íå ç ðåàëüíèìè îá'¹êòàìè, à ç
ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè. Çàâäÿêè îá÷èñëþâàëüíèì åêñïåðèìåí-
òàì ñêîðî÷óþòüñÿ òåðìiíè äîñëiäæåííÿ, çíèæóþòüñÿ ìàòåðiàëü-
íi çàòðàòè, ïîÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâiñòü ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi òà ìîäå-
ëþâàííÿ îáåðíåíèõ ïðîöåñiâ. Çàñòîñóâàííÿ êîìï'þòåðíèõ òåõíî-
ëîãié äîçâîëÿ¹ âðàõóâàòè â ìîäåëi áiëüøå ôàêòîðiâ çà ðàõóíîê
âèêîðèñòàííÿ øâèäêèõ àëãîðèòìiâ. Êîìï'þòåðíi ìîäåëi çàñòîñî-
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âóþòüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íàéñêëàäíiøèõ ïðîáëåì, íàïðèêëàä,
êåðîâàíèé òåðìîÿäåðíèé ñèíòåç, ìîäåëþâàííÿ åâîëþöi¨ Âñåñâiòó,
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íèõ çàäà÷.

Íàéáiëüø öiêàâi, àëå ñêëàäíi ãëîáàëüíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi äîçâîëÿþòü äîñëiäæóâàòè ñâiòîâi
òåíäåíöi¨, âèÿâëÿþòü ïåðñïåêòèâè ðîçâèòêó òà ïðîáëåìè, ùî âå-
äóòü äî êðèçè. Ïåðøèì ñïðîáóâàâ ñòâîðèòè ãëîáàëüíi ìîäåëi Äæ.
Ôîððåñòåð, íà îñíîâi ìåòîäó ñèñòåìíî¨ äèíàìiêè, ùî äîçâîëÿ¹ äî-
ñëiäæóâàòè ïîâåäiíêó ñêëàäíèõ ñòðóêòóð. Êîìï'þòåðíå ìîäåëþ-
âàííÿ çà ìîäåëëþ ñâiòîâî¨ äèíàìiêè ïîêàçàëî íàÿâíiñòü êðèç ó
ìàéáóòíüîìó. Ñïðîáè ãëîáàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ áóëè ïðîäîâæåíi
iíøèìè â÷åíèìè.

Îòæå, ïiä êîìï'þòåðíîþ ìîäåëëþ ðîçóìiþòü ïðîãðàìó,
ÿêà ìîæå iíòåðïðåòóâàòèñÿ êîìï'þòåðîì i âiäòâîðþâàòè íà
êîìï'þòåði ïðîöåñ àáî ÿâèùå âiäïîâiäíî äî ìàòåìàòè÷íîãî îïèñó.
Ïðîãðàìíà ðåàëiçàöiÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ìîæå áóòè äîïîâíåíà
ñëóæáîâèìè ïðîãðàìàìè.

Äëÿ óñïiøíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìîäåëþâàííÿ íåîá-
õiäíå âiäïîâiäíå ìàòåìàòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ. Ïðè ðåàëiçàöi¨
êîìï'þòåðíî¨ ìîäåëi âàæëèâèì ìîìåíòîì ¹ âèáið iíñòðóìåíòàëü-
íèõ ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ. Íèíi iñíó¹ áàãàòî ïðîãðàìíèõ çàñîáiâ,
ÿêi äîçâîëÿþòü ðåàëiçóâàòè çàäà÷i ìàòåìàòè÷íîãî òà iìiòàöiéíî-
ãî ìîäåëþâàííÿ. Öå ìîâè ïðîãðàìóâàííÿ ðiçíîãî ðiâíÿ, óíiâåð-
ñàëüíi ìàòåìàòè÷íi ïàêåòè (MathCad, Matlab, Mathematica, Maple
òà ií.), ñïåöiàëiçîâàíi çàñîáè âiçóàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ (Vissim,
Powersim, AnyLogic òà ií.). Ïðè öüîìó íåîáõiäíî ìàòè íà óâàçi,
ùî ìîæóòü âèíèêàòè ïðîáëåìè, ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ íå çàâæäè
ìîæíà äîâiðÿòè óíiâåðñàëüíèì ìàòåìàòè÷íèì ïàêåòàì.

Äî ïåðåâàã ìàòåìàòè÷íèõ ïàêåòiâ âàðòî âiäíåñòè ïðîñòèé i
çðó÷íèé iíòåðôåéñ, øèðîêó áiáëiîòåêó âáóäîâàíèõ ôóíêöié i ÷è-
ñëîâèõ ìåòîäiâ, ìîæëèâiñòü ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü, ãðàôi÷íi çàñî-
áè ïîäàííÿ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ ìîæëèâiñòü iíòåãðàöi¨ ç ïðîãðàì-
íèìè çàñîáàìè âiçóàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ. Ìàòåìàòè÷íi ïàêåòè ¹
iíñòðóìåíòàëüíèìè çàñîáàìè, ÿêi äîçâîëÿþòü ðåàëiçóâàòè ÿê àíà-
ëiòè÷íå, òàê i iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ ðiçíèõ ñèñòåì.

Îäíà ç íàéâàæëèâiøèõ ïðîáëåì ïðè ðåàëiçàöi¨ ìàòåìàòè÷íîãî
ìîäåëþâàííÿ â ñåðåäîâèùi óíiâåðñàëüíèõ ïàêåòiâ � ïiäãîòîâêà ìî-
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äåëi. Ìîäåëü ïîäà¹òüñÿ ó ôîðìi ãðàôi÷íîãî àáî òàáëè÷íîãî îïèñó.
Ïðè öüîìó îá'¹êò ïîòðiáíî ïîäàòè ó âèãëÿäi îêðåìèõ êîìïîíåíòiâ,
äàëi íåîáõiäíî ïåðåäáà÷èòè çâ'ÿçêè ìiæ êîìïîíåíòàìè òà âñòàíî-
âèòè ¨õ ïàðàìåòðè. Ïðè çàïóñêó ìîäåëi íà âèêîíàííÿ àâòîìàòè÷íî
ñòâîðþ¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ îá'¹êò, i çäiéñíþ¹òüñÿ âè-
âåäåííÿ ðåçóëüòàòiâ.

1.6. Iìiòàöiéíi ñèñòåìè òà ìîäåëi

ßê óæå âiäçíà÷àëîñÿ, áóäü-ÿêà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ¹ ôîð-
ìàëüíîþ ñõåìîþ ðåàëüíîãî ÿâèùà, ç ÿêî¨ çà äîïîìîãîþ ôîðìàëü-
íî¨ ëîãiêè ìîæíà îòðèìóâàòè íîâi çíàííÿ ïðî ðåàëüíå ÿâèùå.
Ïðèðîäíî, iñíó¹ ïðàêòè÷íå îáìåæåííÿ íà ñêëàäíiñòü öèõ ñõåì. Öi
îáìåæåííÿ çàëåæàòü âiä òèõ çàñîáiâ, ÿêèìè ìè âîëîäi¹ìî ó ñôåði
ìàòåìàòèêè. ßê áè ñèëüíî íå áóëè ðîçâèíóòi iíñòðóìåíòè äîñëi-
äæåííÿ ôîðìàëüíèõ ñõåì, çàâæäè iñíóþòü ïðîöåñè, ùî íå ïiääà-
þòüñÿ âèâ÷åííþ ìàòåìàòè÷íèìè ìåòîäàìè, òîáòî óñêëàäíåííÿ çà-
äà÷ âèïåðåäæóþòü ìîæëèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Àëå
öå íå îçíà÷à¹, ùî öi ïðîöåñè íå ìîæíà ïiçíàòè.

Ç ïîÿâîþ ÅÎÌ iñòîòíî çðiñ ðiâåíü ñêëàäíîñòi ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëåé, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà ïðàâèëüíî ïåðåäáà÷èòè ïî-
âåäiíêó ñèñòåìè òà ¨¨ âëàñòèâîñòi, òîáòî ç'ÿâèëèñÿ ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi, ÿêi ðiçêî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ½äîìàøèííèõ�. Êîëè ÿâèùà â
ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ íàñòiëüêè ñêëàäíi, ùî àíàëiòè÷íà ìîäåëü ¹ äî-
ñèòü ãðóáèì íàáëèæåííÿì äiéñíîñòi, òî, êðiì ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé, âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìîäåëi, ÿêi âiäòâîðþþòü íà ÅÎÌ ïîâåäií-
êó òi¹¨ ÷è iíøî¨ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè ïðîòÿãîì äåÿêîãî ÷àñó. Öi ìîäåëi
îäåðæàëè øèðîêå çàñòîñóâàííÿ i ñòàëè íàçèâàòèñÿ iìiòàöiéíèìè
ìîäåëÿìè. Iìiòàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ øëÿõîì âiäòâîðåííÿ ïðîöåñó íà
ÅÎÌ, òîáòî ïðîöåñ ôóíêöiîíóâàííÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè çîáðàæà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi àëãîðèòìó, ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ íà ÅÎÌ. Êîìï'þòåð
äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè iìiòàöiéíi ìîäåëi ñêëàäíèõ ñèñòåì, ïðîãðàâàòè
ñöåíàði¨, ðîáèòè ïðîãíîçè. Iìiòàöiéíi ìîäåëi çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ
ïðîãíîçóâàííÿ äèíàìiêè ðåàëüíèõ áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì.

Íàâåäåìî âèçíà÷åííÿ ñàìîãî òåðìiíà ½iìiòàöiÿ� (àíãëiéñüêîþ
ìîâîþ � simulation). Íàéáiëüø âäàëå òðàêòóâàííÿ ñôîðìóëþâàâ
Ð. Øåííîí, âèçíà÷èâøè ¨¨ ÿê ½ïðîöåñ êîíñòðóþâàííÿ ìîäåëi ðå-
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àëüíî¨ ñèñòåìè é ïîñòàíîâêè åêñïåðèìåíòiâ íà öié ìîäåëi ç ìåòîþ
çðîçóìiòè ïîâåäiíêó ñèñòåìè àáî îöiíèòè (â ðàìêàõ îáìåæåíü, ùî
íàêëàäàþòüñÿ äåÿêèì êðèòåði¹ì àáî ñóêóïíiñòþ êðèòåði¨â) ðiçíi
ñòðàòåãi¨, ùî çàáåçïå÷óþòü ôóíêöiîíóâàííÿ äàíî¨ ñèñòåìè�. Àíà-
ëîãi÷íå òëóìà÷åííÿ äà¹ Ò. Íåéëîð: ½Iìiòàöiÿ � öå ÷èñëîâèé ìåòîä
ïðîâåäåííÿ íà öèôðîâèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèíàõ åêñïåðèìåí-
òiâ iç ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè, ùî îïèñóþòü ïîâåäiíêó ñêëàäíèõ
ñèñòåì ïðîòÿãîì äîâãèõ ïåðiîäiâ ÷àñó�.

Â iìiòàöiéíèõ ìîäåëÿõ ïî¹äíóþòüñÿ ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè òà ìå-
òîäè ãóìàíiòàðíèõ äèñöèïëií � òàêi æ íåîáõiäíi ìåòîäè âèâ÷åííÿ
ðåàëüíîñòi, ÿê i ìàòåìàòè÷íi. Ìàòåìàòèêà, ñõåìàòèçóþ÷è ÿâèùå,
ïîçáàâëÿ¹ éîãî ïðè öüîìó iíäèâiäóàëüíîñòi, íåïîâòîðíèõ ðèñ. Ãó-
ìàíiòàðíi íàóêè é ìèñòåöòâî, íàâïàêè, âèäiëÿþòü â ÿâèùàõ íå-
ïîâòîðíå, iíäèâiäóàëüíå, âëàñòèâå ëèøå öüîìó ÿâèùó. Öi ñïîñîáè
âèâ÷åííÿ ðåàëüíîñòi âçà¹ìîïîâ'ÿçàíi é äîïîâíþþòü îäèí îäíîãî.

Ãóìàíiòàðíèìè ìåòîäàìè ìîæíà âèâ÷àòè ÿâèùà ðiçíî¨ ñêëà-
äíîñòi. Ìàòåìàòè÷íi ìåòîäè äîöiëüíî çàäiþâàòè ëèøå ïðè âèâ÷åí-
íi òèõ ÿâèù, ñêëàäíiñòü ÿêèõ âiäïîâiäà¹ çàñîáàì ôîðìàëüíîãî
àíàëiçó. Àëå ìàòåìàòèêà ïîñòiéíî �âiäâîéîâó¹� â ãóìàíiòàðíèõ ìå-
òîäiâ ÷èìðàç íîâi ñôåðè, îñêiëüêè ïîñòiéíî ðîçâèâàþòüñÿ ìåòîäè
ôîðìàëüíîãî àíàëiçó.

Ìîäåëi, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷íi òà ãóìàíiòàðíi ìåòî-
äè, ôîðìóþòü íîâèé êëàñ ìîäåëåé, ÿêi ñòàëè íàçèâàòèñÿ iìiòà-
öiéíèìè ìîäåëÿìè. Iìiòàöiéíi ìîäåëi � íåìîâáè ïðîìiæíà ëàíêà
ìiæ ðåàëüíiñòþ òà ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè, òîáòî ç êîæíîþ iìi-
òàöiéíîþ ìîäåëëþ ïîâ'ÿçàíà ñóêóïíiñòü áiëüø ïðîñòèõ ìîäåëåé
îêðåìèõ ñòîðií ïðîöåñó (ÿê ìàòåìàòè÷íèõ, òàê i ãóìàíiòàðíèõ).
ßê ïðàâèëî, iìiòàöiéíi ìîäåëi ñêëàäíi, ìàþòü ÷èìàëó ðîçìiðíiñòü,
õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàÿâíiñòþ âåëèêî¨ êiëüêîñòi åêçîãåííèõ ôàêòî-
ðiâ, ÷àñòèíà ÿêèõ ¹ âèïàäêîâèìè ôóíêöiÿìè ÷àñó. Òâîðöi iìiòàöié-
íèõ ñèñòåì íàìàãàþòüñÿ ìàêñèìàëüíî ïîâíî âèêîðèñòàòè íàÿâíó
iíôîðìàöiþ ïðî îá'¹êò ìîäåëþâàííÿ, äîñèòü îáøèðíî âèáèðàòè
ïàðàìåòðè òà çìiííi ìîäåëi.

Iìiòàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ øëÿõîì âiäòâîðåííÿ ðåàëüíîãî ïðîöåñó
íà ÅÎÌ çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïðè êiëüêîõ âàðiàí-
òàõ óïðàâëiííÿ, ùî ïðèçíà÷àþòüñÿ åêñïåðòàìè ç ïîäàëüøèì àíà-
ëiçîì îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â iìiòàöiéíèé ïðîöåñ ìîæå âòðóòè-
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òèñÿ ëþäèíà â çàëåæíîñòi âiä îáñòàâèí. Êîæåí àêò âiäòâîðåííÿ
ïðîòiêàííÿ ïðîöåñó çà äîïîìîãîþ iìiòàöiéíî¨ ìîäåëi íàçèâà¹òüñÿ
iìiòàöiéíèì åêñïåðèìåíòîì, ÿêèé âiäáóâà¹òüñÿ â ðåæèìi äiàëî-
ãó ìiæ ëþäèíîþ i ìàøèíîþ (êîìïëåêñîì ïðîãðàì). Íàéáiëüøå
åêñïåðèìåíòiâ âèíèêà¹ â òèõ âèïàäêàõ, êîëè ìåòîþ ìîäåëþâàííÿ
¹ âèáið ðàöiîíàëüíèõ ñïîñîáiâ óïðàâëiííÿ ñêëàäíèì ïðîöåñîì.

Iìiòàöiéíå ìîäåëþâàííÿ îçíà÷à¹, ùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç òàêèìè
ìîäåëÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ðåçóëüòàò íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè,
ÿêùî íå ïðîâåñòè åêñïåðèìåíò (iìiòàöiþ) íà êîìï'þòåði ïðè çà-
äàíèõ âèõiäíèõ äàíèõ.

Îòæå, iìiòàöiéíà ìîäåëü îçíà÷à¹ ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü, ÿêà íå
ïåðåäáà÷à¹ àíàëiòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ, à ïðèçíà÷åíà äëÿ äîñëi-
äæåíü ó ðåæèìi iìiòàöi¨, òîáòî öå ïðîãðàìà, ÿêà äîçâîëÿ¹ iìiòó-
âàòè íà ÅÎÌ ïîâåäiíêó ðåàëüíî¨ ñèñòåìè â ðiçíèõ óìîâàõ. Iìiòà-
öiéíà ìîäåëü � öå ëàáîðàòîðíà âåðñiÿ ðåàëüíî¨ ñèñòåìè.

Ïðè iìiòàöiéíîìó ìîäåëþâàííi ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ íå
îáîâ'ÿçêîâî áóäóâàòè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ó âèãëÿäi ñèñòåì
ðiâíÿíü. Ìîæëèâèé iíøèé ïiäõiä, êîëè íà ÅÎÌ îïèñó¹òüñÿ ñàìå
ÿâèùå ó âèãëÿäi äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi îïåðàöié, ùî ¹ âèïàäêîâèìè
ïðîöåñàìè é ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ éìîâiðíiñíèì çàêîíàì. Ìàøèííà
iìiòàöiÿ äîçâîëÿ¹ äîñëiäèòè ìîäåëü ÿê â îêðåìi ìîìåíòè ÷àñó,
òàê i ïðîòÿãîì äåÿêîãî ïåðiîäó ÷àñó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòiéêèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ÷èñëîâîìó ñòàòèñòè÷íîìó ìîäåëþâàííi âèìàãà¹-
òüñÿ éîãî áàãàòîêðàòíå âiäòâîðåííÿ ç íàñòóïíîþ ñòàòèñòè÷íîþ
îáðîáêîþ. Ïðè öüîìó ìîæíà ïðîâîäèòè iìiòàöiþ äi¨ âèïàäêîâèõ
ôàêòîðiâ íà ðiçíi åëåìåíòè ìîäåëi.

Äîñèòü ÷àñòî â ðàìêàõ iìiòàöiéíî¨ ìîäåëi íåìîæëèâî ïîñòàâè-
òè îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i ÷åðåç ¨õ ñêëàäíiñòü òà ïðîáëåìàòè÷íiñòü
ôîðìóëþâàííÿ ¹äèíîãî êðèòåðiþ ÿêîñòi. Âîäíî÷àñ iñíóþòü i ìî-
äåëi, ÿêi, ç îäíîãî áîêó, îïòèìiçàöiéíi (òîáòî â ðàìêàõ ìîäåëi
ðîçâ'ÿçóþòüñÿ îïòèìiçàöiéíi çàäà÷i), à ç iíøîãî � iìiòàöiéíi (òîáòî
â ðàìêàõ ìîäåëi ïðîâîäÿòü iìiòàöiéíi åêñïåðèìåíòè).

ßêùî íà äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ ìîæóòü âïëèâàòè çà äîïîìî-
ãîþ ñâî¨õ óïðàâëiíü êiëüêà ãðóï îñiá, òî iìiòàöiéíi åêñïåðèìåíòè
íàáóâàþòü õàðàêòåðó iìiòàöiéíèõ iãîð, íàïðèêëàä, òîäi, êîëè âiä-
òâîðþâàíi ïðîöåñè ìàþòü êîíôëiêòíèé õàðàêòåð.

Ðåçóëüòàòè iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ ëåãøå ïîÿñíèòè ëþäÿì,
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ÿêi ïðèéìàþòü ðiøåííÿ, òèì áiëüøå, ùî öi ëþäè ñàìi ìîæóòü ïðî-
âîäèòè iìiòàöiéíi åêñïåðèìåíòè.

Ïåðåâàãà iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ � öå øèðîêèé êëàñ
îá'¹êòiâ ìîäåëþâàííÿ òà ðiçíîìàíiòíiñòü çàäà÷, ÿêi ìîæóòü
ðîçâ'ÿçóâàòèñÿ çà äîïîìîãîþ iìiòàöiéíèõ ìîäåëåé. Iìiòàöiéíå ìî-
äåëþâàííÿ ìà¹ ñèñòåìíèé õàðàêòåð äîñëiäæåííÿ. Iìiòàöiéíi ìîäå-
ëi äîçâîëÿþòü âèâ÷àòè òàêi ñêëàäíi ñèñòåìè, ç ÿêèìè íåìîæëèâî
ïðîâîäèòè íàòóðíi åêñïåðèìåíòè. Îñîáëèâî ðåçóëüòàòèâíå çàñòî-
ñóâàííÿ iìiòàöiéíèõ ìîäåëåé äëÿ äîñëiäæåííÿ åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì
� íàäçâè÷àéíî ñêëàäíèõ óòâîðåíü, ùî âêëþ÷àþòü áàãàòî ôàêòî-
ðiâ. Çîêðåìà, â Îá÷èñëþâàëüíîìó öåíòði Àêàäåìi¨ íàóê ÑÐÑÐ íà
ïî÷àòêó 80-õ ðîêiâ áóëà ñòâîðåíà iìiòàöiéíà ìîäåëü ãëîáàëüíèõ
åêîëîãi÷íèõ çìií áiîñôåðè. Íèíi ðîçðîáëÿþòüñÿ ãëîáàëüíi ìîäå-
ëi, ÿêi äîçâîëÿþòü ðîçðàõóâàòè ïàðíèêîâèé åôåêò, iíøi ãëîáàëüíi
ïðîöåñè. À íà ïîðÿäêó äåííîìó � ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ âàæëè-
âèõ ïðîáëåì ñó÷àñíîñòi, ÿê ðàöiîíàëüíå âèêîðèñòàííÿ ïðèðîäíèõ
ðåñóðñiâ òà äîñÿãíåííÿ ñèìáiîçó âèðîáíèöòâà i ïðèðîäè, öèõ íå-
óçãîäæåíèõ ó íàø ÷àñ êîìïîíåíòiâ áiîñôåðè òà ñîöiîñôåðè.

Îäíàê iìiòàöiÿ ìà¹ ðÿä íåäîëiêiâ. Öå ñêëàäíiñòü îðãàíiçàöi¨
iìiòàöiéíî¨ ìîäåëi, âiäíîñíî âèñîêà âàðòiñòü ïðîâåäåííÿ iìiòàöié-
íèõ åêñïåðèìåíòiâ, ìîæëèâiñòü ïðîäèâèòèñÿ é ïîðiâíÿòè ëèøå
íåâåëèêó êiëüêiñòü âiäiáðàíèõ âàðiàíòiâ óïðàâëiííÿ, ñêëàäíîñòi,
ïîâ'ÿçàíi ç iíôîðìàöiéíèì çàáåçïå÷åííÿì.

Îòæå, ñóòü iìiòàöiéíîãî ïiäõîäó â ìîäåëþâàííi ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî ïðîöåñ ôóíêöiîíóâàííÿ ñêëàäíî¨ ñèñòåìè çîáðàæà¹-
òüñÿ ó âèãëÿäi àëãîðèòìó, ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ íà ÅÎÌ iç ïîäàëü-
øèì ïðîâåäåííÿì îá÷èñëþâàëüíèõ åêïåðèìåíòiâ. Iìiòàöiéíèé
ïiäõiä âèêîðèñòîâóþòü òîäi, êîëè ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ðåàëüíó
ïîâåäiíêó ñêëàäíî¨ ñèñòåìè â ïðàêòè÷íèõ öiëÿõ.

Ëiòåðàòóðà: [1, 2, 7, 8, 17, 20, 21, 31�33, 43, 44, 48, 49, 60, 65,
67, 69, 72, 73, 76, 86, 87, 92, 95, 100�102, 105, 107, 110, 125].
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Ó÷åííÿ ïðî ïðèðîäó áóäå ìiñòèòè
âëàñíå íàóêó ëèøå íàñòiëüêè,

íàñêiëüêè â íié ìîæå áóòè
çàñòîñîâàíà ìàòåìàòèêà.

Iìàíó¨ë Êàíò

Ðîçäië 2. Ìîäåëi ðîñòó ÷èñåëüíîñòi

içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié

Óñi ïîïóëÿöi¨ äóæå ìiíëèâi. Åêîëîãiâ íàéáiëüøå öiêàâèòü õà-
ðàêòåð çìiíè ¨õ ÷èñåëüíîñòi. ×èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ÷àñi ìîæå
çìiíþâàòèñÿ ïî-ðiçíîìó: çðîñòàòè, ñïàäàòè, çäiéñíþâàòè êîëèâà-
ííÿ. Ðîçãëÿíåìî îñíîâíi ìîäåëi ðîñòó ïîïóëÿöié òà ïðîâåäåìî ¨õ
ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç.

2.1. Ìîäåëü Ìàëüòóñà

Íåõàé ìà¹ìî äåÿêèé áiîëîãi÷íèé âèä, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ íåîáìå-
æåíèé çàïàñ âèêîðèñòîâóâàíèõ ðåñóðñiâ. Ïîçíà÷èìî ÷èñåëüíiñòü
ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t ÷åðåç N(t), òîäi øâèäêiñòü ¨¨ çìiíè ìîæå
áóòè ïîäàíà ÿê

Ṅ = íàðîäæóâàíiñòü− ñìåðòíiñòü+ ìiãðàöiÿ.

Íàðîäæóâàíiñòü âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êiëüêiñòü îñîáèí, ùî íàðîäè-
ëàñÿ â ïîïóëÿöi¨ çà äåÿêèé ïðîìiæîê ÷àñó ∆t (¨¨ ðîçìiðíiñòü � öå
�îäèíèöÿ ÷àñó�−1). Ñìåðòíiñòü � öå âåëè÷èíà, ïðîòèëåæíà äî íà-
ðîäæóâàíîñòi, i âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê êiëüêiñòü îñîáèí, ùî ïîìèðàþòü
çà ÷àñ ∆t. Ðîçìiðíiñòü ¨¨ òàêà ñàìà, ÿê i íàðîäæóâàíîñòi.

Ó ïðîñòiøîìó âèïàäêó ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäñóòíiñòü ìiãðàöi¨ òà
ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî íàðîäæóâàíiñòü i ñìåðòíiñòü âiäáóâà¹òüñÿ ïðî-
ïîðöiéíî çàãàëüíié ÷èñåëüíîñòi, òîäi

Ṅ = bN − dN àáî Ṅ = aN, a = b− d, (2.1.1)

äå b � êîåôiöi¹íò íàðîäæóâàíîñòi, d � êîåôiöi¹íò ñìåðòíîñòi, a �
êîåôiöi¹íò øâèäêîñòi ðîçìíîæåííÿ ïîïóëÿöi¨.

Ìîäåëü (2.1.1) áóëà çàïðîïîíîâàíà â 1798 ð. àíãëiéñüêèì åêî-
íîìiñòîì Òîìàñîì Ìàëüòóñîì (Malthus, 1766�1834).
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Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.1.1) ïðè a = const ¹ åêñïîíåíöiàëüíà
ôóíêöiÿ

N(t) = N0e
a(t−t0),

äå N0 = N(t0) � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
t = t0.

ßêùî a > 0, òî ïîïóëÿöiÿ ðîñòå çà åêñïîíåíöiàëüíèì çàêîíîì
ðîñòó (N(t) → ∞ ïðè t → ∞); ÿêùî a < 0, òî ïîïóëÿöiÿ åêñïî-
íåíöiàëüíî âèìèðà¹ (N(t) → 0 ïðè t→ ∞) (ðèñ. 2.1).

Ðèñ. 2.1. Ïîâåäiíêà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ N(t) ó ìîäåëi (2.1.1) â
çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðà a

Âåëè÷èíó a íàçèâàþòü áiîëîãi÷íèì ïîòåíöiàëîì ïîïóëÿöi¨ àáî
ìàëüòóçiàíñüêèì ïàðàìåòðîì ïîïóëÿöi¨.

Åêñïîíåíöiàëüíèé ðiñò õàðàêòåðèçó¹ ïîòåíöiàëüíi ìîæëèâîñòi
ðîñòó ïîïóëÿöi¨ (ïðè÷îìó ÿêiñíî), òîìó ìîäåëü Ìàëüòóñà âèêîðè-
ñòîâó¹òüñÿ äëÿ ¨õ îöiíêè. Åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð çðîñòàííÿ
÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ ÷àñòî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ çà ïðèðîäíèõ óìîâ ó
êîðîòêi ïåðiîäè, êîëè ¹ äîñòàòíüî ¨æi, íåìà¹ ñêóï÷åíîñòi, âiäñóòíi
õèæàêè âîðîãè, i íiùî íå îáìåæó¹ ¨õ ðiñò. Ïðèêëàäè åêñïîíåíöi-
àëüíîãî ðîñòó ïðèðîäíèõ ïîïóëÿöié ìîæíà çíàéòè â [21, 69].

Ó ëàáîðàòîði¨ òåæ ìîæíà ñòâîðèòè óìîâè äëÿ åêñïîíåíöiàëü-
íîãî ðîñòó, ÿêùî çàáåçïå÷óâàòè êóëüòèâîâàíi îðãàíiçìè íàäëè-
øêîì ðåñóðñiâ, ùî ëiìiòóþòü ¨õ ðîçâèòîê i ïiäòðèìóâàòè âiäïî-
âiäíi ïàðàìåòðè æèòò¹äiÿëüíîñòi. Ìîäåëü Ìàëüòóñà ìîæå áóòè
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çàñòîñîâíà íà ïåâíèõ åòàïàõ (íà îáìåæåíèõ ÷àñîâèõ iíòåðâàëàõ)
äî øèðîêîãî êëàñó äèíàìi÷íèõ ïðîöåñiâ, ÿêi, íàñàìïåðåä, ñïîñòå-
ðiãàþòüñÿ ó ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ: ðiñò ìiêðîáiâ, äðiæäæiâ, áà-
êòåðié ïðè íàÿâíîñòi äîñòàòíüî¨ êiëüêîñòi ïîæèâíèõ ðåñóðñiâ ó
ñåðåäîâèùi.

Êðiì öüîãî, åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð çìiíè äåÿêî¨ âåëè÷è-
íè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ áàãàòüîõ âiäîìèõ ïðîöåñiâ i ÿâèù ïðèðîäè,
òàêèõ ÿê ïîãëèíàííÿ ñâiòëà, ìîíîìîëåêóëÿðíi õiìi÷íi ðåàêöi¨, ðà-
äiîàêòèâíèé ðîçïàä ðå÷îâèíè, îñòèãàííÿ ÷è íàãðiâ òiëà, çðîñòàí-
íÿ ñêëàäíèõ âiäñîòêiâ òîùî. Ìîäåëü Ìàëüòóñà âèêîðèñòîâóâàëè
òàêîæ äî îïèñó ðîçâèòêó íàóêè â ïåðiîä ïðèáëèçíî ç 1700 ð. äî
1950 ð., ùî çàñâiä÷ó¹ êiëüêiñòü îïóáëiêîâàíèõ ñòàòåé.

Ïîìèëêà Ìàëüòóñà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âií öå ðiâíÿííÿ, ÿêå
ñïðàâåäëèâå äëÿ ïåâíîãî êëàñó ïîïóëÿöié, ââàæàâ óíiâåðñàëüíèì
çàêîíîì íå òiëüêè äëÿ âñi¹¨ ïðèðîäè, àëå é äëÿ ñóñïiëüñòâà ëþäåé.
Iíòåðïðåòóþ÷è ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.1.1), Ìàëüòóñ ñòâåðäæóâàâ,
ùî â ñóñïiëüñòâi ëþäåé ìà¹ ìiñöå çàêîí áåçìåæíîãî ðîçìíîæåí-
íÿ íàñåëåííÿ i öåé ðiñò âiäáóâà¹òüñÿ â ãåîìåòðè÷íié ïðîãðåñi¨, à
çàñîáè iñíóâàííÿ çáiëüøóþòüñÿ ëèøå â àðèôìåòè÷íié ïðîãðåñi¨.
Çâiäñè Ìàëüòóñ ïðîãíîçóâàâ ðiçíi êàòàñòðîôè äëÿ íåêîíòðîëüî-
âàíîãî ðîñòó íàðîäîíàñåëåííÿ. Àëå àáñîëþòèçóþ÷è ëèøå áiîëîãi-
÷íi ôàêòîðè ó âiäòâîðåííi íàñåëåííÿ, Ìàëüòóñ íå îöiíèâ íàëåæíî
àäåêâàòíîñòi ìîäåëi äî ðåàëüíîñòi. Íàïðèêëàä, ÿêùî ïðèïóñòèòè,
ùî ðiñò íàðîäîíàñåëåííÿ ìàâ çàâæäè òàêó æ øâèäêiñòü, ùî é òå-
ïåð (ïîäâî¹ííÿ êiëüêîñòi çà 40 ðîêiâ), òî îòðèìà¹ìî âèñíîâîê, ùî
ëþäñòâî iñíó¹ ëèøå 32 ïîêîëiííÿ (áëèçüêî 1300 ðîêiâ).

Öiêàâî, ùî òî÷íiøèé îïèñ ðîñòó íàðîäîíàñåëåííÿ äà¹ íå åêñ-
ïîíåíöiàëüíà, à ãiïåðáîëi÷íà êðèâà, ÿêié âiäïîâiäà¹ êâàäðàòè÷íèé
çàêîí ðîñòó

dN

dt
=
N2

c
. (2.1.2)

Öié ìîäåëi ìîæíà äàòè òàêå áiîëîãi÷íå îá ðóíòóâàííÿ: ÿêùî çà-
ãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ N(t), òî ìîæíà ââàæàòè, ùî N/2 �
öå ÷èñåëüíiñòü îñîáèí ÷îëîâi÷î¨ ñòàòi é N/2 � ÷èñåëüíiñòü îñîáèí
æiíî÷î¨ ñòàòi. Ïðèïóñòèìî, ùî øâèäêiñòü ðîçìíîæåííÿ ïîïóëÿöi¨
çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi çóñòði÷åé îñiá ÷îëîâi÷î¨ òà æiíî÷î¨ ñòàòåé,
ÿêà, i ñîái, ïðîïîðöiéíà äîáóòêó öèõ ÷èñåëüíîñòåé, òîáòî N2/4.
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Òàêå ïðèïóùåííÿ íàçèâà¹òüñÿ �ãiïîòåçîþ åôåêòèâíèõ çóñòði÷åé�,
à ñàìà ìîäåëü îïèñó¹ ðiñò ïîïóëÿöi¨ ç óðàõóâàííÿì ñòàòåâîãî ðîç-
ìíîæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.1.2) N(t) =
c

T − t
ïðè c ≈ 2 · 1011,

T ≈ 2026, ÿê ïîêàçó¹ ñòàòèñòèêà, ç äîñòàòíüî âèñîêîþ òî÷íiñòþ
îïèñó¹ ðiñò íàñåëåííÿ Çåìëi ïðîòÿãîì îñòàííiõ 500 ðîêiâ. Àëå öÿ
ôîðìóëà ñòà¹ íåçàñòîñîâíîþ ïðè t = 2026. Ñó÷àñíi ïðîãíîçè áàçó-
þòüñÿ íà òî÷íiøèõ ìîäåëÿõ, ÿêi ìiñòÿòü ó ñîái ÿê ñêëàäîâó ìîäåëü
ãiïåðáîëi÷íîãî ðîñòó. Âîíè ïîêàçóþòü, ùî ÷èñåëüíiñòü íàñåëåííÿ
Çåìëi ç ÷àñîì ñòàáiëiçó¹òüñÿ íà ðiâíi N∗ = 12 · 109. Íèíi íàñå-
ëåííÿ Çåìëi íàáëèæà¹òüñÿ äî 6 ìëðä. Ñàì ôàêò ãiïåðáîëi÷íîãî
ðîñòó âêàçó¹ íà òå, ùî ç ðîñòîì íàñåëåííÿ øâèäêiñòü ðîñòó òåæ
çáiëüøó¹òüñÿ, à íå çìåíøó¹òüñÿ, ÿê öå ïðèðîäíî áóëî á ïðèïóñòè-
òè. Äiéñíî, äëÿ áiëüøîñòi âèäiâ íà Çåìëi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ âiä'¹ìíà
êîðåëÿöiÿ ìiæ ÷èñåëüíiñòþ ïîïóëÿöi¨ òà øâèäêiñòþ ðîñòó. Homo
sapiens � ¹äèíèé âiäîìèé âèä, äëÿ ÿêîãî äî öüîãî ÷àñó êîðåëÿöiÿ
ìiæ øâèäêiñòþ ðîñòó i ÷èñåëüíiñòþ ïîçèòèâíà [50].

2.2. Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

Ìîäåëü Ìàëüòóñà ðîçãëÿäàëàñÿ ó âèïàäêó, êîëè äëÿ ðîçìíî-
æåííÿ ïîïóëÿöi¨ ñòâîðåíi íàéñïðèÿòëèâiøi óìîâè i âiäñóòíi ëiìi-
òóþ÷i ôàêòîðè. Ó öié ìîäåëi äëÿ ÷èñåëüíîñòi îñîáèí â içîëüîâàíié
ïîïóëÿöi¨ ïðè íåðiâíèõ êîåôiöi¹íòàõ íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíî-
ñòi iñíóþòü ëèøå äâi àëüòåðíàòèâè: àáî íåñêií÷åííèé ðiñò, àáî âè-
ðîäæåííÿ. ßêùî êîåôiöi¹íòè ðîçìíîæåííÿ b i ñìåðòíîñòi d îäíà-
êîâi, òîáòî a = 0, òî áóäü-ÿêà òî÷êà N∗ ≥ 0 ¹ ñòàíîì ðiâíîâàãè.

Ïðîòå ñïðèÿòëèâi äëÿ ðîçìíîæåííÿ óìîâè íå ìîæóòü äîâãî
iñíóâàòè ÷åðåç âïëèâ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, íàÿâíiñòü âîðî-
ãiâ òà iíøèõ íåñïðèÿòëèâèõ ôàêòîðiâ, ùî çíà÷íî çìåíøó¹ øâèä-
êiñòü çðîñòàííÿ ¨¨ ÷èñåëüíîñòi. Çîêðåìà, ó÷åíi ïiäðàõóâàëè, ùî çà
ñïðèÿòëèâèõ íåêîíòðîëüîâàíèõ óìîâ ïîòîìñòâî îäíi¹¨ ïàðè ìóõ
÷åðåç êiëüêà ðîêiâ âàæèëî áè áiëüøå çà çåìíó êóëþ. Àëå, îñêiëü-
êè ìóõè íå ïîêðèâàþòü Çåìëþ, òî â ïðèðîäi åêñïîíåíöiàëüíèé
ðiñò âiäñóòíié àáî âiäáóâà¹òüñÿ ïðîòÿãîì êîðîòêîãî ïðîìiæêó ÷à-
ñó. Ïîòiì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ àáî ñïàä ÷èñåëüíîñòi, àáî âèõiä íà ïëàòî
(ñòàöiîíàðíèé ðiâåíü).
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Îñêiëüêè â ðåàëüíié äiéñíîñòi âiäáóâà¹òüñÿ ñòàáiëiçàöiÿ ÷è-
ñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ íà äåÿêîìó ðiâíi, òî íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè
ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi, â ÿêèõ ãóñòèíà ïîïóëÿöi¨ âiäiãðà¹ âàæëèâó
ðîëü, òîáòî êîåôiöi¹íò ðîçìíîæåííÿ â òàêié ìîäåëi íå ïîñòiéíèé,
à çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨. Îòæå, òî÷íiøà
ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
= F (N)N, (2.2.1)

äå F (N) � êîåôiöi¹íò øâèäêîñòi âiäòâîðåííÿ ïîïóëÿöi¨.
Ðîçêëàäàþ÷è ôóíêöiþ F (N) ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi íóëÿ òà

çàëèøàþ÷è òiëüêè ëiíiéíi ÷ëåíè, ïðèéäåìî äî ðiâíÿííÿ

dN

dt
= (a+ bN)N,

äå a i b � ñòàëi, ïðè÷îìó ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî a > 0 i b < 0.
Áåëüãiéñüêèé ìàòåìàòèê Ôåðõþëüñò (Verhulst, 1804�1849) â

1838 ð. âèñóíóâ iäåþ, ùî ïðè âåëèêèõ ÷èñåëüíîñòÿõ ïîâèííi âêëþ-
÷àòèñÿ ìåõàíiçìè ñàìîðåãóëÿöi¨, i äëÿ îïèñó ðîñòó íàðîäîíàñåëåí-
íÿ çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü [141]

dN

dt
= r
(
1− N

K

)
N, (2.2.2)

äå r, K � äîäàòíi êîíñòàíòè: r çàäà¹ êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî âiä-
òâîðåííÿ � ìàëüòóçiàíñüêèé ïàðàìåòð; K iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ïî-
òåíöiàëüíà ¹ìíiñòü åêîëîãi÷íîãî ñåðåäîâèùà, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ äî-
ñòóïíîþ êiëüêiñòþ ðåñóðñiâ. Òîáòî öÿ ìîäåëü óæå âðàõîâó¹ âíó-
òðiøíüîâèäîâó êîíêóðåíöiþ òà äiþ ëiìiòóþ÷èõ ôàêòîðiâ (íåñòà÷à
¨æi, ïëîùi, ñâiòëà). Â öié ìîäåëi êiëüêiñòü íîâîíàðîäæåíèõ íà äó-

øó íàñåëåííÿ äîðiâíþ¹ r
(
1−N

K

)
, òîáòî çàëåæèòü âiä N . Äî òàêî¨

ìîäåëi ïðèéøîâ i Àëüôðåä Ëîòêà (Alfred Lotka, 1880�1949) � àìå-
ðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê, îäèí iç òâîðöiâ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨.

Çãîäîì ó 1920 ð. öÿ ìîäåëü áóëà ïåðåâiäêðèòà çàíîâî àìåðè-
êàíñüêèì äîñëiäíèêîì Ïiðëåì (Pearl, 1879�1940). Òîìó öå ðiâíÿ-
ííÿ â ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà. Ïiðë
ïðèïóñêàâ, ùî ëîãiñòè÷íà êðèâà äîáðå îïèñó¹ ðiñò íàðîäîíàñåëåí-
íÿ äî 1920 ð. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è äàíi ÷èñåëüíîñòi íàðîäîíà-
ñåëåííÿ (îäåðæàíi â ðåçóëüòàòi ïåðåïèñó íàñåëåííÿ) äëÿ êiëüêîõ
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êðà¨í, âií ñïîñòåðiãàâ çáiã ðåçóëüòàòiâ ìîäåëþâàííÿ ç ðåàëüíè-
ìè äàíèìè ç 1790 ð. äî ïðèáëèçíî 1910 ð. Àëå, ÿê ïiçíiøå ñòàëî
çðîçóìiëî, äèíàìiêà íàñåëåííÿ, ÿêà íà òîé ÷àñ âiäïîâiäàëà ëîãi-
ñòè÷íié ìîäåëi, íå ìîãëà áóòè îñíîâîþ äëÿ ïðîãíîçó ïîäàëüøîãî
ðîñòó íàðîäîíàñåëåííÿ.

Â îñíîâi ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ëåæèòü ïðîñòå ïðèïóùåííÿ: ïèòî-

ìà øâèäêiñòü ðîñòó (âåëè÷èíà
1

N

dN

dt
) ¹ ëiíiéíî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ

ïðè çðîñòàííi ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ N(t) (ðèñ. 2.2).

Ðèñ. 2.2. Çàëåæíiñòü ïèòîìî¨ øâèäêîñòi ðîñòó âiä ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨ N(t)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.2) ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi N(0) = N0

ìà¹ âèãëÿä

N(t) =
N0K

N0 + (K −N0)e−rt
. (2.2.3)

Öå i ¹ iíòåãðàëüíà ôîðìà ëîãiñòè÷íîãî ðîñòó. Ç (2.2.3) âèäíî, ùî
N(t) → K ïðè t → ∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ N0 > 0, òîáòî êðèòè÷íà
òî÷êà N = K àâòîíîìíîãî ðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, òîäi ÿê
êðèòè÷íà òî÷êà N = 0 � íåñòiéêà. Ïàðàìåòð K âèçíà÷à¹ ãðàíè÷íå
çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ (÷èñåëüíiñòü íå çðîñòà¹ áåçìåæíî,
à îáìåæåíà çâåðõó). ßê âèïëèâà¹ ç (2.2.2), ÿêùî N0 < K, òî N(t)
ìîíîòîííî çðîñòà¹ äî K, ÿêùî N0 > K, òî ñïàäà¹, òîáòî ïðè
N0 > K êiëüêiñòü íîâîíàðîäæåíü ìåíøà çà êiëüêiñòü ñìåðòåé.

Çàóâàæèìî, ùî àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó
ðiâíÿííÿ (2.2.2) ìîæíà ïîêàçàòè ùå é çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ëÿ-

ïóíîâà V (N) =
(
1− N

K

)2
.
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Äiéñíî, V (N) ≥ 0, V (K) = 0. Ïîõiäíà ôóíêöi¨ V (N) óíàñëiäîê
ðiâíÿííÿ (2.2.2)

dV

dt
= −2r

K
N
(
1− N

K

)2
≤ 0,

dV (K)

dt
= 0.

Êðiì öüîãî, êðèâà N(t) ìà¹ ðiçíó ÿêiñíó ïîâåäiíêó â çàëåæíî-

ñòi âiä òîãî, N0 >
K

2
÷è N0 <

K

2
(ðèñ. 2.3).

Ðîçâ'ÿçîê (2.2.3) ïðè 0 < N0 < K/2 ìà¹ âèãëÿä S-ïîäiáíî¨
êðèâî¨, ÿêó ÷àñòî íàçèâàþòü ëîãiñòè÷íîþ êðèâîþ, ñàìå ðiâíÿí-
íÿ (2.2.2) â ëiòåðàòóði iìåíóþòü ùå ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì. Òåð-
ìií �ëîãiñòè÷íà êðèâà� çàïðîïîíîâàíèé Ôåðõþëüñòîì áåç áóäü-
ÿêèõ ïîÿñíåíü. Íà òîé ÷àñ òåðìií �logistique� ôðàíöóçüêîþ ìî-
âîþ îçíà÷àâ �ìèñòåöòâî îá÷èñëåíü�. Î÷åâèäíî, Ôåðõþëüñò õîòiâ
ïiäêðåñëèòè ìîæëèâiñòü âèçíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ çà äî-
ïîìîãîþ ôîðìóëè. Íà ïðàêòèöi ÷àñòî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ëîãiñòè÷íi
êðèâi ðîñòó.

Àíàëiç ðîçâ'ÿçêó (2.2.3) ïîêàçó¹, ùî ïðè N0 << K i ìàëèõ
çíà÷åííÿõ t (ïiäñòàíîâêà N0 = 0 â çíàìåííèê) ñïðàâåäëèâå íàáëè-
æåíå ñïiââiäíîøåííÿ N(t) = N0e

rt, ÿêå ñâiä÷èòü, ùî çà âêàçàíèõ
óìîâ íà ïî÷àòêîâié ñòàäi¨ ïðîöåñ ìà¹ åêñïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð.

Ðèñ. 2.3. Ïîâåäiíêà ëîãiñòè÷íèõ êðèâèõ

Ëîãiñòè÷íà ìîäåëü ìà¹ òðè ïàðàìåòðè N , K i r, ÿêi ìîæíà
âèçíà÷èòè ç ðåàëüíèõ äàíèõ. Òîìó ëîãiñòè÷íi êðèâi íà ïðàêòè-
öi ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó ðåçóëüòàòiâ ëàáîðàòîðíèõ
äîñëiäiâ ïðè êóëüòèâóâàííi îðãàíiçìiâ â îáìåæåíîìó ïðîñòîði òà
ïðè îáìåæåíîìó ðåñóðñi.
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Àìåðèêàíñüêèé áiîëîã Ðàéìîíä Ïiðë ââàæàâ, ùî ëîãiñòè÷íà
êðèâà íå ïðîñòî äîáðå îïèñó¹ ðiñò áàãàòüîõ ïîïóëÿöié, à ¹ äåÿêèì
ôóíäàìåíòàëüíèì áiîëîãi÷íèì çàêîíîì ðîñòó, ïîäiáíèì äî çàêî-
íiâ òåðìîäèíàìiêè ó ôiçèöi. Áàãàòî ðiçíèõ ïðîöåñiâ íå òiëüêè â
áiîëîãi¨, àëå é â åêîíîìiöi, ñîöiîëîãi¨ îïèñóþòüñÿ ëîãiñòè÷íèì ðiâ-
íÿííÿì.

Àëå öiëêîì î÷åâèäíî, ùî ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ (2.2.2), ÿê i ìî-
äåëü Ìàëüòóñà (2.1.1), íå âàðòî ñïðèéìàòè ÿê ðiâíÿííÿ, ÿêå òî÷íî
îïèñó¹ ïîïóëÿöiéíó äèíàìiêó ðåàëüíèõ ñèñòåì. Íàéòî÷íiøå ëî-
ãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ äèíàìiêó ëàáîðàòîðíèõ ïîïóëÿöié, ÷è-
ñåëüíiñòü ÿêèõ ïðÿìó¹ äî äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ.

Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðøå íàáëèæåííÿ
äëÿ îïèñó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié, ó ÿêèõ ðåãóëÿòîðíi
ìåõàíiçìè ¹ ôóíêöiÿìè ñàìî¨ ÷èñåëüíîñòi.

Çàçíà÷èìî, ùî ðåãóëÿòîðíi ìåõàíiçìè ìîæóòü áóòè âèêëèêàíi
ðiçíèìè ôàêòîðàìè. Öå ìîæå áóòè îòðó¹ííÿ ñåðåäîâèùà ïðîäó-
êòàìè æèòò¹äiÿëüíîñòi, çðîñòàííÿ iíòåíñèâíîñòi êàíiáàëiçìó ïðè
âåëèêèõ ÷èñåëüíîñòÿõ òîùî.

Iíîäi çðó÷íî â ðiâíÿííi (2.2.2) ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíî¨ âåëè-

÷èíè x =
N(t)

K
òà çìiíåíîãî ÷àñó τ = rt. Òîäi ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

(2.2.2) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dx

dτ
= x(1− x),

ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹ x(τ) =
1

1− Ce−τ
, C = const. Ïðè τ → ∞ ìà¹-

ìî, ùî x→ 1. Òàêèé âèãëÿä ðiâíÿíü òà ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ïåðåâàãè,
îñêiëüêè â íüîãî íå âõîäÿòü ïàðàìåòðè. Äî òîãî æ áåçðîçìiðíå ðiâ-
íÿííÿ çáåðiãà¹ âñi âëàñòèâîñòi òà îñîáëèâîñòi âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ
(òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíå).

2.3. Óçàãàëüíåííÿ ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Ó ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.2.2) áàãàòî íåäîëiêiâ. Çîêðåìà, òî-
÷êà ïåðåãèíó êðèâî¨ N(t), ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.2.3), çàâæäè

ìà¹ êîîðäèíàòó
K

2
, ùî íå âiäïîâiäà¹ íàòóðíèì ñïîñòåðåæåííÿì.
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Ïðèïóùåííÿ ïðî ëiíiéíó çàëåæíiñòü ïèòîìî¨ øâèäêîñòi ðîñòó
ïîïóëÿöi¨ íåîäíîðàçîâî ïåðåâiðÿëîñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî íà ëàáî-
ðàòîðíèõ ïîïóëÿöiÿõ. Áóäóþ÷è çà åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè
ãðàôiê öi¹¨ çàëåæíîñòi, îäåðæóâàëè óâiãíóòi êðèâi, à íå ïðÿìi ëi-
íi¨. Çíèæåííÿ øâèäêîñòi çðîñòàííÿ ïîïóëÿöi¨ ïðè çðîñòàííi ¨¨ ÷è-
ñåëüíîñòi ìîæå áóòè âèêëèêàíå ðiçíèìè ìåõàíiçìàìè. Òîìó iñíó-
þòü ðiçíi óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà.

Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ äëÿ îïèñó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié
âèêîðèñòîâóþòü ðiâíÿííÿ

dN

dt
= r
(
1−

(N
K

)α)
N, N(0) = N0 > 0, α > 0, (2.3.1)

àáî çàãàëüíiøå
dN

dt
= r
(
1−

(N
K

)α)γ
Nβ, (2.3.2)

äå âñi ïàðàìåòðè íåâiä'¹ìíi.
Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñiâ ðiçêîãî çáiëüøåííÿ ÷èñåëüíîñòi

(âëàñòèâå êîìàõàì), ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ñïàëàõîì, âèêîðèñòîâóþòü
ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− p(N), (2.3.3)

äå ÷ëåí p(N) îïèñó¹ âèíèùåííÿ êîìàõ ïòàõàìè. Î÷åâèäíî, iç çà-
ãàëüíèõ ìiðêóâàíü, ùî ôóíêöiÿ p(N) ïîâèííà ìàòè õàðàêòåð íà-
ñè÷åííÿ (ðèñ. 2.4). Öþ ôóíêöiþ â åêîëîãi¨ íàçèâàþòü òðîôi÷íîþ
ôóíêöi¹þ. Çîêðåìà, ÷àñòî äëÿ àíàëiòè÷íîãî âèðàçó p(N) áåðóòü
ôóíêöiþ Õàññåëà p(N) = bN2/(a2 + N2), äå a i b � äîäàòíi êîí-
ñòàíòè.

Òîäi äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
− bN2

a2 +N2
. (2.3.4)

ßêùî âèêîíàòè çàìiíó çìiííèõ

x =
N

a
, r′ =

ar

b
, K ′ =

K

a
, τ =

bt

a
,

òî â íîâèõ áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ ðiâíÿííÿ (2.3.4) íàáóäå âèãëÿäó

ẋ = r′x
(
1− x

K ′

)
− x2

1 + x2
. (2.3.5)
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Ðèñ. 2.4. Ãðàôiê ôóíêöi¨ Õàññåëà p(N) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ a, b : p1(N) � a = 8, b = 5; p2(N) � a = 4, b = 1, 5;

p3(N) � a = 3, b = 5

Îïóñêàþ÷è ïîçíà÷åííÿ çi øòðèõîì, ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ
(2.3.5) ïîçíà÷èìî ÷åðåç F (x; r,K). Ñòàöiîíàðíi ñòàíè ðiâíÿííÿ
(2.3.5) âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

F (x; r,K) = 0 ⇒ rx
(
1− x

K

)
− x2

1 + x2
= 0. (2.3.6)

Îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.3.6) x = 0, iíøi çàäîâîëüíÿþòü ðiâ-
íÿííÿ

r
(
1− x

K

)
=

x

1 + x2
. (2.3.7)

Ðiâíÿííÿ (2.3.7) êóái÷íå, òîìó çðó÷íî âèçíà÷àòè íàÿâíiñòü êî-
ðåíiâ íå àíàëiòè÷íî, à ãðàôi÷íî. Ïîáóäó¹ìî ïðÿìó ëiíiþ, ëiâó ÷à-
ñòèíó (2.3.7) òà ãðàôiê ôóíêöi¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè. Àíàëiòè÷íi âèðàçè
äëÿ êîðåíiâ íå ìàþòü òàêîãî çíà÷åííÿ, ÿê ôàêòè íàÿâíîñòi îäíî-
ãî ÷è òðüîõ êîðåíiâ ïðè çìiíi r äëÿ ôiêñîâàíîãî K (ðèñ. 2.5) àáî
íàÿâíiñòü òàêîãî æ ðåçóëüòàòó ïðè ôiêñîâàíîìó r ïðè çìiíi K.

Êîëè r çíàõîäèòüñÿ â ïåâíîìó äiàïàçîíi, ÿêèé çàëåæèòü âiä
K, çàçâè÷àé iñíóþòü òðè íåíóëüîâèõ ñòàíè ðiâíîâàãè. Íåõàé öå
áóäóòü x1 < x2 < x3.
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Ðèñ. 2.5. Iëþñòðàöiÿ iñíóâàííÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (2.3.7). Ãðàôiêè
ïðÿìèõ ëiíié âèâîäÿòüñÿ ïðè r = 0, 5 (g1(x)), ïðè r = 0, 4 (g2(x)),
ïðè r = 0, 56 (g3(x)), ïðè r = 0, 27 (g4(x)), K = 10, x ∈ [0, 10]

Ôàçîâà äiàãðàìà ðiâíÿííÿ (2.3.5) çîáðàæåíà íà ðèñ. 2.6 Àíàëiç
ðîçâ'ÿçêiâ ïîêàçó¹, ùî ñòàíè x = 0 i x = x2 � ëiíiéíî íåñòiéêi, òîäi
ÿê x1, x3 � ñòiéêi ñòàöiîíàðíi ñòàíè. Ìåòîä äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi
ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê îïèñàíèé ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi â ï. 2.5.4.

Ðèñ. 2.6. Ôàçîâà äiàãðàìà ðiâíÿííÿ (2.3.5)

2.4. Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ç ôàêòîðîì çàïiçíåííÿ.

Ìîäåëü Õàò÷èíñîíà

Íåäîëiêîì ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ¹ âèêîðèñòàííÿ ìèòò¹âèõ çíà-
÷åíü íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi, òîáòî â ëîãiñòè÷íié ìîäåëi
ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ðåàêöiÿ îðãàíiçìiâ íà çðîñòàííÿ ùiëüíîñòi ïî-
ïóëÿöi¨, ÿêà ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ÷åðåç çìiíó íàðîäæóâàíîñòi i ñìåðòíî-
ñòi, ïîâèííà áóòè ïðàêòè÷íî ìèòò¹âîþ. Àëå æîäåí ðåàëüíèé âèä
îðãàíiçìiâ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè íå âîëîäi¹. Íàñïðàâäi íàðîäæó-
âàíiñòü çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ â ïîïåðåäíi ìîìåíòè
÷àñó, òîìó ùî, íàïðèêëàä, iñíó¹ ïðîìiæîê ÷àñó τ ìiæ ìîìåíòàìè
çà÷àòòÿ i íàðîäæóâàííÿ. ×àñ ñòàòåâîãî äîçðiâàííÿ òåæ çóìîâëþ¹
ôàêòîð çàïiçíåííÿ. Ñìåðòíiñòü áiëüøîþ ìiðîþ çàëåæèòü âiä ñòà-
íó ïîïóëÿöi¨ â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó. ßêùî ââåñòè â ëîãiñòè÷íó ìî-
äåëü åôåêò çàïiçíåííÿ (àáî, ÿê ùå êàæóòü, ëàã-åôåêò), òî ¨¨ ìîæíà
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çðîáèòè ðåàëiñòè÷íiøîþ. Òîäi ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ïåðåõîäèòü ó
ðiâíÿííÿ iç çàïiçíþþ÷èì àðãóìåíòîì âèãëÿäó [124]

dN

dt
= r
(
1− N(t− τ)

K

)
N(t), t ≥ 0, (2.4.1)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Õàò÷èíñîíà (Hutchinson, 1948). Òóò
r > 0 � êîåôiöi¹íò ëiíiéíîãî ðîñòó, K > 0 � ñåðåäíÿ ÷èñåëüíiñòü
ó ïîïóëÿöi¨, τ > 0 � çàïiçíåííÿ, N(t− τ) � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨,
ÿêà áóëà çà ÷àñ τ äî ìîìåíòó ÷àñó t. Öÿ ìîäåëü ¹ ðîçøèðåííÿì
ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ðîñòó (2.3.1) i ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ðåãóëÿòîð-
íèé åôåêò çàëåæèòü, ïåðø çà âñå, íå âiä ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ â
ìîìåíò ÷àñó t, à âiä ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ â áiëüø ðàííié ìîìåíò
÷àñó, òîáòî âiä t− τ .

Ðiâíÿííÿ (2.4.1) ìîæíà îäåðæàòè ùå é iç òàêèõ ìiðêóâàíü. Ó
ðåàëüíié åêîñèñòåìi ðåñóðñè ñàìîâiäíîâëþþòüñÿ. Òîìó ðåàëüíèé
ðiâåíü ðåñóðñiâ, äîñòóïíèõ ó ìîìåíò ÷àñó t, çàëåæàòèìå âiä ùiëü-
íîñòi âèäó â ìîìåíò t−τ , äå τ � ÷àñ ðîçâèòêó âèäó, ÿêèé ñëóæèòü
ðåñóðñîì.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.4.1), ïîòðiáíî çíà-
òè N(t) äëÿ âñiõ −τ ≤ t ≤ 0, òîáòî äëÿ çàìèêàííÿ ðiâíÿííÿ (2.4.1)
íåîáõiäíî çàäàòè ïî÷àòêîâó óìîâó

N(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0], (2.4.2)

äå φ(t) ≥ 0 � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
Ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ çàäà÷i iñíó¹, ïðè÷îìó ¹äèíèé [51, 69, 92], àëå

çíàéòè ðîçâ'ÿçîê çàçâè÷àé âäà¹òüñÿ ëèøå ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.
Çäiéñíèìî â (2.4.1) çàìiíó çìiííèõ

s =
t

τ
, N(t) =

K

rτ
x(s),

òîäi îòðèìà¹ìî
dx

ds
= (a1 − x(s− 1))x(s), (2.4.3)

äå a1 = rτ . Íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(2.4.3) ìà¹ âèãëÿä x∗ = a1. Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ââàæàòè-
ìåìî, ùî x(s)− a1 = z(s).
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Âiäíîñíî z(s) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

dz

ds
= −z(s− 1)(z(s) + a1).

Ëiíåàðèçóþ÷è îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, îòðèìà¹ìî

dz

ds
+ a1z(s− 1) = 0. (2.4.4)

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

z(s) = eλs, λ = α+ iβ, i =
√
−1.

Äëÿ ïîêàçíèêà λ ìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λeλ + a1 = 0. (2.4.5)

Àíàëiòè÷íî ðîçâ'ÿçàòè öå ðiâíÿííÿ äîñèòü íåïðîñòî. Ïîâíå éî-
ãî äîñëiäæåííÿ ìîæíà çíàéòè â [51, 92]. Ïðè öüîìó ïîêàçàíî, ùî
ðiâíîâàãà x∗ áóäå ñòiéêîþ (àñèìïòîòè÷íî) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòè-

íè. Â [69, 92] âñòàíîâëåíî, ùî ïðè 0 < a1 <
π

2
íåòðèâiàëüíà ðiâíî-

âàãà â ðiâíÿííi iç çàïiçíåííÿì ñòiéêà (ÿê i áåç çàïiçíåííÿ), à ÿêùî

a1 >
π

2
, òî iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè, ÿêi íå ïðÿìóþòü äî x∗ ïðè t → ∞.

Àëå âîíè çàëèøàþòüñÿ îáìåæåíèìè é êîëèâàþòüñÿ íàâêîëî çíà-
÷åííÿ x = x∗.

Â äiéñíîñòi ðiâíÿííÿ (2.4.4) ìîæå âîëîäiòè ïåðiîäè÷íèìè
ðîçâ'ÿçêàìè òèïó ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó äëÿ øèðîêîãî äià-
ïàçîíó çíà÷åíü a1.

Íà ïiäòâåðäæåííÿ öüîãî ôàêòó ìîæíà íàâåñòè òàêi åâðèñòè÷íi
ìiðêóâàííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó t1 âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü N(t1) ≤ K i äëÿ äåÿêîãî t < t1 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
N(t − τ) < K. Òîäi, âiäïîâiäíî äî ðiâíÿííÿ (2.3.5), îñêiëüêè 1 −

N(t − τ)/K > 0, òî
dN

dt
> 0 i N(t) ïðè t = t1 ¹ çðîñòàþ÷îþ

ôóíêöi¹þ. Êîëè t = t1 + τ , çíà÷åííÿ N(t − τ) = N(t1) = K ⇒
dN

dt
= 0. Äëÿ t1 + τ < t < t2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü N(t − τ) >

K i
dN

dt
< 0, à îòæå, N(t) ñïàäà¹ äîòè, ïîêè t = t2 + τ . Ïîòiì
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çíîâó
dN

dt
= 0, îñêiëüêè N(t2 + τ − τ) = N(t2) = K. Òîìó iñíó¹

ìîæëèâiñòü êîëèâíîãî õàðàêòåðó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨.
Íàïðèêëàä, ó ïðîñòîìó ëiíiéíîìó ðiâíÿííi iç çàïiçíåííÿì

dN

dt
= − π

2τ
N(t− τ) ⇒ N(t) = C cos

πt

2τ
,

äå C � ñòàëà, ðîçâ'ÿçîê ïåðiîäè÷íèé.
Íà îñíîâi öèõ ìiðêóâàíü ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïåðiîä

ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó ïîâèíåí áóòè ïîðÿäêó 4τ .
Îòæå, óâåäåííÿ çàïiçíåííÿ â ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòü

äî âèíèêíåííÿ çíà÷íî øèðøî¨ ÿêiñíî¨ õàðàêòåðèñòèêè äèíàìiêè
÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨.

Öÿ ïðîñòà ìîäåëü iç çàïiçíåííÿì (2.4.1) áóëà âèêîðèñòàíà â
áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ ñèòóàöiÿõ. Ïðèêëàäè ¨¨ âèêîðèñòàííÿ ìîæíà
çíàéòè, çîêðåìà, â [51, 69].

Çàóâàæèìî, ùî ìîäåëi ðîñòó ïîïóëÿöié, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ
ç îäíîãî çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, òîáòî ìîäåëi
(2.2.1), íå ìiñòÿòü ðîçâ'ÿçêiâ òèïó ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Öå ìîæíà
çðîçóìiòè ç íàñòóïíèõ ìiðêóâàíü. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à (2.2.1)
ìà¹ ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ç ïåðiîäîì T , òîáòî N(t + T ) = N(t).

Äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ (2.2.1) íà
dN

dt
òà ïðîiíòåãðó¹ìî âiä t äî t+T ,

îäåðæèìî

t+T∫
t

(dN
dt

)2
dt =

t+T∫
t

F (N)N
dN

dt
dt =

N(t+T )∫
N(t)

F (N)NdN = 0

àëå iíòåãðàë â ëiâié ÷àñòèíi äîäàòíèé, îñêiëüêè
dN

dt
íå ìîæå òî-

òîæíî äîðiâíþâàòè íóëþ, ùî äà¹ ïðîòèði÷÷ÿ. Òîìó ðiâíÿííÿ ç
îäíi¹¨ çìiííîþ íå ìîæå ìàòè ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

ßêùî â ðiâíÿííi (2.4.1) óðàõóâàòè êîíêóðåíöiþ, òî öå ðiâíÿííÿ
íàáóäå âèãëÿäó

dN

dt
= r
(
1− N(t)

K
− N(t− τ)

K

)
N(t), N(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0].

(2.4.6)
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Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ òàêèõ ðiâíÿíü ïðè t ≥ 0 çàñòîñîâóþòü ìåòîä
êðîêiâ. Íà âiäðiçêó t ∈ [0, τ ] âåëè÷èíà N(t− τ) = φ(t− τ) âiäîìà,
òîìó âèõiäíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì Áåðíóëëi. Éîãî ðîçâ'ÿçîê ìîæå
áóòè çíàéäåíèé àíàëiòè÷íî àáî ÷èñåëüíî.

Äàëi ðîçãëÿäà¹òüñÿ âiäðiçîê ÷àñó t ∈ [τ, 2τ ], äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ
N(t− τ) òàêîæ óæå âiäîìà, i çíîâó ìîæíà çíàéòè éîãî ðîçâ'ÿçîê
äëÿ t ∈ [τ, 2τ ]. Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê íà
âiäðiçêó [0, T ].

×àñòî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîâåäiíêà ñèñòåìè â ìîìåíò ÷àñó t çà-
ëåæèòü íå ëèøå âiä ìîìåíòó t − τ , à é âiä óñiõ ñòàíiâ, ùî ìàëè
ìiñöå âïðîäîâæ äåÿêîãî ïîïåðåäíüîãî ïåðiîäó ÷àñó. Ùîá âðàõóâà-
òè öåé ôàêò, Â. Âîëüòåððà çàïðîïîíóâàâ òî÷íiøó ìîäåëü äèíàìi-
êè ïîïóëÿöié ó âèãëÿäi iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ òèïó
çãîðòêè

dN

dt
= r
(
K −N(t)−

t∫
0

ω(t− ξ)N(ξ)dξ
)
N(t), (2.4.7)

äå iíòåãðàëüíèé ÷ëåí îïèñó¹ çìåíøåííÿ øâèäêîñòi ðîñòó ïîïóëÿ-
öi¨ âíàñëiäîê çàáðóäíåííÿ ñåðåäîâèùà, òîáòî âðàõîâó¹ ïåðåäiñòî-
ðiþ ðîçâèòêó ïîïóëÿöi¨, ω(t) � âàãîâèé êîåôiöi¹íò, ÿêèé ïîêàçó¹
íàñêiëüêè ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ïîïåðåäíi ðîêè âàæëèâà äëÿ
N(t). Íà ïðàêòèöi ω(t) ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè âåëèêèõ i ìàëèõ t i
äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó ïðè äåÿêîìó ðåïðåçåíòàòèâíîìó τ .

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áiîëîãi÷íèõ ÿâèù, ÿêi âðàõîâóþòü åôåêò
çàïiçíåííÿ, ìîæíà çíàéòè â äîïîâíåííi äî êíèãè [6] �Ìàòåìàòè÷íi
ìîäåëi â áiîëîãi¨, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ç óðàõóâàííÿì ïiñëÿäi¨�.

2.5. Iíøi ìîäåëi äèíàìiêè içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié

2.5.1. Ìîäåëü ðîñòó Ãîìïåðòöà

Ïðè âèâåäåííi ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìè âèõîäèëè ç ïðèïóùå-
ííÿ, ùî òåìï ðîñòó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîæèâíèì
ðåñóðñîì ñåðåäîâèùà, òîáòî êîåôiöi¹íòîì ïðèðîñòó

a = r
(
1− N

K

)
.
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Ãîìïåðòö (Gompertz, 1779�1865, àíãëiéñüêèé ìàòåìàòèê-
ñàìîó÷êà, âiäîìèé, ïåðåäóñiì, çàêîíîì ðîñòó, ÿêèé íàçâàíèé éîãî
iìåíåì) âèõîäèâ iç ïðèïóùåííÿ, ùî êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó ¹ âåëè-
÷èíîþ ïîñòiéíîþ äëÿ âñiõ N , àëå çìåíøó¹òüñÿ ç ÷àñîì, äî òîãî æ
öåé ñïàä ÿâëÿ¹ ñîáîþ äèíàìiêó ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî ìà¹ åêñ-
ïîíåíöiàëüíèé õàðàêòåð. Ïðè÷èíîþ ñïàäó ìîæå áóòè äåãðàäàöiÿ,
ñòàðiííÿ àáî óñêëàäíåííÿ îðãàíiçìó.

Ôîðìàëiçàöiÿ íàâåäåíèõ âèùå ïðèïóùåíü ïðèâîäèòü äî ðiâíÿ-
ííÿ

dN

dt
= a(t)N, (2.5.1)

ïðè÷îìó êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó âæå íå ïîñòiéíèé, à çìiíþ¹òüñÿ çà
çàêîíîì

da

dt
= −µa, (2.5.2)

äå µ � äîäàòíèé ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçó¹ çìåíøåííÿ a(t).
Iíòåãðóþ÷è ðiâíÿííÿ (2.5.2), îäåðæó¹ìî

a(t) = a0e
−µt,

äå a0 � çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a ïðè t = 0.
Ïiäñòàâëÿþ÷è a(t) â (2.5.1), ìà¹ìî

dN

dt
= a0e

−µtN.

Âiäîêðåìëþþ÷è çìiííi òà iíòåãðóþ÷è, äiñòàíåìî

N(t) = N0 exp[a0(1− e−µt)/µ], (2.5.3)

äå N0 = N(0).
Ç (2.5.3) ìà¹ìî N(t) → N0e

a0/µ ïðè t → ∞. Ïðè ìàëèõ çíà-
÷åííÿõ t âèðàç e−µt ≈ 1 − µt, òîìó N(t) ≈ N0 exp a0t, òîáòî ïðè
ìàëèõ t ìà¹ìî åêñïîíåíöiàëüíèé çàêîí ðîñòó.

Ðiâíÿííÿ Ãîìïåðòöà ÷àñòî çàñòîñîâóþòü äî ìîäåëþâàííÿ ðî-
ñòó ðàêîâèõ ïóõëèí.
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2.5.2. Ïîïóëÿöi¨ ç êðèòè÷íèìè çíà÷åííÿìè ÷èñåëüíîñòi

Äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ïðîöåñà-
ìè: ðîçìíîæåííÿì i âèìèðàííÿì îñîáèí. Òîäi ðiâíÿííÿ äèíàìiêè
ìàþòü âèãëÿä

dN

dt
= B(N)−D(N), (2.5.4)

àáî, ÿê âèïëèâà¹ ç (2.2.1),

dN

dt
= N (b(N)− d(N)) , (2.5.5)

äå B(N), D(N) � àáñîëþòíi øâèäêîñòi íàðîäæóâàííÿ òà ñìåðòíî-
ñòi, b(N), d(N) � âiäïîâiäíî ïèòîìi øâèäêîñòi.

Ïðè äîñëiäæåííi âiëüíèõ ïîïóëÿöié (íi÷èì íå îáìåæåíèõ)
ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî ñìåðòíiñòü d(N) íå çàëåæèòü âiä ÷èñåëü-
íîñòi ïîïóëÿöi¨, ïðè÷îìó â äåÿêèõ iäåàëiçîâàíèõ âèïàäêàõ ðîçãëÿ-
äàþòü ãðàíè÷íèé iäåàëiçîâàíèé âèïàäîê d(N) ≡ d = 0.

Ó òîìó âèïàäêó, êîëè íàðîäæóâàíiñòü b(N), ÿê i ñìåðòíiñòü
d(N), íå çàëåæàòü âiä ÷èñåëüíîñòi N ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ
Ìàëüòóñà (2.1.1).

Äëÿ ïîïóëÿöi¨, ùî ðîçìíîæó¹òüñÿ ñòàòåâèì ñïîñîáîì, àáñîëþ-
òíà øâèäêiñòü ðîçìíîæåííÿ B(N) ïðîïîðöiéíà ÷àñòîòi êîíòàêòiâ
ìiæ îñîáèíàìè, ÿêà ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨,
òîáòî

B(N) = kN2. (2.5.6)

Çâiäñè, ïðè ïðèïóùåííi ìàëî¨ ñìåðòíîñòi, îäåðæó¹ìî ìîäåëü
(2.1.2).

Âðàõóâàííÿ ïðèðîäíî¨ ñìåðòíîñòi (ïðîïîðöiéíî¨ ÷èñåëüíîñòi)
ïðè çáåðåæåííi çàêîíó ðîçìíîæåííÿ (2.5.6), ïðèâîäèòü äî íàñòó-
ïíîãî ðiâíÿííÿ äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié

dN

dt
= kN2 − d(N) = N(kN − d). (2.5.7)

Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷èñåëüíîñòi N(t) äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨
íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
(2.1.2): ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ çà ñêií÷åííèé ÷àñ ïåðåâèùó¹ áóäü-
ÿêó ÿê çàâãîäíî âåëèêó âåëè÷èíó. Ïðè ìàëèõ ÷èñåëüíîñòÿõ ìà¹ìî
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äèíàìiêó, ÿêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ðàíiøå ðîçãëÿíóòèõ ìîäåëåé. Î÷å-

âèäíî, ùî ïðè N <
d

k
, Ṅ < 0 i Ṅ > 0 ïðè N >

d

k
. Öå îçíà÷à¹, ùî

ïîâåäiíêà ïîïóëÿöi¨ iñòîòíî çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ: ÿêùî
÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó áiëüøà çà äåÿêó

êðèòè÷íó ÷èñåëüíiñòü L =
d

k
, òî ïîïóëÿöiÿ íåîáìåæåíî çðîñòà¹, â

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹ (ðèñ. 2.7).

Ðèñ. 2.7. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.5.7) ïðè k = 1, d = 5,
N0 = 3, 9 (rez31), N0 = 5 (rez32), N0 = 5, 5 (rez33)

Ïîíÿòòÿ êðèòè÷íî¨ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ äîïóñêà¹ áiîëîãi÷íó
iíòåðïðåòàöiþ: ÿêùî êiëüêiñòü ïîïóëÿöi¨ íèæ÷å êðèòè÷íî¨, òî ïî-
ïóëÿöiÿ íå çäàòíà ñåáå âiäíîâèòè.

Ó ìîäåëi Ìàëüòóñà ïèòîìà øâèäêiñòü íàðîäæóâàííÿ b(N) = b,
â ìîäåëi (2.5.7) b(N) = bN . Ìîæíà ðîçãëÿíóòè êîìïðîìiñ ìiæ
öèìè çàëåæíîñòÿìè [7], à ñàìå

b(N) =
bN

K +N
, (2.5.8)

äå K � äåÿêà êîíñòàíòà.
Òîäi ó âèïàäêó ìàëî¨ ñìåðòíîñòi ìà¹ìî ìîäåëü

Ṅ =
bN2

K +N
. (2.5.9)

Äèíàìiêà òàêî¨ ìîäåëi ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä åêñïîíåíöiàëüíî¨.
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ßêùî â ìîäåëi çáåðåãòè çàêîí íàðîäæóâàííÿ (2.5.8) i âðàõó-
âàòè ñìåðòíiñòü, òî çàìiñòü ðiâíÿííÿ (2.5.9) ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ

Ṅ =
bN2

K +N
− dN. (2.5.10)

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ b − d = a,
dK

b− d
= L, òî ðiâíÿííÿ

(2.5.10) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

Ṅ = aN(N − L)/(K +N). (2.5.11)

Äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
(2.5.11) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òàêèìè îñîáëèâîñòÿìè: iñíó¹ êðèòè÷íå
çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi N = L. ßêùî ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ ìåíøå
êðèòè÷íî¨, òî ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹ (ðèñ. 2.8).

ßêùî ïî÷àòêîâà ÷èñåëüíiñòü áiëüøà êðèòè÷íî¨, òî ïîïóëÿöiÿ
íåîáìåæåíî çðîñòà¹ çà çàêîíîì, áëèçüêèì äî åêñïîíåíöiàëüíîãî.

Ðèñ. 2.8. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (2.5.10) òà (2.5.11) ïðè
K = 1, d = 3, b = 5, L = 1, 5

2.5.3. Ïîïóëÿöi¨ ç îáìåæåíèì ðåñóðñîì

Î÷åâèäíî, ùî íåîáìåæåíå çðîñòàííÿ ïîïóëÿöié, ùî ìàëî ìi-
ñöå â ïîïåðåäíiõ ìîäåëÿõ, íåìîæëèâå ÷åðåç îáìåæåíiñòü çîâíi-
øíiõ ðåñóðñiâ ïîïóëÿöi¨. Îáìåæåíiñòü çîâíiøíiõ ðåñóðñiâ ïðèâî-
äèòü äî âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨, ÿêà ïðîÿâëÿ¹òüñÿ â çàëå-
æíîñòi íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi âiä ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨.

65



Âíàñëiäîê âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨ íàðîäæóâàíiñòü ç ðî-
ñòîì ÷èñåëüíîñòi ñïàäà¹, à ñìåðòíiñòü çðîñòà¹. Òîìó äëÿ îáìåæå-
íî¨ ðåñóðñàìè ïîïóëÿöi¨ ìîæíà ââàæàòè, ùî

b(N) = b0(N)− ε1N,

d(N) = d0(N) + ε2N,

äå ε1, ε2 � êîåôiöi¹íòè ïðîïîðöiéíîñòi, ùî õàðàêòåðèçóþòü âïëèâ
êîíêóðåíöi¨ íà íàðîäæóâàíiñòü òà ñìåðòíiñòü.

Ïðè öèõ ïðèïóùåííÿõ çàãàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ äèíàìiêè ÷è-
ñåëüíîñòi îáìåæåíî¨ ðåñóðñàìè ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä

Ṅ = N(b0(N)− d0(N)− εN) = F0(N)− εN2, (2.5.12)

äå b0(N), d0(N) � ïàðàìåòðè íàðîäæóâàíîñòi i ñìåðòíîñòi âiëüíî¨
ïîïóëÿöi¨.

Òîäi ìîäåëü Ìàëüòóñà (2.1.1) ïðè âðàõóâàííi îáìåæåíîñòi ðå-
ñóðñiâ ïåðåõîäèòü â ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà

Ṅ = aN − εN2,

ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî ç ÷àñîì ìîíîòîííî ïðÿìóþòü äî çíà÷åííÿ K =
a

ε
.

Ðiâíÿííÿ (2.1.2) ïiñëÿ óðàõóâàííÿ îáìåæåíîñòi ðåñóðñiâ íå çìi-
íþ¹ ñâîãî âèãëÿäó é îïèñó¹ ãiïåðáîëi÷íèé ðiñò ÷èñåëüíîñòi ïîïó-
ëÿöi¨.

Ðiâíÿííÿ (2.5.9) ç óðàõóâàííÿì âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåí-
öi¨ íàáóâà¹ âèãëÿäó

Ṅ =
b0N

2

K +N
− εN2 =

bN2

K +N

P −N

P
, (2.5.13)

äå b = b0 − εK, P =
b0
ε
−K.

ßêiñíî äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿì (2.5.13), òàêà, ÿê i â ëîãiñòè÷íîìó ðiâíÿííÿ (ðèñ. 2.2).

Ðiçíèöÿ ìà¹ òiëüêè êiëüêiñíèé õàðàêòåð: ïîïóëÿöiÿ ïîâiëüíiøå
ðîñòå ïðè ìàëèõ ÷èñåëüíîñòÿõ.
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ßêùî â ìîäåëi (2.5.10) âðàõóâàòè âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêóðåí-
öiþ, òî îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

Ṅ =
b0N

2

K +N
− d0N − εN2 =

εN(N − L)(P −N)

(K +N)
, (2.5.14)

äå L i P � êîðåíi ðiâíÿííÿ

N2 −
(
(b0 − d0)

ε
−K

)
N +

d0K

ε
= 0.

Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ N(t) ðiâíÿííÿ (2.5.14) íàâåäåíi íà ðèñ. 2.9.

Ðèñ. 2.9. Äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, ùî îïèñó¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì (2.5.14) (L = 1, P = 2)

Ç ðèñ. 2.9 âèäíî, ùî iñíóþòü äâà íåòðèâiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ
ñòàíè: N = L i N = P (L < P ). ßêùî ïî÷àòêîâà ÷èñåëüíiñòü
N0 > L, òî ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ ìîíîòîííî çðîñòà¹ i ïðÿìó¹ äî
çíà÷åííÿ N = P . ßêùî æ N0 < L, òî ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹. Ñòàí
N = P � ñòiéêèé, N = L � íåñòiéêèé. ßêùî â ðåçóëüòàòi âiäëîâó
îñîáèí ïîïóëÿöi¨ ¨¨ ÷èñåëüíiñòü çíèæó¹òüñÿ äî ðiâíÿ, ìåíøîãî çà
L, òî ïîïóëÿöiÿ ïðèðå÷åíà íà âèìèðàííÿ. Íåñòiéêà ðiâíîâàãà N =
L � öå ïðèêëàä íåáåçïå÷íî¨ ìåæi äi¨ íà ïîïóëÿöiþ.

2.5.4. Ïîïóëÿöi¨ ç åôåêòîì Îëëi

Ç ðiâíÿííÿ (2.2.1) áà÷èìî, ùî ïèòîìèé òåìï ïðèðîñòó (êîåôiöi-

¹íò ïðèðîñòó) F (N) =
1

N

dN

dt
¹, ÿê ïðàâèëî, íåëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ

âiä N . Öÿ çàëåæíiñòü ìîæå áóòè äâîÿêîþ. Íà ðèñ. 2.10 íàâåäåíi
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ïðèêëàäè ìîíîòîííî ñïàäíèõ çàëåæíîñòåé: çàëåæíîñòi 2 âiäïîâiä-
àþòü ðèáè, ðàâëèêè, æîëóäi äóáà òà iíøi; çàëåæíîñòi 3 âiäïîâiäà-
þòü âåëèêi òâàðèíè; ïðÿìà 1 âiäïîâiäà¹ ëîãiñòè÷íié ìîäåëi.

Äîñòîâiðíà âiä'¹ìíà êîðåëÿöiÿ ìiæ F i N , ïåðåâiðåíà ÷èñëåí-
íèìè åêñïåðèìåíòàìè, çàâæäè ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â ïîïóëÿöiÿõ, ùî ¹
êîìïîíåíòàìè ñòàáiëüíèõ åêîñèñòåì.

Íà ðèñ. 2.11 íàâåäåíi íåìîíîòîííi çàëåæíîñòi, ÿêi çóñòði÷àþ-
òüñÿ â ïîïóëÿöiÿõ ç ÿñêðàâî âèðàæåíîþ ãðóïîâîþ ïîâåäiíêîþ i
âçà¹ìîäîïîìîãîþ, íàïðèêëàä, ó êîëîíiÿõ ïòàõiâ i òâàðèí, ó ÿêèõ
iñíóþòü ãðóïîâi ôîðìè çàõèñòó âiä íàïàäiâ õèæàêiâ, ñóìiñíå âè-
ðîùóâàííÿ ïîòîìñòâà òîùî. Òóò ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ N (êîëè
âèÿâëÿ¹òüñÿ åôåêò ãðóïè) F (N) ïî÷èíà¹ çðîñòàòè, à äàëi ÷åðåç
íåäîñòàòíiñòü ðåñóðñiâ âåëè÷èíà F (N) ñïàäà¹. Òàêèé òèï çàëå-
æíîñòåé íàçèâà¹òüñÿ êðèâèìè Îëëi (Allee, 1885�1955).

Íàéïðîñòiøó çàëåæíiñòü Îëëi ìîæíà çàäàòè êóái÷íîþ ïàðà-
áîëîþ

F (N) = N3 + pN2 + qN + r,

äå p, q, r � ñòàëi, ÿêi ìîæíà âèçíà÷èòè çà òðüîìà çíà÷åííÿìè F ó
äîâiëüíèõ òî÷êàõ.

Ðèñ. 2.10. Ìîíîòîííà Ðèñ. 2.11. Íåìîíîòîííà
çàëåæíiñòü çàëåæíiñòü òèïó Îëëi

Ó ðàçi ìîíîòîííî¨ çàëåæíîñòi, êðiì íóëüîâî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî-
÷êè ðiâíÿííÿ (2.2.1), iñíó¹ ùå îäíà íåòðèâiàëüíà ñòàöiîíàðíà òî-
÷êàN = N∗ (ðèñ. 2.10), ïðè÷îìó íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ñòàí

ñòiéêèé, îñêiëüêè
dN

dt
> 0 ïðè N < N∗ i

dN

dt
< 0 ïðè N > N∗.
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Ó ðàçi çàëåæíîñòi òèïó Îëëi ìîæëèâå iñíóâàííÿ äåêiëüêîõ ñòà-
öiîíàðíèõ ñòàíiâ � ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ F (N) = 0. �õ êiëüêiñòü çà-
ëåæèòü âiä âèãëÿäó ôóíêöi¨ F (N). Äëÿ êðèâî¨ Îëëi 2 ç ðèñ. 2.11
iñíó¹ òðè íåòðèâiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíè, ïðè÷îìó N∗

1 , N
∗
3 (iç

íàéìåíøîþ i íàéáiëüøîþ ÷èñåëüíiñòþ) ñòiéêi, à N∗
2 (iç ïðîìiæíèì

çíà÷åííÿì ÷èñåëüíîñòi) � íåñòiéêèé. Íóëüîâà ñòàöiîíàðíà òî÷êà ó
öèõ äâîõ âèïàäêàõ íåñòiéêà.

Òîáòî çàëåæíiñòü òèïó Îëëi ïðèçâîäèòü äî âèíèêíåííÿ íîâîãî
åôåêòó, íàïðèêëàä êiëüêîõ ñòiéêèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ, ùî ìîæå
áóòè iíòåðïðåòîâàíî ÿê âèíèêíåííÿ äåÿêî¨ íîâî¨ ôîðìè àäàïòàöi¨
äî íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà.

Äëÿ àíàëiçó íåëiíiéíî¨ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ êî-
ðèñòóþòüñÿ ùå ìåòîäîì ôàçîâèõ äiàãðàì � ãðàôiêàìè çàëåæíîñòi
dN

dt
âiä N .

Íà ðèñ. 2.12 ïîáóäîâàíi ôàçîâi äiàãðàìè äëÿ ìîíîòîííèõ i íå-
ìîíîòîííèõ çàëåæíîñòåé iç êiëüêîìà ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè. ßê

áà÷èìî, ñòiéêiñòü ïîâ'ÿçàíà çi çíàêîì ïîõiäíî¨
d

dN
(F (N)N) ó ñòà-

öiîíàðíié òî÷öi.

à á
Ðèñ. 2.12. Ôàçîâi äiàãðàìè: à � ìîíîòîííèõ; á � íåìîíîòîííèõ

çàëåæíîñòåé
Îñêiëüêè

d

dN
(F (N)N) =

dF

dN
N + F (N) =

dF

dN
N +

1

N

dN

dt

i
dN

dt
= 0 ó ñòàöiîíàðíié òî÷öi N∗, òî ðiâíîâàãà N∗ àñèìïòîòè÷íî

ñòiéêà, ÿêùî â íié
dF (N∗)

dN
< 0, i íåñòiéêà, ÿêùî

dF (N∗)

dN
> 0,

òîáòî ãðàäi¹íò
dF (N∗)

dN
âèçíà÷à¹ ëiíiéíó ñòiéêiñòü ïîëîæåííÿ N∗.
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Ïðîiëþñòðó¹ìî ùå ïðîöåñ ëiíåàðèçàöi¨ ðiâíÿííÿ (2.2.1). Ïî-
êëàäåìî N(t) = N∗+n(t), |n(t)| << 1, òîäi (2.2.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dn

dt
= F (N∗ + n)(N∗ + n) = (F (N∗) + F ′(N∗)n+ . . . )(N∗ + n),

ùî ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî n(t) äà¹

dn

dt
= F ′(N∗)N∗n.

Îòæå, n(t), à òîìó é i N(t) çðîñòà¹ ÷è ñïàäà¹ â çàëåæíîñòi âiä
òîãî, F ′(N∗) > 0 ÷è F ′(N∗) < 0.

Äëÿ ôóíêöi¨ F (N), ùî çîáðàæåíà íà ðèñ. 2.12 á, ãðàäi¹íòè
F (N∗) äëÿ N = 0, N = N∗

2 äîäàòíi, òîìó öi ïîëîæåííÿ ðiâíîâà-
ãè íåñòiéêi. Íàòîìiñòü F ′(N∗

1 ) < 0, F ′(N∗
3 ) < 0, òîìó N = N∗

1 ,
N = N∗

3 � ñòiéêi äëÿ ìàëèõ çáóðåíü. Ñòðiëêè âêàçóþòü íà ñòié-
êiñòü àáî íåñòiéêiñòü ïîëîæåíü ðiâíîâàãè. ßêùî, íàïðèêëàä, çáó-
ðèòè ïîïóëÿöiþ ç ÷èñåëüíîñòi N = N∗

1 òàê, ùîá N(t) ∈ (N2, N3),
òî N(t) → N∗

3 ïðè t→ ∞ i íå ïîâåðíåòüñÿ â ïîëîæåííÿ N∗
1 . ßêiñíî

öå îçíà÷à¹, ùî iñíóþòü äîïóñòèìi çáóðåííÿ, òàêi, ùî ñòàöiîíàðíi
ñòàíè çàëèøàþòüñÿ ñòiéêèìè. Íàïðèêëàä, äëÿ N∗

1 äîïóñòèìå çáó-
ðåííÿ äîðiâíþ¹ N∗

2 −N∗
1 .

Çàóâàæèìî, ùî â åêîëîãi¨ ðîçðiçíÿþòü ñëàáêèé òà ñèëüíèé
åôåêòè Îëëi. Ó ðàçi ñëàáêîãî åôåêòó Îëëi F (N) > 0 ïðè 0 < N <
N∗

1 (êðèâà 2 íà ðèñ. 2.11). Ó ðàçi ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi F (N) < 0
ïðè 0 < N < N∗

1 , òîáòî ÿêùî N ñòà¹ ìåíøèì âiä ãðàíè÷íî¨ ÷è-

ñåëüíîñòi N∗
1 , òî øâèäêiñòü ðîñòó

dN

dt
ñòà¹ âiä'¹ìíîþ i ïîïóëÿöiÿ

âèìèðà¹. Öåé åôåêò ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íåäîñòàòíþ ÷èñåëü-
íiñòü ïîïóëÿöi¨, çà ÿêî¨ ðåïðîäóêòèâíi îñîáèíè íå çíàõîäÿòü îäíi
îäíèõ.

Òèïîâà ôîðìà âðàõóâàííÿ ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi â ëîãiñòè÷íî-
ìó ðiâíÿííi òàêà:

dN

dr
= rN

(
1− N

K

)
(N − L), L < K, r > 0. (2.5.15)

Öÿ ìîäåëü âðàõîâó¹ ïðèðîäíó ñìåðòíiñòü, âíóòðiøíüîâèäîâó
êîíêóðåíöiþ é íèæíþ ìåæó ÷èñåëüíîñòi. Ôàçîâà äiàãðàìà òà ïî-
âåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà
ðèñ. 2.13.
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à á â
Ðèñ. 2.13. Ôàçîâà äiàãðàìà òà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ó âèïàäêó

ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi: à � ãðàôiê çìiíè øâèäêîñòi ðîçìíîæåííÿ;
á � ôàçîâà ïðÿìà; â � ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.5.15)

Ñòàöiîíàðíi òî÷êè N = 0 i N = K ñòiéêi, à N = L � íåñòiéêà,
òîáòî ÿêùî ïî÷àòêîâi óìîâè ïîïóëÿöi¨ òàêi, ùî N(0) = N0 < L,
òî ïîïóëÿöiÿ ç ÷àñîì âèìèðà¹, òîáòî L çàäà¹ íèæíþ ìåæó âè-
ðîäæåííÿ ïîïóëÿöi¨. Öÿ áiîëîãi÷íà õàðàêòåðèñòèêà êîíêðåòíîãî
âèäó ðiçíà äëÿ ðiçíèõ ïîïóëÿöié. Ñïîñòåðåæåííÿ áiîëîãiâ ïîêà-
çàëè, ùî äëÿ îíäàòð öå ëèøå ïàðà îñîáèí íà òèñÿ÷ó êì2, à äëÿ
àìåðèêàíñüêîãî ãîëóáà � öå âæå ñîòíi òèñÿ÷ îñîáèí (çàçäàëåãiäü
âàæêî ïåðåäáà÷èòè, ùî òàêèé ÷èñëåííèé âèä ïðèðå÷åíèé íà âèìè-
ðàííÿ). Äëÿ áëàêèòíèõ êèòiâ êðèòè÷íà ãðàíèöÿ ÷èñåëüíîñòi äî-
ðiâíþ¹ äåñÿòêàì ñîòåíü. Õèæàöüêå âèíèùåííÿ êèòiâ ïðèçâåëî äî
çìåíøåííÿ ¨õ êiëüêîñòi ó ñâiòîâîìó îêåàíi. I õî÷à ïîëþâàííÿ íà
íèõ çàáîðîíåíî, íàäi¨ íà âiäíîâëåííÿ ïîïóëÿöi¨ áëàêèòíèõ êèòiâ
ïðàêòè÷íî íåìà¹. Òàêi êðèòè÷íi ñòàíè âàæëèâî çíàòè äëÿ ïëà-
íóâàííÿ ïðîöåñiâ âiäáîðó îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨ ïðè ïðîìèñëîâîìó
çíà÷åííi áiîëîãi÷íîãî âèäó.

Îòæå, âðàõîâóþ÷è íà åòàïi êîíöåïòóàëüíî¨ ïîñòàíîâêè çàäà÷i
âñå áiëüøå é áiëüøå ôàêòîðiâ, ÿêi âïëèâàþòü íà ÷èñåëüíiñòü ïîïó-
ëÿöi¨, ìè ïðèõîäèìî äî i¹ðàðõi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, äëÿ ÿêèõ
îäåðæàòè ðîçâ'ÿçîê â àíàëiòè÷íié ôîðìi óæå, ÿê ïðàâèëî, íå âäà-
¹òüñÿ. Àëå äåÿêi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà âèâ÷èòè øëÿõîì
ÿêiñíîãî äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ òîãî, ùîá
îäåðæàòè êiëüêiñíi õàðàêòåðèñòèêè, íåîáõiäíî ïåðåéòè äî ÷èñëî-
âèõ àëãîðèòìiâ.
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2.6. Ðàöiîíàëüíå âèêîðèñòàííÿ ïðèðîäíèõ ïîïóëÿöié.

Çáið óðîæàþ

Ó ñâî¨é äiÿëüíîñòi ëþäèíà âèêîðèñòîâó¹ ðiçíi ïðèðîäíi ðåñóð-
ñè. Ìåòà òàêî¨ äiÿëüíîñòi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çà äåÿêèé ÷àñ çi-
áðàòè ìàêñèìàëüíî ãàðàíòîâàíèé óðîæàé êîðèñíî¨ áiîìàñè i ïðè
öüîìó íå çíèùèòè áiîëîãi÷íó ïîïóëÿöiþ. Óðîæàé � öå òà êiëüêiñòü
áiîìàñè, ÿêà çàáèðà¹òüñÿ ç äàíî¨ ïîïóëÿöi¨ çà ïåâíèé ïðîìiæîê ÷à-
ñó. Òîìó íàäçâè÷àéíî âàæëèâèé åêîëîãi÷íî îá ðóíòîâàíèé ïiäõiä
äî ðàöiîíàëüíîãî âèêîðèñòàííÿ áóäü-ÿêîãî âiäíîâëþâàíîãî ðåñóð-
ñó.

Íåõàé ç äåÿêî¨ ïîïóëÿöi¨ ðåãóëÿðíî âiäëîâëþ¹òüñÿ ïåâíà êiëü-
êiñòü îñîáèí, ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî iíòåíñèâíiñòü ïðîìè-
ñëó íå çàëåæèòü âiä ÷àñó. Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ äëÿ çìiíè
÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä

Ṅ = F (N)− S(N,α), (2.6.1)

äå F (N) � ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ïîïóëÿöi¨ ó âèïàäêó âiä-
ñóòíîñòi ïðîìèñëà, S(N,α) � øâèäêiñòü âiäáîðó îñîáèí ç ïîïó-
ëÿöi¨, ïàðàìåòð α õàðàêòåðèçó¹ iíòåíñèâíiñòü ïðîìèñëà. Çàäà÷à
ìîäåëþâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çáiëüøèòè îáñÿã ãàðàíòîâàíîãî
óðîæàþ, ïðè÷îìó âñòàíîâèòè òàêó øâèäêiñòü çáîðó óðîæàþ, ÿêà
áóäå ïiäòðèìóâàòè ïîïóëÿöiþ â ñòàíi ìàêñèìàëüíîãî ïðèðîñòó.

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü çáîðó óðîæàþ äëÿ îäíîðiäíî¨ ïîïóëÿöi¨,
äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi ÿêî¨ çà âiäñóòíîñòi ïðîìèñëó îïèñó¹òüñÿ
áàçîâèì ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì: ðiâíÿííÿì Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà.
Îäíîðiäíiñòü îçíà÷à¹, ùî âñi îñîáèíè ïîïóëÿöi¨ îäíàêîâi, òîáòî
íå âðàõîâó¹òüñÿ ïîäië îñîáèí ïîïóëÿöi¨ çà ÿêèìèñü îçíàêàìè (íà-
ïðèêëàä, çà âiêîâèì ñêëàäîì).

ßê âiäîìî ç ï. 2.2, ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
= αN − βN2, N(t0) = N0, (2.6.2)

äå N(t) � çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ (êiëüêiñòü áiîìàñè) â
ìîìåíò ÷àñó t; α � êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó; β � êîåôiöi¹íò
âíóòðiïîïóëÿöiéíî¨ êîíêóðåíöi¨.
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Çäiéñíèìî âèáið ñèñòåìè îäèíèöü N i t, àáî çàïðîâàäèìî çàìi-

íó çìiííèõ x =
β

α
N , t′ = αt. Òîäi ðiâíÿííÿ (2.6.2) ìîæíà çâåñòè

äî áåçðîçìiðíî¨ ôîðìè âèãëÿäó

ẋ = x− x2. (2.6.3)

Çîáðàçèìî çëiâà íà ðèñ. 2.14 ãðàôiê ôóíêöi¨ y(x) = x − x2

(öå ïàðàáîëà, ãiëêè ÿêî¨ íàïðàâëåíi â ñòîðîíó âiä'¹ìíèõ çíà÷åíü
ôóíêöi¨ y(x)).

Ðèñ. 2.14. Ôàçîâà äiàãðàìà òà ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (2.6.3)

Ãðàôiê ôóíêöi¨ y = x − x2 ìiæ òî÷êàìè A i B çíàõîäèòüñÿ
â îáëàñòi äîäàòíèõ çíà÷åíü y, à öå îçíà÷à¹, ùî ẋ > 0 i x(t) �
çðîñòàþ÷à ôóíêöiÿ. Çà òî÷êîþ B ẋ < 0, à x(t) ñïàäà¹ (x−x2 < 0).

Ó öåíòði ðèñ. 2.14 çîáðàæåíå âåêòîðíå ïîëå, ÿêå âêàçó¹ íàïðÿ-
ìîê çìiíè âåëè÷èíè x(t). Â òî÷êàõ A i B øâèäêiñòü çìiíè ÷èñåëü-
íîñòi x(t) äîðiâíþ¹ íóëþ: öå ñòàöiîíàðíi ñòàíè.

Ñïðàâà íà ðèñ. 2.14 íàâåäåíà çàëåæíiñòü ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿ-
öi¨ âiä ÷àñó ïðè ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ. Çàóâàæèìî, ùî òàêi
âèñíîâêè çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè i äëÿ áiëüø øèðîêîãî êëàñó
ìîäåëåé ẋ = k(x)x, äå k(x) � ñïàäíà ôóíêöiÿ.

Òàêi ìîäåëi ïîêàçóþòü, ùî ç ðîñòîì ÷àñó âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñòà-
öiîíàðíèé ðåæèì B, ÿêèé ¹ ñòiéêèì. ×èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ ïðÿ-
ìó¹ äî äåÿêîãî ðiâíÿ B: âåëèêi ÷èñåëüíîñòi çìåíøóþòüñÿ, ìàëi �
çáiëüøóþòüñÿ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìîäåëü ðàöiîíàëüíîãî âèêîðèñòàííÿ ïîïóëÿ-
öi¨, òîáòî ìîäåëü çi çáîðîì óðîæàþ. Ïðè öüîìó, âèâ÷èìî âïëèâ íà
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äèíàìiêó òàêî¨ ïîïóëÿöi¨ äâîõ ðåæèìiâ âiäáîðó îñîáèí ç ïîïóëÿ-
öi¨, à ñàìå âiäáið ïîñòiéíî¨ êiëüêîñòi îñîáèí çà ïåâíó îäèíèöþ ÷àñó
(ñòðàòåãiÿ 1) òà âiäáið ïîñòiéíî¨ ÷àñòêè ïîïóëÿöi¨ (ñòðàòåãiÿ 2).

Âèçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ÿê ïîçíà÷èòüñÿ íà ùiëüíîñòi ïîïóëÿöi¨
çáið óðîæàþ ç ïîñòiéíîþ iíòåíñèâíiñòþ. Ìîäåëü ñòðàòåãi¨ 1 çáîðó
ïîñòiéíîãî óðîæàþ ìà¹ âèãëÿä

ẋ = x− x2 − c. (2.6.4)

Òàêi ìîäåëi íàçèâàþòüñÿ æîðñòêèìè [4], îñêiëüêè iíòåíñèâíiñòü
çáîðó óðîæàþ ñòðîãî ôiêñîâàíà.

Äëÿ àíàëiçó çàëåæíîñòi äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨ âiä iíòåíñèâíîñòi
âèëîâó c ìîæíà âèêîðèñòàòè àíàëiòè÷íèé ïiäõiä, àëå îñîáëèâîñòi
ïîâåäiíêè ñèñòåìè ïðè çìiíi îäíîãî ïàðàìåòðà c çðó÷íiøå ïîáà-
÷èòè, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ ãðàôi÷íèì ïðèéîìîì.

Õiä åâîëþöi¨ ÷èñåëüíîñòi îñîáèí ç ÷àñîì çàëåæíî âiä çíà÷åíü
ïàðàìåòðà c íàâåäåíèé íà ðèñ. 2.15.

Ðèñ. 2.15. Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.6.4) ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ c: a � c = 0, 1; á � c = 0, 25; â � c = 0, 5

Ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ c (c <
1

4
) ñèñòåìà ìà¹ äâà ñòàíè ðiâíî-

âàãè A òà B. Ñòàí B, ùî âiäïîâiäà¹ áiëüøié ÷èñåëüíîñòi, ñòiéêèé,
òîìó òàêà ïîïóëÿöiÿ âiäíîâëþ¹òüñÿ ïðè ìàëèõ âiäõèëåííÿõ âiä
ïîëîæåííÿ B. Ñòàí A íåñòiéêèé: ÿêùî âíàñëiäîê äåÿêèõ ïðè÷èí
(íàïðèêëàä, áðàêîí'¹ðñòâà) ðîçìið ïîïóëÿöi¨ âïàäå íèæ÷å ðiâíÿ
A, òî íàäàëi ïîïóëÿöiÿ áóäå ïîâíiñòþ çíèùåíà (ðèñ. 2.15 à). Ïðè-
÷îìó ÷èñåëüíiñòü N → 0 çà ñêií÷åííèé ÷àñ, îñêiëüêè ïðè ìàëèõ
x ðiâíÿííÿ (2.6.4) òðàíñôîðìó¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ ẋ = −c i òîäi äëÿ
áóäü-ÿêîãî ïî÷àòêîâîãî x0 â ìîìåíò t0 x(t) = x0−c(t−t0) i x(t) = 0,

ÿêùî t = t0 +
x0
c
<∞.

74



Ïðè âåëèêèõ êâîòàõ c âèëîâó ïîïóëÿöi¨ (c >
1

4
) ñòàíiâ ðiâíîâà-

ãè âçàãàëi íå iñíó¹. Ïîïóëÿöiÿ, ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ,
ïðèðå÷åíà íà âèìèðàííÿ çà ñêií÷åííèé ÷àñ, íå çâàæàþ÷è íà òå,
ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âîíà ìîæå áóòè ÷èñëåííîþ (ðèñ.
2.15 â).

Çíà÷åííÿ c =
1

4
êðèòè÷íå. ßêà á íå áóëà ïî÷àòêîâà ÷èñåëü-

íiñòü x(t0) >
1

2
, ç ÷àñîì ïîïóëÿöiÿ âèéäå íà ñòàöiîíàðíèé ðåæèì

A = B =
1

2
(ðèñ. 2.15 á ). Îäíàê öåé ñòàöiîíàðíèé ðåæèì íàïiâ-

ñòiéêèé. Ïðàêòè÷íî âií íåñòiéêèé, îñêiëüêè íåâåëèêå âèïàäêîâå
çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi x ïðèçâåäå äî ïîâíîãî çíèùåííÿ ïîïóëÿ-
öi¨ çà ñêií÷åííèé ÷àñ.

Öiêàâî çàóâàæèòè, ùî ïðè çáiëüøåííi çíà÷åííÿ c âiä 0 äî
1

4
,

ñòàí ðiâíîâàãè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ ìîíîòîííî çìåíøó¹òüñÿ âiä 1

äî
1

2
i, äîñÿãøè êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ

1

2
(ïðè c =

1

4
), äàëi ñòðèáêîì

ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü.
Îòæå, çáiëüøåííÿ çáîðó ïîñòiéíîãî óðîæàþ c ìîæå ïðèâåñòè

(i ÷àñòî ïðèâîäèòü) äî ïîâíîãî âèíèùåííÿ áiîëîãi÷íî¨ ïîïóëÿöi¨
âíàñëiäîê íåñòiéêîñòi, ÿêà âèíèêà¹ ÷åðåç îïòèìiçàöiþ âèëîâó.

Ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü âèäíî, ùî âèáið ïàðàìåòðà c �
íàäçâè÷àéíî âàæëèâèé åëåìåíò êåðóâàííÿ åêñïëóàòàöi¹þ ïîïó-
ëÿöi¨. Ïðàãíó÷è çáiëüøèòè êâîòó âèëîâó c, âàæëèâî íå ïåðåéòè

êðèòè÷íèé ðiâåíü c =
1

4
.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê ì'ÿêî¨ ìîäåëi (ñòðàòåãiÿ 2), êîëè
âåëè÷èíà âèëîâó âèçíà÷à¹òüñÿ íå äèðåêòèâîþ (c = const), à â çà-
ëåæíîñòi âiä ñòàíó ñèñòåìè. Óðîæàé ïðè öüîìó âèçíà÷à¹òüñÿ âåëè-
÷èíîþ, ïðîïîðöiéíîþ x, òîáòî c = kx. Îòæå, æîðñòêå ïëàíóâàííÿ
çàìiíþ¹ìî ñèñòåìîþ ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì.

Ó öüîìó âèïàäêó ìîäåëü ìà¹ âèãëÿä

ẋ = x− x2 − kx, (2.6.5)

äå k > 0 � ìiðà àêòèâíîñòi ïðîìèñëó, âèçíà÷à¹ ÷àñòêó ïîïóëÿöi¨,
ÿêó ìîæíà âiäëîâèòè çà îäèíèöþ ÷àñó. Ïàðàìåòð k ïîòðiáíî ïi-
äiáðàòè òàê, ùîá ó ïðîöåñi åêñïëóàòàöi¨ âiäíîâëþâàëàñÿ ñòiéêiñòü
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áiîëîãi÷íî¨ ñèñòåìè.
Íîâèé íåíóëüîâèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.6.5) âè-

çíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

x = 1− k, k < 1

(îñêiëüêè ẋ = 0).
Ïðè k < 1 ñòàöiîíàðíèé ñòàí B ñòiéêèé (ðèñ. 2.16) i ïðè çðî-

ñòàííi k ðiâíîâàæíà ÷èñåëüíiñòü ìîíîòîííî çìåíøó¹òüñÿ äî íóëÿ.
Ïðè öüîìó óðîæàé c = kx = k(1− k) äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíî-

ãî çíà÷åííÿ ïðè k =
1

2
(ìàêñèìàëüíèé óðîæàé ìà¹ìî òîäi, êîëè

ïðÿìà y = kx ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó ïàðàáîëè y = x − x2) i

ñòàíîâèòü c =
1

4
, ÿê i ïðè æîðñòêîìó ïëàíóâàííi. Àëå, íà âiäìiíó

âiä æîðñòêîãî ïëàíóâàííÿ, ñèñòåìà ç îáåðíåíèì çâ'ÿçêîì ñòiéêà i

ïðè ìàêñèìàëüíîìó çáîði óðîæàþ c =
1

4
.

Ðèñ. 2.16. Ñòàíè ðiâíîâàãè ðiâíÿííÿ (2.6.5) òà ¨õ ñòiéêiñòü

Íåâåëèêi âèïàäêîâi âiäõèëåííÿ ïî âiäíîøåííþ äî ñòàöiîíàð-
íîãî ðiâíÿ x = B ïðèâîäÿòü äî àâòîìàòè÷íîãî âiäíîâëåííÿ öüîãî
ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ñèëàìè ñàìî¨ ñèñòåìè.

Áiëüøå òîãî, íåçíà÷íå âiäõèëåííÿ iíòåíñèâíîñòi âèëîâó c âiä

çíà÷åííÿ
1

4
(àáî òå æ ñàìå, ùî çíà÷åííÿ

1

2
êîåôiöi¹íòà k) çóìîâ-

ëþ¹ íå ñàìîçíèùåííÿ ñèñòåìè (ÿê öå áóëî ïðè æîðñòêîìó ïëàíó-
âàííi), à ëèøå íåiñòîòíå çìåíøåííÿ äîõîäó, òîáòî ìîäåëü ç îáåð-
íåíèì çâ'ÿçêîì áiëüø ñòiéêà äî çìiíè ïàðàìåòðiâ.

Îòæå, ââåäåííÿ îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó (òîáòî çàëåæíîñòi ïðèéíÿ-
òèõ ðiøåíü âiä ðåàëüíîãî ñòàíó ñïðàâ, à íå òiëüêè âiä ïëàíiâ)
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ñòàáiëiçó¹ ñèñòåìó, ÿêà áåç îáåðíåíîãî çâ'ÿçêó çðóéíóâàëàñÿ ïðè
îïòèìiçàöi¨ ïàðàìåòðiâ çáîðó óðîæàþ. Îáåðíåíèé çâ'ÿçîê, ÿê ïðà-
âèëî, ¹ ñòàáiëiçóþ÷èì ìåõàíiçìîì ó äèíàìi÷íèõ ñèñòåìàõ. Ðåæèì,
ïðè ÿêîìó âiäëîâëþ¹òüñÿ ÷àñòèíà ïîïóëÿöi¨, ïðèéíÿòíiøèé.

Öÿ ìîäåëü äîçâîëÿ¹ âèÿâèòè ñóòò¹âi åêîëîãi÷íi ïðîáëåìè, ÿêi
ïîâèííi ðîçãëÿäàòèñÿ â áiëüø ðåàëiñòè÷íèõ ìîäåëÿõ. Ïîïðè ÿâíó
ïðîñòîòó ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi, ìîæíà çðîáèòè öiêàâi é âàæëèâi
âèñíîâêè, ÿêi ïîâèííi áóòè âðàõîâàíi â áiëüø ñêëàäíèõ ìîäåëÿõ.

Ãîëîâíèé âèñíîâîê, ÿêèé ìîæíà çðîáèòè ç öi¹¨ ìîäåëi çáîðó
óðîæàþ, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ñòðàòåãiþ ïðè çáîði óðîæàþ ïîâèíåí
âèçíà÷àòè ïîñòiéíèé ðiâåíü àêòèâíîñòi ïðîìèñëó, à íå ïîñòiéíèé
îá'¹ì óðîæàþ. Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ÿê íåçíàííÿ îá'¹ìó
ìàêñèìàëüíî ãàðàíòîâàíîãî óðîæàþ ìîæå ëåãêî îáåðíóòèñÿ êàòà-
ñòðîôîþ. Àëå, íà æàëü, ïîëiòè÷íi òà åêîíîìi÷íi iíòåðåñè íå çàâ-
æäè ñïðèÿþòü âòiëåííþ íàóêîâèõ ïðîãíîçiâ ó æèòòÿ.

Ó 90-õ ðîêàõ ÕÕ ñò. ìè ñòàëè ñâiäêàìè ñêîðî÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi
áàãàòüîõ ïîïóëÿöié (i íàâiòü ¨õ çíèùåííÿ), ÿêi ðàíiøå ââàæàëèñÿ
ñòiéêèìè.

2.7. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

2.1. Ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (2.2.2) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäà-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.2.3). Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê óçàãàëüíåíîãî ëîãiñòè-
÷íîãî ðiâíÿííÿ (2.3.1), çðîáèòè éîãî ÿêiñíèé àíàëiç.

2.2. Âèêîíàòè ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
(2.3.5). Çíàéòè íåðóõîìi òî÷êè òà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü çà ïåð-
øèì íàáëèæåííÿì. Çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ r′, K ′, çà ÿêèõ
âiäáóâà¹òüñÿ ïîÿâà àáî çíèêíåííÿ íåòðèâiàëüíèõ ñòàíiâ ðiâíîâà-
ãè, ùî ¹ òî÷êàìè áiôóðêàöi¨.

2.3. Ðîçãëÿíóòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü (2.3.3) äëÿ âèëîâó ðèáè
(ïîëþâàííÿ):

à) ó âèïàäêó ëiíiéíî¨ iíòåíñèâíîñòi âèëîâó ðèáè, òîáòî p(N) =
αN , äå α > 0 � ïîñòiéíi çàòðàòè;

á) ó âèïàäêó ïîñòiéíîãî äîõîäó çà îäèíèöþ ÷àñó, òîáòî p(N) =
A, äå A > 0 çàäà¹ âèëîâ ðèáè çà îäèíèöþ ÷àñó (øâèäêiñòü âèëîâó).

Çíàéòè ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü òà ïîáóäóâàòè ÿêiñíó êàðòèíó
ðîçâ'ÿçêiâ. Äàòè âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÿêà ç öèõ äâîõ ñòðàòåãié
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êàòàñòðîôi÷íiøà äëÿ äèíàìiêè ïðîìèñëîâî¨ ïîïóëÿöi¨. Äëÿ äðóãî-
ãî âèïàäêó çíàéòè òî÷êè áiôóðêàöi¨ i ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.

2.4. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ

dN

dt
= r
(
1− N

K1

)(
1− N

K2

)( N
K3

− 1
)

iç êðèòè÷íèìè òî÷êàìè K1, K2, K3 (K1 > K2 > K3) ïîáóäóâàòè
ôàçîâó äiàãðàìó, âèçíà÷èòè ñòiéêiñòü öèõ òî÷îê òà çîáðàçèòè ÿêi-
ñíó êàðòèíó ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ N(t). Ðîçãëÿíóòè ðiçíi âàðiàíòè
çáiãó êðèòè÷íèõ òî÷îê.

2.5. Äëÿ ðiâíÿííÿ Õàò÷èíñîíà (2.4.1) ïðè N(t) = N0, t ∈
[−τ, 0] ïðîiëþñòðóâàòè ìåòîä êðîêiâ. Ðîçãëÿíóòè òðè êðîêè: 1)
t ∈ [0, τ ]; 2) t ∈ [τ, 2τ ]; 3) t ∈ [2τ, 3τ ].

2.6. Ðîçãëÿíóòè íåñòàöiîíàðíå ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ

dN

dt
= N(r(t)− γ(t)N).

Çàïèñàòè ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ N(0) =
N0 (öå ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi, ÿêå çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ

N(t) =
1

x(t)
çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî x(t)). Ïîáó-

äóâàòè ðîçâ'ÿçîê ó âèïàäêó, êîëè r(t) = const, à γ(t) � ïåðiîäè÷íî
çìiíþ¹òüñÿ áiëÿ äåÿêîãî ñòàëîãî ðiâíÿ q òàê, ùî γ(t) = q+β sinωt,
äå ω � ÷àñòîòà çîâíiøíüîãî çáóðåííÿ, β � àìïëiòóäà çáóðåííÿ.

2.7. Ðîçãëÿíóòè ïîïóëÿöiþ ç óçàãàëüíåíèì ãiïåðáîëi÷íèì çà-
êîíîì ðîñòó

dN

dt
= rN2

(
1− N

K

)
.

Âèêîíàòè ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ.
2.8. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ âåëè÷èíè N(t) ó ìîäåëi Ãîìïåðòöà ìî-

æíà îòðèìàòè ðiâíÿííÿ

dN

dt
= rN

(
1− lnN

K

)
,

äå r i K � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Âèêîíàòè ÿêiñíèé àíàëiç ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Çíàéòè íåðóõîìi òî÷êè i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íà-
áëèæåííÿì. Çíàéòè òî÷íèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê òà ïîðiâíÿòè ç
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ïîïåðåäíiìè ðåçóëüòàòàìè. Çíàéòè òî÷êó ïåðåãèíó ðîçâ'ÿçêó ðiâ-
íÿííÿ Ãîìïåðòöà.

2.9. Ãiáðèä ðiâíÿííÿ Ãîìïåðòöà òà ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ äà¹
ðiâíÿííÿ ×àíòåðà (Chanter, 1976), ÿêå ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
= rN

(
1− lnN

K

)
e−µt, N(0) = N0,

äå r, K, µ � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ×àíòåðà òà äîñëiäèòè éîãî âëàñòè-

âîñòi. Ïîðiâíÿòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ×àíòåðà ç ðîçâ'ÿçêàìè ëîãi-
ñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ òà ðiâíÿííÿ Ãîìïåðòöà.

2.10. Äëÿ îïèñó ðîñòó îðãàíiçìó âèêîðèñòîâóþòü íåàâòîíîìíó
ìîäåëü

Ẇ =
aW

t
, W (t0) =W0,

äå W � âèìiðþâàíèé ïàðàìåòð îðãàíiçìó (âàãà, äîâæèíà, îá'¹ì),
t � ÷àñ (âiê îðãàíiçìó); W0 � çíà÷åííÿ W ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó t0; a � íåâiä'¹ìíà êîíñòàíòà. Íåîáõiäíî:

à) âèïèñàòè ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ìîäåëi, äåòàëüíî ïðîàíàëiçó-
âàòè ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié;

á) â åêñïåðèìåíòi áóëî âèÿâëåíî, ùî öÿ ìîäåëü äîáðå îïèñó¹
ðiñò îðãàíiçìiâ ëèøå íà îêðåìèõ ñòàäiÿõ. Ðiçíèì ñòàäiÿì âiäïîâiä-
àþòü ðiçíi çíà÷åííÿ a. Çàïèñàòè òî÷íiøó ìîäåëü ç óðàõóâàííÿì
ñòàäiéíîãî ðîçâèòêó i çîáðàçèòè ãðàôiê ðîñòó â çâè÷àéíié òà ëî-
ãàðèôìi÷íié øêàëàõ.

2.11. Äëÿ ðiçíîñòàòåâèõ ïîïóëÿöié â óìîâàõ íåîáìåæåíîãî ðå-
ñóðñó äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi äîáðå îïèñó¹ ìîäåëü

dN

dt
= rN2.

Îäíàê çà óìîâè âåëèêî¨ ùiëüíîñòi îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨ øâèäêiñòü
ðîçìíîæåííÿ ëiìiòó¹ âæå íå êiëüêiñòü çóñòði÷åé ïðîòèëåæíî¨ ñòà-
òi, à êiëüêiñòü ñàìîê ó ïîïóëÿöi¨. Ìîäåëü, ÿêà âðàõîâó¹ öåé ôàêò,
ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
= a

βN2

β + νN
, N(t0) = N0,
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äå a, b, ν � äîäàòíi êîíñòàíòè. Ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ öüî-
ãî ðiâíÿííÿ.

2.12. Íåõàé p � ñòàëà øâèäêiñòü óòâîðåííÿ CO2 â òiëi ëþäèíè,
òîäi äèíàìiêó ðiâíÿ CO2 ìîæíà îïèñàòè òàêèì ðiâíÿííÿì [17, 69]

dc

dt
= p− Vmaxc(t)

cm(t− τ)

am + cm(t− τ)
,

äå c(t) � ðiâåíü CO2 â àðòåðiàëüíié êðîâi; Vmax, a � äîäàòíi ïàðà-
ìåòðè; τ � ÷àñ çàïiçíåííÿ.

Óâiâøè áåçðîçìiðíi âåëè÷èíè

x =
c

a
, t∗ =

pt

a
, τ∗ =

pτ

a
, α =

aVmax

p
,

ìîæíà çâåñòè ðiâíÿííÿ äî âèãëÿäó

dx

dt
= 1− αx(t)

xm(t− τ)

1 + xm(t− τ)
,

äå äëÿ ïðîñòîòè îïóùåíi çiðî÷êè äëÿ t i τ . Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ¹äè-
íèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x öüîãî ðiâíÿííÿ, i ïðîâåñòè ëiíiéíèé
àíàëiç ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó x0.

2.13. Áiîëîãè âñòàíîâèëè, ùî äåÿêi áàêòåði¨ ðîçìíîæóþòüñÿ
çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ ¨õ íàÿâíié êiëüêîñòi, àëå îäíî÷àñíî
óòâîðþþòü îòðóòó, ùî çíèùó¹ ¨õ çi øâèäêiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ ç êî-
åôiöi¹íòîì b êiëüêîñòi îòðóòè òà êiëüêîñòi áàêòåðié. Ïðèïóñòèìî,
ùî øâèäêiñòü óòâîðåííÿ îòðóòè ïðîïîðöiéíà íàÿâíié êiëüêîñòi áà-
êòåðié. Óñòàíîâèòè çàêîí ðîçìíîæåííÿ áàêòåðié. ßêîãî íàéáiëü-
øîãî çíà÷åííÿ ìîæå äîñÿãòè ÷èñåëüíiñòü áàêòåðié? ßê çâ'ÿçàíi
ìiæ ñîáîþ ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ áàêòåðié i êiëüêiñòü îòðóòè? Ïî-
áóäóâàòè ãðàôiêè öèõ çàëåæíîñòåé.

2.14. Ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ðîñòó äåðåâà. Ïðîâå-
ñòè äîñëiäæåííÿ ìîäåëi. Çîáðàçèòè ãðàôiê êðèâî¨ ðîñòó äåðåâà
çàëåæíî âiä ÷àñó.

Âêàçiâêà. Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìi÷íîãî ðîñòó äåðåâà âðàõó-
âàòè, ùî: 1) âiëüíó åíåðãiþ äåðåâî îòðèìó¹ òiëüêè çà ðàõóíîê ôî-
òîñèíòåçó (ïðîäóêòèâíiñòü ôîòîñèíòåçó ïðîïîðöiéíà ïëîùi êðîíè
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äåðåâà); 2) åíåðãiÿ âèòðà÷à¹òüñÿ íà ðiñò (çáiëüøåííÿ áiîìàñè), äè-
õàííÿ (îñíîâíèé îáìií) i òðàíñïîðòóâàííÿ ïîæèâíèõ ðå÷îâèí iç
 ðóíòó íà íåîáõiäíó âèñîòó.

2.15. Ïðîñòiøà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó
ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä:

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ(τ)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t ≥ 0,

x(τ, 0) = φ(τ), τ > 0,

äå x(τ, t) � ãóñòèíà ïîïóëÿöi¨ îñîáèí âiêó τ ó ìîìåíò ÷àñó t; b(τ),
µ(τ) � ôóíêöi¨ íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåðòíîñòi; φ(τ) � ïî÷àòêîâèé
ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëàäó. Ç'ÿñóâàòè, ÿê ôóíêöi¨ b(τ), µ(τ) âïëè-
âàþòü íà äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ ç ðîñòîì ÷àñó.

Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi x(τ, t) =
eγtr(τ). Ïîáóäóâàòè ðiâíÿííÿ äëÿ γ i çíàéòè óìîâè âiä'¹ìíîñòi
γ.

Ëiòåðàòóðà: [2, 5�7, 15, 17, 49, 84, 86, 87, 92, 100, 101, 105, 118,
120, 124, 125, 130, 141].
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Íiÿêî¨ äîñòîâiðíîñòi íåìà
â íàóêàõ òàì, äå íå ìîæíà çàñòîñóâàòè
æîäíó ç ìàòåìàòè÷íèõ íàóê, i â òîìó,

ùî íåìà¹ çâ'ÿçêó ç ìàòåìàòèêîþ.
Ëåîíàðäî äà Âií÷i

Ðîçäië 3. Àíàëiç äâîâèìiðíèõ ìîäåëåé

äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié

3.1. Êëàñèôiêàöiÿ òèïó âçà¹ìîäié ìiæ ïîïóëÿöiÿìè

Ðiçíi âèäè ïîïóëÿöié âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ ïî-ðiçíîìó. Ñå-
ðåä âåëè÷åçíîãî ðîçìà¨òòÿ âçà¹ìîâiäíîñèí æèâèõ iñòîò ìîæíà âè-
äiëèòè ïåâíi òèïè âiäíîñèí, ÿêi íàé÷àñòiøå çóñòði÷àþòüñÿ â ñåðå-
äîâèùi ïîïóëÿöié i áiîöåíîçiâ. Çíàííÿ öèõ òèïiâ âçà¹ìîâiäíîñèí
äîçâîëÿ¹ âèâ÷àòè äèíàìiêó ïîïóëÿöié çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî-
ãî ìîäåëþâàííÿ.

Õàðàêòåð âïëèâó îäíîãî âèäó íà iíøèé ìîæíà çîáðàçèòè
îäíèì çi çíàêiâ: �+� (ñòèìóëþþ÷èé), ��� (ïðèãíi÷åíèé), �0� (íåé-
òðàëüíèé). Òîäi êëàñèôiêàöiþ âçà¹ìîäié äâîõ âèäiâ ìîæíà çäié-
ñíèòè çà êîìïîçèöi¹þ ç öèõ ñèìâîëiâ. Öÿ êëàñèôiêàöiÿ ïðîâîäè-
òüñÿ íà ðiâíi ïîâíîãî ïîïóëÿöiéíîãî àãðåãóâàííÿ, îñêiëüêè âîíà
çäiéñíþ¹òüñÿ òiëüêè â òåðìiíàõ çàãàëüíî¨ ÷èñåëüíîñòi âçà¹ìîäiþ-
÷èõ ïîïóëÿöié òà øâèäêîñòåé ¨õ çìiíè.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi òèïè ïàðíèõ âçà¹ìîäié ìiæ ïîïóëÿöiÿìè.
1. Íåéòðàëiçì (0, 0). Ïðè òàêié âçà¹ìîäi¨ æîäíà ïîïóëÿöiÿ áåç-

ïîñåðåäíüî íå âïëèâà¹ íà iíøó. Ôîðìàëüíî öå âèðàæà¹òüñÿ â òîìó,
ùî ðiâíÿííÿ äèíàìiêè íåçàëåæíi.

2. Àìåíñàëiçì (−, 0). Ïðè òàêié âçà¹ìîäi¨ äðóãèé âèä ïðèãíi-
÷ó¹ ðiñò ïåðøîãî (àìåíñàëà), à ñàì íå âiä÷óâà¹ ñóòò¹âîãî âïëèâó ç
éîãî áîêó. Ôîðìàëüíî ó ðàçi òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó
ïåðøîãî âèäó òèì ìåíøèé, ÷èì áiëüøà ÷èñåëüíiñòü äðóãîãî âèäó,
à êîåôiöi¹íò ïðèðîñòó äðóãîãî âèäó íå çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíî-
ñòi ïåðøîãî. Òàêèé òèï âçà¹ìîäi¨ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ìiæ ðîñëèíàìè
i òâàðèíàìè, ðîñëèíàìè i ìiêðîîðãàíiçìàìè, òâàðèíàìè i ìiêðî-
îðãàíiçìàìè.

3. Êîìåíñàëiçì (+, 0). Ïîïóëÿöiÿ ïåðøîãî âèäó (êîìåíñàë) ìà¹
âèãîäó âiä ïîïóëÿöi¨ äðóãîãî âèäó i òèì ñàìèì çàáåçïå÷ó¹ ñîái
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iñíóâàííÿ, òîáòî äðóãèé âèä ïîçèòèâíî âïëèâà¹ íà ïåðøèé, õî÷à
ïåðøèé âèä íà äðóãèé íiÿê íå âïëèâà¹. Íàéáiëüø ðîçïîâñþäæå-
íà ôîðìà êîìåíñàëiçìó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîìåíñàë îòðèìó¹ âiä
äðóãîãî âèäó õàð÷i i òèì ñàìèì çàáåçïå÷ó¹ ñâî¹ iñíóâàííÿ. Íàïðè-
êëàä, ó ëåâà iñíó¹ öiëà íèçêà êîìåíñàëiâ: ãi¹íè, øàêàëè, ïòàõè.

4. Õèæàê�æåðòâà (+,−). Öå òàêi âiäíîøåííÿ ìiæ ïîïóëÿöiÿ-
ìè, ïðè ÿêèõ çáiëüøåííÿ / çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ æåð-
òâè ïðèâîäèòü äî çáiëüøåííÿ / çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi õèæàêà, à
çáiëüøåííÿ / çìåíøåííÿ õèæàêà ñïðè÷èíþ¹ çìåíøåííÿ / çáiëü-
øåííÿ ÷èñåëüíîñòi æåðòâè. Ïðèêëàäàìè òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ ¹ ðîñëèíè
i òðàâîÿäíi òâàðèíè. Çàóâàæèìî, ùî ÷åðåç øèðîêå ðîçïîâñþäæå-
ííÿ òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ âîíà ïðèâåðòà¹ íàéáiëüøó óâàãó äîñëiäíèêiâ.

5. Êîíêóðåíöiÿ (−,−). Ïðÿìå ïðèãíi÷åííÿ äâîõ âèäiâ. Ìiæ-
âèäîâà êîíêóðåíöiÿ ìîæå áóòè ðiçíîþ: çà ïðîñòið, çà ¨æó, çà iíøi
ðåñóðñè. Ó ìîäåëÿõ êîíêóðåíöi¨ êîåôiöi¹íòè ïðèðîñòó ÷èñåëüíîñòi
öèõ âèäiâ ¹ ìîíîòîííî ñïàäíèìè ôóíêöiÿìè.

6. Ìóòóàëiçì (+,+). Öå âiäíîøåííÿ âèãiäíîãî âïëèâó íà øâèä-
êîñòi çðîñòàííÿ îáîõ âèäiâ. Áåç òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ êîæíà ç ïîïóëÿöié
îêðåìî iñíóâàòè íå ìîæå. ßêùî ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹ çà âiäñóòíîñòi
iíøî¨, ¨¨ íàçèâàþòü ãåòåðîòðîôîì.

7. Ïðîòîêîîïåðàöiÿ (+,+). Âèãîäà îáîì, àëå ïîïóëÿöi¨ ìîæóòü
iñíóâàòè îêðåìî. ßêùî ïîïóëÿöiÿ çà âiäñóòíîñòi iíøî¨ çäàòíà iñíó-
âàòè, òî ¨¨ íàçèâàþòü àâòîòðîôîì.

Òðîôi÷íi âiäíîñèíè +/- àáî âçà¹ìîäi¨ �õèæàê�æåðòâà� íàé-
áiëüø iñòîòíi äëÿ ôóíêöiîíóâàííÿ åêîñèñòåìè. Òîìó ñïî÷àòêó
ðîçãëÿíåìî ñàìå òàêi ìîäåëi.

3.2. Ñèñòåìà Ëîòêè�Âîëüòåððè �õèæàê�æåðòâà�

Îäíà ç ïåðøèõ ìîäåëåé, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi
äâîõ ïîïóëÿöié, ùî âçà¹ìîäiþòü çà ïðèíöèïîì �õèæàê�æåðòâà�,
áóëà çàïðîïîíîâàíà Âiòî Âîëüòåððîþ (V.Volterra, 1860�1940, iòà-
ëiéñüêèé ôiçèê, ìàòåìàòèê) ó ïðàöi [18]. Âîíà iñòîðè÷íî âèíèêëà
ïiä ÷àñ ñïðîáè ïîÿñíèòè êîëèâàííÿ âèëîâó ðèáè â Àäðiàòè÷íîìó
ìîði. Òàêà ñèñòåìà áóëà äåùî ðàíiøå çàïðîïîíîâàíà À. Ëîòêîþ
(A. Lotka, 1880�1949, îäèí iç òâîðöiâ ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨), àëå
Âîëüòåððà çäiéñíèâ ïîâíiøèé àíàëiç öi¹¨ ñèñòåìè.
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Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó âåëè÷èíè x(t), y(t), ùî îïèñóþòü êiëü-
êiñòü îñîáèí æåðòâè òà õèæàêà âiäïîâiäíî. Ïðèïóñòèìî, ùî ó
âèïàäêó, êîëè ïîïóëÿöi¨ çíàõîäÿòüñÿ içîëüîâàíî îäíà âiä îäíî¨,
¨õíié ðîçâèòîê âiäáóâà¹òüñÿ çãiäíî ç ïðèíöèïîì Ìàëüòóñà: çà âiä-
ñóòíîñòi õèæàêà ïîïóëÿöiÿ æåðòâè åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòà¹, à çà
âiäñóòíîñòi æåðòâè ïîïóëÿöiÿ õèæàêà åêñïîíåíöiàëüíî âèìèðà¹.

Ïîçíà÷èìî êîåôiöi¹íòè ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó õèæàêà òà æåð-
òâè ÷åðåç ε1 òà −ε2, òîäi ðiâíÿííÿ ðîñòó â ðàçi öèõ ïðèïóùåíü
ìàòèìóòü âèãëÿä

ẋ = ε1x, ẏ = −ε2y.

ßêùî òàêi âèäè iñíóþòü â îáìåæåíîìó ñåðåäîâèùi, òî ñóìàðíà
êiëüêiñòü æåðòâ, ùî ñïîæèâà¹òüñÿ õèæàêîì, ëiíiéíî çàëåæèòü âiä
ãóñòèíè ïîïóëÿöi¨ æåðòâè i âiä ãóñòèíè ïîïóëÿöi¨ õèæàêà. Ïðè
öüîìó êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó æåðòâè çìåíøó¹òüñÿ íà
âåëè÷èíó, ïðîïîðöiéíó ÷èñåëüíîñòi õèæàêiâ, à äëÿ õèæàêà öåé
êîåôiöi¹íò âiäïîâiäíî çáiëüøó¹òüñÿ. Öå ïðèïóùåííÿ Â. Âîëüòåððà
çðîáèâ íà îñíîâi ãiïîòåçè �åôåêòèâíèõ çóñòði÷åé�, ÿêà áàçó¹òüñÿ íà
çàêîíi âçà¹ìîäiþ÷èõ ìàñ iç êiíåòè÷íî¨ õiìi¨. Ïðèïóñêà¹òüñÿ òàêîæ,
ùî äîäàòêîâi ôàêòîðè, ÿêi âïëèâàþòü íà äèíàìiêó ïîïóëÿöié ó
ñèñòåìi, âiäñóòíi.

Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� îïèñó¹òüñÿ
ðiâíÿííÿìè [18, 92]

ẋ = ε1x− γ1xy, ẏ = −ε2y + γ2xy, (3.2.1)

äå ε1, ε2, γ1, γ2 � äîäàòíi ïàðàìåòðè. Öþ ñèñòåìó íàçèâàþòü ðiâ-
íÿííÿìè Ëîòêè�Âîëüòåððè.

Ôàçîâèì ïðîñòîðîì öi¹¨ ñèñòåìè ïðèðîäíî ââàæàòè ìíîæèíó
R2
+ = {x, y : x ≥ 0, y ≥ 0}, ÿêà ¹ iíâàðiàíòíîþ, îñêiëüêè ôàçîâi

òðà¹êòîði¨ íå ìîæóòü ïåðåòíóòè ëiíi¨ x = 0, y = 0, ÿêi òåæ ¹
ôàçîâèìè êðèâèìè.

Ñèñòåìà (3.2.1) â ôàçîâié ïëîùèíi x, y ìà¹ äâi òî÷êè ñïîêîþ:
O(0; 0) � íóëüîâèé ñòàí ðiâíîâàãè (ïîâíà âiäñóòíiñòü æèòòÿ) i íå-

òðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâàãè P (x∗, y∗), äå x∗ =
ε2
γ2
, y∗ =

ε1
γ1
. �õ ùå

íàçèâàþòü òî÷êàìè ðiâíîâàãè àáî îñîáëèâèìè òî÷êàìè.
Àíàëiç ñèñòåìè äâîõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿä-

êó çà äîïîìîãîþ ôàçîâî¨ ïëîùèíè ¹ âàæëèâèì ìåòîäîì ¨õ äîñëi-
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äæåííÿ. Ëiíåàðèçóþ÷è ñèñòåìó (3.2.1) â îêîëi òî÷êè (0, 0), îäåð-
æèìî ñèñòåìó

dξ1
dt

= ε1ξ1,
dξ2
dt

= −ε2ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ êîðåíi λ1 = ε1, λ2 =
−ε2. Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ äiéñíi
êîðåíi ðiçíèõ çíàêiâ, òî îñîáëèâà òî÷êà (0, 0) � ñiäëî.

Äëÿ ëiíåàðèçàöi¨ ñèñòåìè (3.2.1) â îêîëi òî÷êè (x∗, y∗) ââàæà-
òèìåìî, ùî x = x∗ + ξ1, y = y∗ + ξ2, òîäi äëÿ ïîïðàâîê ξ1, ξ2 iç
òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí ïåðøîãî ïîðÿäêó ìà¹ìî

dξ1
dt

= −γ1ε2
γ2

ξ2,
dξ2
dt

=
γ2ε1
γ1

ξ1. (3.2.2)

Ìàòðèöÿ ñèñòåìè ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi λ1,2 = ±i√ε1 ε2.
Ñóòî óÿâíi êîðåíi äëÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷àþòü òèï

�öåíòð� äëÿ îñîáëèâî¨ òî÷êè (x∗, y∗), ôàçîâi òðà¹êòîði¨ îòî÷óþòü
öåíòð i ¹ çàìêíåíèìè (¨õ íàçèâàþòü ùå öèêëàìè). Àëå ïðè öüîìó
íå ìîæíà ñêàçàòè, ùî òî÷êà (x∗, y∗) áóäå öåíòðîì äëÿ íåëiíiéíî¨
ñèñòåìè (3.2.1). Ëiíiéíèé àíàëiç â öüîìó âèïàäêó íå äîçâîëÿ¹ çðî-
áèòè âèñíîâîê ïðî ñòiéêiñòü ñòàíó ðiâíîâàãè íåëiíiéíî¨ ñèñòåìè.
Äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñòi ïîòðiáíî ïðîâåñòè äîäàòêîâi äîñëiäæåííÿ.

Äëÿ ñèñòåìè (3.2.1) ëåãêî çíàéòè ïåðøèé iíòåãðàë. Äëÿ öüî-
ãî ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîìíîæèìî íà γ2, à äðóãå � íà γ1 i äîäàìî.
Äiñòàíåìî

γ2
dx

dt
+ γ1

dy

dt
= γ2ε1x− γ1ε2y.

Äàëi ïîìíîæèìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.2.1) íà
ε2
x
, à äðóãå

� íà
ε1
y
i òåæ äîäàìî ¨õ:

ε2
x

dx

dt
+
ε1
y

dy

dt
= −ε2γ1y + ε1γ2x.

Îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè îäåðæàíèõ ðiâíÿíü çáiãàþòüñÿ, òî, ïðè-
ðiâíÿâøè ëiâi ÷àñòèíè, áóäåìî ìàòè ðiâíÿííÿ

γ2
dx

dt
+ γ1

dy

dt
= ε2

d lnx

dt
+ ε1

d ln y

dt
,
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iíòåãðóþ÷è ÿêå, îäåðæó¹ìî ïåðøèé iíòåãðàë ñèñòåìè (3.2.1):

xε2 · yε1 = Ceγ2x+γ1y, (3.2.3)

äå êîíñòàíòó C ìîæíà çíàéòè ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ.
Â. Âîëüòåððà ïîêàçàâ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (3.2.3) äà¹ ñiì'þ

çàìêíåíèõ êðèâèõ iç öåíòðîì ó òî÷öi (x∗, y∗) =
(ε2
γ2
,
ε1
γ1

)
(ðèñ. 3.1),

òîáòî ðîçâ'ÿçêè x(t), y(t) ìàþòü ïåðiîäè÷íèé õàðàêòåð. Íàïðÿìîê
ðóõó ïî îðáiòàõ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (3.2.1). Äëÿ öüîãî ïîòði-

áíî çíàéòè çíàê ïîõiäíî¨
dx

dt
= γ1x

(ε1
γ1

−y
)
àáî

dy

dt
= γ2y

(
− ε2
γ2

+x
)

â áóäü-ÿêié òî÷öi.
Ó öié ìîäåëi êîíêðåòíèé ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàëåæèòü áåç-

ïîñåðåäíüî âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, ïðè ìàëèõ çáóðåííÿõ ôàçîâèõ
êîîðäèíàò áóäå çìiíþâàòèñÿ öèêë, çà ÿêèì âiäáóâàþòüñÿ êîëèâàí-
íÿ â ñèñòåìi i ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñòðèáîê ç îäíi¹¨ òðà¹êòîði¨ íà iíøó,
ùî âêàçó¹ íà íåâiäïîâiäíiñòü ìîäåëi âèìîãàì ïðàêòèêè. Êîíêðå-
òíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.2.1) ìîæíà çíàéòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè,
àáî âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi ôóíêöi¨ ìàòåìàòè÷íèõ ïàêåòiâ.

Îòæå, îñíîâíà âëàñòèâiñòü ñèñòåìè Âîëüòåððè, çàâäÿêè ÿêié
âîíà ñòàëà êëàñè÷íîþ i åòàëîííîþ äëÿ ðîçðîáêè áàãàòüîõ íàñòó-
ïíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîëîãi¨, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íà îñíîâi
ñèëüíî ñïðîùåíèõ ïðèïóùåíü ïðî õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨, ùî îïèñó-
þòü ïîâåäiíêó ñèñòåìè ñóòî ìàòåìàòè÷íèìè çàñîáàìè, áóëî îäåð-
æàíî âèñíîâîê ïðî ÿêiñíó ïîâåäiíêó öi¹¨ ñèñòåìè: ïðî íàÿâíiñòü ó
ñèñòåìi êîëèâàíü ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨. Áåç ïîáóäîâè ìàòåìàòè-
÷íî¨ ìîäåëi òà ¨¨ äîñëiäæåííÿ òàêèé âèñíîâîê çðîáèòè íå ìîæíà.

Îñíîâíèé íåäîëiê ñèñòåìè (3.2.1) ÿê ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi åêî-
ëîãi÷íî¨ ñèñòåìè ïîëÿãà¹ â ¨¨ ñòðóêòóðíié íåñòiéêîñòi (íåãðóáîñòi):
ìàëà çìiíà ïðàâèõ ÷àñòèí ïðèâîäèòü äî ÿêiñíî¨ çìiíè ïîâåäiíêè
ðîçâ'ÿçêiâ, äî çìiíè õàðàêòåðó îñîáëèâèõ òî÷îê i ôàçîâèõ òðà¹-
êòîðié, òîáòî â ìîäåëi �õèæàê�æåðòâà� âiäñóòíi ìåõàíiçìè çáåðå-
æåííÿ ñòiéêîñòi íåòðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè.

Áóëî çðîáëåíî áàãàòî ñïðîá çàñòîñóâàòè ìîäåëü Ëîòêè�
Âîëüòåððè äî ðåàëüíèõ êîëèâàíü ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié. Ç òî÷êè
çîðó êiëüêiñíîãî àíàëiçó öi ñïðîáè íå äàâàëè ðåçóëüòàòó ÷åðåç
ñòðóêòóðíó íåñòiéêiñòü ñèñòåìè. Àëå öÿ ìîäåëü äîçâîëÿ¹ çðîáèòè
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íåòðèâiàëüíi ÿêiñíi âèñíîâêè, ïiäòâåðäæåíi íàòóðíèìè ñïîñòåðå-
æåííÿìè.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.2.1) ìà¹ ÷îòèðè ïàðàìåòðè. Ïiä ÷àñ àíàëiçó
ìîäåëi ñëiä ÷iòêî çðîçóìiòè çìiñò óñiõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi òà ¨õ ðîç-
ìiðíîñòi. Çà ðàõóíîê óâåäåííÿ çàìiíè çìiííèõ ó ñèñòåìi (3.2.1) ìî-
æíà ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ i âîäíî÷àñ çìåíøèòè êiëü-
êiñòü ïàðàìåòðiâ. À öå çóìîâëþ¹ äîäàòêîâi çðó÷íîñòi ïðè äîñëi-
äæåííi ñèñòåìè.

Ó ñèñòåìi (3.2.1) çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ:

x(t) = au(τ), y(t) = bv(τ), t = qτ, (3.2.4)

äå a, b, q � äåÿêi ñòàëi. Îäåðæèìî (òóò óæå òî÷êà ïîçíà÷à¹ ïîõiäíó
ïî τ):

u̇ = ε1qu− γ1qbuv, v̇ = −ε2qv + γ2aquv. (3.2.5)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ a, b, q çàïèøåìî ðiâíÿííÿ:

ε1q = 1, γ1qb = 1, γ2aq = 1.

Çâiäñè

q =
1

ε1
, b =

ε1
γ1
, a =

ε1
γ2
.

Òîäi, ÿê âèïëèâà¹ ç (3.2.4), çàìiíà çìiííèõ â ÿâíîìó âèãëÿäi çàäà-
¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

x =
ε1
γ2
u, y =

ε1
γ1
v, t =

τ

ε1

i ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.2.5) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u̇ = u− uv, v̇ = −αv + uv, (3.2.6)

äå α = ε2/ε1. Öÿ ñèñòåìà i ¹ ñèñòåìîþ �õèæàê�æåðòâà� â íîâèõ
áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, ÿêà ìiñòèòü ¹äèíèé ïàðàìåòð α. Î÷åâèäíî,
ùî àíàëiç òàêî¨ ñèñòåìè ïðîñòiøèé çà àíàëiç ñèñòåìè (3.2.1) i âî-
äíîðàç âñi ¨¨ ðîçâ'ÿçêè ïåðåäàþòü âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âèõiäíî¨
ñèñòåìè. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.2.6) ïðè α = 3 çîáðàæåíèé
íà ðèñ. 3.1.
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Ðèñ. 3.1. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.2.6)

Îäåðæèìî ùå äåÿêi âëàñòèâîñòi ìîäåëi (3.2.1). Âàæëèâó âëà-
ñòèâiñòü ïåðiîäè÷íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ x(t), y(t) ñèñòåìè (3.2.1) ïðîiëþ-
ñòðó¹ìî ùå é â iíøèé ñïîñiá.

Íåõàé x(t), y(t) � ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.2.1) ç ïåðiî-
äîì T . Ïåðåïèøåìî (3.2.1) ó âèãëÿäi

d lnx

dt
= ε1 − γ1y, −d ln y

dt
= ε2 − γ2x.

Ïðîiíòåãðóâàâøè öi ðiâíÿííÿ ïî t íà ïðîìiæêó [t0, t0+T ], äîâæèíà
ÿêîãî äîðiâíþ¹ ïåðiîäó T , îäåðæèìî

0 = ε1T − γ1

t0+T∫
t0

y(t)dt, 0 = ε2T − γ2

t0+T∫
t0

x(t)dt,

îñêiëüêè x(T ) = x(0), y(T ) = y(0). Çâiäñè
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1

T

t0+T∫
t0

y(t)dt =
ε1
γ1

= y∗,
1

T

t0+T∫
t0

x(t)dt =
ε2
γ2

= x∗, (3.2.7)

ùî äîçâîëÿ¹ çðîáèòè âèñíîâîê ïðî òå, ùî ñåðåäíi çíà÷åííÿ ÷èñåëü-
íîñòi îñîáèí íà ïåðiîäi T çàëèøàþòüñÿ ïîñòiéíèìè i íå çàëåæàòü
âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Êîîðäèíàòè íåòðèâiàëüíî¨ ðiâíîâàãè y∗, x∗ ¹
ñåðåäíiìè çíà÷åííÿìè x(t), y(t) âïðîäîâæ ïåðiîäó T , õî÷à ïåðiîä
T çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Âèêîðèñòà¹ìî ðiâíÿííÿ (3.2.2) äëÿ äîñëiäæåííÿ ìàëèõ ôëó-
êòóàöié. Ïðîiíòåãðó¹ìî (3.2.2). Äëÿ öüîãî ïåðøå ðiâíÿííÿ ïîäàìî
ó âèãëÿäi

d2ξ1
dt2

= −γ1
γ2
ε2
dξ2
dt

⇒ d2ξ1
dt2

= −ε1ε2ξ1.

Çâiäñè çíàéäåìî ξ1, à ïiäñòàâèâøè ξ1 â ïåðøå ðiâíÿííÿ, � i ξ2.
Îäåðæèìî

ξ1 = A cos(
√
ε1ε2t+ α), ξ2 = A

γ2
γ1

√
ε1
ε2

sin(
√
ε1ε2t+ α).

Òîäi

x(t) = x∗+A cos(
√
ε1ε2t+α), y(t) = y∗+A

γ2
γ1

√
ε1
ε2

sin(
√
ε1ε2t+α).

Öi ðiâíÿííÿ îïèñóþòü åëiïñè iç öåíòðîì ó òî÷öi (x∗, y∗) i ïiâîñÿìè

A òà A
γ1
γ1

√
ε1
ε2
. Ïåðiîä êîëèâàíü ìàëèõ ôëóêòóàöié T = 2π/

√
ε1ε2

çàëåæèòü òiëüêè âiä êîåôiöi¹íòiâ ïðèðîñòiâ ïîïóëÿöié, à âiäíî-

øåííÿ àìïëiòóä êîëèâàíü äîðiâíþ¹
γ1
γ2

√
ε2
ε1

i çàëåæèòü âiä óñiõ

÷îòèðüîõ ïàðàìåòðiâ.
Ïðèïóñòèìî, ùî äâà âèäè iñíóþòü içîëüîâàíî, òîäi ç ðiâíÿíü

ẋ = ε1x, ẏ = −ε1y çíàéäåìî

x(t) = C1e
ε1t, y(t) = C2e

−ε2t.
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Íåõàé t1 � âiäðiçîê ÷àñó, ÿêèé ïîòðiáíèé æåðòâàì äëÿ òî-
ãî, ùîá ¨õ ÷èñåëüíiñòü ïîäâî¨ëàñÿ, à t2 � öå âiäðiçîê ÷àñó, ïîòði-
áíèé õèæàêàì äëÿ çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi âäâi÷i, òîäi eε1t1 = 2,

e−ε2t2 =
1

2
. Çâiäêè t1 =

ln 2

ε1
, t2 = −

ln 1
2

ε2
=

ln 2

ε2
i ïåðiîä T ìàëèõ

ôëóêòóàöié T =
√
ε1ε2 =

2π

ln 2

√
t1t2. Òîáòî ïåðiîä ìàëèõ ôëóêòó-

àöié ïðîïîðöiéíèé ñåðåäíüîìó ãåîìåòðè÷íîìó ÷àñiâ t1 i t2, ïî-
òðiáíèõ äâîì îêðåìî iñíóþ÷èì âèäàì: îäíîìó (æåðòâàì), ùîá ïî-
äâî¨òèñÿ, äðóãîìó (õèæàêó), ùîá çìåíøèòèñÿ âäâî¹. Äî ðå÷i, ìàëi
ôëóêòóàöi¨ äîçâîëÿþòü åêñïåðèìåíòàëüíî çíàéòè çíà÷åííÿ ÷îòè-
ðüîõ êîåôiöi¹íòiâ ε1, ε2, γ1, γ2.

Ñôîðìóëþ¹ìî ùå çàêîí çìiíè ñåðåäíiõ, ÿêèé ó ëiòåðàòóði íà-
çèâàþòü ïðèíöèïîì Âîëüòåððè. Ïðèïóñòèìî, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ðiâ-
íîìiðíå â ÷àñi i ïðîïîðöiéíå ÷èñåëüíîñòÿì âèíèùåííÿì îñîáèí
êîæíîãî âèäó, òîáòî âiäïîâiäíî çìiíþþòüñÿ ε1, ε2 ïðè íåçìiííèõ
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ γ1, γ2. I ïîñòàâèìî ïèòàííÿ: ÿê çìiíèòüñÿ
ñåðåäíÿ êiëüêiñòü âèäiâ.

Ïðèíöèï Âîëüòåððè [17, 18, 92]. ßêùî â ñèñòåìi �õèæàê�
æåðòâà�, ùî îïèñó¹òüñÿ ìîäåëëþ (3.2.1), îáèäâà âèäè çíèùóþòüñÿ
ðiâíîìiðíî i ïðîïîðöiéíî êiëüêîñòi îñîáèí, òî ñåðåäíÿ êiëüêiñòü
æåðòâ çðîñòà¹, à ñåðåäíÿ êiëüêiñòü õèæàêiâ � ñïàäà¹.

Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ââàæàòèìåìî, ùî ó âèïàäêó êî-
ëè îáèäâà âèäè âèíèùóþòüñÿ ðiâíîìiðíî i ïðîïîðöiéíî êiëüêîñòi
îñîáèí, òî ó æåðòâ çìåíøó¹òüñÿ êîåôiöi¹íò íàðîäæóâàíîñòi ε1,
ÿêèé íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ε1 − α, à ó õèæàêiâ çáiëüøó¹òüñÿ êîåôi-
öi¹íò ñìåðòíîñòi, ÿêèé ñòà¹ ðiâíèì ε2 + β. Ìè ïðèïóñêà¹ìî ùî
α, β > 0 i ε1 − α > 0 (α ¹ äîñòàòíüî ìàëèì) òàê, ùîá ó ñèñòåìi
"õèæàê�æåðòâà"ìàëè ìiñöå ôëóêòóàöi¨.

Òîäi çàìiñòü ñèñòåìè (3.2.1) ìàòèìåìî ñèñòåìó

ẋ = (ε1 − α− γ1y)x,

ẏ = (−(ε2 + β) + γ2x)y

i çà ôîðìóëàìè (3.2.7) îòðèìà¹ìî

1

T

t0+T∫
t0

x(t)dt =
ε2 + β

γ2
=
ε2
γ2

+
β

γ2
>
ε2
γ2
,
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1

T

t0+T∫
t0

y(t)dt =
ε1 − α

γ1
=
ε1
γ1

− α

γ1
<
ε1
γ1
.

Öi íåðiâíîñòi i äîâîäÿòü çàêîí çìiíè ñåðåäíiõ.
ßêùî âèíèùóþòüñÿ òiëüêè õèæàêè (α = 0, β ̸= 0), òî ¨õ ñå-

ðåäíÿ êiëüêiñòü íå çìiíþ¹òüñÿ, à ó æåðòâ � çáiëüøó¹òüñÿ. ßêùî
âèíèùóþòüñÿ òiëüêè æåðòâè (α ̸= 0, β = 0), òî ¨õ ñåðåäí¹ ÷èñëî
íå çìiíþ¹òüñÿ, à ó õèæàêiâ � ñïàäà¹.

Íàâåäåíi äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ó âèïàäêó çíèùåííÿ
òiëüêè õèæàêiâ íåìà¹ íåîáõiäíîñòi íàêëàäàòè îáìåæåííÿ íà ií-
òåíñèâíiñòü ¨õ âèíèùåííÿ.

Ïðèíöèï Âîëüòåððè âïåðøå òåîðåòè÷íî ïîêàçàâ, ùî â åêîñè-
ñòåìi "õèæàê�æåðòâà"ïîïóëÿöiÿ õèæàêiâ áiëüø ÷óòëèâà äî ïðî-
öåñó ïðîïîðöiîíàëüíîãî âèíèùåííÿ îñîáèí ó ïîïóëÿöi¨.

Ìîæíà çðîáèòè ùå îäèí âèñíîâîê � ïðî ïåðiîä òà àìïëiòóäó
êîëèâàíü. Ïåðiîä ìàëèõ ôëóêòóàöié çìåíøó¹òüñÿ, êîëè çíèùóþ-
òüñÿ æåðòâè, i çáiëüøó¹òüñÿ, êîëè çíèùóþòüñÿ õèæàêè, àëå â îáîõ
âèïàäêàõ âiäíîøåííÿ àìïëiòóä êîëèâàíü çáiëüøó¹òüñÿ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè åêîëîãi÷íîãî òðàêòóâàííÿ ïðèíöèïó
Âîëüòåððè. Íàïðèêëàä, ó ÷àñè Ïåðøî¨ ñâiòîâî¨ âiéíè âèëîâ ðèáè â
Àäðiàòè÷íîìó ìîði áóâ ñèëüíî çìåíøåíèé, ùî, íà ïîäèâ áiîëîãiâ,
ïðèâåëî äî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi õèæàêiâ i çìåíøåííÿ êiëüêîñòi
æåðòâ.

Êðiì öüîãî, ïðèíöèï Âîëüòåððè ïîêàçó¹ äâî¨ñòèé õàðàêòåð çà-
ñòîñóâàííÿ ïåñòèöèäiâ äëÿ çáåðåæåííÿ âðîæàþ íà ïîëÿõ. Ìàéæå
âñi òàêi õiìi÷íi ðå÷îâèíè äiþòü íå òiëüêè íà øêiäíèêiâ, àëå i íà
¨õ ïðèðîäíèõ õèæàêiâ (íàïðèêëàä, ïòàõiâ, ùî õàð÷óþòüñÿ öèìè
øêiäíèêàìè), à öå, çãiäíî ç ïðèíöèïîì Âîëüòåððè, ïðèçâîäèòü äî
çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi øêiäíèêiâ i çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ïòàõiâ.

3.3. Ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêóðåíöi¹þ

ñåðåä æåðòâ

Ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè ìà¹ äåÿêi íåäîëiêè, çîêðåìà, ïðè
âiäñóòíîñòi õèæàêà ÷èñåëüíiñòü æåðòâè íåîáìåæåíî çðîñòà¹. Íà
ïðàêòèöi öüîãî íå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ÷åðåç âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêó-
ðåíöiþ òà îáìåæåíiñòü ðåñóðñó. Ïðèðîäíî çìiíèòè ìîäåëü (3.2.1)
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òàê, ùîá îáìåæèòè ðiñò æåðòâ. Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ ëîãiñòè-
÷íèì ðiâíÿííÿì (2.2.2).

Ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç óðàõóâàííÿì êîíêóðåíöi¨
ñåðåä æåðòâ ìà¹ âèãëÿä [17, 92]

ẋ = (ε1 − βx− γ1y)x, ẏ = (−ε2 + γ2x)y, (3.3.1)

äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ æåðòâè òà õèæàêà, ε1, ε2, γ1,
γ2, β � äîäàòíi ïàðàìåòðè.

Äëÿ ñèñòåìè (3.3.1) íå ìîæíà çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê àáî
çàãàëüíèé iíòåãðàë. Çàñòîñó¹ìî ÿêiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ñè-
ñòåìè. Äëÿ àâòîíîìíèõ ñèñòåì (òàê íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü,
ïðàâà ÷àñòèíà ÿêî¨ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó) îñîáëèâèé iíòåðåñ âè-
êëèêà¹ âèâ÷åííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Ñòàöiîíàðíi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.3.1) çíàéäåìî ç òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

(ε1 − γ1y − βx)x = 0, (−ε2 + γ2x)y = 0. (3.3.2)

Â îáëàñòi R+
2 ñèñòåìà (3.3.1) ìà¹ òðè òî÷êè ðiâíîâàãè:

M1(0; 0), M2

(ε1
β
; 0
)
, M3

(ε2
γ2

;
ε1γ2 − βε2

γ1γ2

)
,

ïðè÷îìó M3 ∈ R+
2 , ÿêùî ε1γ2 > βε2.

Â îêîëi òî÷êè M1 ìàòðèöÿ ñèñòåìè ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ìà¹
âèãëÿä

A1 =

(
ε1 0
0 −ε2

)
.

Âëàñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi λ1 = ε1, λ2 = −ε2 � äiéñíi ðiçíèõ
çíàêiâ, òîìó òî÷êà M1 ¹ îñîáëèâîþ òî÷êîþ òèïó ñiäëî (ðèñ. 3.2).

Ëiíåàðèçóþ÷è ñèñòåìó (3.3.1) â îêîëi òî÷êè M2, îäåðæèìî ñè-
ñòåìó

dξ1
dt

= −ε1ξ1 −
ε1γ1
β

ξ2,
dξ2
dt

=
(
γ2
ε1
β

− ε2

)
ξ2.

Ìàòðèöÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âëàñíå çíà÷åííÿ λ1 = −ε1 < 0. Çà óìîâè
ε1γ2 > βε2 (óìîâà iñíóâàííÿ òî÷êè M3 iç äîäàòíèìè êîîðäèíàòà-
ìè) õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü λ2 > 0. Òîìó òî÷êàM2 � ñiäëî (ðèñ.
3.2, à). Çà óìîâè ε1γ2 < βε2 õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü λ2 < 0, òîìó
òî÷êà M2 ¹ ñòiéêèì âóçëîì (ðèñ. 3.2, á ).
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à á
Ðèñ. 3.2. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.3.1) â îêîëi òî÷êè M2

Òåïåð äîñëiäèìî ñèñòåìó â îêîëi òî÷êè M3. Ïîçíà÷èìî

x∗ =
ε2
γ2
, y∗ =

ε1γ2 − βε2
γ1γ2

.

Çàóâàæèìî, ùî äîäàòíå çíà÷åííÿ y∗ iñíó¹ çà óìîâè ε1γ2−βε2 > 0.
Ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ äëÿ ïðèðîñòiâ ξ1(t), ξ2(t) â îêîëi òî÷êè
(x∗, y∗) ìàþòü âèãëÿä

dξ1
dt

= −βx∗ξ1 − γ1x
∗ξ2,

dξ2
dt

= γ2y
∗ξ1.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ λ îäåðæó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ∣∣∣∣ −βx∗ − λ −γ1x∗
γ2y

∗ −λ

∣∣∣∣ = 0,

àáî
λ2 + βx∗λ+ γ1γ2x

∗y∗ = 0.

Îñêiëüêè λ1λ2 = γ1γ2x
∗y∗ > 0, à λ1+λ2 = −βx∗ < 0, òî ñòàöiîíàð-

íà òî÷êàM3 ïðè D < 0 ¹ ñòiéêèì ôîêóñîì, à ïðè D > 0 � ñòiéêèì
âóçëîì, äå äèñêðèìiíàíò

D = (βx∗)2 − 4γ1γ2x
∗y∗.

Ïîêëàäåìî äëÿ ÷èñëîâîãî iíòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (3.3.1) çíà÷åí-
íÿ ε2 = 2, γ1 = 0, 1, γ2 = 0, 3, β = 0, 1. Ôàçîâi ïîðòðåòè ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ ε1 íàâåäåíi íà ðèñ. 3.3.
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Ðèñ. 3.3. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.3.1)

Àëå âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è iñíó¹ âñåðåäèíi ïåðøîãî êâàäðàíòà
ñòiéêèé ãðàíè÷íèé öèêë. Ïîêàæåìî, ùî òàêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó
íå iñíó¹ i áóäü-ÿêà òðà¹êòîðiÿ, ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ âñåðåäèíi ïåðøîãî
êâàäðàíòà, ç ÷àñîì ïðèõîäèòü ó òî÷êó (x∗, y∗), òîáòî òî÷êà àñèì-
ïòîòè÷íî ñòiéêà âñåðåäèíi ïåðøîãî êâàäðàíòà. Äëÿ öüîãî ñêîðè-
ñòà¹ìîñÿ ïðÿìèì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà.

Ó íàøîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà ìà¹ âèãëÿä

L(x, y) =
x∗

γ1

( x
x∗

− ln
x

x∗
− 1
)
+
y∗

γ2

( y
y∗

− ln
y

y∗
− 1
)
.

Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíèõ z ìà¹ìî z − 1 ≥ ln z (ðiâíiñòü ìîæëèâà
ëèøå ïðè z = 1), òî L(x, y) ≥ 0 i L(x∗, y∗) = 0.

Çíàéäåìî
dL

dt
íà òðà¹êòîðiÿõ ñèñòåìè (3.3.1). Îäåðæèìî

dL

dt
=

1

γ1

(
ẋ− x∗

x
ẋ
)
+

1

γ2

(
ẏ − y∗

y
ẏ
)
= − β

γ1
(x− x∗)2 ≤ 0.

Îñêiëüêè
dL

dt
< 0 ñêðiçü, çà âèíÿòêîì ïðÿìî¨ x = x∗, òî òî÷êà

(x∗, y∗) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêà, ïðè÷îìó îáëàñòü ñòiéêîñòi çáiãà¹òüñÿ
ç äîäàòíèì êâàäðàíòîì ïëîùèíè x, y. Îòæå, âñåðåäèíi ïåðøîãî
êâàäðàíòà íå iñíó¹ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ.

ßêùî âèêîíàíà óìîâà D = (βx∗)2 − 4γ1γ2x
∗y∗ < 0, òî ïðè

áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ó ñèñòåìi (3.3.1) âèíèêàþòü çàòó-
õàþ÷i êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòåé ïîïóëÿöié, ÿêi ñòÿãóþòüñÿ â òî÷êó
(x∗, y∗).

ßêùî çíà÷åííÿ β = 0, òî
dL

dt
= 0 i çà òåîðåìîþ Ëÿïóíîâà òî÷êà

(x∗, y∗) � ñòiéêà, àëå íå àñèìïòîòè÷íî, ïðè÷îìó îáëàñòü ñòiéêîñòi
òåæ çáiãà¹òüñÿ ç äîäàòíèì êâàäðàíòîì.
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Îòæå, ñèñòåìà (3.3.1) äîïóñêà¹ iñíóâàííÿ äâîõ òîïîëîãi÷íî
íååêâiâàëåíòíèõ ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ. ßêùî ε1γ2 < βε2, òî ãëî-
áàëüíèì àòðàêòîðîì ¹ òî÷êà M2 (õèæàêè âèìèðàþòü, à ïîïóëÿ-
öiÿ æåðòâ çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi ðiâíîâàãè). ßêùî ε1γ2 > βε2, òî
ç'ÿâëÿ¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêå ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè M3 (ñïiâ-
iñíóâàííÿ õèæàêiâ òà æåðòâ), à òî÷êàM2 ñòà¹ íåñòiéêîþ (ñiäëîì).

3.4. Ìîäåëü Êîëìîãîðîâà

Âèùå ðîçãëÿäàëèñÿ ìîäåëi âçà¹ìîäi¨ äâîõ âèäiâ, âiäîìi ÿê
ðiâíÿííÿ Ëîòêè�Âîëüòåððè. Ó 1935 ð. ðàäÿíñüêèé ìàòåìàòèê
À.Ì. Êîëìîãîðîâ (1903-1987) äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� çàïðî-
ïîíóâàâ ìîäåëü äîñèòü çàãàëüíîãî õàðàêòåðó [34].

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, x(t) � ÷èñåëüíiñòü æåðòâ, y(t) � ÷èñåëüíiñòü
õèæàêiâ. Òîäi ìîäåëü Êîëìîãîðîâà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = α(x)x− V (x)y, ẏ = K(x)y, (3.4.1)

äå α(x) � êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó æåðòâè; V (x) � òðîôi-
÷íà ôóíêöiÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹ êiëüêiñòü æåðòâ, ÿêi âè¨äà¹ îäèí
õèæàê çà îäèíèöþ ÷àñó (øâèäêiñòü âè¨äàííÿ); K(x) � êîåôiöi¹íò
ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó õèæàêiâ. Òðîôi÷íi ôóíêöi¨ ââîäÿòüñÿ äëÿ
òîãî, ùîá ìàòåìàòè÷íî ôîðìàëiçóâàòè ÿâèùå íàñè÷åííÿ õèæàêà,
ÿêå ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ â ïðèðîäi.

Ôóíêöi¨ α(x), K(x), V (x) çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:
1. α(x) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ (α′(x) < 0), ùî âêà-

çó¹ íà íàÿâíiñòü âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨, äî òîãî æ iñíó¹
x <∞, òàêå, ùî α(x) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî çà âiäñóòíîñòi õèæà-
êà ñàìà ïîïóëÿöiÿ æåðòâ íå ìîæå çðîñòàòè áåçìåæíî. Î÷åâèäíî
òàêîæ, ùî α(0) > 0, α(∞) < 0 (ðèñ. 3.4, à).

2. Êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó õèæàêiâ K(x) � çðîñòàþ÷à
ôóíêöiÿ (K ′(x) > 0) i òàêà, ùî çìiíþ¹ çíàê iç ìiíóñà íà ïëþñ ó
òî÷öi x = x∗ (K(x∗) = 0) (ðèñ. 3.4, á ), òîáòî ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ
x öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ õèæàêà íåäîñòàòíüî ¨æi òà íå ìîæå âiäáóòèñÿ
éîãî âiäòâîðåííÿ.

3. Òðîôi÷íà ôóíêöiÿ V (x) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ
(V ′(x) > 0), ïðè÷îìó V (0) = 0, V (x) > 0 ïðè x > 0, V (∞) < ∞.
Äiéñíî, öiëêîì ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî â ñèñòåìi �õèæàê�
æåðòâà� ïðè ïîñòiéíié ùiëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ õèæàêiâ âè¨äàííÿ
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æåðòâ ïîâèííî ïðÿìóâàòè äî äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ãðàíèöi, îñêiëü-
êè õèæàê âè¨äà¹ ñòiëüêè æåðòâè, ñêiëüêè éîìó ïîòðiáíî äëÿ
ïiäòðèìêè æèòòÿ.

à á
Ðèñ. 3.4. Âèä ãðàôiêiâ ôóíêöié: à � α(x), á � K(x)

Åêîëîãi÷íi åêñïåðèìåíòè ïîêàçóþòü, ùî òðîôi÷íà ôóíêöiÿ íà-
ëåæèòü äî îäíîãî ç òðüîõ òèïiâ:

I. V (x) ¹ îïóêëîþ ââåðõ äëÿ âñiõ x ∈ [0,∞), òîáòî ïåðøà ïîõi-
äíà ìîíîòîííî ïîâiëüíî ñïàäà¹ (ðèñ. 3.5, à).

II. V (x) ìà¹ S-ïîäiáíèé õàðàêòåð. Îïóêëiñòü âíèç çìiíþ¹òüñÿ
íà îïóêëiñòü óâåðõ iç ïîäàëüøèì íàñè÷åííÿì (ðèñ. 3.5, á ). Òàêèé
òèï êðèâî¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íàÿâíiñòü àëüòåðíàòèâíîãî
äæåðåëà ¨æi àáî iñíóâàííÿ äåÿêî¨ êiëüêîñòi íåäîñòóïíèõ õèæàêó
ñõîâèù äëÿ æåðòâè.

III. V (x) � êóñêîâî-ëiíiéíà ç ðiçêèì ïîðîãîì íàñè÷åííÿ
(ðèñ. 3.5, â). Òàêà êðèâà õàðàêòåðíà äëÿ õèæàêiâ-ôiëüòðàòiâ.

à á â
Ðèñ. 3.5. Òðè òèïè òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ V (x)

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ôóíêöi¨ V (x) ìîæóòü çàäàâàòèñÿ íèæ÷å-
íàâåäåíèìè àíàëiòè÷íèìè ôîðìóëàìè.

96



Äëÿ òèïó I:

V (x) =
Kx

L+ x
� ôîðìóëà Ìîíî;

V (x) = K(1− e−αx) � ôîðìóëà Iâë¹âà, äå K, L, α > 0.
Äëÿ òèïó II:

V (x) =
Kx2

L+ x2
� ôóíêöiÿ Õàññåëà;

V (x) =
Kxp

L+ xp
(p > 1);

V (x) = K(1− e−αxβ
), äå K, L, α, β = const > 0.

Äëÿ ñèñòåìè (3.4.1) çíàéäåìî ïðîñòiøi òðà¹êòîði¨ x, y = const
â îáëàñòi R+

2 . Òàêi òðà¹êòîði¨ âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ

α(x)x− V (x)y = 0, K(x)y = 0

i íàçèâàþòüñÿ òî÷êàìè ñïîêîþ, àáî ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè, àáî
îñîáëèâèìè, àáî êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ñèñòåìè (3.4.1).

Ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìîæóòü áóòè äâi àáî òðè
òî÷êè: (0, 0), (x, 0), (x∗, y∗), äå x: α(x) = 0, x∗: K(x∗) = 0,

y∗ =
α(x∗)x∗

V (x∗)
. Çâiäñè âèäíî, ùî y∗ > 0 iñíó¹, êîëè α(x∗) > 0,

òîáòî ïðè x∗ < x.
Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié â îêîëi òðüîõ òî÷îê ñïîêîþ.

Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïîïðàâêè ξ1, ξ2 çà ôîðìóëàìè: x = x̃ + ξ1,
y = ỹ+ξ2, äå (x̃, ỹ) � îäíà çi ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê. Íåëiíiéíi ôóíêöi¨
α(x), K(x), V (x) ðîçêëàäàòèìåìî â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè x̃,
çîêðåìà

V (x) = V (x̃+ ξ1) = V (x̃) +
dV (x̃)

dx
ξ1 + o(ξ1)

2.

1. Ó òî÷öi x̃ = 0, ỹ = 0 îäåðæó¹ìî òàêó ëiíåàðèçîâàíó ñèñòåìó:

ξ̇1 = α(0)ξ1, ξ̇2 = K(0)ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ (α(0) − λ)(K(0) − λ) = 0 ìà¹ äâà
äiéñíi ðiçíi êîðåíi λ1 = α(0) > 0, λ2 = K(0) < 0. Òîìó îñîáëèâà
òî÷êà (0, 0) ¹ ñiäëîì. Îñi êîîðäèíàò � ñåïàðàòðèñè. Ïðè λ1 > 0
ñåïàðàòðèñà (âiñü Ox) âèõîäèòü iç ñiäëà, ïðè λ2 < 0 ñåïàðàòðèñà
(âiñü Oy) âõîäèòü ó ñiäëî.
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2. Â îêîëi òî÷êè (x, 0) ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

ξ̇1 = α′(x)xξ1 − V (x)ξ2, ξ̇2 = K(x)ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

(α′(x)x− λ)(K(x)− λ) = 0

ìà¹ êîðåíi λ1 = α′(x)x, λ2 = K(x).
Îñêiëüêè α′(x) < 0, òî λ1 < 0. ßêùî K(x) < 0 (x∗ > x), òî

λ2 < 0 i òî÷êà (x, 0) ¹ ñòiéêèì âóçëîì; ÿêùî K(x) > 0 (x∗ < x), òî
λ2 > 0 i òî÷êà (x, 0) ¹ ñiäëîì.

Êóòîâi êîåôiöi¹íòè ñåïàðàòðèñ k1 = 0, k2 =
α(x)−K(x)

V (x)
< 0.

3. Ó òî÷öi (x∗, y∗) ëiíåàðèçîâàíi ðiâíÿííÿ ìàþòü âèãëÿä

ξ̇1 = σξ1 − V (x∗)ξ2, ξ̇2 = K ′(x∗)y∗ξ1,

äå σ = α(x∗) + α′(x∗)x∗ − V ′(x∗)y∗.
Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 − σλ+ V (x∗)K ′(x∗)y∗ = 0

ìîæå ìàòè êîðåíi ðiçíîãî õàðàêòåðó.
Îñêiëüêè äîáóòîê λ1λ2 = V (x∗)K ′(x∗)y∗ > 0, òî òî÷êà (x∗, y∗)

àáî âóçîë ïðè D = σ2−4V (x∗)K ′(x∗)y∗ > 0, àáî ôîêóñ ïðè D < 0.
Ïðè σ > 0 ñòàöiîíàðíà òî÷êà íåñòiéêà, ïðè σ < 0 � ñòiéêà. Òðåòÿ
òî÷êà (x∗, y∗) iñíó¹ çà óìîâè, ùî x∗ < x, òîáòî êîëè äðóãà òî÷êà
(x, 0) ¹ ñiäëîì.

Ñåïàðàòðèñè, ùî âèõîäÿòü ç òî÷êè (x, 0), ìîæóòü âõîäèòè â
òî÷êó (x∗, y∗) � öå áóäå ó âèïàäêó, êîëè òî÷êà (x∗, y∗) ñòiéêà. Ó
ðàçi íåñòiéêîñòi òî÷êè (x∗, y∗) ñåïàðàòðèñà áóäå íàìîòóâàòèñÿ íà
ãðàíè÷íèé öèêë.

Îòæå, ìà¹ìî òàêó êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâèõ òî÷îê (ôàçîâi
ïîðòðåòè ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.6):

à) òî÷êà (0, 0) çàâæäè ¹ ñiäëîì;
á) ÿêùî x < x∗, òî òî÷êà (x, 0) ¹ ñòiéêèì âóçëîì i íå iñíó¹

òðåòüî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè;
â) ÿêùî x > x∗, òî (x, 0) ¹ ñiäëîì i iñíó¹ òðåòÿ ñòàöiîíàðíà

òî÷êà (x∗, y∗);
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ã) òî÷êà (x∗, y∗) ïðè σ > 0 ¹ íåñòiéêèì ôîêóñîì, ÿêùî D < 0,
i íåñòiéêèì âóçëîì, ÿêùî D > 0;

ä) ïðè σ < 0 òî÷êà (x∗, y∗) � ñòiéêèé ôîêóñ, ÿêùî D < 0, i
ñòiéêèé âóçîë, ÿêùî D > 0. Â öüîìó âèïàäêó iñíó¹ õî÷à á îäèí
ãðàíè÷íèé öèêë, ÿêèé ðîçâîäèòü öi òðà¹êòîði¨. Ïîâåäiíêà òðà¹-
êòîðié óñåðåäèíi öèêëó ìîæå áóòè äîñòàòíüî ñêëàäíîþ.

Âèùå ïîêàçàíî, ÿê iç ïðîñòèõ òà ïðèðîäíèõ ïðèïóùåíü ïðî
õàðàêòåð ìiæâèäîâèõ i âíóòðiøíüîâèäîâèõ âçà¹ìîäié âèíèêà¹ äî-
ñèòü ñêëàäíà ïîâåäiíêà ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�. Íàéöiêàâiøå òå,
ùî â ñèñòåìi ìîæëèâå iñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî öèêëó, äî òîãî æ ¨õ
ìîæå áóòè äåêiëüêà.

Ðèñ. 3.6. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.4.1)

Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê ñèñòåìè (3.4.1):

ẋ = αx− V (x)y, ẏ = (−m+ kV (x))y, (α,m, k = const > 0).
(3.4.2)

Àíàëiç öi¹¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äà¹ çìîãó îäåðæàòè âiäïîâiäü íà
ïèòàííÿ, ÷è ìîæå õèæàê ñòàáiëiçóâàòè ñèñòåìó �õèæàê�æåðòâà�
[92]. Áåç ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ îá ðóíòóâàòè âiäïîâiäü íà
öå ïèòàííÿ íåìîæëèâî.

Ó ìîäåëi Êîëìîãîðîâà çðîáëåíî ïðèïóùåííÿ, ùî α′(x) < 0 i
α(x) = 0. Öå îçíà÷à¹, ùî â ïîïóëÿöi¨ æåðòâ óæå iñíó¹ ìåõàíiçì
âíóòðiøíüî¨ ðåãóëÿöi¨ çà âiäñóòíîñòi õèæàêà. Òîìó â ìîäåëi (3.4.2)
ââàæàòèìåìî, ùî α(x) = α = const.

Ïðèðîäíî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.4.2) çàëåæàòü âiä âèäó òðî-
ôi÷íî¨ ôóíêöi¨ V (x), ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðîì
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õèæàöòâà. Ôóíêöiÿ V (x) çàäîâîëüíÿ¹ òi æ óìîâè, ùî é ðàíiøå:

V (x) > 0, V (0) = 0, V ′(x) ≥ 0, V (∞) <∞.

Ñèñòåìà (3.4.2), êðiì òðèâiàëüíî¨, ìà¹ ùå îäíó íåòðèâiàëüíó ñòà-
öiîíàðíó òî÷êó (x∗, y∗), äå

y∗ =
αk

m
x∗, V (x∗) =

m

k
,

çà óìîâè, ùî V (∞) >
m

k
.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ òî÷êè (x∗, y∗) ìà¹ âèãëÿä

λ2 − λα[1− f(x∗)] + αmf(x∗) = 0,

äå

f(x) =
V ′(x

V (x)/x
.

Ïðè

D = [1− f(x∗)]2 − 4m

α
f(x)∗ < 0

ñòàöiîíàðíà òî÷êà (x∗, y∗) � ôîêóñ, ïðè D > 0 � âóçîë.
Ñòiéêiñòü öüîãî ñòàíó âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ f(x∗) > 1, àáî

V ′(x∗) >
V (x∗)

x∗
,

i çàëåæèòü òiëüêè âiä ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ V (x). Îñòàííþ íåðiâíiñòü
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi(V (x)

x

)′
x=x∗

> 0. (3.4.3)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.4.3) ìîæíà òðàêòóâàòè òàê: äëÿ ñòiéêîñòi íå-
òðèâiàëüíî¨ ðiâíîâàãè ñèñòåìè (3.4.1), òîáòî äëÿ iñíóâàííÿ ñèñòå-
ìè �õèæàê�æåðòâà� äîñòàòíüî, ùîá â îêîëi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó
âiäíîñíà ÷àñòêà ñïîæèòèõ õèæàêîì æåðòâ çðîñòàëà çi çðîñòàííÿì
÷èñåëüíîñòi æåðòâ.
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Ïðè íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ V ′(x) óìîâà (3.4.3) âèêîíó¹òüñÿ â
äåÿêîìó îêîëi òî÷êè x = x∗, òîáòî ÿêùî x1 < x∗ < x2, òî

V (x1)

x1
<
V (x∗)

x∗
<
V (x2)

x2
, (3.4.4)

äå x1, x2 òî÷êè ç îêîëó òî÷êè x∗.
Íåõàé òåïåð òðîôi÷íà ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ òèïó I (ðèñ. 3.5, à).

Íåðiâíiñòü (3.4.4) íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ çíà÷åíü x, îñêiëü-
êè V (x) îïóêëà ââåðõ (îá ðóíòóâàííÿ öüîãî ôàêòó ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3.7, à).

Öå îçíà÷à¹, ùî â ñèñòåìi �õèæàê�æåðòâà� ç òàêèì òèïîì òðî-
ôi÷íî¨ ôóíêöi¨ íå iñíó¹ ñòiéêîãî íåòðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè.
Òóò ìîæëèâi òàêi âàðiàíòè: àáî ÷èñåëüíiñòü õèæàêà òà æåðòâè íå-
îáìåæåíî çðîñòà¹, àáî ïðè ïðîõîäæåííi òðà¹êòîði¨ ïîáëèçó îäíi¹¨
ç êîîðäèíàòíèõ îñåé óíàñëiäîê âèïàäêîâîñòåé ÷èñåëüíiñòü æåðòâè
àáî õèæàêà ïåðåòâîðèòüñÿ â íóëü. Ïðè âèìèðàííi æåðòâè çãîäîì
âèìðå é õèæàê, ïðè âèìèðàííi õèæàêà ÷èñåëüíiñòü æåðòâè ïî÷íå
çðîñòàòè. Òðåòié âàðiàíò � âèíèêíåííÿ ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó
� íåìîæëèâèé. Äiéñíî, âèðàç

∂

∂x

( 1

xy
(αx− V (x)y)

)
+

∂

∂y

( 1

xy
(kV (x)−m)

)
=

=
V (x)− V ′(x)x

x2
=

1

x

(V (x)

x
− V ′(x)

)
çàâæäè äîäàòíèé ó ïåðøié ÷âåðòi äëÿ ôóíêöi¨ V (x) òèïó I. Òî-
äi, çãiäíî ç êðèòåði¹ì Äþëàêà, â ïåðøié ÷âåðòi âiäñóòíi çàìêíåíi
òðà¹êòîði¨ i ñòiéêîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó íå iñíó¹.

à á
Ðèñ. 3.7. Îá ðóíòóâàííÿ óìîâè (3.4.4)
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Òîìó ïðàâîìiðíèé âèñíîâîê, ùî ó âèïàäêó òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨
òèïó I õèæàê íå ìîæå áóòè ðåãóëÿòîðîì, ùî çàáåçïå÷ó¹ ñòàáiëü-
íiñòü óñi¹¨ ñèñòåìè. Ïðè òàêîìó òèïi òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ ñèñòåìà
ìîæå áóòè ñòiéêîþ òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè â ïîïóëÿöi¨ æåð-
òâè iñíóþòü âëàñíi âíóòðiøíi ðåãóëÿòîðíi ìåõàíiçìè, íàïðèêëàä
âíóòðiøíüîâèäîâà êîíêóðåíöiÿ.

Äëÿ òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ òèïó II ìîæëèâå iñíóâàííÿ ñòiéêîãî
íåòðèâiàëüíîãî ñòàíó ðiâíîâàãè. Äiéñíî, íåõàé xm � òî÷êà äîòè-
êó ïðÿìî¨, ïðîâåäåíî¨ ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äî êðèâî¨ V (x). Ó öié

òî÷öi ôóíêöiÿ
V (x)

x
äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Âi-

çüìåìî òåïåð x∗ < xm, òîäi î÷åâèäíî, ùî iñíóþòü x1, x2, òàêi, ùî
x1 < x∗ < x2 < xm i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.4.4). Äîâåäåííÿ öüîãî
ôàêòó ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.7, á. Îòæå, íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâà-
ãè, äëÿ ÿêîãî x∗ < xm, àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé. Òîáòî ó âèïàäêó
òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ òèïó II õèæàê ìîæå ðîáèòè ñèñòåìó ñòiéêîþ.
Öå âëàñòèâî ñèñòåìi �õèæàê�æåðòâà�, â ÿêié õèæàêè çäàòíi íà-
â÷àòèñÿ, à æåðòâè çäàòíi çíàõîäèòè ñõîâèùà.

3.5. Îêðåìi âèïàäêè ìîäåëi Êîëìîãîðîâà

Ïðèêëàä 3.1. Íàñè÷åííÿ õèæàêà

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé òèï òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ V (x) =
Kx

L+ x
. Óðà-

õóâàííÿ öüîãî ôàêòîðó ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè [7, 8]

ẋ = ε1x− γ1xy

1 +Ax
,

ẏ = −ε2y +
γ2xy

1 +Ax
,

(3.5.1)

ÿêà çàìiíîþ çìiííèõ t =
τ

ε1
, x =

ε1
γ2
u, y =

ε1
γ1
v çâîäèòüñÿ äî

ñèñòåìè
u̇ = u− uv

1 + αu
,

v̇ = −γv + uv

1 + αu
,

(3.5.2)

äå γ =
ε1
ε2
, α =

ε1A

γ2
. Ðiâíîâàãà ñèñòåìè (3.5.2) çíàõîäèòüñÿ ç ðiâ-

íÿíü

102



u

(
1− v

1 + αu

)
= 0,

v

(
−γ +

u

1 + αu

)
= 0.

(3.5.3)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è (3.5.3), çíàõîäèìî v∗1 = 0, u∗1 = 0; u∗2 =
γ

1− αγ
,

v∗2 =
1

1− αγ
.

Íåíóëüîâèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê óñåðåäèíi ïåðøîãî êâà-
äðàíòà iñíó¹ ëèøå òîäi, êîëè αγ < 1. Äiéñíî, ÿêùî αγ > 1, òî
v̇ < 0, à îòæå, ẏ < 0, òîáòî ïîïóëÿöiÿ õèæàêà ïðèðå÷åíà íà âèìè-
ðàííÿ.

ßêîáiàí ñèñòåìè (3.5.2) � öå ìàòðèöÿ

A =

 1− v

(1 + αu)2
− u

1 + αu
v

(1 + αu)2
−γ +

u

1 + αu

 .

Ó íóëüîâié òî÷öi ðiâíîâàãè (u∗1 = 0, v∗1 = 0) ìàòðèöÿ A íàáóâà¹
âèãëÿäó

A =

(
1 0
0 −γ

)
,

äëÿ ÿêî¨ âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = 1, λ2 = −γ äiéñíi ðiçíèõ çíàêiâ.
Îòæå, îñîáëèâà òî÷êà (0, 0) � ñiäëî.

Äëÿ ñòàöiîíàðíîãî çíà÷åííÿ u∗2, v
∗
2 ìàòðèöÿ

A =

(
αγ −γ

1− αγ 0

)
.

Êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

λ2 − αγλ+ γ(1− αγ) = 0

äîäàòíi àáî ìàþòü äîäàòíi äiéñíi ÷àñòèíè.
Îòæå, ïðè αγ < 1 ðiâíîâàãà âñåðåäèíi ïåðøîãî êâàäðàíòà iñíó¹

i çàâæäè íåñòiéêà. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.5.1) ïðè γ = 0, 5,
α = 0, 4 ïîäàíèé íà ðèñ. 3.8.

103



Ðèñ. 3.8. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.5.2) ïðè γ = 0, 5, α = 0, 4

Öå îçíà÷à¹, ùî â ñèñòåìi âiäáóâàþòüñÿ êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨ æåðòâè i õèæàêà çi çðîñòàþ÷îþ àìïëiòóäîþ.

Ïðèêëàä 3.2. Êîíêóðåíöiÿ æåðòâ i íàñè÷åííÿ õèæàêà

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â ìîäåëi Êîëìîãîðîâà α(x) =

a
K − x

K
, à òðîôi÷íà ôóíêöiÿ V (x) =

bx

1 +Ax
. Ëîãiñòè÷íèé âè-

ãëÿä ôóíêöi¨ α(x) çàêëàäà¹ â ìîäåëü êîíêóðåíöiþ ñåðåä æåðòâ,
ùî óíåìîæëèâëþ¹ áåçìåæíå çðîñòàííÿ ïîïóëÿöi¨ æåðòâ. Óðàõó-
âàííÿ öèõ ôàêòîðiâ ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè âèãëÿäó [7, 8]

ẋ = ax
K − x

K
− bxy

1 +Ax
,

ẏ = −cy + dxy

1 +Ax
.

(3.5.4)

Çàìiíà t =
τ

a
, x =

c

d
u, y =

a

b
v ïåðåâîäèòü ñèñòåìó (3.5.4) â ñèñòåìó

u̇ = u− εu2 − uv

1 + αu
,

v̇ = −γv
(
1− u

1 + αu

)
,

(3.5.5)

äå α = A
c

d
, ε =

c

Kd
, γ =

c

a
.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

u

(
1− εu− v

1 + αu

)
= 0,

−γv
(
1− u

1 + αu

)
= 0.
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ßêùî v = 0, òî u = 0, àáî u =
1

ε
. ßêùî u =

1

1− α
, òî v =

(1 + αu)(1− εu).
Ãðàôiêè öèõ ôóíêöié ïåðåòèíàþòüñÿ â ïåðøîìó êâàäðàíòi

(óìîâà iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî¨ ðiâíîâàãè), ÿêùî
1

1− α
<

1

ε
àáî

α+ ε < 1 (ðèñ. 3.9).

Ðèñ. 3.9. Âàðiàíòè ðîçìiùåííÿ íóëü-içîêëií

Îòæå, ïðè óìîâi α + ε < 1 â ñèñòåìi iñíó¹ òðè ñòàöiîíàðíèõ

òî÷êè: u∗1 = 0, v∗1 = 0; u∗2 =
1

ε
, v∗2 = 0; u∗3 =

1

1− α
, v∗3 = (1 −

εu∗3)(1 + αu∗3) =
1− (α+ ε)

(1− α)2
.

Ïðè óìîâi α + ε > 1 â ñèñòåìi iñíó¹ ëèøå ïåðøèõ äâà ñòàöiî-
íàðíèõ ñòàíè.

Ìàòðèöÿ ßêîái ñèñòåìè (3.5.5) ìà¹ âèãëÿä

A =

 1− 2εu− v

(1 + αu)2
− u

1 + αu
γv

(1 + αu)2
−γ
(
1− u

1 + αu

)
 .

Ó òðèâiàëüíié òî÷öi ðiâíîâàãè ìàòðèöÿ A íàáóâà¹ âèãëÿäó

A =

(
1 0
0 −γ

)
i ìà¹ äiéñíi âëàñíi çíà÷åííÿ ðiçíèõ çíàêiâ. Òîìó òî÷êà (0, 0) �
ñiäëî.
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Ó ñòàöiîíàðíié òî÷öi

(
1

ε
, 0

)
ìàòðèöÿ A ìà¹ âèãëÿä

A =

 −1 − 1

α+ ε

0 −γ
(
1− 1

ε+ α

)
 .

Âëàñíi çíà÷åííÿ öi¹¨ ìàòðèöi λ1 = −1 < 0, λ2 = −γ ε+ α− 1

ε+ α
.

Ïðè óìîâi ε + α < 1 (iñíó¹ òðåòÿ ñòàöiîíàðíà òî÷êà) λ2 > 0 i

òî÷êà

(
1

ε
, 0

)
� ñiäëî.

Ïðè óìîâi ε + α > 1 (iñíóþòü ëèøå äâi ñòàöiîíàðíèõ òî÷êè)

λ2 < 0 i òî÷êà

(
1

ε
, 0

)
� ñòiéêèé âóçîë.

Äëÿ òðåòüî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè (u∗3, v
∗
3) ìàòðèöÿ A ìà¹ âèãëÿä

A =

( −ε
1− α

−1

γ(1− (α+ ε)) 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 +
ε

1− α
λ+ γ(1− (α+ ε)) = 0

ìà¹ êîðåíi ç âiä'¹ìíèìè äiéñíèìè ÷àñòèíàìè. Îòæå, òî÷êà (u∗3, v
∗
3)

ñòiéêà.
Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.5.5) â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä,

çîáðàæåíèé íà ðèñ. 3.10.

Ðèñ. 3.10. Ôàçîâèé ïîðòðåò i ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5.5) ïðè
α = 0, 4; γ = 0, 6; ε = 0, 24; u(0) = 0, 5; v(0) = 0, 2
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Íàñòóïíèì êðîêîì ìîæå áóòè ìîäåëü ç óðàõóâàííÿì êîíêó-
ðåíöi¨ ñåðåä õèæàêiâ (íàâiòü ïðè íåîáìåæåíîìó çðîñòàííi ïîïó-
ëÿöi¨ æåðòâ ïîïóëÿöiÿ õèæàêà íå ìîæå ðîñòè íåîáìåæåíî). Öå
ìîäåëü Î.Ä. Áàçèêiíà [7]. Òàêà ñèñòåìà âðàõîâó¹ ñêëàäíiøèé õà-
ðàêòåð âíóòðiøíüîâèäîâî¨ i ìiæâèäîâî¨ âçà¹ìîäi¨ òà íàáóâà¹ âè-
ãëÿäó

ẋ = ax
k1 − x

k1
− bxy

1 +Ax
,

ẏ = −cyk2 + y

k2
+

dxy

1 +Ax
.

Ó öié ñèñòåìi ìîæëèâi íå òiëüêè ñòiéêà ðiâíîâàãà òà ñòiéêèé ãðà-
íè÷íèé öèêë, à é iíøi âàðiàíòè ïîâåäiíêè. Áiëüø äåòàëüíèé àíàëiç
äàíî¨ ìîäåëi ìîæíà ïðîâåñòè øëÿõîì ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíòiâ.

Äëÿ ïîâíîãî ÿêiñíîãî äîñëiäæåííÿ íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ôà-
çîâi äiàãðàìè ïðè ðiçíèõ êîìáiíàöiÿõ ïàðàìåòðiâ.

Ïðèêëàä 3.3. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó �õèæàê�æåðòâà� ç òðîôi-
÷íîþ ôóíêöi¹þ äðóãîãî òèïó (ôóíêöi¹þ Õàññåëà), òîáòî

ẋ = ax− bx2y

1 +Ax2
,

ẏ = −cy + dx2y

1 +Ax2
.

(3.5.6)

Ïiñëÿ çàìiíè t =
τ

a
, x =

b

d
u, y =

ad

b2
v îäåðæèìî

u̇ = u− u2v

1 + au2
,

v̇ = −γv + u2v

1 + au2
,

(3.5.7)

äå γ =
c

a
, a =

Ab

d2
.

Ñèñòåìà (3.5.7) ìà¹, ïðè óìîâi aγ < 1, äâi îñîáëèâèõ òî÷êè

(0, 0) i (u∗, v∗), äå u∗ =
√

γ

1− γa
, v∗ =

1√
γ(1− γa)

.

Ïðè aγ > 1 íåòðèâiàëüíèõ ñòàíiâ ðiâíîâàãè íå iñíó¹.
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Ìàòðèöÿ ßêîái A ñèñòåìè (3.5.7) ìà¹ âèãëÿä

A =

 1− 2uv

(1 + au2)2
− u2

(1 + au2)2

2uv

(1 + au2)2
−γ +

u2

(1 + au2)2

 .

Äëÿ íóëüîâî¨ òî÷êè ñïîêîþ

A =

(
1 0
0 −γ

)
⇒ λ1 = 1, λ2 = −γ ⇒ (0, 0) � ñiäëî.

Äëÿ íåòðèâiàëüíî¨ òî÷êè ðiâíîâàãè (u∗, v∗)

A =

 1− 2

1 + au∗2
−γ

2

1 + au∗2
0

 .

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ìàòðèöi

λ2 −
(
1− 2

1 + au∗2

)
λ+

2γ

1 + au∗2
= 0

ìà¹ êîðåíi λ1, λ2 ç äiéñíèìè ÷àñòèíàìè Reλ1 < 0, Reλ2 < 0, ÿêùî

u∗ <

√
1

a
, i Reλ1 > 0, Reλ2 > 0, ÿêùî u∗ >

√
1

a
, îñêiëüêè λ1λ2 =

2γ

1 + au∗2
> 0.

Îòæå, ðiâíîâàãà (u∗, v∗) ëîêàëüíî ñòiéêà ïðè u∗ <

√
1

a
i íå-

ñòiéêà, ÿêùî u∗ >

√
1

a
. Ïðè÷îìó â ðîáîòi [9] ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ

Äþëàêà, ÿêà ïîêàçó¹, ùî â ñèñòåìi (3.5.7) âiäñóòíi ãðàíè÷íi öèêëè.
Îòæå, ñòàöiîíàðíèé (u∗, v∗) àáî ãëîáàëüíî ñòiéêèé, àáî ãëîáàëüíî
íåñòiéêèé.

Ïðè ïåðåõîäi ïàðàìåòðà u∗ ÷åðåç êðèòè÷íå çíà÷åííÿ

√
1

a
â ñè-

ñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ãëîáàëüíà ïåðåáóäîâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà (ái-
ôóðêàöiÿ). Öå ìîæíà íàçâàòè æîðòêèì çáóäæåííÿì iç ãëîáàëü-
íî ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè àâòîêîëèâàíü íåñêií÷åííî âåëèêî¨ àìïëiòóäè
(ðèñ. 3.11).
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Ðèñ. 3.11. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.5.7)

à � u∗ <

√
1

a
á � u∗ >

√
1

a
.

Äàìî åêîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ñèñòå-
ìà (3.5.7) îïèñó¹ äèíàìiêó ñèñòåìè "õèæàê�æåðòâà"ïðè äðóãîìó
òèïi ôóíêöiîíàëüíî¨ ðåàêöi¨ õèæàêà íà æåðòâó. Öåé òèï ðåàêöi¨
âðàõîâó¹ îäíî÷àñíî äâà ôàêòîðè: îäèí iç íèõ � êâàäðàòè÷íà çàëå-
æíiñòü øâèäêîñòi âè¨äàííÿ âiä ùiëüíîñòi æåðòâè, ùî ¹ ñòàáiëiçó-
þ÷èì ôàêòîðîì, i äðóãèé � íàñè÷åííÿ õèæàêà, ùî ¹ äåñòàáiëiçó-
þ÷èì. Ïåðåâàãà òîãî ÷è iíøîãî ôàêòîðà ïðèâîäèòü äî ãëîáàëüíî¨
ñòàáiëiçàöi¨ àáî äåñòàáiëiçàöi¨ ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè.

Ïðèêëàä 3.4. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Êîëìîãîðîâà ç åêñïîíåíöi-
àëüíîþ òðîôi÷íîþ ôóíêöi¹þ V (x) = γ(1− e−ax):

dx

dt
= x(α− βx)− γ1(1− e−ax)y,

dy

dt
= y(−ε+ γ2(1− e−ax)),

(3.5.8)

äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíiñòü æåðòâè òà õèæàêà, êîåôiöi¹íò ïðèðî-
äíîãî ïðèðîñòó æåðòâè α(x) = α − βx, êîåôiöi¹íò ïðèðîäíîãî
ïðèðîñòó õèæàêiâ K(x) = −ε+ γ2(1− e−ax).

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè ñèñòåìè (3.5.8) çíàéäåìî ç ðiâíÿíü

x(α− βx)− γ1(1− e−ax)y = 0,
y(−ε+ γ2(1− e−ax)) = 0.

(3.5.9)
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Ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (3.5.9) ìîæóòü áóòè äâi àáî òðè òî÷êè

(0, 0), (x̄, 0), (x∗, y∗), äå x̄: α(x̄) = 0, x̄ =
α

β
; x∗: k(x∗) = 0,

x∗ = −1

a
ln

(
1− ε

γ2

)
, y∗ =

x∗α(x∗)

γ1ε
γ2.

Òðåòÿ îñîáëèâà òî÷êà iñíó¹, ÿêùî γ2 > ε i α(x∗) > 0.
1. Ó òî÷öi (0, 0) îäåðæó¹ìî ëiíåàðèçîâàíó ñèñòåìó

dξ1
dt

= αξ1,
dξ2
dt

= −εξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà äiéñíèõ êîðåíi ðiçíèõ çíà-
êiâ: λ1 = α, λ2 = −ε. Òîìó òî÷êà (0, 0) � öå ñiäëî iç ñåïàðàòðèñàìè,
ùî ¹ îñÿìè êîîðäèíàò.

2. Äëÿ îñîáëèâî¨ òî÷êè (x̄, 0) ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

dξ1
dt

= −βx̄ξ1 − γ1(1− e−ax̄)ξ2,

dξ2
dt

= (−ε+ γ2(1− e−ax̄)ξ2.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ êîðåíi

λ1 = −βx̄, λ2 = −ε+ γ2(1− e−ax̄) = K(x).

Ó âèïàäêó, êîëè iñíó¹ òðåòié ñòàöiîíàðíèé ñòàí (α(x∗) > 0),
ìà¹ âèêîíóâàòèñü óìîâà x∗ < x̄ i âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ìà¹ìî
K(x̄) > 0, òîìó λ1, λ2 � äiéñíi ðiçíèõ çíàêiâ i îñîáëèâà òî÷êè (x̄, 0)
� ñiäëî.

3. Äëÿ òðåòüî¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè (x∗, y∗) îäåðæó¹ìî ëiíåàðè-
çîâàíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dξ1
dt

=

(
α− 2βx∗ − aγ1

(
1− ε

γ2

)
y∗
)
ξ1 −

γ1ε

γ2
ξ2,

dξ2
dt

= aγ2

(
1− ε

γ2

)
y∗ξ1,

äëÿ ÿêî¨ õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

λ2 − λtrA+ detA = 0,
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äå trA = α− 2βx∗ − aγ1
γ2

(γ2 − ε)y∗, detA =
aγ1ε

γ2
(γ2 − ε)y∗ > 0.

Îñêiëüêè λ1 · λ2 = detA > 0, òî öå îçíà÷à¹, ùî Reλ1 i Reλ2
ìàþòü îäèíàêîâi çíàêè, ïðè÷îìó äîäàòíi, êîëè trA > 0 i âiä'¹ìíi,
êîëè trA < 0 (trA ìîæå áóòè i áiëüøèì i ìåíøèì çà íóëü).

Ó âèïàäêó trA < 0 òî÷êà (x∗, y∗) ñòiéêà, à ÿêùî trA > 0, òî
(x∗, y∗) íåñòiéêà i â ñèñòåìi âèíèêà¹ ãðàíè÷íèé öèêë.

Äîñëiäèìî ïîâåäiíêó ñèñòåìè (3.5.8), ùî ìîäåëþ¹ äèíàìiêó
óãðóïîâàííÿ "õèæàê�æåðòâà"â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ε, α,
β, γ1, γ2, a. Ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ ÿêiñíà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ìî-
æå çìiíèòèñÿ. Ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè çìiíþ¹òüñÿ ëèøå îäèí
ïàðàìåòð α, à ðåøòà ôiêñîâàíi. Òîäi óìîâà

α < 2βx∗ +
aγ1
γ2

(γ2 − ε)y∗ ≡ αêð (3.5.10)

âèçíà÷à¹ îáëàñòü ïàðàìåòðiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü ñòiéêîñòi ñòàíó
(x∗, y∗).

Ïðè çíà÷åííÿõ α > αêð òî÷êà (x∗, y∗) íåñòiéêà.
Îòæå, ïðè ïåðåõîäi α ÷åðåç çíà÷åííÿ αêð â ñèñòåìi (3.5.8)

âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ, òîáòî ÿêiñíà çìiíà ôàçîâîãî
ïîðòðåòà. Ñòàí ðiâíîâàãè çìiíþ¹ õàðàêòåð ñòiéêîñòi: çi ñòiéêîãî
ñòà¹ íåñòiéêèì i íà ôàçîâié ïëîùèíi âèíèêà¹ ñòiéêèé ãðàíè÷íèé
öèêë, ðîçìiðè ÿêîãî çáiëüøóþòüñÿ ïðè çáiëüøåííi çíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòðà α.

Ïiäáåðåìî ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè, i iç ôîðìóëè
(3.5.10) âèçíà÷èìî αêð òà ïðîâåäåìî îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè.

Ââàæàòèìåìî, ùî ε = 0, 5, β = 0, 2, γ1 = 1, γ2 = 2, a = 1. Òîäi

x∗ = −1

a
ln

(
1− ε

γ2

)
= − ln

3

4
= 0, 287682;

y∗ =
x∗α(x∗)γ2

γ1ε
= 4x∗(α− 0, 2x∗) = 1, 150728(α− 0, 0575364).

Ç ôîðìóëè (3.5.10) çíàéäåìî αêð.

αêð = 0, 1150728 + 0, 863046(αêð − 0, 057536) ⇒ αêð = 0, 477651,

à îòæå, y∗ = 0, 483438.
Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè ïðè α > αêð íàâåäåíèé íà ðèñ. 3.12,

à âiäïîâiäíi éîìó ðîçâ'ÿçêè � íà ðèñ. 3.13.
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Ðèñ. 3.12. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.5.8) ïðè à �
0, 8 = α > αêð, á � 0, 4 = α < αêð

Ðèñ. 3.13. Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.5.8) ïðè 0, 8 = α > αêð,
à � x(t), á � y(t)

3.6. Ïðî ãðàíè÷íi öèêëè â ñèñòåìi �õèæàê�æåðòâà�

Äëÿ ïðàêòèêè âàæëèâî, ùîá âèñíîâêè, îäåðæàíi øëÿõîì ìà-
òåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, íå çìiíþâàëèñÿ ïðè ìàëié çìiíi ïà-
ðàìåòðiâ i ôóíêöié, ùî îïèñóþòü ìîäåëü, òîáòî äèôåðåíöiàëüíi
ñèñòåìè ìàþòü áóòè ãðóáèìè.

Ïðèêëàäîì ìîäåëi, ÿêà íå âîëîäi¹ öi¹þ âëàñòèâiñòþ, ¹ âiäîìà
ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè "õèæàê�æåðòâà"

ẋ = ε1x− γ1xy,
ẏ = −ε2y + γ2xy.

(3.6.1)
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Ó öié ìîäåëi x � êiëüêiñòü æåðòâ, y � êiëüêiñòü õèæàêiâ. Êîå-
ôiöi¹íò ε1 çàäà¹ øâèäêiñòü ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó æåðòâ, ε2 � ïðè-
ðîäíå âèìèðàííÿ õèæàêiâ çà âiäñóòíîñòi æåðòâ. Êîåôiöi¹íòè γ1,
γ2, îïèñóþòü ïðîöåñè âçà¹ìîäi¨ õèæàêà òà æåðòâè.

Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç öi¹¨ æîðñòêî¨ ìîäåëi, ùî ïðîâåäåíèé â
ï. 3.2, ïîêàçó¹, ùî â ñèñòåìi iñíó¹ ñòàöiîíàðíèé ñòàí, à iíøi ïî-
÷àòêîâi äàíi ïðèâîäÿòü äî ïåðiîäè÷íî¨ çìiíè êiëüêîñòåé x(t), y(t).
Ïðè ìàëié çìiíi ìîäåëi

ẋ = ε1x− γ1xy + εf(x, y),
ẏ = −ε2y + γ2xy + εg(x, y), 0 < ε≪ 1

(3.6.2)

äî ïðàâèõ ÷àñòèí äîäàþòüñÿ ìàëi ÷ëåíè i òîäi âèñíîâîê ïðî ïå-
ðiîäè÷íiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêèé ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ æîðñòêî¨ ñèñòå-
ìè, âòðà÷à¹ ñâîþ ñèëó. Òåïåð, â çàëåæíîñòi âiä âèãëÿäó ôóíêöié
f(x, y), g(x, y), ìîæëèâi ñöåíàði¨, ÿêi ¹ óæå ñòðóêòóðíî ñòiéêèìè
(ðèñ. 3.14).

à á â
Ðèñ. 3.14. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.6.2)

Ó âèïàäêó à ñòàöiîíàðíèé ñòàí A ñòiéêèé. Ïðè áóäü-ÿêèõ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâàõ ñèñòåìà ïðàãíå íàáëèçèòèñÿ äî ïîëîæåííÿ A.

Ó âèïàäêó á ñòàöiîíàðíèé ñòàí íåñòiéêèé (ñèñòåìà ç ÷àñîì áóäå
çðóéíîâàíà). Ñèñòåìà ç ÷àñîì ïîòðàïëÿ¹ â îáëàñòü àáî âåëèêèõ,
àáî ìàëèõ çíà÷åíü x, y òàê, ùî ìîäåëü ïåðåñòà¹ áóòè çàñòîñîâíîþ.

Ó âèïàäêó â ñèñòåìà ìà¹ íåñòiéêèé ñòàöiîíàðíèé ñòàí i ç ÷àñîì
óñòàíîâëþ¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèé ðåæèì. Àëå, íà âiäìiíó âiä æîðñòêî¨
ìîäåëi Ëîòêè�Âîëüòåððè, â öié ìîäåëi ïåðiîäè÷íèé ðåæèì íå çà-
ëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ó ñèñòåìi ìîæëèâi é iíøi ñòðóêòóð-
íî ñòiéêi ñöåíàði¨.
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Îòæå, æîðñòêi ìîäåëi ïîòðiáíî çàâæäè äîñëiäæóâàòè íà ñòðó-
êòóðíó ñòiéêiñòü ïî âiäíîøåííþ äî ìàëèõ çìií ìîäåëi. Æîðñòêi
ìîäåëi ìîæóòü ïðèâîäèòè äî ÿêiñíî ïîìèëêîâèõ ïðîãíîçiâ. Äîâi-
ðÿòè âèñíîâêàì, îäåðæàíèì íà îñíîâi ìîäåëi, ìîæíà ëèøå òîäi,
êîëè ìîäåëi âîëîäiþòü ñòðóêòóðíîþ ñòiéêiñòþ.

Ïðîâåäåìî áiëüø äåòàëüíå äîñëiäæåííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Öå
âäà¹òüñÿ çðîáèòè äëÿ ñèñòåì, áëèçüêèõ, â ïåâíîìó ðîçóìiííi, äî
êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Ëîòêè�Âîëüòåððè [92].

Äëÿ öüîãî ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó âèãëÿäó

dx

dt
= αx− V (x)y,

dy

dt
= y(kV (x)−m).

(3.6.3)

Íèíi, íàâiòü äëÿ âiäíîñíî ïðîñòî¨ ñèñòåìè (3.6.3), íå iñíó¹ çàãàëü-
íîãî ìåòîäó çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, òîìó ïðèïóñòèìî, ùî
(3.6.3) áëèçüêà äî ñèñòåìè Âîëüòåððè. Â ñèñòåìi (3.6.3) çðîáèìî
çàìiíó çìiííèõ

τ = at, ξ = ln
x

x∗
, η = ln

y

y∗
,

äå x∗, y∗ � íåòðèâiàëüíi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.6.3), òîá-

òî V (x∗) =
k

m
< V (∞), y∗ =

αk

m
x∗.

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ

ω(ξ) =
V (x(ξ))

x(ξ)
· x∗

V (x∗)
.

Äëÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Âîëüòåððè (3.6.3) V (x) = γ1x i ω(ξ) ≡ 1.
Ïðèïóùåííÿ ïðî áëèçüêiñòü ìîäåëi (3.6.3) äî âîëüòåððîâî¨ ìîäåëi
îçíà÷à¹, ùî ω(ξ) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ω(ξ) = 1 + εφ(ξ),

äå ε � ìàëèé ïàðàìåòð, à φ(ξ) îáìåæåíà.
Çîáðàçèìî ãðàôi÷íî ôóíêöiþ ω(ξ). Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî òðî-

ôi÷íó ôóíêöiþ V (x) äðóãîãî òèïó òà ôóíêöiþ W (x) =
V (x)

x
.
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Ðèñ. 3.15. Ãðàôiêè ôóíêöié V (x),
V (x)

x
, ω(ξ)

Ïåðåõiä âiä V (x) äî W (x), à ïîòiì äî ω(ξ) iñòîòíî çàëåæèòü
âiä ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè x∗. Òîìó íà ðèñ. 3.15 çîáðàæåíi äâi ôóí-
êöi¨ ω(ξ), ùî âiäïîâiäàþòü îäíié ôóíêöi¨ V (x), àëå äâîì ðiçíèì

ñòàöiîíàðíèì çíà÷åííÿì x∗: x∗1, x
∗
2 (x

∗
1 < x∗ < x∗2). Òîäi ξ1 = ln

x

x∗1
,

ξ2 = ln
x

x∗2
.

Ìàêñèìóìè ôóíêöié ω(ξ1) i ω(ξ2) âèçíà÷àþòü ìàêñèìàëüíå
âiäõèëåííÿ ω(ξ) âiä 1 i ïàðàìåòð ε ìîæíà îöiíèòè ÿê

ε ∼ max
ξ
ω(ξ)− 1.

ßêùî ïàðàìåòð ε äîñòàòíüî ìàëèé, òî ìîäåëi (3.6.3) òà (3.6.1)
ââàæàþòüñÿ áëèçüêèìè.
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Ïåðåõîäÿ÷è â ñèñòåìi (3.6.3) äî íîâèõ çìiííèõ, îäåðæó¹ìî

dξ

dτ
= 1− ω(ξ)eη,

dη

dτ
= δ(ω(ξ)eξ − 1), δ =

m

α
.

(3.6.4)

Ïðè ε→ 0 ìà¹ìî ω(ξ) → 1 i ñèñòåìà (3.6.4) íàáóâà¹ âèãëÿäó

dξ

dτ
= 1− eη,

dη

dτ
= δ(eξ − 1).

(3.6.5)

Ïîäiëèâøè ïåðøå ðiâíÿííÿ íà äðóãå i ïðîiíòåãðóâàâøè, îäåð-
æèìî çàãàëüíèé iíòåãðàë

H(ξ, η) = δ(eξ − ξ) + (eη − η) = h = const.

Öi êðèâi â ñèñòåìi êîîðäèíàò ξ, η ¹ çàìêíåíèìè ëiíiÿìè.
Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ H(ξ, η), ñèñòåìó (3.6.4) ìîæåìî ïå-

ðåïèñàòè òàê:
dξ

dτ
= −∂H

∂η
− εφ(ξ)eη,

dη

dτ
=
∂H

∂ξ
+ εφ(ξ)eξ.

(3.6.6)

Ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ ε ñèñòåìà (3.6.6) áëèçüêà äî ãàìiëüòî-
íîâî¨ ñèñòåìè, äëÿ ÿêî¨ êðèâi H(ξ, η) = h çàìêíåíi ç öåíòðîì ó
òî÷öi (0, 0). Äëÿ öüîãî âèïàäêó Ë.Ñ. Ïîíòðÿãií (1908�1988, îäèí
iç íàéâèäàòíiøèõ ìàòåìàòèêiâ XX ñò.) äîâiâ òåîðåìó ïðî iñíóâà-
ííÿ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ.

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðèâîëiíiéíèé ií-
òåãðàë

Ψ(h) = −
∮

H(ξ,η)=h

φ(ξ)eηdη + δφ(ξ)eξdξ,

ÿêèé çàëåæèòü òiëüêè âiä âåëè÷èíè h (1 + δ < h <∞).
Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ Ïîíòðÿãiíà, ÿêùî iñíó¹ òàêå h = h∗,

ùî Ψ(h∗) = 0 i Ψ′
h(h

∗) ̸= 0, òî iñíóþòü òàêi ÷èñëà µ i δ, ùî
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à) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε (|ε| < δ) ñèñòåìà (3.6.6) ìà¹ â µ îêîëi êðèâî¨
H = h∗ ãðàíè÷íèé öèêë, ÿêèé ñòÿãó¹òüñÿ äî öi¹¨ êðèâî¨ ïðè ε→ 0;

á) öåé ãðàíè÷íèé öèêë ãðóáèé i ñòiéêèé, ÿêùî εΨ′
h(h

∗) < 0, i
íåñòiéêèé, ÿêùî εΨ′

h(h
∗) > 0.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè ÿêóñü åêîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ öüî-
ãî ôàêòó, çàìiñòü êðèâîëiíiéíîãî iíòåãðàëà ðîçãëÿíåìî ïîäâié-
íèé iíòåãðàë â îáëàñòi Sh, ùî îáìåæóþòüñÿ çàìêíåíîþ êðèâîþ
H(ξ, η) = h, òîäi

Ψ(h) =

∫∫
Sh

φ′
ξ(ξ)e

ηdξdη,

àáî â çìiííèõ x, y

Ψ(c) = − 1

α

∫∫
Sc

(
V (x)

x

)′

x

dxdy,

äå Sc � öå îáëàñòü, îáìåæåíà öèêëàìè (3.2.3) iç öåíòðîì ó òî÷öi
x∗y∗.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè Ψ(c) = 0 íåîáõiäíî, ùîá

ïîõiäíà ôóíêöi¨ W (x) =
V (x)

x
çìiíþâàëà çíàê íà âiäðiçêó [x1, x2],

äå x1, x2 � êðàéíi òî÷êè öèêëó (3.2.3).
Ùîá çðîçóìiòè, äëÿ ÿêèõ òðîôi÷íèõ ôóíêöié âèêîíó¹òüñÿ öÿ

óìîâà, ïîáóäó¹ìî ãðàôiêè ôóíêöi¨W ′ =

(
V (x)

x

)′
äëÿ ðiçíèõ òðî-

ôi÷íèõ ôóíêöié (ðèñ. 3.16).
Ç ðèñ 3.16 âèäíî, ùî òiëüêè äëÿ òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ äðóãîãî

òèïó ôóíêöiÿ W ′
x çìiíþ¹ çíàê, òîáòî íåîáõiäíà óìîâà iñíóâàííÿ

ãðàíè÷íîãî öèêëó âèêîíàíà ëèøå äëÿ òðîôi÷íî¨ ôóíêöi¨ òèïó II.
Âiäñóòíiñòü ãðàíè÷íîãî öèêëó â ñèñòåìi (3.6.3) äëÿ òðîôi÷íî¨

ôóíêöi¨ òèïó I òà III ó ï. 3.4 âñòàíîâëåíà çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ
Äþëàêà.

Òåîðåìà Ïîíòðÿãiíà âñòàíîâëþ¹ ëèøå ôàêò iñíóâàííÿ òàêèõ
ε, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (3.6.3) ìà¹ ãðàíè÷íèé öèêë, àëå íå äà¹ ìî-
æëèâîñòi çíàéòè öåé öèêë.

Ñàì ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ ðiâíÿííÿ öèêëó òà àíàëiç éîãî ñòiéêî-
ñòi â ïðèïóùåííi, ùî ãðàíè÷íèé öèêë ëåæèòü ó äîñòàòíüî ìàëîìó
îêîëi ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè, îïèñàíèé ó [92].
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Ðèñ. 3.16. Òðè òèïè òðîôi÷íèõ ôóíêöié i âiäïîâiäíi ¨ì ãðàôiêè
ôóíêöié W i W ′

3.7. Ìîäåëi çáîðó óðîæàþ â ñèñòåìi �õèæàê�æåðòâà�

Íèíi ÷àñòî ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîïóëÿöiéíi ìîäåëi, â ÿêèõ âðàõî-
âóþòüñÿ åêîíîìi÷íi ôàêòîðè ç åëåìåíòàìè âiäáîðó ÷àñòèíè ïîïó-
ëÿöi¨ ó âèãëÿäi çáîðó âðîæàþ.

Çíàííÿ îñíîâ îäåðæàííÿ ñòàáiëüíîãî óðîæàþ âiäíîâëþâàëü-
íèõ ðåñóðñiâ ìà¹ âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ ðàöiîíàëüíîãî âåäåííÿ ãî-
ñïîäàðñüêî¨ äiÿëüíîñòi ëþäèíè, íàïðèêëàä, ïðè âèëîâi ðèáè, çàãî-
òîâöi ëiñó ÷è âiäáîði iíøîãî âiäíîâëþâàëüíîãî ðåñóðñó. Íåçíàííÿ
îá'¹ìó ìàêñèìàëüíî ãàðàíòîâàíîãî óðîæàþ ìîæå ëåãêî îáåðíóòè-
ñÿ êàòàñòðîôîþ.

Íàâiòü íàéïðîñòiøi ìîäåëi ìîæóòü âèÿâèòè iñòîòíi åêîëîãi÷íi
é åêîíîìi÷íi ïðîáëåìè, ÿêi ïîâèííi áóòè ðîçãëÿíóòi áiëüø ñêëà-
äíèìè òà ðåàëiñòè÷íèìè ìîäåëÿìè.
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Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü çáîðó óðîæàþ â ñèñòåìi "õèæàê�æåðòâà".
Âiçüìåìî ñèñòåìó "õèæàê�æåðòâà"â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ (3.2.6)
i ââàæàòèìåìî, ùî çáið óðîæàþ âiäáóâà¹òüñÿ â ïîïóëÿöi¨ æåðòâè
ç iíòåíñèâíiñòþ c. Òèì ñàìèì ïðèéäåìî äî ìîäåëi [118]

ẋ = x− xy − c,
ẏ = −αy + xy,

(3.7.1)

äå x(t) � ÷èñåëüíiñòü æåðòâè; y(t) � ÷èñåëüíiñòü õèæàêà; α � ÷è-
ñëîâèé ïàðàìåòð.

Äëÿ ñèñòåìè (3.7.1) íå ìîæíà çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê àáî
çàãàëüíèé iíòåãðàë, òîìó çàñòîñó¹ìî ÿêiñíi ìåòîäè äîñëiäæåííÿ
öi¹¨ ñèñòåìè. Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè (3.7.1) çíàéäåìî ç òàêî¨ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü

x− xy − c = 0,
−αy + xy = 0.

(3.7.2)

Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.7.2) ìà¹ìî àáî y = 0 àáî x = α.
Òîäi ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.7.2) ïðè y = 0 ìà¹ìî x = c, à

ïðè x = α îäåðæó¹ìî y = 1− c

α
.

Îòæå, ó âèïàäêó c > α ñèñòåìà â ïåðøîìó êâàäðàíòi ìà¹ ¹äèíó
ñòàöiîíàðíó òî÷êó (c, 0), à ïðè c < α � ùå îäèí ñòàöiîíàðíèé ñòàí

(α, 1− c

α
).

Ïiäñòàâèìî â ñèñòåìi (3.7.1) x = x∗ + ξ, y = y∗ + η, äå (x∗, y∗)
� ñòàöiîíàðíà òî÷êà. Òîäi, ëiíåàðèçóþ÷è ñèñòåìó (3.7.1) â îêîëi
(x∗, y∗), îäåðæèìî

dξ

dt
= (1− y∗)ξ − x∗η,

dη

dt
= y∗ξ + (x∗ − α)η.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè∣∣∣∣ 1− y∗ − λ −x∗
y∗ x∗ − α− λ

∣∣∣∣ = 0

ìà¹ âèãëÿä

λ2 − (1− y∗ + x∗ − α)λ+ x∗ + α(y∗ − 1) = 0. (3.7.3)
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Äëÿ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè x∗ = c, y∗ = 0 ðiâíÿííÿ (3.7.3) ìà¹
âèãëÿä

λ2 − (1 + c− α)λ+ c− α = 0. (3.7.4)

Ðiâíÿííÿ (3.7.4) ìà¹ äâà äiéñíèõ äîäàòíèõ êîðåíi λ1, λ2. Îòæå,
òî÷êà (c, 0) ïðè c > α ¹ íåñòiéêèì âóçëîì.

Ïðè c < α ðiâíÿííÿ (3.7.4) ìà¹ êîðåíi ðiçíèõ çíàêiâ, îñêiëüêè
äîáóòîê êîðåíiâ λ1 · λ2 = c− α < 0, òîìó òî÷êà (c, 0) ¹ ñiäëîì.

Äëÿ ñòàöiîíàðíî¨ òè÷êè x∗ = α, y∗ = 1 − c

α
ðiâíÿííÿ (3.7.3)

íàáóâà¹ âèãëÿäó

λ2 − c

α
λ+ α− c = 0, c < α.

Òàêå ðiâíÿííÿ ìà¹ àáî äiéñíi äîäàòíi êîðåíi, àáî óÿâíi êîðåíi ç

äiéñíèìè äîäàòíèìè ÷àñòèíàìè. Òîáòî òî÷êà
(
α, 1− c

α

)
¹ àáî íå-

ñòiéêèì âóçëîì, àáî íåñòiéêèì ôîêóñîì. Öå îçíà÷à¹, ùî ó âèïàäêó
c < α ñèñòåìà ìà¹ ïðèíàéìíi îäèí ïåðiîäè÷íèé ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê.
Ôàçîâèé ïîðòðåò ïðè c = 0, 1, α = 3 ìà¹ òàêèé âèãëÿä (ðèñ. 3.17).

Ðèñ. 3.17. Ðîçâ'ÿçêè òà ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.7.1) ïðè
c = 0, 5, α = 0, 9, x0 = 0, 5, y0 = 0, 2

3.8. Ìîäåëi êîíêóðåíöi¨

3.8.1. Ìîäåëü Âîëüòåððè äëÿ äâîõ êîíêóðåíòiâ

Â. Âîëüòåððà äëÿ îïèñó äèíàìiêè äâîõ âèäiâ, ÿêi æèâóòü íà
îäíié òåðèòîði¨ i êîíêóðóþòü çà çàãàëüíèé ðåñóðñ, çàïðîïîíóâàâ
òàêó ìîäåëü [18]:

dx

dt
= (ε1 − γ1(x+ y))x,

dy

dt
= (ε2 − γ2(x+ y))y,

(3.8.1)
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äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíiñòü äâîõ êîíêóðåíòiâ; äîäàòíi ÷èñëà ε1, ε2 �
iíòåíñèâíîñòi íàðîäæóâàíîñòi; γ1, γ2 � iíòåíñèâíîñòi âèìèðàííÿ.

Çàìiíîþ çìiííèõ

x = ε1/γ1u, y = ε1/γ1v, t = τ/ε1

ñèñòåìà (3.8.1) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè âèãëÿäó

u̇ = u(1− (u+ v)),

v̇ = γv(1− ε(u+ v)), (3.8.2)

äå γ = ε2/ε1, ε = ε1γ2/(ε2γ1).
Ñòàöiîíàðíi òî÷êè ñèñòåìè (3.8.2) çíàéäåìî iç ñèñòåìè

u(1− (u+ v)) = 0,

γv(1− ε(u+ v)) = 0. (3.8.3)

ßêùî ε ̸= 1, òî ñèñòåìà (3.8.3) ìà¹ òðè ðîçâ'ÿçêè

O(u = 0, v = 0), P (u = 0, v = 1/ε), Q(u = 1, v = 0).

ßêîáiàí ñèñòåìè (3.8.2) � öå ìàòðèöÿ

A =

(
1− (2u+ v) −u

−γεv γ(1− ε(u+ 2v))

)
.

Ó òî÷êàõ ðiâíîâàãè ìàòðèöÿ A íàáóâà¹ âèãëÿäó

A1 = A(O) =

(
1 0
0 γ

)
, A2 = A(P ) =

(
1− 1/ε 0
−γ −γ

)
,

A3 = A(Q) =

(
−1 −1
0 γ(1− ε)

)
.

Äëÿ ìàòðèöi A1 âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = 1, λ2 = γ, òîìó òî÷êà
O(0, 0) ¹ íåñòiéêèì âóçëîì.

Ìàòðèöÿ A2 ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = 1 − 1

ε
, λ2 = −γ. Çà

óìîâè, ùî ε < 1 λ1 ìà¹ âiä'¹ìíå çíà÷åííÿ, òî÷êà P ¹ ñòiéêèì
âóçëîì, ïðè ε > 1 òî÷êà P ¹ ñiäëîì.

Ìàòðèöÿ A3 ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ λ1 = −1, λ2 = γ(1 − ε). Ïðè
ε < 1 çíà÷åííÿ λ2 > 0 i òî÷êà Q � ñiäëî, ïðè ε > 1 òî÷êà Q �
ñòiéêèé âóçîë.

Âiäïîâiäíi ôàçîâi ïîðòðåòè ìîäåëi (3.8.2) íàâåäåíi íà ðèñ. 3.18.
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à á
Ðèñ. 3.18. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.8.2): à � ε < 1; á � ε > 1

Äàìî åêîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Â åêî-
ëîãi÷íèõ ìîäåëÿõ âiäíîøåííÿ ε/γ íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì ïðè-

ñòîñóâàííÿ. ßêùî ε > 1
(ε1γ2
ε2γ1

> 1 ⇒ ε1
γ1

>
ε2
γ2

)
, òî ïåðøèé âèä

áiëüø ïðèñòîñîâíèé, íiæ äðóãèé. ßêùî ε < 1, òî, íàâïàêè, äðóãèé
âèä áiëüø ïðèñòîñîâíèé. Òîìó ïðîâåäåíi äîñëiäæåííÿ äîçâîëÿþòü
ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè ε ̸= 1 âèæèâà¹ âèä iç áiëüøîþ ïðèñòîñîâà-
íiñòþ, à iíøèé � âèìèðà¹. Öå i ¹ ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî âèêëþ-
÷åííÿ, âiäêðèòèé Ã. Ãàóçå (1910�1986, ðàäÿíñüêèé áiîëîã).

Çãiäíî iç çàêîíîì Ãàóçå, äâà âèäè, ùî çàéìàþòü åêîëîãi÷íó íi-
øó, íå ìîæóòü ñòiéêî iñíóâàòè ïîðÿä îäèí ç îäíèì. Öåé ïðèíöèï
Ãàóçå ìàòåìàòè÷íî òî÷íî ñôîðìóëþâàâ ó ñâî¨é ïðàöi �Áîðîòüáà
çà iñíóâàííÿ� [20]. Éîãî êíèãà ââàæà¹òüñÿ îäíi¹þ ç íàéâèçíà÷íi-
øèõ íàóêîâèõ ïðàöü â iñòîði¨ ñâiòîâî¨ íàóêè, âèêîíàíèõ ó÷åíèì,
ìîëîäøèì çà 25 ðîêiâ. Ñâié çàêîí Ãàóçå ïiäòâåðäèâ i åêñïåðèìåí-
òàëüíî â 1932 ð. Ïðàöi Ãàóçå ùå áiëüø äîêàçîâî ïiäòâåðäèëè, ùî
ìiæâèäîâà êîíêóðåíöiÿ âiäiãðà¹ íàäçâè÷àéíî âàæëèâó ðîëü ó ïðî-
öåñàõ óòâîðåííÿ âèäiâ. Çàêîí Ãàóçå ÿê ìàòåìàòè÷íå òâåðäæåííÿ
ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî â ðîáîòi [19].

Ó ðàçi, êîëè ε = 1 (êîåôiöi¹íò ïðèñòîñîâíîñòi îäíàêîâèé), ñè-
ñòåìà (3.8.2) íå äà¹ âiäïîâiäi ïðî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó êîíêó-
ðåíòiâ, îñêiëüêè âîíà ìà¹ áåçëi÷ ðîçâ'ÿçêiâ u + v = 1, ñåðåä ÿêèõ
¹ òî÷êè P , Q, òîáòî P , Q � íåiçîëüîâàíi ñòàöiîíàðíi òî÷êè.

3.8.2. Óçàãàëüíåííÿ ìîäåëi êîíêóðåíöi¨

Ðîçãëÿíåìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü êîíêóðåíöi¨ ìiæ äâîìà âè-
äàìè. Íåõàé îáèäâà âèäè ¹ àâòîòðîôàìè, òîáòî çäàòíi ðîçìíî-
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æóâàòèñÿ íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî â içîëÿöi¨
äèíàìiêà ïîïóëÿöié äâîõ âèäiâ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ ëîãiñòè÷íîìó
çàêîíó, òîáòî â ïîïóëÿöiÿõ iñíó¹ âíóòðiøíüîâèäîâà áîðîòüáà (ñà-
ìîîáìåæåííÿ). Âçà¹ìîäiþ äâîõ êîíêóðåíòiâ îïèøåìî çãiäíî ç ãi-
ïîòåçîþ �åôåêòèâíèõ çóñòði÷åé�. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ îïèñà-
íî¨ ñèñòåìè ¹ ñóêóïíiñòü ðiâíÿíü âèãëÿäó [105]

ẋ = r1x
(
1− x

K1

)
− γ1xy,

ẏ = r2y
(
1− y

K2

)
− γ2xy,

(3.8.4)

äå x(t), y(t) � ÷èñåëüíîñòi äâîõ êîíêóðåíòiâ, r1, r2, K1, K2, γ1,
γ2 = const > 0.

Çàñòîñó¹ìî äëÿ àíàëiçó ñèñòåìè (3.8.4) ìåòîä içîêëií. Äëÿ öüî-
ãî ïîäiëèìî äðóãå ðiâíÿííÿ íà ïåðøå:

dy

dx
=

(
r2

(
1− y

K2

)
− γ2x

)
y(

r1

(
1− x

K1

)
− γ1y

)
x
. (3.8.5)

Âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íîãî çìiñòó ïîõiäíî¨ y′ = tgα (α � êóò íà-
õèëó äîòè÷íî¨ äî îñi Ox), áà÷èìî, ùî ðiâíÿííÿ (3.8.5) âèçíà÷à¹
ïîëå íàïðÿìêiâ, ÿêå âèäiëÿ¹ iíòåãðàëüíi êðèâi ðiâíÿííÿ (3.8.5).
Êðèâà, â êîæíié òî÷öi ÿêî¨ íàõèë ïîëÿ îäèí i òîé ñàìèé, òîáòî
tgα = const, íàçèâà¹òüñÿ içîêëiíîþ ðiâíÿííÿ (3.8.5).

Çíàéäåìî ñïî÷àòêó ðiâíÿííÿ íóëü-içîêëií. ßêùî
dy

dx
= 0, òî

r2

(
1 − y

K2

)
− γ2x = 0, àáî y = K2

(
1 − γ2

r2
x
)
. Öå ëiíiÿ íà ïëîùè-

íi, ÿêó ôàçîâi òðà¹êòîði¨ áóäóòü ïåðåòèíàòè ãîðèçîíòàëüíî. Ïî-

çíà÷èìî öþ içîêëiíó öèôðîþ 1. ßêùî r1
(
1− x

K1

)
− γ1y = 0, àáî

y =
r1
γ1

(
1− x

K1

)
, òî â öèõ òî÷êàõ ïîëå íàïðÿìêiâ âåðòèêàëüíå. Öþ

içîêëiíó ïîçíà÷èìî öèôðîþ 2. Òî÷êà ïåðåòèíó öèõ ëiíié (ÿêùî âî-
íà iñíó¹) âèçíà÷à¹ ñòàöiîíàðíó òî÷êó, â ïðîòèâíîìó ðàçi � òî÷êó
ñïîêîþ àáî ðiâíîâàãè.

Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.8.4), ìîæíà âèñòàâèòè íàïðÿìè çìií-
íèõ x(t), y(t) ïîçà ëiíiÿìè 1 òà 2 (ðèñ. 3.19). Íàïðèêëàä, ïiä ëiíi¹þ

1 ìà¹ìî, ùî r2
(
1− y

K2

)
− γ2x > 0, à îòæå,

dy

dt
> 0 i y(t) çðîñòà¹.
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Ëiíi¨ 1 òà 2 ìîæóòü áóòè ðîçìiùåíi íà ïëîùèíi ÷îòèðìà ðiçíè-
ìè ñïîñîáàìè. Öi ëiíi¨ ïîäiëÿòü ïëîùèíó íà êiëüêà îáëàñòåé. Âè-
çíà÷àþ÷è â êîæíié îáëàñòi ïîëå íàïðÿìêiâ, ìè çìîæåìî ïðîâåñòè
ôàçîâi òðà¹êòîði¨. Ðiçíi íàñëiäêè êîíêóðåíòíî¨ áîðîòüáè ìiæ ïî-
ïóëÿöiÿìè çàëåæíî âiä êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè íàâåäåíi íà ðèñ. 3.20
(îñöèëÿöiéíi ðåæèìè âiäñóòíi).

Ðèñ. 3.19. Íàïðÿìè çìiíè ôàçîâèõ çìiííèõ x(t), y(t)

Íàïðèêëàä, ïåðøèé âèä ïîâíiñòþ âèòiñíÿ¹ äðóãèé, ÿêùî

r1/γ1 > K2 i K1 >
r2
γ2

(ðèñ. 3.20, à). Ðèñ. 3.20, â ïîêàçó¹, ùî

äâà êîíêóðåíòè ìîæóòü ñïiâiñíóâàòè çà óìîâè
r1
γ1

> K2,
r2
γ2

> K1.

ßêùî áóäóòü âèêîíàíi ïðîòèëåæíi óìîâè, òî çíîâó âèæèâà¹ ëèøå
îäèí âèä, i ÿêà ïîïóëÿöiÿ âèòiñíÿ¹ iíøó çàëåæèòü âiä ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ (ðèñ. 3.20, ã). Òóò ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè ¹ âæå íåñòiéêîþ
ñiäëîâîþ òî÷êîþ.

Ñõîæi ðåæèìè ðåàëiçóþòüñÿ i â iíøèõ ìîäåëÿõ ñèñòåìè äâîõ
êîíêóðåíòiâ.

Íåçâàæàþ÷è íà ïðîñòîòó, ìîäåëü êîíêóðåíöi¨ (3.8.4) ìà¹ ïðà-
êòè÷íå çàñòîñóâàííÿ. Â [17] îïèñàíî ôàêò çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi
(3.8.4) äëÿ àíàëiçó êîíêóðåíòíî¨ áîðîòüáè ìiæ äâîìà âèäàìè êî-
ìàðiâ ó Ïiâíi÷íié Àìåðèöi.

Öÿ ìîäåëü ìîæå çàñòîñîâóâàòèñÿ íå òiëüêè äëÿ îïèñó êîíêó-
ðåíöi¨ ìiæ äâîìà áiîëîãi÷íèìè óãðóïîâàííÿìè, à é äëÿ äîñëiäæå-
ííÿ êîíêóðåíöi¨ êîìåðöiéíèõ êîìïàíié, áîðîòüáè ïàðòié çà ôiíàí-
ñîâi ðåñóðñè òîùî.
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à á

â ã
Ðèñ. 3.20. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.8.4)

Äëÿ ïðîâåäåííÿ àíàëiçó ñèñòåìè (3.8.4) ìåòîäîì ëiíåàðèçàöi¨
äîöiëüíî ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ i çàïèñàòè ñèñòåìó ó
âèãëÿäi

u̇ = u(1− u− αv), v̇ = v(γ − u− βv). (3.8.6)

Çàìiíó çìiííèõ i àíàëiç ñèñòåìè (3.8.6) çà ïåðøèì íàáëèæå-
ííÿì âèêîíàéòå ñàìîñòiéíî. Ïîáóäóéòå ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò
ñèñòåìè (3.8.6) òà ¨¨ ôàçîâi ïîðòðåòè.

Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà áóäóâàòè òî÷íiøi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
âçà¹ìîäi¨ ïîïóëÿöié, ÿêi âðàõîâóâàòèìóòü ñêëàäíi êàðòèíè âçà-
¹ìîäi¨ ÿê çà ÷àñîì, òàê i â ïðîñòîði, íåðiâíîìiðíiñòü ðîçïîäiëó
÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié íà çàéìàíié òåðèòîði¨, íåîäíîðiäíiñòü âëà-
ñòèâîñòåé îñîáèí, çîâíiøíi äi¨ òîùî. Äëÿ ïîøóêó ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ
çàäà÷ íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè ÷èñëîâi ìåòîäè, ïðè öüîìó, ÿê
ïîêàçàëè íàâåäåíi âèùå ïðèêëàäè, ïîòðiáíî îáîâ'ÿçêîâî âèêîíó-
âàòè ÿêiñíèé àíàëiç ìîäåëåé. Öþ iíôîðìàöiþ ìîæíà âèêîðèñòàòè
íå òiëüêè äëÿ åêîëîãi÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨, àëå é ïðè òåñòóâàííi ÷è-
ñëîâèõ ïðèêëàäiâ.
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3.9. Ìîäåëi ñèìáiîçó

Ðîçðiçíÿþòü ñèìáiîòè÷íi âiäíîøåííÿ äâîõ òèïiâ:
1) ïðîòîêîîïåðàöiÿ, ïðè ÿêié âçà¹ìîäiÿ âèãiäíà îáîì âèäàì,

àëå íå ¹ îáîâ'ÿçêîâîþ, i êîæíà ïîïóëÿöiÿ ìîæå iñíóâàòè îêðåìî;
2) ìóòóàëiçì, ïðè ÿêîìó ìiæïîïóëÿöiéíi âçà¹ìîäi¨ îáîâ'ÿçêîâi,

áî áåç òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ êîæíèé âèä âèìèðà¹.

3.9.1. Ïðîòîêîîïåðàöiÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi äâîõ ïîïóëÿöié áåç âçà-
¹ìîäi¨ (ïðè âiäñóòíîñòi iíøîãî âèäó) îïèñóþòüñÿ ëîãiñòè÷íèì ðiâ-
íÿííÿì, êîåôiöi¹íòè ÿêîãî ðiçíi äëÿ äâîõ ïîïóëÿöié. Âiäíîøåííÿ
ïðîòîêîîïåðàöi¨ çà ãiïîòåçîþ ïðî åôåêòèâíi çóñòði÷i îïèøåìî, ÿê
i â ìîäåëi õèæàê�æåðòâà, áiëiíiéíèìè äîäàíêàìè çi çíàêîì ïëþñ.
Òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, ùî îïèñó¹ ïðîòîêîîïåðàöiþ, ìà¹ âèãëÿä
[7, 8]

dx

dt
= r1x

K1 − x

K1
+ γ1xy,

dy

dt
= r2y

K2 − y

K2
+ γ2xy. (3.9.1)

Çàìiíà çìiííèõ t = τ/r1, x = K1u, y = K2v ïåðåâîäèòü (3.9.1) â

du

dt
= u(1− u+ p1v),

dv

dt
= γv(1− v + p2u), (3.9.2)

äå γ = r2/r1, p1 = γ1K1K2/r1, p2 = γ2K1K2/r2.
Ñèñòåìà ðiâíÿíü íóëü-içîêëií äà¹ ìîæëèâiñòü çíàéòè òî÷êè

ðiâíîâàãè ñèñòåìè (3.9.2).

u(1− u+ p1v) = 0,

γv(1− v + p2u) = 0. (3.9.3)

Öÿ ñèñòåìà ó âèïàäêó p1p2 < 1 ìà¹ ÷îòèðè ðîçâ'ÿçêè:

O(0, 0), A1(1, 0), A2(0, 1), A3

(
1 + p1
1− p1p2

,
1 + p2
1− p1p2

)
.
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ßêùî p1p2 > 1, òî ñèñòåìà ìà¹ ëèøå òðè ïåðøèõ ñòàíè ðiâíî-
âàãè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç (u∗, v∗) ñòàöiîíàðíó òî÷êó, òîäi ÿêîáiàí â îêî-
ëi öi¹¨ òî÷êè ìà¹ âèãëÿä

A =

(
1− 2u∗ + p1v

∗ p1u
∗

γ2p2v
∗ γ(1 + p2u

∗)− 2γv∗

)
.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ A â îêîëi âñiõ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê i çà
õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè âèçíà÷èìî òèï îñîáëèâî¨ òî÷êè.

Äëÿ òî÷êè O(0, 0) ìàòðèöÿ A ìà¹ âèãëÿä

A =

(
1 0
0 γ

)
.

Äëÿ íå¨ õàðàêòåðèñòè÷íi çíà÷åííÿ λ1 = γ > 0, λ2 = 1 > 0.
Îòæå, òî÷êà (0, 0) � íåñòiéêèé âóçîë.

Äëÿ òî÷êè A1(1, 0), A2(0, 1) ÿêîáiàíè ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿ-
äè

A =

(
−1 p1
0 γ(1 + p2)

)
, A =

(
p1 0
γ2p2 −γ

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi öèõ ìàòðèöü äiéñíi ðiçíi, òîìó òî÷êè
A1 i A2 ¹ ñiäëîì.

Äëÿ òî÷êè A3 ìàòðèöÿ ßêîái íàáóâà¹ âèãëÿäó

A =

(
− 1+p1

1−p1p2
p1

1+p1
1−p1p2

γp2
1+p2

1−p1p2
−γ 1+p2

1−p1p2

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

λ2 − tr(A) · λ+ detA = 0,

äå

tr(A) = −
(

1 + p1
1− p1p2

+ γ
1 + p2
1− p1p2

)
< 0,

detA = γ
(1 + p1)(1 + p2)

1− p1p2
(1− p1p2) > 0.

Òîìó, çà òåîðåìîþ Âi¹òà, ìà¹ìî λ1 < 0, λ2 < 0 i òî÷êà A3 ¹
ñòiéêèì âóçëîì.

Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.9.2) ïîäàíi íà ðèñ. 3.21.
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Ðèñ. 3.21. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.9.2)
à � p1p2 < 1; á � p1p2 > 1

Äàìî åêîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ïðè
p1p2 < 1 iñíó¹ ¹äèíèé íåòðèâiàëüíèé ñòàí ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè (ðèñ.
3.20, à), ùî âiäïîâiäà¹ ñïiâiñíóâàííþ äâîõ âèäiâ. Ïðè öüîìó ñòà-
öiîíàðíå çíà÷åííÿ äâîõ ïîïóëÿöié áiëüøå çà ñòàí ðiâíîâàãè ïðè
âiäñóòíîñòi âçà¹ìîäi¨. Â öüîìó i ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ïîçèòèâíèé äëÿ
äâîõ ïîïóëÿöié õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨ òèïó ïðîòîêîîïåðàöiÿ.

Ïðè p1p2 > 1 ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè íå iñíó¹ i äâi ïîïóëÿöi¨ ïðè áóäü-
ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ íåîáìåæåíî çðîñòàþòü, íåçâàæàþ÷è íà
íàÿâíiñòü âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨ â êîæíié ïîïóëÿöi¨ çà
ëîãiñòè÷íèì çàêîíîì.

Âïëèâ êîîïåðàöi¨ â ðàìêàõ ìîäåëi (3.9.1) ïîêàçó¹, ùî ïîçèòèâ-
íèé åôåêò ïðîòîêîîïåðàöi¨ ìîæå äîìiíóâàòè íàä âiä'¹ìíèì åôå-
êòîì âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨. Öå ñâiä÷èòü ïðî îáìåæåíó
îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ìîäåëi (3.9.1).

Äëÿ áiëüø ðåàëiñòè÷íèõ ìîäåëåé çà àíàëîãi¹þ ç ìîäåëëþ
õèæàê�æåðòâà ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè åôåêò íàñè÷åííÿ. Òîäi ñè-
ñòåìà, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié çà òèïîì ïðî-
òîêîîïåðàöié, ç óðàõóâàííÿì åôåêòó íàñè÷åííÿ ìà¹ âèãëÿä [7, 8]

dx

dt
= r1x

K1 − x

K1
+

γ1xy

1 + a1y
,

dy

dt
= r2y

K2 − y

K2
+

γ2xy

1 + a2x
, (3.9.4)

äå äîäàòêîâî a1, a2 � êîåôiöi¹íòè íàñè÷åííÿ.
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Òàêèé âèä ìîäåëi âðàõîâó¹ òîé ôàêò, ùî ïðè íåîáìåæåíîìó
çðîñòàííi ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, íàïðèêëàä äðóãîãî âèäó, ïèòîìà
øâèäêiñòü çðîñòàííÿ ïåðøîãî âèäó çðîñòà¹, àëå îáìåæåíà.

Âçà¹ìíå ðîçìiùåííÿ íóëü-içîêëií ÿêiñíî çáiãà¹òüñÿ ç ¨õ ðîçìi-
ùåííÿì äëÿ ñèñòåìè (3.9.2), à ôàçîâèé ïîðòðåò ìà¹ âèãëÿä, çî-
áðàæåíèé íà ðèñ. 3.20, à. Òîáòî iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ãëîáàëüíèé
ñòiéêèé ñòàí ðiâíîâàãè, ùî âiäïîâiäà¹ ñïiâiñíóâàííþ âèäiâ.

3.9.2. Ìóòóàëiçì

Äèíàìiêó ïîïóëÿöié, ùî âçà¹ìîäiþòü çà òèïîì ìóòóàëiçìó, ìî-
æíà â ïåðøîìó íàáëèæåííi îïèñàòè ñèñòåìîþ

dx

dt
= −ε1x+ γ1xy,

dy

dt
= −ε2y + γ2xy. (3.9.5)

Ó öié ñèñòåìi çðîáëåíî ïðèïóùåííÿ, ùî êîæíèé iç âèäiâ áåç
âçà¹ìîäi¨ åêñïîíåíöiàëüíî âèìèðà¹. Ñèñòåìà (3.9.5) ìà¹ äâà ñòà-

öiîíàðíèõ ñòàíèO(0, 0), C

(
ε2
γ2
,
ε1
γ1

)
. Ïåðøèé iç íèõ ñòiéêèé âóçîë,

à òî÷êà C ¹ ñiäëîì. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.9.5) çîáðàæåíèé
íà ðèñ. 3.22.

Ôàçîâèé ïðîñòið ñèñòåìè ñåïàðàòðèñîþ òî÷êè C äiëèòüñÿ íà
äâi îáëàñòi.

Ðèñ. 3.22. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.9.5)
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Â îáëàñòi, ùî ïðèëÿãà¹ äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, ôàçîâi òðà¹êòî-
ði¨ ïðÿìóþòü äî íóëÿ (îáèäâi ïîïóëÿöi¨ âèìèðàþòü) ïðè áóäü-ÿêèõ
ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ, ùî íàëåæàòü öié îáëàñòi.

ßêùî ïî÷àòêîâi óìîâè äîñòàòíüî âåëèêi (ïîòðàïëÿþòü â iíøó
îáëàñòü), òî ïîïóëÿöi¨ íåîáìåæåíî çðîñòàþòü.

Äëÿ áiëüø ðåàëiñòè÷íîãî îïèñó äèíàìiêè äâîõ ìóòóàëiñòè÷íèõ
ïîïóëÿöié ó ñèñòåìó (3.9.5) ââîäÿòü ôàêòîð âíóòðiøíüîâèäîâî¨
êîíêóðåíöi¨ i âðàõîâóþòü åôåêò íàñè÷åííÿ ïîïóëÿöié. Òèì ñàìèì
ïðèõîäèìî äî ñèñòåìè

dx

dt
= −ε1x− β1x

2 +
γ1xy

1 + a1y
,

dy

dt
= −ε2y − β2y

2 +
γ2xy

1 + a2x
. (3.9.6)

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè ñèñòåìè (3.9.6) çíàõîäÿòüñÿ iç ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü

x

(
−ε1 − β1x+

γ1y

1 + a1y

)
= 0,

y

(
−ε2 − β2y +

γ2x

1 + a2x

)
= 0. (3.9.7)

Î÷åâèäíî, ùî öÿ ñèñòåìà ìà¹ íóëüîâèé ñòàöiîíàðíèé ñòàí i âií
ñòiéêèé. Ó öüîìó âèïàäêó îáèäâi ïîïóëÿöi¨ âèìèðàþòü ïðè áóäü-
ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ.

ßê âèäíî ç ãðàôi÷íîãî çîáðàæåííÿ ôóíêöié (ðèñ. 3.23)

y(x) =
1

β2

(
−ε2 +

γ2x

1 + a2x

)
, x(y) =

1

β1

(
−ε1 +

γ1y

1 + a1y

)
,

ñèñòåìà (3.9.7) ìîæå íå ìàòè íåòðèâiàëüíèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ,
àáî ìàòè äâà òàêèõ ñòàíè, ÿêi ìîæóòü çëèâàòèñÿ â îäèí.

Ó âèïàäêó iñíóâàííÿ äâîõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ ôàçîâèé ïîðò-
ðåò ñèñòåìè (3.9.6) ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 3.24.

ßê âèäíî ç ðèñ. 3.24, ïðè ìàëèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ, ÿêi
ëåæàòü íèæ÷å ñåïàðàòðèñè C, ïîïóëÿöi¨ ïðèðå÷åíi íà âèìèðàííÿ.

Äëÿ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü, ùî çíàõîäÿòüñÿ âèùå ñåïàðàòðèñè
òî÷êè C, âñòàíîâëþ¹òüñÿ ñòàí ñòiéêîãî ñïiâiñíóâàííÿ îáèäâîõ ïî-
ïóëÿöié.

130



Ðèñ. 3.23. Ãðàôiêè ôóíêöié x(y) òà y(x)

Ðèñ. 3.24. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.9.6)

Ç íàâåäåíèõ äîñëiäæåíü âèäíî, ùî ñèìáiîòè÷íi âçà¹ìîçâ'ÿçêè
âèêëèêàþòü ñòiéêå ñïiâiñíóâàííÿ ïîïóëÿöié.

Ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê ñèñòåìè ïîïóëÿöiéíî¨
äèíàìiêè

ẋ = xf1(x, y), ẏ = yf2(x, y), x, y ∈ R+
2 . (3.9.8)

Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (3.9.8) îïèñóâàëà âiäíîøåííÿ ñèìáiîçó,
íåîáõiäíî, ùîá

∂f1
∂y

≥ 0,
∂f2
∂x

≥ 0,

òîáòî øâèäêiñòü ðîñòó êîæíî¨ ç ïîïóëÿöié çáiëüøó¹òüñÿ ïðè çðî-
ñòàííi äðóãî¨ ïîïóëÿöi¨.

Òàêi ñèñòåìè â ëiòåðàòóði íàçèâàþòüñÿ êîîïåðàòèâíèìè [84].
Äëÿ êîîïåðàòèâíèõ ñèñòåì ïðàâèëüíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 3.1. Òðà¹êòîði¨ äâîâèìiðíî¨ êîîïåðàòèâíî¨ ñèñòåìè
àáî çáiãàþòüñÿ äî ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, àáî ïðÿìóþòü äî íåñêií-
÷åííîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî ïåðøèé êâàäðàíò ÷åðåç R+
2 . ßêùî

ẋ(t0), ẏ(t0) ∈ R+
2 äëÿ äåÿêîãî t0 ∈ R, òî ẋ(t), ẏ(t) ∈ R+

2 äëÿ âñiõ
t > t0; ÿêùî, íàïðèêëàä, ẋ(t) = 0, à ẏ(t) ≥ 0, òî

ẍ =
∂f1
∂x

ẋ+
∂f1
∂y

ẏ ≥ 0,

à îòæå, ẋ íå ìîæå ñòàòè âiä'¹ìíîþ, òîìó êîìïîíåíòè x(t), y(t)
ìîíîòîííi òà çáiãàþòüñÿ äî ñòàíó ðiâíîâàãè àáî ïðÿìóþòü äî íå-
ñêií÷åííîñòi.

Çàãàëüíèé âèãëÿä ñèñòåìè Ëîòêè�Âîëüòåððè íà ïëîùèíi ìà¹
âèãëÿä

ẋ = x(r1 + a11x+ a12y),

ẏ = y(r2 + a21x+ a22y). (3.9.9)

Ùîá ñèñòåìà (3.9.9) îïèñóâàëà âiäíîøåííÿ ñèìáiîçó, íåîáõi-
äíî, ùîá a12 > 0, a21 > 0. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.1, ñè-
ñòåìà (3.9.9) ìà¹ äâà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ïîðòðåòè: âñi
ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.9.9), ùî ïî÷èíàþòüñÿ â R+

2 , íåîáìåæåíî çðî-
ñòàþòü, ÿêùî a12a21 > a11a22, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó (a12a21 <
a11a22) iñíó¹ ñòàí ðiâíîâàãè (x∗, y∗), ÿêèé ¹ ãëîáàëüíî àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé (äîâåñòè ñàìîñòiéíî).

3.10. Ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ çàáðóäíåííÿ i ïðèðîäè

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äæåðåëî çàáðóäíåííÿ ïðèðîäíîãî ñåðå-
äîâèùà. Âiä äæåðåëà çàáðóäíåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ âèêèä çàáðóäíåí-
íÿ â äîâêiëëÿ. Ç iíøîãî áîêó, êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåííÿ çìåíøó-
¹òüñÿ, îñêiëüêè âiäáóâà¹òüñÿ äèñèïàöiÿ çàáðóäíåííÿ é äîâêiëëÿ
àáñîðáó¹ i ïîãëèíà¹ éîãî.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüíèé ôîí çàáðóäíåííÿ i ñòàí äîâêiëëÿ
ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÷èñëîâèìè âåëè÷èíàìè, à ñàìå êîíöåí-
òðàöi¹þ çàáðóäíåííÿ x(t) i ãóñòèíîþ áiîìàñè y(t). Ïðèïóñòèìî,
ùî iñíó¹ ïîñòiéíå äæåðåëî çàáðóäíåííÿ, òîäi ïðîöåñ åìiñi¨ çàáðó-
äíåííÿ ìîæíà îïèñàòè äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì

ẋ = a− bx,
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äå a � ïîòóæíiñòü äæåðåëà çàáðóäíåííÿ çà îäèíèöþ ÷àñó, b � êî-
åôiöi¹íò ëiíiéíî¨ ëiêâiäàöi¨ çàáðóäíåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî çàáðóäíåííÿ çíàõîäèòüñÿ â ïîñòiéíié âçà¹ìî-
äi¨ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, ðåçóëüòàòîì ÿêî¨ ¹ î÷èùåííÿ âiä
áðóäó. Òîäi ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ �çàáðóäíåííÿ�ïðèðîäà� îïèñó¹òüñÿ
ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [17]:

ẋ = a− bx− f(x, y),

ẏ = g(y)− h(x, y), (3.10.1)

äå f(x, y) ≥ 0 � ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ àáñîðáóâàííÿ i ïåðåðîáêó
áðóäó ñàìîþ ïðèðîäîþ; g(y) � ÷ëåí, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ñòàíó
íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà ïðè âiäñóòíîñòi çàáðóäíåííÿ; h(x, y)
� ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ äåñòðóêòèâíi äi¨ çàáðóäíåííÿ íà ïðèðîäó.

Ïîâåäiíêó ïðèðîäè ïðè âiäñóòíîñòi çàáðóäíåííÿ îïèøåìî ëîãi-
ñòè÷íèì ðiâíÿííÿì, à äëÿ ôóíêöiîíàëüíèõ çàëåæíîñòåé âçà¹ìîäi¨
çàáðóäíåííÿ i ïðèðîäè âiçüìåìî áiëiíiéíi ñïiââiäíîøåííÿ:

f(x, y) = cxy, h(x, y) = dxy.

Ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ çàáðóäíåííÿ íà-
áóâà¹ âèãëÿäó

ẋa− bx− cxy, ẏ = ry
(
1− y

K

)
− dxy.

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

x =
bu

d
, y =

bv

c
, t = bτ, α =

ad

b2
, u0 =

r

b
, p =

r

cK

i ïåðåéäåìî äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ.
Îäåðæèìî ïðîñòiøó ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ çàáðóäíåííÿ ç ïðèðî-

äíèì ñåðåäîâèùåì:
u̇ = α− u− uv,

v̇ = v(u0 − u)− pv2, (3.10.2)

äå α � ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçó¹ ïîòóæíiñòü äæåðåëà çàáðóäíåí-
íÿ; u0 � ãðàíè÷íî äîïóñòèìà êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåííÿ äëÿ äàíî¨
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åêîñèñòåìè (ÿêùî u > u0, òî v̇ < 0 i ïðèðîäà âèìèðà¹); p � êîåôi-
öi¹íò âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨.

Ôàêòè÷íî ñèñòåìà (3.10.2) ¹ ñèñòåìîþ �õèæàê�æåðòâà�, äå
æåðòâîþ âèñòóïà¹ çàáðóäíåííÿ (íå áiîëîãi÷íèé îá'¹êò), à õèæà-
êîì � áiîëîãi÷íî àêòèâíå ïðèðîäíå ñåðåäîâèùå.

Ïðîñòîðîì ñòàíiâ ñèñòåìè (3.10.2) ëîãi÷íî ââàæàòè ìíîæèíó
R2
+, ÿêà ¹ äîäàòíî iíâàðiàíòíà. Ïðÿìà v = 0 ¹ ôàçîâîþ òðà¹êòî-

ði¹þ.
Ñèñòåìà (3.10.2) ìà¹ òðè òî÷êè ðiâíîâàãè:

A1 = (α, 0),

A2 =

(
u0 + p+Q

2
,
u0 − p−Q

2p

)
,

A3 =

(
u0 + p−Q

2
,
u0 − p+Q

2p

)
,

äå Q =
√

(u0 + p)2 − 4αp. Ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè A2, A3 iñíóþòü,
ÿêùî (u0 + p)2 − 4αp > 0. Ìàòðèöÿ ßêîái ñèñòåìè (3.10.2) ìà¹
âèãëÿä

J(u, v) =

(
−1− v −u
−v u0 − u− 2pv

)
.

Äëÿ òî÷êè A1(α) ÿêîáiàí

J(A1) =

(
−1 −α
0 u0 − α

)
.

Îòæå, ÿêùî u0 > α, òî A1 � ñiäëî, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó
(u0 < α) A1 � ñòiéêèé âóçîë.

Äëÿ àíàëiçó ðåøòè ïîëîæåíü ðiâíîâàãè ïîáóäó¹ìî ïàðàìåòðè-
÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.10.2). Äëÿ öüîãî íà ïëîùèíi çàôiêñó¹ìî
îäèí iç ïàðàìåòðiâ, à ñàìå u0, òîäi îáëàñòü äîïóñòèìèõ çíà÷åíü

ïàðàìåòðiâ α i p ëiíiÿìè α = u0 i α =
(u0 + p)2

4p
ðîçáèâà¹òüñÿ íà 4

ìíîæèíè (ðèñ. 3.25). Ðiâíÿííÿ äðóãî¨ ëiíi¨ âçÿòî ç óìîâè iñíóâàí-
íÿ òî÷îê ðiâíîâàãè A2 i A3, òîáòî ç óìîâè Q ≥ 0.
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Ðèñ. 3.25. Ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè (3.10.2)

Â îáëàñòi III iñíó¹ òiëüêè ñòàöiîíàðíà òî÷êà A1 i, îñêiëüêè äëÿ
íå¨ ìà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè α > u0, òî A1 � ñòiéêèé âóçîë. Îáëàñòü

III çàäà¹òüñÿ íåðiâíiñòþ α >
(u0 + p)2

4p
.

Â îáëàñòi I òî÷êà A1 � ñiäëî, A3 ∈ R+
2 � ñòiéêèé âóçîë, A2 /∈ R+

2 .
Â îáëàñòi II A1 � ñòiéêèé âóçîë, A2 � ñiäëî, A3 � ñòiéêèé âóçîë.
Â îáëàñòi IV A1 � ñòiéêèé âóçîë, A2, A3 /∈ R+

2 .
Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, òâåðäæåííÿ ïðî îáëàñòü II (äëÿ iíøèõ

îáëàñòåé äîñëiäæåííÿ ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî). Îáëàñòü II çàäà¹òüñÿ
íåðiâíîñòÿìè

p < u0, α > u0, α <
(u0 + p)2

4p
. (3.10.3)

Iç ñèñòåìè (3.10.2) çíàéäåìî
dv

du
:

dv

du
=
v(u0 − u)− pv2

α− u− uv
=
v(u0 − u− pv)

α− u− uv
. (3.10.4)

Íóëü-içîêëiíè ñèñòåìè (3.10.2) âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿíü

L1 =
{
(uv) : v =

α

u
− 1
}
, L2 =

{
(uv) : v =

u0 − u

p

}
,

L3 = {(uv) : v = 0} .

Òî÷êè ïåðåòèíó ëiíi¨ L1 ç L2 ÷è ç L3 âèçíà÷àþòü òî÷êè ðiâíî-
âàãè. Îáëàñòi, íà ÿêi ðîçáèâàþòü içîêëiíè ïåðøó ÷âåðòü ó ïðîñòîði
u, v, õàðàêòåðèçóþòüñÿ ïîñòiéíiñòþ ïîõiäíèõ u̇, v̇.
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Íåõàé ïàðàìåòðè α, p íàëåæàòü îáëàñòi II, òîáòî âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi (3.10.3), òîäi ëiíi¨ L1, L2, L3 ìàþòü âèãëÿä, çîáðàæåíèé
íà ðèñ. 3.26.

Ðèñ. 3.26. Íàïðÿìè çìiíè ôàçîâèõ çìiííèõ u, v

Âèùå ëiíi¨ L1 u̇ < 0 ⇒ u(t) � ñïàäà¹, íèæ÷å ëiíi¨ L1 u̇ > 0 ⇒
u(t) � çðîñòà¹.

Âèùå ëiíi¨ L2 v̇ < 0 ⇒ v(t) � ñïàäà¹, íèæ÷å ëiíi¨ L2 v̇ > 0 ⇒
v(t) � çðîñòà¹.

Íà îñíîâi íàïðÿìiâ ïîáóäó¹ìî ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè
(3.10.2) äëÿ ïàðàìåòðiâ α, u0, ùî íàëåæàòü îáëàñòi II (ðèñ. 3.27).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè
(3.10.2) äëÿ ïàðàìåòðiâ α, p ç îáëàñòåé I, III, IV (ðèñ. 3.28).

Ðèñ. 3.27. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (3.10.2) ó âèïàäêó, êîëè
ïàðàìåòðè α, p íàëåæàòü îáëàñòi II. A3 � ñòiéêèé âóçîë, A2 �

ñiäëî, A1 � ñòiéêèé âóçîë
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Ðèñ. 3.28. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (3.10.2) ó âèïàäêó, êîëè
ïàðàìåòðè (α, p) ∈ îáëàñòi IV � à i (α, p) ∈ îáëàñòi III � á

ßêùî ïàðàìåòðè α, p ñèñòåìè (3.10.2) íàëåæàòü îáëàñòi I, òî
âñi òðà¹êòîði¨, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ â R+

2 (çà âèíÿòêîì òî÷êè A1),
ïðÿìóþòü äî A3 ïðè t → ∞ (ðèñ. 3.28, à). Â îáëàñòÿõ III, IV
ïàðàìåòðiâ α, p iñíó¹ ¹äèíèé àòðàêòîð A1 (ðèñ. 3.28, á).

Îòæå, çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ çàáðóäíåííÿ ç äîâêië-
ëÿì, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (3.10.2), âiäîáðàæà¹ òðè âàðiàíòè
âçà¹ìîäi¨: àáî ìiæ êîíöåíòðàöi¹þ çàáðóäíåííÿ i áiîìàñîþ âñòà-
íîâëþ¹òüñÿ ðiâíîâàãà A3, àáî ðiâíîâàãà A1 (ïðèðîäà çíèùåíà),
àáî ðiâíîâàãà A3 ÷è A1 â çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ çàäà÷i
(3.10.2).

ßê ìîäåëü âïëèâó äîâêiëëÿ íà çàáðóäíåííÿ áóëî çàïðîïîíî-
âàíî áiëiíiéíèé âèðàç f(E,P ) = cEP . Àëå iç çàãàëüíèõ ìiðêó-
âàíü çðîçóìiëî, ùî òàêà çàëåæíiñòü äàëåêà âiä ðåàëüíîñòi (÷èì
âèùà çàáðóäíåíiñòü, òèì áiëüøå ïåðåðîáëÿ¹ ïðèðîäà, ùî íåïðà-
âèëüíî). Òîìó íåîáõiäíî ìîäèôiêóâàòè ìîäåëü òàê, ùîá âðàõó-
âàòè öåé ôàêò. Äëÿ öüîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè îäíó ç òðîôi÷íèõ
ôóíêöié, ùî îïèñó¹ ïðîöåñ íàñè÷åííÿ, íàïðèêëàä

f(E,P ) = cEP/(A+ P ).

Òîäi, ÿêùî (3.10.2) ïðèâåñòè äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, îäåðæèìî

u̇ = α− u− uv

λ+ u
,

v̇ = v(u0 − u)− pv2,

137



äå λ > 0 îïèñó¹ âïëèâ ïðèðîäè íà çàáðóäíåííÿ: ÷èì λ áiëüøå, òèì
ìåíøå çàáðóäíåíü ïîãëèíà¹ ïðèðîäà i íàâïàêè.

Àíàëiçóþ÷è ðîçìiùåííÿ íóëü-içîêëií, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî
iñíó¹ îäíå àáî òðè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, i äîñëiäèòè ¨õ ñòiéêiñòü
(âèêîíàòè ñàìîñòiéíî).

3.11. Ñòîõàñòè÷íi ìîäåëi ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè

Ôóíêöiîíóâàííÿ áiîëîãi÷íèõ óãðóïîâàíü, ÿê ïðàâèëî, ñóïðîâî-
äæó¹òüñÿ âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè. Âðàõóâàííÿ âèïàäêîâèõ çáó-
ðåíü ïðèâîäèòü äî íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò òåîði¨ éìîâiðíîñòi òà òåîði¨ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ.

Ïðîöåñ âèâ÷åííÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöié ìîæå ïî÷èíàòèñÿ ç äî-
ñëiäæåííÿ iäåàëüíî¨ ìîäåëi áåç óðàõóâàííÿ âèïàäêîâèõ ôàêòîðiâ.
Íà íàñòóïíîìó êðîöi âêëþ÷àþòü äî ðîçãëÿäó äîäàòêîâi åôåêòè,
ÿêi âèíèêàþòü ïðè âðàõóâàííi âèïàäêîâèõ ôëóêòóàöié, i îöiíþ-
þòü âïëèâ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ íà äèíàìiêó ïîïóëÿöi¨. Ó áàãàòüîõ
âèïàäêàõ âèïàäêîâi çáóðåííÿ ÿêiñíî çìiíþþòü êàðòèíó.

Íàñàìïåðåä äîñëiäíèêiâ ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè öiêàâëÿòü ñòî-
õàñòè÷íi àòðàêòîðè ñèñòåì iç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè. Ïiä äi-
¹þ ñòîõàñòè÷íèõ çáóðåíü âèïàäêîâi òðà¹êòîði¨ ïîêèäàþòü àòðà-
êòîð äåòåðìiíîâàíî¨ ñèñòåìè i ôîðìóþòü íàâêîëî íüîãî äåÿêèé
ïó÷îê. Çàâäÿêè ñòiéêîñòi àòðàêòîðà ãóñòèíà ðîçïîäiëó éìîâiðíî-
ñòi âèïàäêîâèõ ñòàíiâ ó öüîìó ïó÷êó ñòàáiëiçó¹òüñÿ. Ñòàöiîíàðíèé
iìîâiðíiñíèé ðîçïîäië, ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ, âèçíà÷à¹ ñòîõàñòè÷íèé
àòðàêòîð.

Ðîçãëÿíåìî äåòåðìiíîâàíó íåëiíiéíó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëü-
íèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dx = f(x)dt, x, f ∈ Rn, (3.11.1)

äå f(x) � äîñèòü ãëàäêà âåêòîð-ôóíêöiÿ.
Íåõàé ñèñòåìà (3.11.1) ìà¹ àòðàêòîðM ⊂ Rn.M � iíâàðiàíòíà

ìíîæèíà äëÿ (3.11.1), îáìåæåíà é çàìêíóòà.
Ïðèïóñòèìî, ùî M � åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêà. Öå îçíà÷à¹, ùî

äëÿ ìàëîãî îêîëó U ìíîæèíè M çíàéäóòüñÿ êîíñòàíòè K > 0,
l > 0, òàêi, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ðîçâ'ÿçêó x(t) ñèñòåìè (3.11.1) ç
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(0) = x0 ∈ U ïðè âñiõ t ≥ 0 âèêîíó¹òüñÿ

138



íåðiâíiñòü
∥∆(x(t))∥ ≤ Ke−lt∥∆(x0)∥,

äå∆x = x−γ(x), γ(x) = arg min
y∈M

∥x−y∥, ∥·∥ � åâêëiäîâà íîðìà; γ(x)
� íàéáëèæ÷à äî x òî÷êà àòðàêòîðà M ; ∆x � âåêòîð âiäõèëåííÿ x
âiä M .

Ïîðÿä iç (3.11.1) ðîçãëÿíåìî âiäïîâiäíó ñòîõàñòè÷íó ñèñòåìó
ðiâíÿíü Iòî

dx = f(x)dt+ εσ(x)dw(t), (3.11.2)

äå w(t) � n-âèìiðíèé ñòàíäàðòíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ; σ(x) � äî-
ñòàòíüî ãëàäêà n× n-ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ, ùî çàäà¹ çàëåæíiñòü âè-
ïàäêîâèõ çáóðåíü âiä ñòàíó ñèñòåìè; ε � ïàðàìåòð iíòåíñèâíîñòi
çáóðåíü.

Ôóíêöiÿ w(t) íàçèâà¹òüñÿ n-âèìiðíèì ñòàíäàðòíèì âiíåðiâ-
ñüêèì ïðîöåñîì, ÿêùî ¨¨ ïðèðîñòè ∆wi = w(ti+1) − w(ti) äëÿ
íåïåðåòèííèõ ÷àñîâèõ âiäðiçêiâ íåçàëåæíi é ðîçïîäiëåíi çà íîð-
ìàëüíèì çàêîíîì

E∆wi = 0, E∆wi∆w
T
i = |ti+1 − ti|I,

äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Ó ðåçóëüòàòi äi¨ íåâèðîäæåíèõ øóìiâ (σ(x)|M ̸= 0) âèïàäêîâi

òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (3.11.2) ïîêèäàþòü äåòåðìiíîâàíèé àòðàêòîð
M i ôîðìóþòü íàâêîëî íüîãî äåÿêèé ïó÷îê.

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ìîäåëü äèíàìiêè içîëüîâàíî¨ ïîïóëÿöi¨

ẋ = αx− βx− γx2.

Ïðè α > β, γ > 0 iñíó¹ ñòiéêèé ñòàí ðiâíîâàãè x =
α− β

γ
. Ïðè

α = 2, β = 1, γ = 1 x = 1.
ßêùî âðàõóâàòè âèïàäêîâi ôàêòîðè, ùî âïëèâàþòü íà ïîâå-

äiíêó ïîïóëÿöi¨, òî äèíàìiêà ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷àòèìåòüñÿ ç ðiâíÿí-
íÿ [23]

ẋ = αx− βx− γx2 + σẇ(t), (3.11.3)

äå w(t) � îäíîâèìiðíèé âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ.
Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ïðè α = 2, β = 1, γ = 1 ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ x0 = 0, 5 (x0 = 1 çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ ðiâíîâàãè x = 1) ïðè
çáóðåííÿõ ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi íàâåäåíi íà ðèñ. 3.29.
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Ðèñ. 3.29. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (3.11.3)

Ñêëàäíiøèé ïðèêëàä � öå äâîâèìiðíà ñèñòåìà �õèæàê�
æåðòâà� ç îáìåæåíiñòþ ðåñóðñiâ äëÿ æåðòâè. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ âè-
ãëÿä

ẋ = αx− xy − x2, ẏ = −y + xy, α > 0.

Ïðè α > 1 ñèñòåìà ìà¹ íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâàãè x = 1, y =
α − 1, ÿêèé ïðè 1 < α < 1, 25 ¹ ñòiéêèì âóçëîì, à ïðè α > 1, 25 �
ñòiéêèì ôîêóñîì.

ßêùî âðàõóâàòè çîâíiøíi âèïàäêîâi çáóðåííÿ, òî òàêà ñèñòåìà
çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè [11]

ẋ = αx− xy − x2 + σẇ1, ẏ = −y + xy + σẇ2, α > 0, (3.11.4)

äå w1(t), w2(t) � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.
Íà ðèñ. 3.30 ïîêàçàíi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (3.11.4) ïðè x0 = 1,

y0 = 1, ÿêi ïðè α = 2 çáiãàþòüñÿ ç ïîëîæåííÿì ðiâíîâàãè.

σ = 0, 05 σ = 0, 2
Ðèñ. 3.30. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.11.4)
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð âïëèâ âèïàäêîâèõ çáóðåíü íà ñèñòåìó
�õèæàê�æåðòâà� ç íàñè÷åííÿì õèæàêà. Äåòåðìiíîâàíà ìîäåëü ìà¹
âèãëÿä

ẋ = x− x

1 + x
y − γx2, ẏ = −y + 2

x

1 + x
y.

Âiäîìî, ùî ïðè 0 < γ <
1

3
öÿ ñèñòåìà ìà¹ íåñòiéêó òî÷êó ñïîêîþ

(1, 2− 2γ). Òðà¹êòîði¨, ùî âiäõîäÿòü âiä íå¨, íàìîòóþòüñÿ íà ãðà-
íè÷íèé öèêë. Íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü, ñèñòåìà ç ÷àñîì
ïåðåõîäèòü ó ðåæèì êîëèâàíü ïîñòiéíî¨ ÷àñòîòè.

Âíåñåìî â öþ ñèñòåìó âèïàäêîâi çáóðåííÿ. Òîäi äèíàìiêà ïî-
ïóëÿöi¨ áóäå âèçíà÷àòèñÿ ðiâíÿííÿìè [11]

ẋ = x− x

1 + x
y − γx2 + σẇ1, ẏ = −y + 2

x

1 + x
y + σẇ2, (3.11.5)

äå w1(t), w2(t) � íåçàëåæíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.
Íà ðèñ. 3.31 çîáðàæåíi ñòîõàñòè÷íi òðà¹êòîði¨ öi¹¨ ñèñòåìè ïðè

γ = 0, 3 iç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè íà ãðàíè÷íîìó öèêëi äëÿ çáóðåíü
ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi.

Çàâäÿêè ñòiéêîñòi ãðàíè÷íîãî öèêëó âèïàäêîâà òðà¹êòîðiÿ õî-
÷à é ïîêèäà¹ éîãî, àëå ïðîäîâæó¹ ðóõàòèñÿ â éîãî îêîëi, ôîðìóþ-
÷è ïó÷îê. Ðîçêèä òðà¹êòîðié çàëåæèòü âiä iíòåíñèâíîñòi çáóðåííÿ.

Äîñëiäæåííÿ âïëèâó ñòîõàñòè÷íèõ çáóðåíü øëÿõîì ÷èñëî-
âîãî ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ òðà¹êòîðié âèìàãà¹ çíà÷íèõ
êîìï'þòåðíèõ ðåñóðñiâ, îñîáëèâî êîëè íåîáõiäíî îäåðæàòè ðåïðå-
çåíòàòèâíi âèáiðêè.

σ = 0, 002 σ = 0, 05 σ = 0, 1
Ðèñ. 3.31. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (3.11.5)
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Äëÿ âèâ÷åííÿ éìîâiðíiñíèõ ðîçïîäiëiâ òðà¹êòîðié ó ïó÷êó ìî-
æíà çàñòîñîâóâàòè é àíàëiòè÷íi ìåòîäè. Ïîâíèé iìîâiðíîñíèé
îïèñ âèïàäêîâèõ òðà¹êòîðié ó òåðìiíàõ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi äà-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ôîêåðà�Ïëàíêà�Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ). ßêùî íàñ
íå öiêàâèòü õàðàêòåð ïåðåõiäíîãî ïðîöåñó, à îñíîâíèé iíòåðåñ ìà-
¹ìî äî ðåæèìiâ, ùî âñòàíîâèëèñÿ, òî ìîæíà îáìåæèòèñÿ âèâ÷åí-
íÿì ñòàöiîíàðíî¨ ãóñòèíè ðîçïîäiëó ρ(x, ε), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ çi
ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ ÔÏÊ

ε2

2

n∑
ij=1

∂2

∂xi∂xj
(aijρ)−

n∑
i=1

∂

∂xi
(fiρ) = 0, aij = [σσT ]ij .

Áåçïîñåðåäí¹ âèêîðèñòàííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íàâiòü ó ïðîñòiøèõ
ñèòóàöiÿõ (íàïðèêëàä, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië
ñòàíó àâòîêîëèâíî¨ ñèñòåìè ç îäíèì ñòåïåíåì âiëüíîñòi) ¹ äîñòà-
òíüî ãðîìiçäêîþ çàäà÷åþ, îñêiëüêè ïðè âèâ÷åííi ìàëèõ çáóðåíü
(ùî âàæëèâî äëÿ ïðàêòèêè) ïðèâîäèòü äî àíàëiçó ðiâíÿíü iç ìà-
ëèì êîåôiöi¹íòîì ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ. Òîìó äî âèâ÷åííÿ ìàëèõ
çáóðåíü iñíóþòü é iíøi ïiäõîäè.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó Õîïôà ïðè äi¨ âèïàäêîâèõ çáóðåíü{
ẋ = µx− y − x(x2 + y2) + εẇ1(t),
ẏ = x+ µy − y(x2 + y2) + εẇ2(t),

äå w1(t), w2(t) � ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.
Äåòåðìiíîâàíà ñèñòåìà Õîïôà iëþñòðó¹ áiôóðêàöiþ ïåðåõî-

äó âiä ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè äî ãðàíè÷íîãî öèêëó. Ïðè ïåðåõîäi ïà-
ðàìåòðà µ ÷åðåç áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ µ∗ = 0 òî÷êà ðiâíîâàãè
(0, 0) âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü i ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ãðàíè÷íèé öèêë (êîëî
x2 + y2 = µ).

Ó ðàçi äi¨ âèïàäêîâèõ çáóðåíü (ε ̸= 0) òðà¹êòîðiÿ ïîêèäà¹ äå-
òåðìiíîâàíèé àòðàêòîð i ôîðìó¹ íàâêîëî íüîãî äåÿêèé ïó÷îê.

Íà ðèñ. 3.32 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü µ çîáðàæåíî ñòàíè öi¹¨ ñèñòå-
ìè, ùî îäåðæàíi â ÷èñëîâîìó åêñïåðèìåíòi.

Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ñòîõàñòè÷íîãî àòðàêòîðà ¹ ñòàöiîíàð-
íèé ðîçïîäië iìîâiðíîñòi, äî ÿêîãî çáiãàþòüñÿ âñi iíøi ðîçïîäiëè.
Äëÿ ñèñòåìè Õîïôà ðiâíÿííÿ ÔÏÊ äëÿ ñòàöiîíàðíî¨ ãóñòèíè ðîç-
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ïîäiëó ρ(x, y) ìà¹ âèãëÿä

ε2

2

(∂2φ
∂x2

+
∂2φ

∂y2

)
− ∂

∂x
((µx− y − x(x2 + y2))ρ)−

− ∂

∂y
((x+ µy − y(x2 + y2))ρ) = 0.

µ = −1 µ = 0 µ = 1
Ðèñ. 3.32. Ñòàíè âèïàäêîâî¨ ñèñòåìè Õîïôà

Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäÿòüñÿ àíàëiòè÷íî:

ρ(x, y) = K exp
(2µ(x2 + y2)− (x2 + y2)2

2ε2

)
,

äå K > 0 � êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ ρ.
Ïðè µ ≤ 0 ôóíêöiÿ ρ(x, y) ìà¹ ¹äèíèé ìàêñèìóì ó òî÷öi (0, 0).

Âèïàäêîâi òðà¹êòîði¨ êîíöåíòðóþòüñÿ â îêîëi òî÷êè (0, 0).
Ïðè µ > 0 ìàêñèìóìè ρ(x, y) ðîçìiùåíi íà äåòåðìiíîâàíîìó

öèêëi x2 + y2 = µ, à ¹äèíèé ìiíiìóì çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi (0, 0).
Ãðàôiêè ôóíêöi¨ ρ(x, y) çà ôiêñîâàíîãî y = 0 ïðè ðiçíèõ çíà-

÷åííÿõ ïàðàìåòðà µ íàâåäåíi íà ðèñ. 3.33.

Ðèñ. 3.33. Ãðàôiêè ôóíêöié ρ(x, 0)
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Ïîêàæåìî ùå, ÿê ìîæíà çäiéñíèòè êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ
ñòîõàñòè÷íèõ òðà¹êòîðié.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè

ẋ = f(x, y) + σ1(x, y)ẇ1, ẏ = g(x, y) + σ2(x, y)ẇ2.

Ðîçðàõóíîê íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà çäiéñíèòè
íà îñíîâi ìåòîäó Åéëåðà çà ôîðìóëàìè

xm+1 = xm + hf(xm, ym) + σ1(xm, ym)∆w1,m,

ym+1 = ym + hg(xm, ym) + σ2(xm, ym)∆w2,m,

äå ∆w1,m, ∆2,m � ïðèðiñò âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ. �õ ìîæíà îäåð-
æàòè çà ôîðìóëàìè

∆w1,m =
√
−2h ln(r1,m) sin(2πr2,m),

∆w2,m =
√
−2h ln(r1,m) cos(2πr2,m).

Òóò r1,m, r2,m � íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ðiâíîìiðíî ðîçïî-
äiëåíi íà ïðîìiæêó [0, 1].

3.12. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

3.1. Äëÿ ñèñòåìè (3.8.6) çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè, äîñëiäèòè
¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäóâàòè ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè, ¨¨
ôàçîâi ïîðòðåòè. Ïîêàçàòè àñèìïòîòè÷íó ñòiéêiñòü ñèñòåìè ïðè
0 < α, β < 1 çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ëÿïóíîâà âèãëÿäó

L(u, v) = (u− u∗) + (v − v∗)− u∗ ln
u

u∗
− v∗ ln

v

v∗
.

3.2. Óçàãàëüíèòè ìîäåëü Â. Âîëüòåððè äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�
æåðòâà�, âðàõóâàâøè âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêóðåíöiþ ñåðåä æåðòâ
òà õèæàêiâ. Ç ìåòîþ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ïàðàìåòðiâ ïåðåéòè äî
áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ. Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè, äîñëiäèòè ¨õ íà
ñòiéêiñòü. Äîâåñòè âiäñóòíiñòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Äàòè åêî-
ëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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3.3. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç óðàõóâà-
ííÿì ñàìîîáìåæåííÿ îáîõ ïîïóëÿöié ó âèïàäêó, êîëè òðîôi÷íà
ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ Ìiõàåëiñà�Ìåíòåí, ìà¹ âèãëÿä:

ẋ = x(ε1 − γ1x)−
γ1xy

1 + βx
, ẏ = y(−ε2 + γ2y)−

γ2xy

1 + βxy
.

Çàëåæíî âiä ñïiââiäíîøåíü ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè îäåðæàòè ìî-
æëèâå ðîçìà¨òòÿ ôàçîâèõ ïîðòðåòiâ. Ïîêàçàòè, ùî îäíà ç òî÷îê
ñïîêîþ ìîæå áóòè íåñòiéêèì ôîêóñîì, îáìåæåíèì ñòiéêèì ãðà-
íè÷íèì öèêëîì.

3.4. Ìîäåëü Õîëëiíãà�Òåííåðà äëÿ ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�
ìà¹ âèãëÿä

ẋ = x(r(1− x

K
))− ny

D + x
, ẏ = sy(1− hy

x
),

äå r, K, D, s, n, h � äîäàòíi ïàðàìåòðè.
Öÿ ìîäåëü âðàõîâó¹ áàãàòî ðåàëüíèõ ôàêòîðiâ, çîêðåìà åôåêò

íàñè÷åííÿ õèæàêà V (x) =
γ1x

1 + βx
. Øâèäêiñòü çðîñòàííÿ õèæàêà

sy(1− hy

x
) âèáðàíà ç òàêèõ ìiðêóâàíü: êîëè ¨æi áàãàòî (x ≈ ∞), òî

ïîïóëÿöiÿ õèæàêiâ ðîñòå çà ïðàâèëîì Ìàëüòóñà ç ïîêàçíèêîì s. Çi
çìåíøåííÿì êiëüêîñòi æåðòâè øâèäêiñòü ðîñòó ïîïóëÿöi¨ õèæàêà
cïàäà¹ i ïðè x < hy ñòà¹ âiä'¹ìíîþ.

Âiäïîâiäíîþ çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè ñèñòåìó äî áåçðîçìiðíîãî
âèãëÿäó. Ïîêàçàòè, ùî çàâæäè iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé ñòàí ðiâíîâà-
ãè, ÿêèé ìîæå áóòè ñòiéêèì àáî íåñòiéêèì, çàëåæíî âiä âåëè÷èíè
ïàðàìåòðiâ. Çíàéòè îáëàñòi ñòiéêîñòi òà íåñòiéêîñòi ó äâîâèìiðíî-
ìó ïðîñòîði ïàðàìåòðiâ. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü çàìêíåíi òðà¹êòî-
ði¨. Çìîäåëþâàòè ñèñòåìó ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.

3.5. Â 1934 ð. Ãàóçå çàïðîïîíóâàâ ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñèñòå-
ìè �õèæàê�æåðòâà� ó âèãëÿäi

u̇ = α(u)u− V (u)v, v̇ = (−d+ q(u))x.
Ôóíêöi¨ α(u), V (u) ìàþòü òàêó æ ïîâåäiíêó, ÿê ó ìîäåëi Êîëìî-
ãîðîâà, à q(u) çàâæäè çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè: q(0) = 0, q′(u) > 0,
q(u) > 0 ïðè u > 0, q(∞) <∞.

Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè, âèïèñàòè ìàòðèöþ ßêîái. Äîñëiäè-
òè òî÷êè ðiâíîâàãè íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.
Ç'ÿñóâàòè, ÷è â ñèñòåìi ìîæå iñíóâàòè ãðàíè÷íèé öèêë.
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3.6.Íåõàé x(t), y(t) � ïåðiîäè÷íi (ïåðiîäó T ) ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè
Ëîòêè�Âîëüòåððè. Ñåðåäíüîþ ÷èñåëüíiñòþ ïîïóëÿöi¨ õèæàêà òà
æåðòâè íàçèâàþòüñÿ âåëè÷èíè

xc =
1

T

T∫
0

x(s)ds, yc =
1

T

T∫
0

y(s)ds.

Çíàéòè xc, yc. Ç'ÿñóâàòè, ÿê çìiíÿòüñÿ çíà÷åííÿ xc, yc, ÿêùî çäié-
ñíþâàòè âiäëîâ îñîáèí ç iíòåíñèâíiñòþ, ïðîïîðöiéíîþ ¨õ êiëüêîñòi.

3.7. Äîñëiäèòè ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� ç êóái÷íîþ îáìåæåíi-
ñòþ. Òàêà ñèñòåìà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = (a+ bx− x2)x− xy, ẏ = −my + xy.

Çíàéòè òî÷êè ñïîêîþ. Äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïîáóäóâàòè ïà-
ðàìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè ïðè ôiêñîâàíîìó ïàðàìåòði m. Ïî-
áóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò.

3.8. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêó-
ðåíöi¹þ ñåðåä æåðòâ i ç íàñè÷åííÿì õèæàêà ìà¹ âèãëÿä

ẋ = x− α
1

1 + x
y − γx2, ẏ = −y + β

1

1 + x
y.

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè ñèñòåìè, ïîáóäóâàòè ëiíåàðèçîâàíi ðiâ-
íÿííÿ. Äîñëiäèòè òèï îñîáëèâèõ òî÷îê ó çàëåæíîñòi âiä ïàðàìå-
òðiâ ñèñòåìè. Ââàæàþ÷è, ùî α = 1, β = 2, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè
çàëåæíîñòi λ(γ), äå λ � âëàñíi çíà÷åííÿ ëiíåàðèçîâàíî¨ ìàòðèöi.
Îá ðóíòóâàòè ìîæëèâiñòü ïîÿâè ãðàíè÷íîãî öèêëó â öié ñèñòåìi.

3.9. Óçàãàëüíèòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü Âîëüòåððè íà âèïàäîê
íåëiíiéíîãî ðîçìíîæåííÿ â ïîïóëÿöi¨ æåðòâ. Äëÿ öüîãî ìîæíà

âçÿòè ïàðàìåòð ε1 =
ax

N + x
. Çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè ¨¨ äî áåçðîç-

ìiðíîãî âèãëÿäó. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè. Ïîêàçàòè
íåñòiéêiñòü íåòðèâiàëüíîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó.

3.10. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 8.9 ó âèïàäêó íåëiíiéíîãî ðîçìíîæå-

ííÿ ïîïóëÿöi¨ õèæàêà (ââàæàòè γ2 =
dy

N + y
).

3.11.Ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� ç íàñè÷åííÿì õèæàêà é ëîãiñòè-
÷íèì çàêîíîì ðîçâèòêó ïîïóëÿöi¨ æåðòâè ïðè âiäñóòíîñòi õèæàêà
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ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax
K − x

K
− bxy

1 +Ax
, ẏ = −cy + dxy

1 +Ax
,

äå a, b, c, K, A � äîäàòíi ïàðàìåòðè. Çàìiíîþ çìiííèõ ïåðåéòè
äî ñèñòåìè ç òðüîìà ïàðàìåòðàìè. Ìåòîäîì içîêëií ïîáóäóâàòè
ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè. Çíàéòè óìîâè iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî¨
ðiâíîâàãè. Ïîáóäóâàòè îáëàñòi ñòðóêòóðíî¨ ñòiéêîñòi íà ïëîùèíi
äâîõ ïàðàìåòðiâ.

3.12. Ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêóðåíöi¹þ ñåðåä
õèæàêiâ ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ε1x− γ1xy, ẏ = −ε2 + γ2xy − hy2.

Âèêîíàòè ÿêiñíå äîñëiäæåííÿ ìîäåëi. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðò-
ðåò. Çðîáèòè âiäïîâiäíi åêîëîãi÷íi âèñíîâêè.

3.13. Ïðîâåñòè àíàëiç ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi �õèæàê�æåðòâà� ó
âèïàäêó íåëiíiéíîãî âè¨äàííÿ õèæàêîì æåðòâè. Òàêà ìîäåëü ìà¹
âèãëÿä

ẋ = ax− bx2y

1 +Ax2
, ẏ = −cy + dx2y

1 +Ax2
.

Âiäïîâiäíîþ çàìiíîþ çìiííèõ çâåñòè ñèñòåìó äî ñèñòåìè ç äâî-
ìà ïàðàìåòðàìè. Çà äîïîìîãîþ êðèòåðiþ Äþëàêà äîâåñòè âiä-
ñóòíiñòü ãðàíè÷íèõ öèêëiâ. Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè, äîñëiäèòè ¨õ
ñòiéêiñòü. Çîáðàçèòè ôàçîâèé i ïàðàìåòðè÷íèé ïîðòðåòè ñèñòåìè.

3.14. Ðîçãëÿíóòè ñèñòåìó �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêóðåíöi¹þ ñå-
ðåä æåðòâ i íåëiíiéíiñòþ ðîçìíîæåííÿ õèæàêà, ùî ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax
K − x

K
− bxy, ẏ = −cy + dxy

y

N + y
.

Çàìiíîþ çìiííèõ ïåðåéòè äî ñèñòåìè ç áåçðîçìiðíèìè çìiííèìè.
Çíàéòè îñîáëèâi òî÷êè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü çà ïåðøèì íà-
áëèæåííÿì. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò. Äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü
áiôóðêàöié ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ.

3.15. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� ç êîíêó-
ðåíöi¹þ ñåðåä æåðòâ iç íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ãóñòèíîþ ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax(K − x)(x− L)− bxy, ẏ = −cy + dxy.
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Âèêîíàòè ìàêñèìàëüíî ïîâíèé àíàëiç öi¹¨ ñèñòåìè.
3.16. ßêèé òèï âçà¹ìîäi¨ îïèñó¹ ìîäåëü:

ẋ = r1x
(
1− x

K1 + α1y

)
, ẏ = r2y

(
1− y

K2 + α2x

)
?

Óâåäiòü áåçðîçìiðíi çìiííi òà âèêîíàéòå ïîâíèé àíàëiç öi¹¨ ñèñòå-
ìè.

3.17. Ïðèïóñòèìî, ùî â ñèñòåìi ç äâîõ êîíêóðåíòiâ îäíà ç ïî-
ïóëÿöié âîëîäi¹ íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ÷èñåëüíiñòþ, òîäi äèíàìiêà
òàêîãî óãðóïîâàííÿ îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

ẋ = a1x(K1 − x)(x− L1)− α1xy, ẏ = ay(K2 − y)− α2xy.

Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó öi¹¨ ñèñòåìè (ïàðàìåòðè÷íi òà
ôàçîâi ïîðòðåòè). Ðîçãëÿíóòè ðiçíi âàðiàíòè ðîçìiùåííÿ íóëü-
içîêëií.

3.18. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 3.17 ó âèïàäêó äâîõ êîíêóðåíòiâ, êîëè
êîæíèé iç íèõ âîëîäi¹ íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ÷èñåëüíiñòþ.

3.19. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó 3.18 äëÿ ñèñòåìè ñèìáiîçó äâîõ âèäiâ.
3.20. Íåõàé ïðè âiäñóòíîñòi âçà¹ìîäi¨ äèíàìiêà îêðåìî¨ ïîïó-

ëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì i ìiæ ïîïóëÿöiÿìè iñíó-
þòü âiäíîøåííÿ ïðîòîêîîïåðàöi¨. Ïðè âðàõóâàííi âïëèâó íà äè-
íàìiêó ÷èñåëüíîñòi ïðè âiäíîøåííÿõ ïðîòîêîîïåðàöi¨ â ïåðøîìó
íàáëèæåííi ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî âîíè áóäóòü îïèñàíi àíàëî-
ãi÷íî âiäíîøåííÿì �õèæàê�æåðòâà�, òîáòî áiëiíiéíèìè ÷ëåíàìè.
Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹ òàêó äèíàìiêó ÷è-
ñåëüíîñòi, ìà¹ âèãëÿä

ẋ = a1x
(
1− x

K1

)
+ d1xy, ẏ = a2y

(
1− y

K2

)
+ d2xy.

Çäiéñíèâøè çàìiíó çìiííèõ, ïåðåéòè äî ñèñòåìè ç òðüîìà ïàðà-
ìåòðàìè. Ïðè ôiêñîâàíîìó îäíîìó ç ïàðàìåòðiâ çîáðàçèòè ïàðà-
ìåòðè÷íèé ïîðòðåò ñèñòåìè é âiäïîâiäíi éîìó ôàçîâi ïîðòðåòè.
Äîñëiäæåííÿ ïðîâåñòè ìåòîäîì ëiíåàðèçàöi¨ òà ìåòîäîì içîêëií.

3.21. Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié ó êó-
ëüòèâàòîðàõ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìîäåëi ñèñòåìè ðåñóðñ�
ñïîæèâà÷. Ïðîñòiøà ìîäåëü ñèñòåìè ðåñóðñ�ñïîæèâà÷ ìà¹ âèãëÿä

dP

dt
= Q− a(P )x,

dx

dt
= x(ka(P )− b(x)), k = const > 0, (3.12.1)
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äå P (t) � êiëüêiñòü ïðèäàòíîãî äëÿ ïî¨äàííÿ êîðìó; Q(t) � øâèä-
êiñòü íàäõîäæåííÿ êîðìó â ñèñòåìó; a(P ) � øâèäêiñòü âè¨äàííÿ
ðåñóðñó îäíi¹þ îñîáèíîþ; xb(x) � øâèäêiñòü âèìèðàííÿ îñîáèí.
Ôóíêöi¨ Q, a, b çàäîâîëüíÿþòü ïðèðîäíi óìîâè

Q = Q(P ),
dQ

dP
< 0,

da

dP
< 0,

db

dx
> 0, a(0) = 0, b(0) > 0.

Ïîêàçàòè, ùî â R2
+ íåìà¹ çàìêíåíèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ, à ëèøå

iñíó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè, òîáòî â ðàìêàõ ìîäåëi
(3.12.1) êîðì âiäiãðà¹ ðîëü ñòàáiëiçóþ÷îãî ôàêòîðó.

3.22. ßêùî â ðàìêàõ çàäà÷i 8.21 âðàõóâàòè õàðàêòåð øâèä-
êîñòi íàäõîäæåííÿ êîðìó â ñèñòåìó, òî îäåðæèìî ìîäèôiêàöiþ
(3.12.1) ó âèãëÿäi

dP

dt
= Q(x)− s(x, P ),

dx

dt
= x(a(P )− b(x)), (3.12.2)

äå a, b ìàþòü òàêèé ñàìèé çìiñò, ùî é ó ìîäåëi (3.12.1), s(x, P )
� øâèäêiñòü âiäòîêó êîðìó iç ñèñòåìè. Íàêëàäåìî íà öi ôóíêöi¨
ïðèðîäíi îáìåæåííÿ:

0 < K1 ≤ Q(x) ≤ K2 <∞, a(0) = 0,
da

dP
> 0,∃K3 : a(P ) ≤ K3 = const,

b(0) > 0, b(∞) = ∞,
db

dx
> 0, s(x, 0) = 0,

s(∞, P ) = s(x,∞) = 0,
∂S

∂x
> 0,

∂s

∂P
> 0. (3.12.3)

Âiäíîñíî Q(x) ìîæëèâi òàêi ñèòóàöi¨:
1) Q′ < 0, êîëè îñîáèíè çíèùóþòü êîðìîâó áàçó;
2) Q′ = 0, äëÿ âèäiâ, ÿêi íå âïëèâàþòü íà êîðìîâó áàçó;
3) Q′ > 0, îñîáèíè ðîçâèâàþòü êîðìîâó áàçó.
Ïîêàçàòè, ùî â ìîäåëi (8.7.2) ïðè óìîâi 2) i îáìåæåííÿõ

(3.12.3) íåìà¹ çàìêíåíèõ ãðàíè÷íèõ öèêëiâ (çà êðèòåði¹ì Äþëà-

êà ç äîïîìiæíîþ ôóíêöi¹þ
1

x
). Äîâåñòè, ùî â ñèñòåìi ó âèïàäêó

1), 2) ìîæå ðåàëiçóâàòèñÿ âèðîäæåííÿ ïîïóëÿöié àáî âiäáóòèñÿ
ñòàáiëiçàöiÿ çíà÷åíü çìiííèõ íà îäíîìó ðiâíi, à ó âèïàäêó 3) ìà¹
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ìiñöå òðèãåðíèé ðåæèì: ñòàáiëiçàöiÿ íà îäíîìó ç äâîõ ðiâíiâ ó
çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü.

3.23. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ çàáðóäíåííÿ ç íàâêîëèøíiì
ñåðåäîâèùåì [29]. Ïðèïóñòèìî, ùî çàãàëüíå çàáðóäíåííÿ é ñòàí
äîâêiëëÿ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿì, ÿêi íà-
çâåìî êîíöåíòðàöi¹þ çàáðóäíåííÿ (P ) i ãóñòèíîþ áiîìàñè E. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî iñíó¹ ïîñòiéíå äæåðåëî çàáðóäíåííÿ ç iíòåíñèâíiñòþ
a. Íåõàé çàáðóäíåííÿ ñàìîçíèùó¹òüñÿ (ðîçïàäà¹òüñÿ) ïðîïîðöié-
íî êiëüêîñòi çàáðóäíåííÿ ç êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi b. Òîäi
ïðîöåñ åìiñi¨ çàáðóäíåííÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Ṗ = a− bP .
Ïðèïóñòèìî, ùî çàáðóäíåííÿ çíàõîäèòüñÿ â ïîñòiéíié âçà¹ìî-

äi¨ ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì: ïðèðîäà àäñîðáó¹ é ïåðåðîáëÿ¹
çàáðóäíåííÿ, òîìó öþ ñèñòåìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âè-
ïàäîê ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà� (ïðèðîäà � æåðòâà, çàáðóäíåííÿ
� õèæàê). Ïîâåäiíêó ïðèðîäè ó âiäñóòíîñòi çàáðóäíåííÿ îïèøåìî
ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì, òîäi ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ìàòèìå âèãëÿä

Ṗ = a− bP − cEP, Ė = rE
(
1− E

K

)
− dEP.

Ïîáóäóâàòè ñèñòåìó â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ i ïîêàçàòè, ùî â öié
ñèñòåìi ìîæëèâi òðè ÿêiñíî ðiçíèõ ñöåíàði¨, ÿêi çàëåæàòü âiä ií-
òåíñèâíîñòi âèêèäó çàáðóäíåííÿ. Çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè,
äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü i ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.

3.24. Ïðèðîäà íå ìîæå ïåðåðîáëÿòè çàáðóäíåííÿ ïðîïîðöié-
íî éîãî êiëüêîñòi. Iñíó¹ äåÿêå ïîðîãîâå çíà÷åííÿ çàáðóäíåííÿ, ÿêå
ìîæå ïåðåðîáèòè ïðèðîäà.Ùîá âðàõóâàòè öåé ôàêò, âèêîðèñòîâó-
þòü òðîôi÷íó ôóíêöiþ i ìîäåëü �ïðèðîäà�çàáðóäíåííÿ� íàáóâà¹
âèãëÿäó

Ṗ = a− bP − cEP

A+ P
, Ė = rE

(
1− E

K

)
− dEP.

Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó 8.23 äëÿ öi¹¨ ìîäåëi.
3.25. Ó ïðîìèñëîâèõ óìîâàõ áiîëîãi÷íà î÷èñòêà ñòi÷íèõ âîä

âiäáóâà¹òüñÿ â ñïåöiàëüíèõ ðåàêòîðàõ-àåðîòåêàõ, äå çàáðóäíåííÿ
�ïî¨äà¹òüñÿ� ìiêðîîðãàíiçìàìè áiîëîãi÷íî àêòèâíîãî ìóëó â ðå-
çóëüòàòi ðåàêöi¨ áiîõiìi÷íîãî îêèñëåííÿ.
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Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü î÷èùåííÿ ñòi÷íèõ âîä ìîæíà çàäàòè ðiâ-
íÿííÿìè [29]

Ṗ = a− bD(P )− cf(P,E), Ė = −dE + eh(P,E),
äå P (t) � êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåííÿ âîäè; E(t) � ãóñòèíà áiîìàñè
àêòèâíîãî ìóëó; D(P ) � ôóíêöiÿ äèñèïàöi¨, ùî îïèñó¹ ïðèðîäíèé
ðîçïàä çàáðóäíåííÿ; f(P,E), h(P,E) � òðîôi÷íi ôóíêöi¨, ùî õà-
ðàêòåðèçóþòü ïðîöåñ î÷èùåííÿ çàáðóäíåííÿ áiîëîãi÷íî àêòèâíèì
ìóëîì; a > 0 � iíòåíñèâíiñòü äæåðåëà çàáðóäíåííÿ; d > 0 � ñòà-
ëà, ùî çàäà¹ øâèäêiñòü çìåíøåííÿ ìàñè àêòèâíîãî ìóëó â ÷èñòié
âîäi; c i e � äîäàòíi êîíñòàíòè.

Ïðèïóñòèìî, ùî D(P ) = P , à òðîôi÷íi ôóíêöi¨ îäíàêîâi é
ìàþòü âèãëÿä

f(P,E) = h(P,E) =
PE

K + P
.

Íåîáõiäíî ïîáóäóâàòè ñèñòåìó â áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ. Çíàéòè íå-
ðóõîìi òî÷êè é âèêîíàòè ëiíiéíèé àíàëiç. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé
ïîðòðåò ñèñòåìè. Äàòè áiîëîãi÷íå òðàêòóâàííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëü-
òàòiâ.

3.26. Ðîçãëÿíóòè ìîäåëü �îäèí õèæàê�äâi æåðòâè� â áåçðîç-
ìiðíèõ çìiííèõ

v̇ = −γ2v(1− u1 − u2),
u̇1 = u1(1− v),
u̇2 = γ1u2(α− v),

äå γ1, γ2, α � äîäàòíi ïàðàìåòðè. Çíàéòè ìîæëèâi ñòàíè ðiâíîâàãè
i ç'ÿñóâàòè ¨õ ñòiéêiñòü. Çàôiêñóâàòè ïàðàìåòð γ1 = 1 i âiä çìiííèõ
v, u1, u2 ïåðåéòè äî öèëiíäðè÷íèõ êîîðäèíàò: u1 = ρ cosφ, u2 =
ρ sinφ, v = z. Ç'ÿñóâàòè, ÿêà ïîâåäiíêà ñèñòåìè â öèëiíäðè÷íèõ
êîîðäèíàòàõ.

3.27. Ðîçãëÿíóòè ìîäåëü åêîñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòè-
ðüîõ ïîïóëÿöié, äå x1 ìîæå çíèùóâàòè x2, x3 (òîáòî âèñòóïà¹ â
ðîëi õèæàêà ïî âiäíîøåííÿ äî x2, x3), â ñâîþ ÷åðãó, x2 ¹ õèæà-
êîì ïî âiäíîøåííþ äî x3, x4. Åëåìåíòè x3, x4 âèñòóïàþòü ó ðîëi
æåðòâè. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè, äîñëiäèòè ¨õ íà
ñòiéêiñòü, îñíàñòèâøè ïàðàìåòðè ìîäåëi ÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè,
âèêîíàòè ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè.

3.28. Äîñëiäèòè ñòîõàñòè÷íó äèíàìiêó ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè çà
äîïîìîãîþ ïðÿìîãî êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ, çàäàâøè ïàðà-
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ìåòðàì ñèñòåìè äåÿêèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü. Ñêðiçü w1(t), w2(t) �
ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè.

à) ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè
ẋ = αx− βxy + σ1ẇ1, ẏ = −γy + δxy + σ2ẇ2;

á) ìîäåëü ç îáìåæåíiñòþ ðåñóðñó äëÿ æåðòâè

ẋ = x(1− αy)− γx2 + σ1ẇ1, ẏ = y(βx− 1) + σ2ẇ2;

â) ìîäåëü iç íàñè÷åíiñòþ õèæàêà

ẋ = x− αx

1 + x
− γx2 + σ1ẇ1, ẏ = −y + βx

1 + x
y + σ2ẇ2;

ã) ìîäåëü Õîëëiíãà�Òåííåðà

ẋ = r
(
1− x

K

)
x− nxy

D + x
+ σ1ẇ1, ẏ = s

(
1− by

x

)
y + σ2ẇ2.

3.29. Ìåòîä âèêîðèñòàííÿ ñòåðèëüíèõ êîìàõ äëÿ ðåãóëþâàí-
íÿ ÷èñåëüíîñòi øêiäíèêiâ øëÿõîì âïðîâàäæåííÿ ¨õ ó ïîïóëÿöiþ
ìîæíà îá ðóíòóâàòè ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ. ßêùî â ïîïóëÿöi¨
ïiäòðèìó¹òüñÿ ïåâíà êiëüêiñòü n(t) ñòåðèëüíèõ êîìàõ, òî ìîäåëü
ïîïóëÿöi¨ ôåðòèëüíèõ êîìàõ N(t) ìà¹ âèãëÿä

dN

dt
=
( aN

N + n
− b
)
N − kN(N + n),

äå a > b > 0, k > 0 � ñòàëi ïàðàìåòðè.
Âèçíà÷èòè êðèòè÷íó êiëüêiñòü ñòåðèëüíèõ êîìàõ nk, ïîòðiáíó

äëÿ çíèùåííÿ øêiäíèêiâ.
Ïðèïóñòèìî, ùî ñòåðèëüíèõ êîìàõ âèïóñòèëè îäíîêðàòíî i ði-

âåíü ¨õ ñìåðòíîñòi çáiãà¹òüñÿ ç ðiâíåì ñìåðòíîñòi ôåðòèëüíèõ êî-
ìàõ. Íàïèøiòü ìîäåëüíó ñèñòåìó äëÿ N(t) i n(t) i ïîêàæiòü, ùî
íåìîæëèâî çíèùèòè êîìàõ-øêiäíèêiâ øëÿõîì îäíîêðàòíîãî âè-
ïóñêó ñòåðèëüíèõ êîìàõ.

Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè ÷àñòêà γ êîìàõ, ùî íàðîäèëèñÿ, ñòå-
ðèëüíi. Ìîäåëü òîäi òàêà:

dN

dt
=
( aN

N + n
− b
)
N − kN(N + n),

dn

dt
= γN − bn.
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Âèçíà÷èòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà γ, ïðè ÿêîìó ñòà¹ ìîæëèâèì çíè-
ùåííÿ êîìàõ-øêiäíèêiâ.

3.30.Ìîäåëü �õèæàê�æåðòâà� äëÿ ñèñòåìè �òðàâî¨äíi òâàðèíè
(H)�ïëàíêòîí (P )� ìà¹ âèãëÿä

dP

dt
= rP

(
(K − P )− BH

C + P

)
,

dH

dt
= DH

( P

C + P
−AH

)
,

äå r, K, A, B, C � ñòàëi. Îïèøiòü ïðèïóùåííÿ, çðîáëåíi äëÿ ïî-
áóäîâè ìîäåëi. Çâåñòè ñèñòåìó äî áåçðîçìiðíîãî âèãëÿäó

dp

dτ
= p
(
(k − p)− h

1 + p

)
,

dh

dτ
= dh

( p

1 + p
− ah

)
.

Ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ äîäàòíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê p∗, h∗ äëÿ
âñiõ a > 0, k > 0. Çàïèñàâøè ìàòðèöþ ßêîái â ñòàöiîíàðíié òî÷öi,
âèçíà÷èòè óìîâè ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó. Ïîêàæiòü, ùî ïðè
k < 1 ñòàöiîíàðíèé ñòàí ñòiéêèé, à ïðè k > 1 i äîñòàòíüî ìàëèõ a
ñòàöiîíàðíèé ñòàí ìîæå áóòè ñòiéêèì àáî íåñòiéêèì.

Ëiòåðàòóðà: [1, 2, 7, 8, 16�18, 20�22, 25, 26, 34, 43, 49, 69, 71,
77, 84�87, 92, 94, 95, 99, 100, 101, 104, 105, 118, 130, 132, 139].
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Æîäíà iíøà íàóêà íå íàâ÷à¹
òàê ÿñíî ðîçóìiòè ãàðìîíiþ ïðèðîäè,

ÿê ìàòåìàòèêà.
Ïîë Êàðóñ

Ðîçäië 4. Äèíàìiêà áàãàòîâèäîâèõ ñèñòåì

4.1. Âñòóï

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäàëè ðiçíi ìîäåëi äâîâèäîâèõ ñè-
ñòåì iç ðiçíîþ ôîðìîþ ïàðíèõ âçà¹ìîäié. Áóëà äàíà êëàñèôiêà-
öiÿ ôàêòîðiâ, ÿêi íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè ïðè ìîäåëþâàííi ñóìiñíî¨
äèíàìiêè âèäiâ, i çðîáëåíèé ÿêiñíèé àíàëiç äèíàìi÷íèõ íàñëiäêiâ
ïðè âðàõóâàííi òèõ ÷è iíøèõ ôàêòîðiâ.

Ðîçãëÿíåìî áiîëîãi÷íå óãðóïîâàííÿ iç n âèäiâ, äèíàìiêà ÿêîãî
âèçíà÷à¹òüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çà-
ãàëüíîãî âèãëÿäó

dxi
dt

= fi(x1, x2, . . . , xn, t), (4.1.1)

xi(t0) = xi0, i = 1, 2, ..., n,

äå xi(t) � ÷èñåëüíiñòü i-ãî âèäó â ìîìåíò ÷àñó t, à íàáið ôóíêöié
f1,...,fn âèçíà÷à¹òüñÿ ñòðóêòóðîþ ìiæâèäîâèõ âçà¹ìîäié.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (4.1.1) (ìîäåëü óãðóïîâàííÿ), ÿêà äîçâîëèòü
çäiéñíèòè òåîðåòè÷íèé àíàëiç äèíàìiêè óãðóïîâàííÿ n âèäiâ, ïî-
âèííà ìàòè áiîëîãi÷íî êîðåêòíi ðîçâ'ÿçêè, òîáòî ðîçâ'ÿçêè, ÿêi
íàëåæàòèìóòü äîäàòíîìó îðòàíòó n-âèìiðíîãî åâêëiäîâîãî ïðî-
ñòîðó

R+
n = {x, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, ..., xn ≥ 0}.

Ìiæ ðiçíèìè âèäàìè óãðóïîâàííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü ìîæëè-
âèì ïàðàì (i, j) ïðè i, j = 1, . . . , n, ìîæóòü ðåàëiçîâóâàòèñÿ ðiçíi
ôîðìè ïàðíèõ âçà¹ìîäié, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ïàðîþ ÷àñòèííèõ ïî-

õiäíèõ

(
∂fi
∂xj

,
∂fj
∂xi

)
.

Íàãàäà¹ìî, ùî õàðàêòåð âçà¹ìîäi¨ ìiæ âèäàìè ìîæíà çîáðà-
çèòè îäíèì çi çíàêiâ: + (ñòèìóëþþ÷èé), - (ïðèãíi÷óþ÷èé), 0 (íåé-
òðàëüíèé). Ïðè öüîìó ìà¹ìî øiñòü ðiçíèõ òèïiâ ïàðíèõ âçà¹ìîäié:
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++ ìóòóàëiçì ÷è ñèìáiîç;
+- õèæàê�æåðòâà;
+0 êîìåíñàëiçì;
- - êîíêóðåíöiÿ;
-0 àìåíñàëiçì;
00 íåéòðàëiçì.
Ïîâíà ñòðóêòóðà âñiõ ïàðíèõ âçà¹ìîäié óãðóïîâàííÿ iç n âèäiâ

ìîæå áóòè çîáðàæåíà çà äîïîìîãîþ ôóíêöiîíàëüíî¨ ìàòðèöi C =
(cij), äå

cij =
∂fi
∂xj

.

Åëåìåíòè ñòðóêòóðíî¨ ìàòðèöi õàðàêòåðèçóþòü ëèøå ìèòò¹âi

âçà¹ìîäi¨ ìiæ âèäàìè. Âèäè i òà j, äëÿ ÿêèõ
∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

≡ 0, òåæ

ìîæóòü âïëèâàòè îäèí íà îäíîãî ÷åðåç îïîñåðåäêîâàíi çâ'ÿçêè.
Òàêi ìiæâèäîâi âçà¹ìîäi¨ íàçèâàþòüñÿ òðàíñáiîòè÷íèìè i ïðèêëà-
äè òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ íàâîäÿòüñÿ â åêîëîãi÷íié ëiòåðàòóði. Çà ðàõó-
íîê ñïåöiàëüíîãî âèáîðó ôóíêöié fi(...) iç ñèñòåìè (4.1.1) ìîæíà
âiäòâîðèòè øèðîêèé ñïåêòð òðàíñáiîòè÷íèõ âiäíîøåíü â óãðóïî-
âàííi.

ßêùî â ðiâíÿííi (4.1.1) ïðèðîäíèé ïðèðiñò àáî ñìåðòíiñòü îïè-
ñóâàòè ëiíiéíèìè, à ñàìîëiìiòóâàííÿ i âçà¹ìîäiþ âèäiâ � êâàäðà-
òè÷íèìè ÷ëåíàìè, ùî íå çàëåæàòü ÿâíî âiä t, òî ïðèéäåìî äî
òàêèõ ìîäåëåé äèíàìiêè óãðóïîâàííÿ n âèäiâ:

dxi
dt

= xi

εi − n∑
j=1

γijxj

 , i = 1, 2, ..., n, (4.1.2)

äå εi � øâèäêiñòü ïðèðîäíîãî ïðèðîñòó ÷è ñìåðòíîñòi i-òîãî âèäó
ïðè âiäñóòíîñòi iíøèõ, à çíàê i âåëè÷èíà γij(i ̸= j) âiäîáðàæàþòü
õàðàêòåð òà iíòåíñèâíiñòü âïëèâó j-òîãî âèäó íà i-òèé, γii � ïîêà-
çíèê âíóòðiøíüîâèäîâî¨ âçà¹ìîäi¨ (êîåôiöi¹íò ñàìîëiìiòóâàííÿ).

Ìàòðèöÿ Γ = (γij) � âiäîáðàæà¹ ñòðóêòóðó çâ'ÿçêiâ i íàçèâà¹-
òüñÿ ìàòðèöåþ óãðóïîâàííÿ.

Ñèñòåìè òèïó (4.1.2) â ñó÷àñíié åêîëîãi÷íié ëiòåðàòóði íàçèâà-
þòü ìîäåëÿìè Âîëüòåððè (àáî Ëîòêè�Âîëüòåððè) äëÿ óãðóïîâàí-
íÿ n âèäiâ. Ñèñòåìà (4.1.2) îäåðæàíà Âiòî Âîëüòåððîþ [18] ç òàêèõ
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ìiðêóâàíü: äèíàìiêà i-òîãî âèäó çà âiäñóòíîñòi iíøèõ îïèñó¹òüñÿ
âiäîìèì ëîãiñòè÷íèì ðiâíÿííÿì (ÿê ïðàâèëî, γii > 0, ùî óêàçó¹
íà åôåêò ñàìîëiìiòóâàííÿ òà âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêóðåíöiþ), à
âïëèâ i-òîãî âèäó íà j-òèé âèðàæà¹òüñÿ ÷ëåíîì ïðîïîðöiîíàëüíèì
äîáóòêó xixj çãiäíî ç ãiïîòåçîþ çóñòði÷åé. Öÿ ãiïîòåçà ïåðåäáà÷à¹,
ùî çìiíà ÷èñåëüíîñòi i-òîãî âèäó (æåðòâè) âíàñëiäîê ïî¨äàííÿ éî-
ãî j-òèì âèäîì (õèæàêîì) âiäáóâà¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi çóñòði÷åé ìiæ
îñîáèíàìè öèõ âèäiâ (çâiäñè i âèíèêà¹ äîáóòîê xixj).

Ïî÷íåìî ç àíàëiçó äèíàìiêè äåÿêèõ òðèâèäîâèõ ñèñòåì.

4.2. Ñèñòåìè òðüîõ ïîïóëÿöié

4.2.1. Çàãàëüíi ïîëîæåííÿ

Äîñëiäæåííÿ ìîäåëüíèõ åêîñèñòåì, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç òðüîõ
i áiëüøå ïîïóëÿöié, � çíà÷íî âàæ÷å çàâäàííÿ ïîðiâíÿíî ç äâî-
âèäîâèìè ñèñòåìàìè. Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ çíà÷íî áiëüøà êiëüêiñòü
ìîäåëüíèõ ñèñòåì íàâiòü óæå ç òðüîõ âèäiâ i òîé ôàêò, ùî ÿêiñíà
òåîðiÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà â ïåâíîìó ðîçóìiííi çàâåð-
øåíà äëÿ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó, äàëåêà âiä òàêîãî ñòàíó äëÿ
ñèñòåì òðåòüîãî i áiëüø âèñîêèõ ïîðÿäêiâ.

Êðiì öüîãî, òàêi ñèñòåìè ìiñòÿòü âåëèêó êiëüêiñòü ïàðàìåòðiâ.
Òîìó â öüîìó ðîçäiëi áóäåìî âèâ÷àòè ëèøå äåÿêi ìîäåëi åêîëîãi-
÷íèõ ñèñòåì òðüîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié.

Â åêîëîãi÷íié ëiòåðàòóði òðîôi÷íi ñòðóêòóðè ïðèéíÿòî çîáðà-
æàòè ãðàôàìè. Ïðè öüîìó ïîïóëÿöi¨ ïîçíà÷àþòüñÿ òî÷êàìè, à
òðîôi÷íi âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè � ñòðiëêàìè, ÿêi âêàçóþòü íà íà-
ïðÿì ïîòîêó åíåðãi¨ õàð÷iâ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ ïðè ïî¨äàííi îäíèõ
îðãàíiçìiâ iíøèìè (ðèñ. 4.1).

Ðèñ. 4.1. Ïðèêëàäè òðîôi÷íèõ çâ'ÿçêiâ ó ñèñòåìi ç òðüîõ
ïîïóëÿöié
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Öi ãðàôè çàäàþòü ìiæïîïóëÿöiéíi âiäíîøåííÿ â ñèñòåìi. Ùîá
óÿâèòè ôóíêöiîíóâàííÿ ñèñòåìè ïîòðiáíî çíàòè ïîâåäiíêó êîæíî¨
ïîïóëÿöi¨, ùî âõîäèòü â åêîñèñòåìó, êîëè âîíè ôóíêöiîíóþòü
îêðåìî.

Iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî çíàòè, ÿêi ïîïóëÿöi¨ ¹ àâòîòðîôíè-
ìè, à ÿêi � ãåòåðîòðîôíèìè, òîáòî ÿêi ïîïóëÿöi¨ ïðè îêðåìîìó
iñíóâàííi ðîçìíîæóþòüñÿ, à ÿêi âèìèðàþòü.

Àâòîòðîôíiñòü íà ãðàôi çîáðàæà¹òüñÿ ñòðiëêîþ, ùî âõîäèòü
ó âåðøèíó ãðàôà, à ãåòåðîòðîôíiñòü � ñòðiëêîþ, ùî âèõîäèòü ç
âåðøèíè ãðàôà.

Íàïðèêëàä, òðîôi÷íi ñòðóêòóðè ìîæóòü áóòè òàêèìè, ùî çî-
áðàæåíi íà ðèñ. 4.2.

Ðèñ. 4.2. Ïðèêëàäè òðîôi÷íèõ ñòðóêòóð

Ãðàô à) îïèñó¹ ìîäåëüíó åêîñèñòåìó òðüîõ àâòîòðîôiâ (êîæíà
ïîïóëÿöiÿ ïðè îêðåìîìó iñíóâàííi íåîáìåæåíî ðîçâèâà¹òüñÿ).

Ãðàô á) âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨ äâà àâòîòðîôè � îäèí ãåòåðîòðîô,
ïðè÷îìó îäèí ç àâòîòðîôiâ ¹ õèæàêîì äëÿ iíøîãî.

Ãðàô â) âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨ îäèí àâòîòðîô � äâà ãåòåðîòðî-
ôè, ïðè÷îìó îäèí iç ãåòåðîòðîôiâ ¹ õèæàêîì ïî âiäíîøåííþ äî
iíøîãî.

Êëàñèôiêàöiþ ìîæëèâèõ òðîôi÷íèõ ñòðóêòóð ó ñèñòåìi òðüîõ
âèäiâ (12 ðiçíèõ òèïiâ) ìîæíà çíàéòè â [5].

Òåïåð êîæíà òàêà òðîôi÷íà ñòðóêòóðà çiñòàâëÿ¹òüñÿ iç ñèñòå-
ìîþ Âîëüòåððè òðåòüîãî ïîðÿäêó, òàê ùî âõiäíi i âèõiäíi ñòðiëêè
âiäïîâiäàþòü ëiíiéíèì ÷ëåíàì, à ñòðiëêè, ùî çâ'ÿçóþòü ïàðè ïî-
ïóëÿöié, � áiëiíiéíèì ÷ëåíàì.

Íàïðèêëàä, ãðàôó à) (ðèñ. 4.2) âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà

157



dx

dt
= a1x− b12xy − b13xz,

dy

dt
= a2y + d12xy + d23yz,

dz

dt
= a3z − b23yz + d13xz.

Êðiì âèïàäêó ñèñòåì, â ÿêèõ ðåàëiçîâàíi ìîæëèâi òðîôi÷íi
çâ'ÿçêè ìiæ ïîïóëÿöiÿìè (òðîôi÷íi ãðàôè ïîâíi), ðîçãëÿäàþòüñÿ
ñèñòåìè, â ÿêèõ äåÿêi òðîôi÷íi çâ'ÿçêè âiäñóòíi (òðîôi÷íi ãðàôè
íåïîâíi). Íåïîâíi òðîôi÷íi ñòðóêòóðè ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ïîâíèõ
òðîôi÷íèõ ñòðóêòóð ïðè âiäñóòíîñòi îäíîãî òðîôi÷íîãî çâ'ÿçêó.
Òàêèõ òðîôi÷íèõ ñòðóêòóð ¹ òðè òèïè: à � îäèí õèæàê � äâi æåð-
òâè; á � äâà õèæàêè � îäíà æåðòâà; â � ñèñòåìà ç âåðòèêàëüíîþ
âçà¹ìîäi¹þ (ïðîäóöåíò � êîíñóìåíò � õèæàê) (ðèñ. 4.3).

Ðèñ. 4.3. Òðè òèïè âèðîäæåíèõ òðîôi÷íèõ ñòðóêòóð (âiäñóòíié
îäèí òðîôi÷íèé çâ'ÿçîê)

Ïåðøi äâà òèïè îïèñóþòüñÿ îäíàêîâèìè ñèñòåìàìè äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ïðè çìiíi íàïðÿìêó ÷àñó. Ç àíàëiçó öèõ îêðåìèõ
âèïàäêiâ ïî÷íåìî àíàëiç ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé.

4.2.2. Ñèñòåìà îäèí õèæàê � äâi æåðòâè

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî îïèñó¹
óãðóïîâàííÿ ç òðüîõ ïîïóëÿöié âiäïîâiäíî äî ãðàôà, çîáðàæåíîãî
íà ðèñ. 4.3, à.

Ïðè öüîìó òðîôi÷íi âiäíîøåííÿ ìiæ ïîïóëÿöiÿìè îïèñóþòüñÿ
áiëiíiéíèìè ÷ëåíàìè (çãiäíî çi ñõåìîþ Âîëüòåððè) i ïðèïóñêà¹-
òüñÿ, ùî âiäñóòíi êîíêóðåíòíi âiäíîøåííÿ âñåðåäèíi ïîïóëÿöi¨.
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Òîäi ìàòèìåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ1 = a1x1 − b1x1y,
ẋ2 = a2x2 − b2x2y,
ẏ = −cy + d1x1y + d2x2y,

(4.2.1)

ÿêà çàìiíîþ çìiííèõ

t =
τ

a1
, x1 =

a1
d1
u1, x2 =

a2
d2
u2, y =

a1
b1
v

çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè

u̇1 = u1(1− v),
u̇2 = γ1u2(n− v),
v̇ = −γ2v(1− u1 − u2),

(4.2.2)

äå γ1 =
b2
b1
, γ2 =

c

a1
, n =

a2b1
a1b2

.

Çíàéäåìî òî÷êè ðiâíîâàãè ñèñòåìè (4.2.2). Äëÿ öüîãî ìà¹ìî
ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

u1(1− v) = 0,
u2(n− v) = 0,
v(1− u1 − u2) = 0.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî ïðè n ̸= 1, êðiì ïî÷àòêó êîîðäèíàò u1 =
u2 = v = 0, iñíóþòü ùå äâà ñòàíè ðiâíîâàãè:

A1(u1 = 1, u2 = 0, v = 1),

A2(u1 = 0, u2 = 1, v = n).

Íà êîîðäèíàòíèõ ïëîùèíàõ {u1, v} i {u2, v} òî÷êè A1, A2 ¹
öåíòðàìè (òðà¹êòîði¨ óòâîðþþòü ñiì'þ çàìêíåíèõ ëiíié), îñêiëüêè
ïðè u2 = 0 i u1 = 0 ñèñòåìà (4.2.2) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñèñòåìó
õèæàê�æåðòâà.

Âèïèñóþ÷è ëiíåàðèçîâàíi ñèñòåìè â îêîëi òî÷îê A1, A2, îäåð-
æó¹ìî, ùî ïðè n > 1 òî÷êà A1 íåñòiéêà (òðà¹êòîðiÿ ç òî÷êè A1

âèõîäèòü óñåðåäèíó ïåðøîãî ôàçîâîãî îêòàíòà) i, íàâïàêè, òî÷êà
A2 ñòiéêà (òðà¹êòîðiÿ âõîäèòü â A2 ç ïåðøîãî îêòàíòà) (ðèñ. 4.4).

Ïðè n < 1 ìà¹ìî ïðîòèëåæíó ñèòóàöiþ.
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Ðèñ. 4.4. Ôàçîâèé ïîðòðåò ñèñòåìè (4.2.2) ïðè çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ γ1 = 0, 5, γ2 = 0, 6, n = 1, 2, òà ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ

à � (U1, U2 = 0, V ), (U1 = 0, U2, V ),

[
(U1, U2 = 0, V ),
(U1 = 0, U2, V )

,

á � (U1 > 0, U2 > 0, V > 0)

ßêùî â ñèñòåìi (4.2.2) çðîáèòè çàìiíó u1 = ρ cosφ, u2 = ρ sinφ,
òîáòî ïåðåéòè â öèëiíäðè÷íó ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî ïðè γ1 = 1
îäåðæèìî ñèñòåìó

ρ̇ = ρ(1− v + (n+ 1) sin2 φ),

φ̇ =
1

2
(n− 1) sin 2φ,

v̇ = −γv(1− ρ(sinφ+ cosφ)).

(4.2.3)

Àíàëiçóþ÷è äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.2.3), ÿêå ¹ îêðåìèì ðiâ-

íÿííÿì äëÿ φ, ìà¹ìî, ùî ïîëîæåííÿ φ = 0 íåñòiéêå, à φ =
π

2
�

ñòiéêå. Öå îçíà÷à¹, ùî êîîðäèíàòíà ïëîùèíà {u1, v} (φ = 0) ïðè
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n > 1 ó öiëîìó âiäøòîâõóþ÷à, à ïëîùèíà {u2, v} (φ =
π

2
) � ïðè-

òÿãóþ÷à.
Òåïåð ìîæíà óÿâèòè ñòðóêòóðó ôàçîâîãî ïðîñòîðó â öiëîìó.

Òðà¹êòîði¨, ùî âèõîäÿòü iç òî÷êè A1 âñåðåäèíó ïåðøîãî îêòàí-
òà, ïðèòÿãóþòüñÿ äî äåÿêî¨ çàìêíåíî¨ òðà¹êòîði¨ íà êîîðäèíàòíié
ïëîùèíi {u2, v}. Öå, çîêðåìà, îçíà÷à¹, ùî òðà¹êòîði¨, ùî ïî÷è-
íàþòüñÿ íà äîâiëüíié çàìêíåíié òðà¹êòîði¨ ïëîùèíè {u1, v}, çìî-
òóþòüñÿ âñåðåäèíó îêòàíòà, à ïîòiì íàìîòóþòüñÿ íå íà öiëêîì
âèçíà÷åíó çàìêíåíó òðà¹êòîðiþ ïëîùèíè {u2, v}, à íà ìíîæèíó
çàìêíåíèõ òðà¹êòîðié. Òîáòî âñåðåäèíi îêòàíòà âiäáóâà¹òüñÿ íiáè
ïåðåìiøóâàííÿ òðà¹êòîðié.

Áiîëîãi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè
(4.2.2) òàêà: îäíà ç ïîïóëÿöié æåðòâè ïîâíiñòþ âèòiñíÿ¹ iíøó �
öå çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ áiîëîãi÷íîãî ïîòåíöiàëó n (n áiëüøå
àáî ìåíøå çà îäèíèöþ). Àìïëiòóäà êîëèâàíü ó ñèñòåìi â ïðîöåñi
âèòiñíåííÿ îäíi¹¨ ç ïîïóëÿöié æåðòâ ìîæå ÿê çìåíøóâàòèñÿ, òàê
i çáiëüøóâàòèñÿ.

Ðåçóëüòàòè êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ ñèñòåìè (4.2.2) íàâå-
äåíi íà ðèñ. 4.5 (äðóãà æåðòâà âèìèðà¹, îñêiëüêè n = 0, 3 < 1).

Ñèñòåìà äâà õèæàêè � æåðòâà, ùî îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëü-
íèìè ðiâíÿííÿìè

ẋ = ax− b1xy1 − b2xy2,
ẏ1 = −c1y1 + d1xy1,
ẏ2 = −c2y2 + d2xy2,

(4.2.4)

ìà¹ àíàëîãi÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ: îäíà ç ïîïóëÿöié õèæàêà çàâ-
æäè âèòiñíÿ¹ iíøó (îñêiëüêè ñèñòåìà (4.2.4) ïåðåõîäèòü ó ñèñòåìó
(4.2.1)) çìiíîþ íàïðÿìêó ÷àñó.

Ñèñòåìà, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó óãðóïîâàííÿ äâà õèæàêè � æåð-
òâà ç óðàõóâàííÿì êîíêóðåíöi¨ æåðòâ, ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax− b1xy1 − b2xy2 − ex2,
ẏ1 = −c1y1 + d1xy1,
ẏ2 = −c2y2 + d2xy2.

(4.2.5)
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Ðèñ. 4.5. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (4.2.2) ç ïàðàìåòðàìè
γ1 = 0, 8, γ2 = 0, 3, n = 0, 3, t ∈ (0, 50), u1(0) = 0, 2, u2(0) = 0, 6,

v(0) = 0, 1

Çàìiíîþ çìiííèõ t =
τ

a
, x =

a

e
u, y1 =

a

b1
v1, y2 =

a

b2
v2 ñèñòåìà

(4.2.5) çâîäèòüñÿ äî

u̇ = u(1− v1 − v2 − u),
v̇1 = −γ1v1(α− u),
v̇2 = −γ2v2(β − u),

(4.2.6)

äå γ1 = d1
a

e
, γ2 = d2

a

e
, α1 =

c1e

ad1
, β1 =

c2e

ad2
.

Ñèñòåìà (4.2.6) ìà¹ òàêi ñòàíè ðiâíîâàãè:

O(u = v1 = v2 = 0);
A1(u = 1, v1 = v2 = 0);
A2(u = α, v1 = 1− α, v2 = 0);
A3(u = β, v1 = 0, v2 = 1− β).

Òî÷êè A2 i A3 çíàõîäÿòüñÿ â êîîðäèíàòíèõ ïëîùèíàõ ïåðøî-
ãî êâàäðàíòà, ïðè öüîìó â êîîðäèíàòíèõ ïëîùèíàõ ¹ ñòiéêèìè
âóçëàìè àáî ôîêóñàìè (äîâåñòè ñàìîñòiéíî).
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Ðèñ. 4.6. ×èñëîâå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (4.2.6)

4.2.3. Âïëèâ õèæàêà íà êîíêóðåíöiþ

Çi ñïîñòåðåæåíü â ïðèðîäi âiäîìî, ùî õèæàê, ÿêèé õàð÷ó¹òüñÿ
êiëüêîìà âèäàìè æåðòâ, ìîæå ïîïåðåäæóâàòè ¨õ êîíêóðåíòíå âè-
êëþ÷åííÿ, ÿêå ìîæëèâå çà âiäñóòíîñòi õèæàêà.

Äëÿ ìîäåëþâàííÿ äi¨ õèæàêà (y) íà äâîõ êîíêóðåíòiâ (x1 i x2),
âðàõîâóþ÷è ñõåìó Âîëüòåððè âçà¹ìîäi¨ ìiæ âèäàìè, çàïèøåìî ñè-
ñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx1
dt

= (r1 − b11x1 − b12x2 − b13y)x1,

dx2
dt

= (r2 − b21x1 − b22x2 − b23y)x2,

dy

dt
= (−a+ b31x1 + b32x2)y,

(4.2.7)

äå r1, r2 � áiîëîãi÷íi ïîòåíöiàëè ïåðøîãî i äðóãîãî âèäiâ; a � ïè-
òîìà øâèäêiñòü âèìèðàííÿ õèæàêà çà âiäñóòíîñòi õàð÷iâ; b11 i b22
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� êîåôiöi¹íòè ñàìîîáìåæåííÿ; b12 i b21 � êîåôiöi¹íòè ìiæâèäîâî¨
êîíêóðåíöi¨ äëÿ ïåðøîãî i äðóãîãî âèäiâ; b13 i b23 � êîåôiöi¹íòè
âèêîðèñòàííÿ ¨æi õèæàêîì ïåðøîãî i äðóãîãî âèäiâ.

Çàóâàæèìî, ùî â ìîäåëi íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñàìîîáìåæåííÿ
â ïîïóëÿöi¨ õèæàêà.

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè ñèñòåìè (4.2.7) çíàõîäÿòüñÿ iç ñèñòåìè

x1(r1 − b11x1 − b12x2 − b13y) = 0,
x2(r2 − b21x1 − b22x2 − b23y) = 0,
y(−a+ b31x1 + b32x2) = 0.

(4.2.8)

Ñèñòåìà (4.2.8) äîïóñêà¹ íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê xi ̸= 0, ÿêùî
b22 + b11 − (b12 + b21) ̸= 0.

Ìàòðèöÿ ßêîái ñèñòåìè (4.2.7) ìà¹ âèãëÿä

A =

 −b11x∗1 −b12x∗1 −b13x∗1
−b21x∗2 −b22x∗2 −b23x∗2
b31y

∗ b32y
∗ 0

 .

Õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ìàòðèöi A çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0,

äå
a1 = b11x

∗
1 + b22x

∗
2,

a2 = (b11b22 − b21b12)x
∗
1x

∗
2 + (b13b31x

∗
1 + b32b23x

∗
2)y

∗,

a3 = (b13b31b22 + b32b23b11 − b21b13b32 − b12b23b31)x
∗
1x

∗
2y

∗.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê íåâèáàãëèâîãî õèæàêà, òîáòî b13 = b23 i
b31 = b32. Çàñòîñîâóþ÷è êðèòåðié Ðàóññà�Ãóðâiöà, îäåðæèìî íå-
îáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ñòiéêîñòi äîäàòíîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó
x∗1, x

∗
1, y

∗ (ÿêùî âií iñíó¹) ó âèãëÿäi íåðiâíîñòi

(b11b22 − b12b21)(b11x
∗
1 + b22x

∗
2)x

∗
1x

∗
2+

+b13b31x
∗
1[b11(x

∗
1)

2 + b22(x
∗
2)

2 + (b12 + b21)x
∗
1x

∗
2] > 0.

Äîñëiäæóþ÷è ñèñòåìó (4.2.7), Í. Êðàìåð i Ð. Ìåé âñòàíîâèëè,
ùî â ðàçi íåâèáàãëèâîãî õèæàêà äëÿ ñòiéêîãî ñïiâiñíóâàííÿ òðüîõ
âèäiâ íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

b11 + b22 > b12 + b21. (4.2.9)
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Âîäíî÷àñ çà âiäñóòíîñòi õèæàêà (y = 0) óìîâîþ iñíóâàííÿ äâîõ
êîíêóðóþ÷èõ âèäiâ ¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

b11b22 > b12b21. (4.2.10)

Íåâàæêî ïiäiáðàòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ b11, b22, b12, b21 òàê,
ùîá óìîâà (4.2.9) âèêîíóâàëàñü, à (4.2.10) íå âèêîíóâàëàñü (íà-
ïðèêëàä, b11 = 0, 1, b22 = 0, 9, b12 = 0, 4, b21 = 0, 4).

Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè íàÿâíîñòi õèæàêà â ðàìêàõ äàíî¨ ìîäåëi
ñèñòåìà ç äâîõ êîíêóðåíòiâ áóäå ñïiâiñíóâàòè. Â òîé æå ÷àñ, ïðè
âiäñóòíîñòi õèæàêà îäèí ç êîíêóðåíòiâ ìîæå áóòè âèòiñíåíèé ç
ñèñòåìè. Öåé ôàêò ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 4.7.

Ðèñ. 4.7. à � ïîâåäiíêà ÷èñåëüíîñòi ñèñòåìè õèæàê � äâà
êîíêóðåíòè; á � êîíêóðåíòíå âèêëþ÷åííÿ îäíîãî ç êîíêóðåíòiâ

çà âiäñóòíîñòi õèæàêà

4.2.4. Ñèñòåìà òðüîõ òðîôi÷íèõ ðiâíiâ

Òðîôi÷íîìó ãðàôó b (ðèñ. 4.3) âiäïîâiäà¹ åêîëîãi÷íà ñèñòåìà
ïðîäóöåíò (x1) � êîíñóìåíò (x2) � õèæàê (x3) (íàïðèêëàä, ðî-
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ñëèíè, òâàðèíè-ôiòîôàãè, õèæàêè). Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïåðøèé
âèä àâòîòðîô çà âiäñóòíîñòi iíøèõ ðîçìíîæó¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëü-
íî ç áiîëîãi÷íèì ïîòåíöiàëîì r1. Ðåøòà âèäiâ ¹ ãåòåðîòðîôàìè i çà
âiäñóòíîñòi iíøèõ åêñïîíåíöiàëüíî âèìèðàþòü iç ïèòîìîþ øâèä-
êiñòþ r2, r3. Òðîôi÷íi âçà¹ìîäi¨ æåðòâ iç õèæàêàìè çäiéñíþþòüñÿ
çà ñõåìîþ Ëîòêè�Âîëüòåððè, òîáòî ïðîïîðöiîíàëüíî äîáóòêó ÷è-
ñåëüíîñòi.

Ó öüîìó âèïàäêó áåç óðàõóâàííÿ ÷ëåíiâ, ùî çàäàþòü ñàìîîá-
ìåæåííÿ â ïîïóëÿöiÿõ, ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ñèñòåìè ç âåðòè-
êàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ ¹ äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dx1
dt

= x1(r1 − b12x2),

dx2
dt

= x2(−r2 + b21x1 − b23x3),

dx3
dt

= x3(−r3 + b32x2).

(4.2.11)

ßê áà÷èìî, x2(t), ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó t, íå áóäå

ìåíøèì íiæ min

(
r1
b12

,
r3
b32

)
. ßêáè öå áóëî òàê, òî r1 − b12x2 > 0,

−r3 + b32x2 < 0 i, ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó, ðîçâ'ÿçîê
x1(t) íåîáìåæåíî çðîñòàâ áè, x3(t) ñïàäàâ áè, ïðÿìóþ÷è äî íóëÿ.

Òîäi ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ (4.2.11) ìîæíà çàêëþ÷èòè, ùî
1

x2

dx2
dt

ñòàíå áiëüøèì âiä äåÿêîãî äîäàòíîãî ÷èñëà. À öå îçíà÷à¹, ùî
x2(t) → ∞ ïðè t→ ∞ i îäåðæó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ. Àíàëîãi÷íî ìîæíà

ìiðêóâàòè i ïðî òå, ùî x1(t): x1(t) íå ìîæå áóòè ìåíøèì, íiæ
r2
b21

.

Îòæå, íåìîæëèâî, ùîá îäíà iç ôóíêöié � x2(t), x1(t) ÷è îáèäâi
îäíî÷àñíî � ïðÿìóâàëè äî íóëÿ ïðè t → ∞, òîáòî æîäåí iç öèõ
äâîõ âèäiâ íå çíèêà¹.

Ìîæíà äîäàòè, ùî x2(t) íå ìîæå çàëèøàòèñÿ áiëüøèì çà äåÿêå

÷èñëî, ùî ïåðåáiëüøó¹
r1
b12

. Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, çãiäíî ç

ïåðøèì ðiâíÿííÿì, x1(t) ïîâèííî ïðÿìóâàòè äî íóëÿ i, çãiäíî ç
äðóãèì ðiâíÿííÿì ñèñòåìè (4.2.11), x2(t) ïîâèííî ïðÿìóâàòè äî
íóëÿ � ïðîòèði÷÷ÿ.

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ îäåðæèìî ïåðøèé iíòåãðàë. Äëÿ
öüîãî ïåðøå ðiâíÿííÿ äîìíîæèìî íà b32, à òðåò¹ ðiâíÿííÿ � íà b12
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i, äîäàþ÷è, îäåðæèìî

b32
1

x1

dx1
dt

+ b12
1

x3

dx3
dt

= b32r1 − b12r3.

Iíòåãðóþ÷è îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ, îäåðæèìî ïåðøèé iíòå-
ãðàë

(x1(t))
b32 · (x3(t))b12 = C · e(b32r1−b12r3)t.

Âèêëþ÷èìî ç ðîçãëÿäó ìàëîéìîâiðíèé âèïàäîê, êîëè b32r1 −
b12r3 = 0.

Ó ïðèïóùåííi, ùî b32r1 − b12r3 > 0, iíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ çàäî-
âîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

(x1(t))
b32 · (x3(t))b12 → ∞, t→ ∞,

òàê, ùî âîíè íå ìîæóòü áóòè îäíî÷àñíî îáìåæåíèìè. Êðiì öüîãî,
x1(t) íå ìîæå çàëèøàòèñü îáìåæåíèì, iíàêøå x3(t) ïðÿìóâàòèìå
äî∞. Òîäi çãiäíî ç äðóãèì ðiâíÿííÿì x2(t) → 0, à çãiäíî ç ïåðøèì
ðiâíÿííÿì � x2(t) → ∞. Çâiäñè îäåðæó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ.

Îñêiëüêè x1(t) ïîâèííî íàáóâàòè íåîáìåæåíèõ çíà÷åíü, òî ðiâ-
íÿííÿ íå âiäïîâiäàþòü áiîëîãi÷íèì óìîâàì iñíóâàííÿ âèäiâ ó ñêií-
÷åííié îáëàñòi, òîìó äîöiëüíî çìiíèòè ìîäåëü (ùî áóäå çðîáëåíî
çãîäîì).

ßêùî b32r1 − b12r3 < 0, òî

(x1(t))
b32 · (x3(t))b12 → 0, t→ ∞.

Îñêiëüêè x1(t) íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òî x3(t) ïðÿìóâàòèìå äî
íóëÿ.

Äëÿ ïîáóäîâè ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìè (4.2.11) ïåðåéäåìî
äî íîðìîâàíèõ çìiííèõ

t =
τ

r1
, x1 =

r2
b21

u, x2 =
r1
b12

v, x3 =
r2
b23

w.

Îäåðæèìî ñèñòåìó

u̇ = u(1− v),
v̇ = −γ1v(1− u+ w),
ẇ = −γ2w(α− v),

(4.2.12)
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äå γ1 =
r2
r1
, γ2 =

b12
b32

, α =
r3
r1

· b12
b32

.

Îñîáëèâèìè òî÷êàìè ñèñòåìè (4.2.12) ¹ ïî÷àòîê êîîðäèíàò
O(0, 0, 0) i òî÷êà A(u = 1; v = 1;w = 0). Ó ïëîùèíi w = 0 ñè-
ñòåìà (4.2.12) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñèñòåìó õèæàê�æåðòâà, òîìó ôà-
çîâèìè òðà¹êòîðiÿìè â êîîðäèíàòíié ïëîùèíi w = 0 ¹ çàìêíåíi
òðà¹êòîði¨.

Ëiíåàðèçàöiÿ ñèñòåìè â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïîêàçó¹, ùî
òî÷êà O � òðèâèìiðíèé ñiäëî-âóçîë. Òî÷êà A â ïëîùèíi {u, v} ¹
öåíòðîì. �¨ ñòiéêiñòü çà íàïðÿìîì w âèçíà÷à¹òüñÿ çíàêîì âåëè÷è-

íè
ẇ

w

∣∣∣∣
A

= −γ2(α− 1). Òîìó ïðè α > 1 òî÷êà A � ñòiéêà, ïðè α < 1

� íåñòiéêà, ïðè α = 1 ñèñòåìà ìà¹ ïðÿìó íåiçîëüîâàíèõ íåðóõîìèõ
òî÷îê v = 1, u = 1 + w.

Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (4.2.12) çîáðàæåíi íà ðèñ. 4.8.

Ðèñ. 4.8. Ôàçîâi ïîðòðåòè ñèñòåìè (4.2.12): a � α > 1, á � α < 1
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Áiîëîãi÷íà iíòåðïðåòàöiÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ òàêà: ÿêùî
ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ ùiëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ êîíñóìåíòà (v = 1) ïðè
âiäñóòíîñòi õèæàêà (w = 0) ìåíøå ùiëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ êîíñóìåí-
òà, ùî çàáåçïå÷ó¹ ñòàöiîíàðíå iñíóâàííÿ õèæàêà (v = α), òîáòî
α > 1, òî õèæàê ïðèðå÷åíèé íà âèìèðàííÿ, à ïîïóëÿöi¨ êîíñóìåí-
òà i ïðîäóöåíòà âçà¹ìíî êîíòðîëþþòü ÷èñåëüíiñòü îäèí îäíîãî.

Â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó (α < 1) õèæàê íàñòiëüêè ïîäàâëÿ¹
÷èñåëüíiñòü êîíñóìåíòà, ùî ïîïóëÿöiÿ ïðîäóöåíòà âèõîäèòü ç-ïiä
êîíòðîëþ îñòàííüîãî é íåîáìåæåíî ðîçìíîæó¹òüñÿ. Íåîáìåæåíî
ðîçìíîæó¹òüñÿ òàêîæ ïîïóëÿöiÿ õèæàêà.

Íåêîðåêòíiñòü ìîäåëi (4.2.11), ùî ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ÷åðåç ìî-
æëèâiñòü íåîáìåæåíîãî ðîñòó ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ æåðòâè,
ïîâ'ÿçàíà ç ïðèïóùåííÿì åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîñòó ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨ ïðîäóöåíòà çà âiäñóòíîñòi êîíñóìåíòà.

Òîìó äëÿ ïîáóäîâè áiëüø ðåàëüíèõ ìîäåëåé äîöiëüíî ââåñòè
â ñèñòåìó (4.2.11) ÿâèùà ñàìîîáìåæåííÿ. Íàïðèêëàä, ÿêùî ââå-
ñòè â ñèñòåìó (4.2.11) ñàìîîáìåæåííÿ ïðîäóöåíòà, òî îäåðæèìî
ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü âèãëÿäó

dx1
dt

= x1(r1 − b11x1 − b12x2),

dx2
dt

= x2(−r2 + b21x1 − b23x3),

dx3
dt

= x3(−r3 + b32x2),

(4.2.13)

äå b11 > 0 � êîåôiöi¹íò ñàìîîáìåæåííÿ ïðîäóöåíòà. Öÿ ñèñòåìà,
ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ íà ïàðàìåòðè, óæå ìà¹ ñòiéêèé äîäàòíèé
ñòàöiîíàðíèé ñòàí (äîñëiäæåííÿ ïðîâåñòè ñàìîñòiéíî)

x∗1 =
r1b32 − r3b12

b11b22
,

x∗2 =
r3
b32

,

x∗3 =
r1b21b32 − r2b11b32 − r3b12b21

b11b23b32
.

Áiëüø äåòàëüíèé àíàëiç ñèñòåìè (4.2.13) íàâåäåíèé ó [18].
Çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ r1b32 − r3b12 > 0,
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r1b21b32 − r2b11b32 − r3b12b21 > 0 iñíó¹ äîäàòíèé ñòàöiîíàðíèé ñòàí
x∗1, x

∗
2, x

∗
3 > 0, ÿêèé ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ñòiéêèé.

Iíøèé ñïîñiá ìîäèôiêàöi¨ ñèñòåìè (4.2.11) ïîëÿãà¹ ó ââåäåííi
ñàìîëiìiòóâàííÿ â ïîïóëÿöi¨ õèæàêà. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü òàêîãî
óãðóïîâàííÿ ìà¹ âèãëÿä

dx1
dt

= x1(r1 − b12x2),

dx2
dt

= x2(−r2 + b21x1 − b23x3),

dx3
dt

= x3(−r3 + b32x2 − b33x3),

(4.2.14)

äå b33 > 0 � êîåôiöi¹íò ñàìîîáìåæåííÿ òðåòüîãî âèäó (âåðõîâíîãî
õèæàêà).

Öÿ ñèñòåìà ïðè öüîìó äîçâîëÿ¹ ïðîäåìîíñòðóâàòè åôåêò ñòà-
áiëiçóþ÷îãî âïëèâó õèæàêà íà äèíàìiêó íèæ÷èõ òðîôi÷íèõ ðiâ-
íiâ.

Ñòàöiîíàðíi òî÷êè ñèñòåìè (4.2.14) ìàþòü âèãëÿä

x∗1 =
r2
b21

+
(r1b32 − r3b12)b23

b12b21b33
,

x∗2 =
r1
b13

,

x∗3 =
r1b32 − r3b12

b12b33
.

(4.2.15)

Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ïðîâåñòè ñàìîñòié-
íî. Çàóâàæèìî, ùî ïðè x3 = 0 ñèñòåìà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ìîäåëü
Âîëüòåððè õèæàê�æåðòâà, ÿêà ìà¹ ñòàöiîíàðíó òî÷êó ç êîîðäèíà-

òàìè x̃∗1 =
r2
b21

, x̃∗2 =
r1
b12

i ôàçîâi òðà¹êòîði¨, ÿêi çîáðàæàþòüñÿ ó

ïëîùèíi {x1x2} ó âèãëÿäi çàìêíåíèõ ïðÿìèõ, ùî îõîïëþþòü òî-
÷êó (x̃∗1, x̃

∗
2).

Ïiñëÿ ââåäåííÿ òðåòüîãî âèäó � õèæàêà � ñèñòåìà îòðèìó¹
ñòiéêó ñòàöiîíàðíó òî÷êó (4.2.15), à êîëèâíèé ðåæèì äâîâèäîâî¨
ñèñòåìè ïåðåõîäèòü ó ñòàöiîíàðíèé ñòàí ñèñòåìè òðüîõ âèäiâ. Çà-
óâàæèìî, ùî ïiñëÿ ââåäåííÿ õèæàêà ñòàöiîíàðíà ÷èñåëüíiñòü x∗1
æåðòâè çáiëüøèëàñÿ ïîðiâíÿíî ç âåëè÷èíîþ x̃∗1 ó äâîâèäîâié ñè-
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ñòåìi íà âåëè÷èíó x∗1 − x̃∗1 =
r1b32 − r3b12

b12b33

b23
b21

= x∗3
b23
b21

, ÿêà ¹ äîäà-

òíîþ ïðè x∗3 > 0, i òèì áiëüøà, ÷èì áiëüøèé êîåôiöi¹íò âè¨äàííÿ
äðóãîãî âèäó òðåòiì b23.

Äëÿ òðîôi÷íîãî ëàíöþãà iç ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêèõ ðîñëèí,
øêiäíèêiâ-ôiòîôàãiâ i éîãî õèæàêiâ öåé åôåêò âèðàæà¹ çáåðåæå-
ííÿ âðîæàþ âíàñëiäîê ïîäàâëåííÿ éîãî øêiäíèêà � â ÷îìó é ïî-
ëÿãà¹ áiîëîãi÷íèé ìåòîä áîðîòüáè çi øêiäíèêàìè.

4.2.5. Äèíàìiêà òðüîõ êîíêóðåíòiâ

Äëÿ ñèñòåìè òðüîõ êîíêóðåíòiâ ç ìîäåëi (4.1.2) îäåðæó¹ìî òà-
êó ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dxi
dt

= xi

ri − 3∑
j=1

bijxj

 , i = 1, 2, 3, (4.2.16)

äå êîîðäèíàòè bij ≥ 0 çàäàþòü äiþ j-òîãî íà i-òèé âèä, bii � êîå-
ôiöi¹íò ñàìîëiìiòóâàííÿ i-òîãî âèäó.

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè ñèñòåìè (4.2.16) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëi-
íiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

3∑
j=1

bijxj = ri; i = 1, 2, 3. (4.2.17)

ßêùî â êîíêóðåíòíié ñèñòåìi, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè
(4.2.16), iñíó¹ ñòàöiîíàðíèé ñòàí iç äîäàòíèìè êîîðäèíàòàìè, òî
âií ¹äèíèé. Ïðè öüîìó îñîáëèâî âàæëèâå çíà÷åííÿ ìà¹ ïèòàííÿ
éîãî ñòiéêîñòi.

Äëÿ âèâåäåííÿ óìîâ ëîêàëüíî¨ ñòiéêîñòi äîäàòíîãî ñòàöiîíàð-
íîãî ñòàíó (x∗1, x

∗
2, x

∗
3) çàïèøåìî ìàòðèöþ ßêîái ñèñòåìè (4.2.16)

A =

 −b11x∗1 −b12x∗1 −b13x∗1
−b21x∗2 −b22x∗2 −b23x∗2
−b31x∗3 −b32x∗3 −b33x∗3

 . (4.2.18)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ ìàòðèöi A ç (4.2.18) ìà¹ âèãëÿä

λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0, (4.2.19)
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äå
a1 = x∗1b11 + x∗2b22 + x∗3b33,

a2 = x∗1x
∗
2

∣∣∣∣ b11 b12
b21 b22

∣∣∣∣+ x∗1x
∗
3

∣∣∣∣ b11 b13
b31 b33

∣∣∣∣+ x∗2x
∗
3

∣∣∣∣ b22 b23
b32 b33

∣∣∣∣ ,
a3 = x∗1x

∗
2x

∗
3

∣∣∣∣∣∣
b11 b12 b13
b21 b22 b23
b31 b32 b33

∣∣∣∣∣∣ . (4.2.20)

Äëÿ òîãî, ùîá êîðåíi λi ðiâíÿííÿ (4.2.19) ìàëè âiä'¹ìíi äiéñíi
÷àñòèíè (íåîáõiäíà i äîäñòàòíÿ óìîâà ëîêàëüíî¨ ñòiéêîñòi ñòàöiî-
íàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ x∗1, x

∗
2, x

∗
3) çãiäíî ç êðèòåði¹ì Ãóðâiöà íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi Ãóðâiöà a1 1 0
a3 a2 a1
0 0 a3


áóëè äîäàòíèìè (a1, a3 äîäàòíi äëÿ äîäàòíèõ x∗1, x

∗
2, x

∗
3 > 0).

Äëÿ äîäàòíîñòi ìiíîðà äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ìî óìîâó

a1a2 − a3 > 0.

Íà âiäìiíó âiä âèïàäêó êîíêóðåíöi¨ äâîõ âèäiâ (äèâ. ï. 3.8), äå
óìîâè ñòiéêîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ôîðìóëþâàëèñÿ òiëüêè â êîå-
ôiöi¹íòíié ôîðìi, óìîâà ñòiéêîãî êîíêóðåíòíîãî ñòàíó òðüîõ âèäiâ
âêëþ÷à¹ é ñàìi çíà÷åííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Öå óñêëàäíþ¹
àíàëiç ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè ç òðüîõ âèäiâ.

Íàïðèêëàä, äëÿ ãiïîòåòè÷íî¨ êîíêóðåíòíî¨ ñèñòåìè ç êîåôiöi-
¹íòàìè êîíêóðåíöi¨

bij =

 1
3

2
3

4
3

1
18

1
6

1
3

1
3

1
3 1


i áiîëîãi÷íèìè ïîòåíöiàëàìè r1 =

19

3
, r2 =

3

2
, r3 = 4 äëÿ çíàõî-

äæåííÿ òî÷îê ñïîêîþ îäåðæó¹ìî ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

x1 + 2x2 + 4x3 = 19,
x1 + 3x2 + 6x3 = 27,
x1 + x2 + 3x3 = 12,
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ÿêà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗1 = 3, x∗2 = 6, x∗3 = 1.
Îá÷èñëþþ÷è çíà÷åííÿ a1, a2, a3 çà ôîðìóëàìè (4.2.20), ìà¹ìî

a1 = 3, a2 =
1

3
, a3 =

1

9
.

Óìîâà ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó a1 · a2 − a3 =
8

9
> 0 âèêî-

íó¹òüñÿ, òîìó ñòàöiîíàðíèé ñòàí ñòiéêèé äëÿ ìàëèõ çáóðåíü (ëî-
êàëüíî ñòiéêèé).

Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (4.2.16) çi çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ,
ùî íàâåäåíi â ïðèêëàäi, çîáðàæåíi íà ðèñ. 4.9.

Ïîðiâíÿíî ç êîíêóðåíöi¹þ äâîõ âèäiâ êîíêóðåíòíi óãðóïîâà-
ííÿ ïðè n ≥ 3 ìàþòü íîâó îñîáëèâiñòü: ïðè ïåâíèõ çíà÷åííÿõ
ïàðàìåòðiâ âîíè ìîæóòü ìàòè öèêëi÷íi êîëèâíi ðåæèìè, òîäi ÿê
êîíêóðåíòíié äâîâèäîâié ñèñòåìi âèíèêíåííÿ êîëèâàíü íåìîæëè-
âi. Öåé ôàêò âñòàíîâèâ Ð. Ìåé ó [135].

Ðèñ. 4.9. Ôàçîâèé ïîðòðåò i ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (4.2.16)
(ïî÷àòêîâi óìîâè: x1(0) = 2, 5; x2(0) = 6, 5; x3(0) = 1, 2) òà ¨¨
ôàçîâèé ïîðòðåò iç ïàðàìåòðàìè, çàäàíèìè â ïðèêëàäi
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Ïðèêëàä Ìåÿ. Íåõàé êîíêóðåíòíå òðèâèäîâå óãðóïîâàííÿ
îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ (4.2.16), äå r1 = r2 = r3 = 1, à ìàòðèöÿ
êîåôiöi¹íòiâ êîíêóðåíöi¨ ìà¹ âèãëÿä

bij =

 1 b a
a 1 b
b a 1

 , a < 1, b > 1,

òîáòî ìà¹ìî ñèñòåìó Ìåÿ

dx1
dt

= x1(1− x1 − bx2 − ax3),

dx2
dt

= x2(1− ax1 − x2 − bx3),

dx3
dt

= x3(1− bx1 − ax2 − x3).

(4.2.21)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ âèïèñó¹ìî ñèñòåìó ëi-
íiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

x1 + bx2 + ax3 = 1,
ax1 + x2 + bx3 = 1,
bx1 + ax2 + x3 = 1.

Äîäàþ÷è öi ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî

x1 + x2 + x3 =
3

1 + a+ b
.

Ïðè öèêëi÷íié çìiíi çìiííèõ x1 → x2, x2 → x3, x3 → x1 îäåð-
æó¹ìî òàêó æ ñèñòåìó, òîìó âîíà ìà¹ ñèìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

x∗1 = x∗2 = x∗3 =
1

1 + a+ b
.

Ó [135] ïîêàçàíî, ùî ïðè a+ b < 2 òî÷êà x∗1 = x∗2 = x∗3 ¹ ñòàíîì
êîíêóðåíòíî¨ ðiâíîâàãè (ðèñ. 4.10, à).

ßêùî a+b = 2, òî ñèñòåìà Ìåÿ øëÿõîì äîäàâàííÿ âñiõ ðiâíÿíü
ñèñòåìè (4.2.21) ìîæå áóòè çâåäåíà äî îäíîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

dy

dt
= y − y2,
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äå y(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t).
Îäåðæàíå ðiâíÿííÿ ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi y|t=t0 = 1 ìà¹

ðîçâ'ÿçîê y(t) = 1, à öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè Ìåÿ ïðè
óìîâi a+ b = 2 íàëåæàòü ïëîùèíi (ñèìïëåêñó) x1+x2+x3 = 1, ÿê
òiëüêè ïî÷àòêîâi óìîâè x1(t0)+x2(t0)+x3(t0) = 1 (òîáòî ïî÷àòêîâi
óìîâè íàëåæàòü öüîìó æ ñèìïëåêñó). Ñåðåä òðà¹êòîðié ñèñòåìè
íà ñèìïëåêñi iñíó¹ ãðàíè÷íèé öèêë. Âñi iíøi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè
(4.2.21) çáiãàþòüñÿ äî öüîãî ãðàíè÷íîãî öèêëó, ùî ëåæèòü ó ïëî-
ùèíi x1 + x2 + x3 = 1 (ðèñ. 4.10, á ).

Ïðè a + b > 2 òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè òåæ íàáëèæàþòüñÿ äî ïëî-
ùèíè i âñå áiëüøå i áiëüøå çàòðèìóþòüñÿ â îêîëi òî÷îê (1, 0, 0),
(0, 1, 0), (0, 0, 1) (ðèñ. 4.10, â). Ïðè öüîìó âèíèêàþòü êîëèâàííÿ
ïîñòiéíî¨ àìïëiòóäè i çðîñòàþ÷îãî ïåðiîäó êîëèâàíü.

Ðèñ. 4.10. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (4.2.21) ïðè à � a+ b < 2, á
� a+ b = 2, â � a+ b > 2
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Îêðiì âèïàäêiâ ñòiéêîãî ñïiâiñíóâàííÿ êîíêóðåíòíèõ âèäiâ
(íàÿâíiñòü ñòàöiîíàðíî¨ òî÷êè, ãðàíè÷íîãî öèêëó), çíà÷íèé iíòå-
ðåñ âèêëèêà¹ ÿâèùå êîíêóðåíòíîãî âèêëþ÷åííÿ, êîëè â ðåçóëüòàòi
êîíêóðåíòíî¨ âçà¹ìîäi¨ âiäáóâà¹òüñÿ åëiìiíàöiÿ äåÿêèõ êîíêóðåí-
òiâ. Òàêi ñèòóàöi¨ ìîæóòü âèíèêàòè, êîëè ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ ñòà-
öiîíàðíèõ òî÷îê ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x∗1, x

∗
2, x

∗
3, äåÿêi êîîðäèíàòè ÿêîãî

äîðiâíþþòü íóëþ. Ïðè öüîìó, ÿêùî òàêèé ðîçâ'ÿçîê ñòiéêèé, òî
âiäáóâà¹òüñÿ êîíêóðåíòíå âèòiñíåííÿ âèäiâ, äëÿ ÿêèõ x∗i = 0.

4.3. Àíàëiç ìîäåëi Ëîòêè�Âîëüòåððè äëÿ n âèäiâ

4.3.1. Êîíñåðâàòèâíi òà äèñèïàòèâíi áiîëîãi÷íi óãðóïî-

âàííÿ

Ó öüîìó ïóíêòi ðîçãëÿäàòèìåìî ìîäåëi òèïó (4.1.2). Â. Âîëü-
òåððà äëÿ òàêèõ ñèñòåì âñòàíîâèâ äåÿêi çàãàëüíi ôàêòè. Ïðè äî-
ñëiäæåííi ñèñòåì òèïó (4.1.2) Â. Âîëüòåððà ðîçãëÿäà¹ äâà êëàñè
òàêèõ ñèñòåì � êîíñåðâàòèâíi òà äèñèïàòèâíi.

Ñèñòåìà (4.1.2) íàçèâà¹òüñÿ êîíñåðâàòèâíîþ (çà Â. Âîëüòåð-
ðîþ), ÿêùî iñíó¹ òàêèé íàáið äîäàòíèõ ÷èñåë α1, α2, . . . , αn

(αi > 0), ùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà

F (N1, N2, . . . , Nn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

αiγijNiNj ≡ 0. (4.3.1)

ßêùî êâàäðàòè÷íà ôîðìà äîäàòíî âèçíà÷åíà, òî ñèñòåìà (4.1.2)
íàçèâà¹òüñÿ äèñèïàòèâíîþ.

Áiîëîãi÷íèé çìiñò öèõ îçíà÷åíü òàêèé: ÿêùî âåëè÷èíàìè αi

ïîçíà÷èòè ñåðåäíþ áiîìàñó îñîáèí êîæíîãî âèäó, òî ôóíêöiÿ

V (N1, N2, . . . , Nn) = α1N1 + α2N2 + · · ·+ αnNn (4.3.2)

âèçíà÷à¹ áiîìàñó áiîëîãi÷íîãî óãðóïîâàííÿ. Òîäi, âðàõîâóþ÷è ðiâ-
íÿííÿ (4.1.2), çíàõîäèìî øâèäêiñòü çìiíè âñi¹¨ áiîìàñè

dV

dt
=

n∑
i=1

αiεiNi −
n∑

i=1

n∑
j=1

αiγijNiNj . (4.3.3)
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Ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (4.3.3) çàäà¹
âïëèâ ïîñòiéíîãî ïðèðîñòó ÷è âèìèðàííÿ âèäiâ íà çìiíó çàãàëüíî¨
áiîìàñè, äðóãèé äîäàíîê � âïëèâ âçà¹ìîäi¨ âèäiâ.

Îñêiëüêè äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ (4.3.1), òî âçà¹ìîäiÿ âèäiâ íå âïëèâà¹ íà çìiíó çàãàëüíî¨
áiîìàñè óãðóïîâàííÿ, à äèñèïàòèâíi ñèñòåìè âîëîäiþòü òi¹þ âëà-
ñòèâiñòþ, ùî âçà¹ìîäiÿ ñïîâiëüíþ¹ ïðèðiñò çàãàëüíî¨ áiîìàñè (áiî-

ìàñà
n∑

i=1

αiNi çìåíøó¹òüñÿ).

Äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì, î÷åâèäíî, âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ

γii = 0, αiγij + αjγji = 0, i, j = 1, 2, . . . , n, (4.3.4)

òîáòî γij òà γji ìàþòü áóòè ïðîòèëåæíi çà çíàêîì, òîìó êîíñå-
ðâàòèâíèìè ìîæóòü áóòè ëèøå óãðóïîâàííÿ, â ÿêèõ ¹äèíèì òè-
ïîì ìiæâèäîâèõ âiäíîøåíü, êðiì íåéòðàëiçìó (γij = γji = 0), ¹
âiäíîøåííÿ õèæàê�æåðòâà (γij · γji < 0) i ñàìîëiìiòóâàííÿ âèäiâ
âiäñóòí¹ (γii = 0).

Óìîâè êîíñåðâàòèâíîñòi äëÿ âèïàäêó äâîõ âèäiâ ìàþòü âèãëÿä

γ11 = γ22 = 0, γ12 · γ21 < 0 (àáî γ12 = γ21 = 0).

ßê áà÷èìî ç (4.3.4), äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì ïîâèííî âèêî-
íóâàòèñÿ ïåâíå ñïiââiäíîøåííÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòi ìiæ ïàðàìåòðà-
ìè ñèñòåìè, à öå âèêëèêà¹ ìàëó éìîâiðíiñòü âëàñòèâîñòi êîíñåðâà-
òèâíîñòi äëÿ ðåàëüíèõ ñèñòåì. Ðåàëüíi óãðóïîâàííÿ äèñèïàòèâíi.

Êîíñåðâàòèâíi ñèñòåìè â ìàòåìàòè÷íié åêîëîãi¨ � öå òàêà æ
iäåàëiçàöiÿ, ÿê ñèñòåìè áåç òåðòÿ â ìåõàíiöi. Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê
â ìåõàíiöi íåðiäêî íåõòóþòü òåðòÿì, â åêîëîãi¨ äëÿ äåÿêèõ ñèñòåì
ïðàâîìiðíà ãiïîòåçà ïðî ¨õ êîíñåðâàòèâíiñòü.

Â. Âîëüòåððà ïîêàçàâ, ùî íåîáõiäíèìè i äîñòàòíiìè óìîâà-
ìè êîíñåðâàòèâíîñòi ñèñòåìè (4.1.2) ¹ âèìîãè: 1) γii = 0, i =
1, 2, . . . , n; 2) ïðè i ̸= j àáî γij = γji = 0, àáî γijγji < 0; 3) äëÿ
áóäü-ÿêî¨ âèáiðêè m ðiçíèõ öiëèõ ÷èñåë i1, i2, . . . , im iç ñóêóïíîñòi
{1, 2, . . . , n} âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

γi1i2γi2i3 . . . γim−1imγimi1 =
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= (−1)mγi2i1γi3i2 . . . γimim−1γi1im .

Îñòàííi óìîâè ó âèïàäêó γij ̸= 0 ïðè i ̸= j ìîæóòü áóòè ñêî-
ðî÷åíi é çâåäåíi äî óìîâ iç òðüîìà iíäåêñàìè:

γi1i2γi2i3γi3i1 = −γi2i1γi3i2γi1i3 .

Äëÿ äèñèïàòèâíèõ ñèñòåì âèêîíó¹òüñÿ íåîáõiäíà óìîâà

γii > 0, i = 1, 2, . . . , n,

òîáòî âñi âèäè âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ñàìîîáìåæåííÿ.
Íàñòóïíà íåîáõiäíà óìîâà äèñèïàòèâíîñòi ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî

det Γ ̸= 0, äå Γ = (γij)
n
i,j=1. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ñèñòåìè (4.1.2). Êðiì ìiíîðà n-ãî ïîðÿäêó,
âñi ãîëîâíi ìiíîðè ìàòðèöi Γ ïîâèííi áóòè äîäàòíèìè.

4.3.2. Ñòiéêiñòü ó âîëüòåððîâñüêèõ ìîäåëÿõ

Äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì Â. Âîëüòåððà îäåðæàâ çàãàëüíi ðå-
çóëüòàòè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè äîäàòíèõ ðîçâ'ÿçêiâ â iíòåðâàëi
(t0,∞). ßêùî â (4.3.4) ïiäñòàâèòè

αiγij = aij , αi > 0,

òî aij = −aji, γij = aij/αi, i ðiâíÿííÿ (4.1.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó
âèãëÿäi

dxi
dt

= xi

(
εi −

n∑
j=1

aij
αi
xj

)
, i = 1, 2, . . . , n,

àáî

αi
dxi
dt

= xi

(
εiαi −

n∑
j=1

aijxj

)
, i = 1, 2, . . . , n, (4.3.5)

äå aij = −aji.
Î÷åâèäíî, ùî xi = 0, i = 1, 2, . . . , n, ¹ ñòàöiîíàðíèì ðîçâ'ÿçêîì

ñèñòåìè (4.1.2) i (4.3.5).
Íàâåäåìî òåïåð çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè

(4.3.5).
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Òâåðäæåííÿ 4.1. Ïåðø çà âñå îá ðóíòó¹ìî, ùî ÿêùî âñi êî-
åôiöi¹íòè ïðèðîñòó εi âiä'¹ìíi, òî âñi âèäè ùåçíóòü (òðèâiàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.3.5) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé).

Äîäàþ÷è ðiâíÿííÿ (4.3.5) i âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ êîíñåðâàòèâ-
íèõ ñèñòåì aij = −aji, aii = 0, îäåðæó¹ìî

n∑
i=1

αi
xi
dt

=

n∑
i=1

εiαixi. (4.3.6)

ßêùî ε < 0 � âiä'¹ìíå ÷èñëî, ùî îáìåæó¹ âñi εi < 0 çâåðõó (íà-
ïðèêëàä, ε = max

i
εi), òî

d
dt

n∑
i=1

αixi

n∑
i=1

αixi

< −ε. (4.3.7)

Iíòåãðóþ÷è (4.3.7), äiñòàíåìî, ùî äëÿ t > t0

ln

n∑
i=1

αixi(t)

n∑
i=1

αixi(t0)

< −ε(t− t0)

àáî
n∑

i=1

αixi(t) <
n∑

i=1

αixi(t0) · eε
(t−t0).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî xi(t) → 0 ïðè t → ∞ äëÿ âñiõ i =
1, 2, . . . , n, òîáòî òðèâiàëüíèé ñòàí àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Íàâïàêè, ÿêùî âñi êîåôiöi¹íòè ïðèðîñòó
εi äîäàòíi, òî ñóìàðíà ÷èñåëüíiñòü îñîáèí óñiõ âèäiâ ïðÿìó¹ äî
íåñêií÷åííîñòi.

Ïðèïóñòèìî, ùî ε > 0 � ÷èñëî, ÿêå îáìåæó¹ âñi εi > 0 çíèçó
(íàïðèêëàä, ε = min

i
εi), òîäi, çãiäíî ç (4.3.6), ìà¹ìî

d
dt

n∑
i=1

αixi

n∑
i=1

αixi

> ε.
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Çâiäêè

ln

n∑
i=1

αixi(t)

n∑
i=1

αixi(t0)

> ε(t− t0), t > t0

àáî
n∑

i=1

αixi(t) >

n∑
i=1

αixi(t0) · eε
(t−t0), t > t0.

Çâiäñè, ÿêùî âçÿòè α > αi, i = 1, 2, . . . , n, òî

n∑
i=1

xi(t) >

n∑
i=1

αixi(t0)

α
eε(t−t0).

Öå iëþñòðó¹ òîé ôàêò, ùî
n∑

i=1

xi(t) → ∞ ïðè t→ ∞. Òâåðäæåííÿ

4.2 äîâåäåíå.
Òâåðäæåííÿ 4.3. ßêùî îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ ïðèðîñòó εi äî-

äàòíèé, òî âñi âèäè íå ìîæóòü çíèêíóòè.
Äëÿ äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó ïðèïóñòèìî, ùî âñi xi(t) → 0 ïðè

t → ∞, òîäi
n∑

j=1

γijxj(t) → 0 ïðè t → ∞, òîáòî iñíó¹ T , òàêå, ùî

ïðè t > T

n∑
j=1

γijxj(t) <
εi
2
.

Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó t = T ,

1

xi

dxi
dt

>
εi
2
,

ùî íåñóìiñíî çi çíèêíåííÿì i-òîãî âèäó.
Îòæå, ÿêùî âñi εi > 0 îäíîãî çíàêà, òî íåìîæëèâî, ùîá óñi

âèäè çáåðiãàëèñÿ, çàëèøàþ÷èñü îáìåæåíèìè.
Òâåðäæåííÿ 4.4. ßêùî âñi εi äîðiâíþþòü íóëþ, òî çàãàëüíà

÷èñåëüíiñòü
n∑

i=1

xi(t) îáìåæåíà çíèçó i çâåðõó äâîìà äîäàòíèìè

÷èñëàìè.
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Äiéñíî, ç (4.3.6) ìà¹ìî
n∑

i=1

αi
dxi
dt

= 0, àáî
d

dt

n∑
i=1

αixi = 0.

Çâiäñè
n∑

i=1

αixi(t) = const, ùî é äîâîäèòü ïðàâèëüíiñòü òâåð-

äæåííÿ 4.4.
Ñòàáiëüíå ôóíêöiîíóâàííÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ iñíóâàííÿ äîäàòíèõ ñòàöiîíàðíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ.

Íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê çíàõîäèòüñÿ ç àëãåáðà-
¨÷íî¨ ñèñòåìè

Γx∗ = ε, (4.3.8)

äå Γ = (γij)
n
i,j=1, ε = (ε1, ε2, ..., εn).

Ïðèïóñòèìî, ùî âåêòîð ε òàêèé, ùî âñi êîìïîíåíòè âåêòîðà
x∗ äîäàòíi, òîáòî x∗ íàëåæèòü äîäàòíîìó îðòàíòó n-âèìiðíîãî
ïðîñòîðó Rn.

Çàéìåìñÿ âèâ÷åííÿì ñòiéêîñòi äîäàòíîãî ñòàöiîíàðíîãî
ðîçâ'ÿçêó. Ïiä ñòiéêiñòþ áóäåìî ðîçóìiòè ñòiéêiñòü x∗ çà Ëÿïóíî-
âèì.

Îñíîâíà âëàñòèâiñòü êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì (4.1.2) � öå iñíó-
âàííÿ ïåðøîãî iíòåãðàëà íà òðà¹êòîðiÿõ, ùî ëåæàòü ó ïåðøîìó
äîäàòíîìó îðòàíòi, ÿêùî ìàòðèöÿ Γ íåâèðîäæåíà (ïðè ïàðíèõ n).

Îñêiëüêè aij = −aji, òî âèçíà÷íèê ñèñòåìè
n∑

j=1

aijxj = εiαi, i = 1, 2, ..., n, (4.3.9)

êîñîñèìåòðè÷íèé, òîáòî

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 a12 a13 ... a1n
a21 0 a23 ... a2n
... ... ... ... ...
an1 an2 an3 ... 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (4.3.10)

ßê âiäîìî, ïðè ïàðíèõ n D ¹ êâàäðàòàìè ìíîãî÷ëåíiâ ñâî-
¨õ åëåìåíòiâ aij . ßêùî íåõòóâàòè ìàëîéìîâiðíèì âèïàäêîì, êîëè
D = 0, òî íàñòóïíi âèêëàäêè ïðîâåäåìî äëÿ âèïàäêó D > 0.
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Ç ðiâíÿííÿ (4.3.5) ìà¹ìî

αi
d lnxi
dt

− εiαi =

n∑
j=1

ajixj , i = 1, 2, ..., n.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è îäåðæàíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî xj çà ìåòîäîì Êðà-
ìåðà, îäåðæó¹ìî

xj =
1

D

n∑
i=1

Aji

(
αi
d lnxi
dt

− εiβi

)
, j = 1, 2, ..., n. (4.3.11)

Ç (4.3.11), äîìíîæàþ÷è ðiâíÿííÿ íà εjαj i ïiäñóìîâóþ÷è ïî j,
äiñòàíåìî

n∑
j=1

εjαjxj =
1

D

n∑
j=1

εjαj

n∑
i=1

Aji

(
αi
d lnxi
dt

− εiαi

)
=

=
1

D

 n∑
j=1

n∑
i=1

Ajiεjαjαi
d lnxi
dt

−
n∑

j=1

n∑
i=1

Ajiεjαjεiαi

 .

Îñêiëüêè Aji = −Aij (âèçíà÷íèê êîñîñèìåòðè÷íèé), òî îñòàí-
íÿ ñóìà

n∑
j=1

n∑
i=1

Ajiεjαjεiαi = 0,

à ïåðøà ñóìà

n∑
j=1

n∑
i=1

Ajiεjαjαi
d lnxi
dt

=
n∑

i=1

d lnxi
dt

· αi

n∑
j=1

Ajiεjαj

 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç x∗i ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4.3.9) òàê, ùî

x∗i = − 1

D

n∑
j=1

Aijεjαj =
1

D

n∑
j=1

Ajiεjαj .

Òîäi ïîïåðåäíÿ ñóìà íàáóâà¹ âèãëÿäó

D
n∑

i=1

αix
∗
i

d lnxi
dt

,
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à îòæå,
n∑

j=1

εjαjxj =
n∑

i=1

αix
∗
i

d lnxi
dt

.

Ïîðiâíþþ÷è îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ ç (4.3.6), äiñòà¹ìî ñïiâ-
âiäíîøåííÿ

n∑
i=1

αi

(
dxi
dt

− x∗i
d lnxi
dt

)
= 0.

Çâiäñè
n∑

i=1

αi(xi − x∗i lnxi) = C = const

àáî (
ex1

x
x∗
1

1

)α1

·

(
ex2

x
x∗
2

2

)α2

· ... ·
(
exn

x
x∗
n

n

)αn

= C. (4.3.12)

Îòæå, ÿêùî â ïåðøîìó îðòàíòi ¹ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4.3.5), òî
âîíè çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (4.3.12), òîáòî iñíó¹ ïåðøèé
iíòåãðàë íà òðà¹êòîðiÿõ iç ïåðøîãî îðòàíòó.

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ äîäàòíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x∗i > 0,
i = 1, 2, ..., n.

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ ni =
xi(t)

x∗i
, òî (4.3.12) çâîäèòüñÿ äî

ôîðìè âèãëÿäó(
en1

n1

)α1x∗
1

·
(
en2

n2

)α2x∗
2

· ... ·
(
enn

nn

)αnx∗
n

= C. (4.3.13)

Âèâ÷àþ÷è ïîâåäiíêó ôóíêöi¨
ex

x
ç (4.3.13) Â. Âîëüòåððà çà-

êëþ÷à¹ [18], ùî ïðè x∗i > 0 äëÿ âñiõ i âñi âèäè îáìåæåíi çâåðõó
i çíèçó äåÿêèìè äîäàòíèìè êîíñòàíòàìè i öi êîíñòàíòè çàëåæàòü
âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ xi(t0) i ïàðàìåòðiâ εi, αi.

Îòæå, ïðè t ∈ [t0,∞) iñíó¹ i ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.3.5),
ùî âiäïîâiäà¹ äîäàòíèì ïî÷àòêîâèì óìîâàì xi(t0) > 0, i =
1, 2, ..., n i îáìåæåíèé çâåðõó i çíèçó, òîáòî âñi âèäè áóäóòü ñïiâ-
iñíóâàòè i êiëüêiñòü ¨õ îñîáèí áóäå çìiíþâàòèñÿ ìiæ äâîìà äîäà-
òíèìè ÷èñëàìè.
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Ç ðiâíÿíü (4.3.13) ìîæíà çðîáèòè ùå îäèí âàæëèâèé âèñíîâîê:
ÿêùî xi(t0) íàáëèæà¹òüñÿ äî x∗i , òî i xi(t) íàáëèæàòèìåòüñÿ äî
x∗i , òîáòî xi(t) áóäóòü âiäðiçíÿòèñÿ âiä x∗i íà ÿê çàâãîäíî ìàëi
÷èñëà. Iíøèìè ñëîâàìè, ñòàöiîíàðíèé ñòàí x∗i äëÿ êîíñåðâàòèâíî¨
ñèñòåìè (4.3.5) ñòiéêèé.

Êðiì öüîãî, Â. Âîëüòåððà ïîêàçàâ [18], ùî ó âèïàäêó, êîëè âèäè
ìàþòü îáìåæåíi çìiíè (xi(t) îáìåæåíi çíèçó é çâåðõó äîäàòíèìè
÷èñëàìè) i ÿêùî ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè xi(t0) ̸= x∗i > 0, i =
1, 2, ..., n, òî ïðèíàéìíi îäèí iç âèäiâ ìà¹ íåçàòóõàþ÷i êîëèâàííÿ
(ôëóêòóàöi¨) ÷èñåëüíîñòi.

Ïîâåäiíêó òðà¹êòîðié ñèñòåìè (4.3.5) ìîæíà âèâ÷àòè ç ïîçèöié
ïðÿìîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñòi ðiâíîâàãè x∗i .

Äëÿ öüîãî ââåäåìî â ðîçãëÿä ôóíêöiþ

G(x) =

n∑
i=1

αi(xi − x∗i lnxi). (4.3.14)

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ G(x) ¹ ôóíêöi¹þ Ëÿïóíîâà äëÿ òî÷êè

x∗ (G(x) > 0, x ∈ Rn
+, x ̸= x∗, G(x∗) = 0). Ïîõiäíà

dG(x)

dt
âçäîâæ

òðà¹êòîðié äîðiâíþ¹ íóëþ âñþäè â Rn
+. Îòæå, ðiâíîâàãà ñòiéêà çà

Ëÿïóíîâèì (àëå íå àñèìïòîòè÷íî).
Çàñòîñó¹ìî òåïåð ìåòîä Ëÿïóíîâà, ùî áàçó¹òüñÿ íà ëiíåàðèçà-

öi¨ ñèñòåìè (4.3.5) â òî÷öi ðiâíîâàãè x∗i i àíàëiçi ñïåêòðà ìàòðèöi
ßêîái. Ââàæàþ÷è, ùî ξi = xi − x∗i , ç (4.3.5) îäåðæó¹ìî ëiíiéíó
ñèñòåìó

αi
dξi
dt

= −x∗i
∑
j

aijξj ,

àáî
ξ̇ = −diag(x∗1, x∗2, ..., x∗n)Γξ, (4.3.15)

äå ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn), Γ � ìàòðèöÿ ââåäåíà âèùå. ßêùî âiäõèëåííÿ
ââåñòè ó ôîðìi

νi =
xi
x∗i

− 1,

òî ëiíåàðèçàöiÿ (4.3.5) ìà¹ âèãëÿä

ν̇ = −Γdiag(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n)ν. (4.3.16)
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Îñêiëüêè ëiíiéíà çàìiíà çìiííèõ íå çìiíþ¹ ñïåêòðà ìàòðèöi
ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (ìàòðèöi ßêîái), òî ìàòðèöi ñèñòåìè (4.3.15) i
(4.3.16) ìàþòü îäèíàêîâèé ñïåêòð. Ìîæíà ïîêàçàòè [92], ùî ïðè
x∗ > 0 öåé ñïåêòð ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷èñòî óÿâíèõ êîðåíiâ.

Äiéñíî, ÿêùî λ = a + ib � âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi
Γdiag(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n) ç âëàñíèì âåêòîðîì z = u + iω, òî λ̄ = a − ib

òåæ ¹ âëàñíèì çíà÷åííÿì ç âëàñíèì âåêòîðîì z̄ = u− iω. Òîäi, çà
îçíà÷åííÿì âëàñíîãî âåêòîðà,

n∑
l=1

x∗l γklzl = (a+ ib)zk, (4.3.17)

n∑
l=1

x∗l γklz̄l = (a− ib)z̄k, k = 1, 2, ..., n.

Ïîêàæåìî, ùî ç öèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî a = 0, òîáòî
âëàñíi çíà÷åííÿ λ = bi � ÷èñòî óÿâíi. Äëÿ öüîãî ïåðøå ðiâíÿííÿ
(4.3.17) äîìíîæèìî íà αkx

∗
kz̄k i ïiäñóìó¹ìî ïî k, à äðóãå ðiâíÿííÿ

äîìíîæèìî íà αkx
∗
kzk i òåæ ïðîñóìó¹ìî ïî k. Äiñòàíåìî

(a+ ib)
n∑

k=1

αkx
∗
kzkz̄k =

n∑
k=1

n∑
l=1

αkγklx
∗
l x

∗
kzlz̄k,

(a− ib)
n∑

k=1

αkx
∗
kz̄kzk =

n∑
k=1

n∑
l=1

αkγklx
∗
l x

∗
kz̄lzk.

ßêùî ïîìiíÿòè ïîðÿäîê ïiäñóìîâóâàííÿ â ïðàâié ÷àñòèíi äðó-
ãîãî ðiâíÿííÿ i äîäàòè öi ðiâíîñòi, òî îäåðæèìî ñïiââiäíîøåííÿ

2a
n∑

k=1

αkx
∗
k|zk|2 =

∑
k

∑
l

(αkγkl + αlγlk)x
∗
kx

∗
l z̄kzl.

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì (âèêîíó¹-
òüñÿ óìîâà (4.3.4)) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü, òî ïðè αk > 0, x∗k > 0,
|zk| ̸= 0 äëÿ äåÿêèõ k ìà¹ìî a = 0, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

Îñêiëüêè õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ÷èñòî óÿâíi, òî ïðÿìà ëiíåà-
ðèçàöiÿ íå äà¹ âiäïîâiäi ïðî ñòiéêiñòü ÷è íåñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî
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ðîçâ'ÿçêó x∗. Àëå ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó áóëà óñòàíîâ-
ëåíà âèùå çà äîïîìîãîþ ôóíêöié Ëÿïóíîâà. Ïîçàÿê ëiíåàðèçîâà-
íi ñèñòåìè ìàþòü ÷èñòî óÿâíi êîðåíi, ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî
ëiíiéíi íàáëèæåííÿ òðà¹êòîðié â îêîëi ðiâíîâàãè � öå ñóïåðïîçè-

öiÿ
n

2
ñèíóñî¨ä iç çàãàëîì ðiçíèìè ïåðiîäàìè. ßêùî çíåõòóâàòè

ìàëîéìîâiðíèì âèïàäêîì, ùî ïåðiîäè ñïiâìiðíi ìiæ ñîáîþ, òî âè-
ñíîâó¹ìî, ùî íå iñíó¹ ñòðîãî¨ ïåðiîäè÷íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ.

Çàêîí çáåðåæåííÿ ñåðåäíiõ. Âñòàíîâèìî ùå óçàãàëüíåííÿ
çàêîíó çáåðåæåííÿ ñåðåäíiõ, îäåðæàíèé ðàíiøå ó âèïàäêó äâîõ
âèäiâ.

Ïðîiíòåãðóâàâøè âiä t0 äî t îáèäâi ÷àñòèíè îñíîâíèõ ðiâíÿíü

αi
1

xi

dxi
dt

= εiαi −
n∑

j=1

aijxj ,

îäåðæèìî

αi ln
xi(t)

xi(t0)
= εiαi(t− t0) +

n∑
j=1

aij

t∫
t0

xj(t)dt.

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ xj(t) íà iíòåð-
âàëi (t0, t) çà ôîðìóëîþ

X̄i =
1

t− t0

t∫
t0

xi(t)dt.

Òîäi îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

αi

t− t0
ln

xi(t)

xi(t0)
= εiαi +

n∑
j=1

aijX̄j , i = 1, 2, ..., n.

Ðîçâ'ÿæåìî öi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî X̄j . Îäåðæèìî

D · X̄j =
n∑

i=1

Aji

(
αi

t− t0
ln

xi(t)

xi(t0)
− εiαi

)
.
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Çâiäñè âèäíî, ùî ïðè t→ ∞ X̄j(t) ìà¹ ãðàíèöþ, ùî äîðiâíþ¹

− 1

D

n∑
i=1

Ajiεiαi, (4.3.18)

îñêiëüêè xi(t), à îòæå, i ln
xi(t)

xi(t0)
îáìåæåíi.

Âèðàç, ùî ôiãóðó¹ â (4.3.18), çàäà¹ ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (4.3.9),
òîáòî ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ x∗i .

ßê áà÷èìî, ñåðåäíi çíà÷åííÿ
1

t− t0

t∫
t0

Xi(t)dt ìàþòü ãðàíèöþ

ïðè t → ∞, ÿêó íàçèâàþòü àñèìïòîòè÷íèìè ñåðåäíiìè ÷èñåëüíî-
ñòÿìè îñîáèí ðiçíèõ âèäiâ.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî ðåçóëüòàò, ÿêèé ¹ óçàãàëüíåííÿì çàêîíó çáå-
ðåæåííÿ ñåðåäíiõ ïðè n = 2: àñèìïòîòè÷íi ñåðåäíi âåëè÷èíè xi(t)
çáiãàþòüñÿ ç ¨õíiìè ñòàöiîíàðíèìè çíà÷åííÿìè, à îòæå, íå çàëå-
æàòü âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ xi(t0).

Àíàëîãi÷íî âèïàäêó n = 2, ìîæíà óçàãàëüíèòè i òðåòié çàêîí
çìiíè àñèìïòîòè÷íèõ ñåðåäíiõ.

Âèïàäîê íåïàðíî¨ êiëüêîñòi âèäiâ. Âèùå ìè ðîçãëÿíóëè
äèíàìiêó óãðóïîâàííÿ ç n âèäiâ, ÿêùî n ïàðíå. Àíàëîãi÷íî ìîæíà
âèâ÷àòè ïîäiáíi ïèòàííÿ i äëÿ n íåïàðíîãî (äëÿ íåïàðíèõ ïîðÿäêiâ
êîñîñèìåòðè÷íèé âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ íóëþ).

Ó [18] âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó íåïàðíîãî n, êîëè íå âñi
ãîëîâíi ìiíîðè (ñåðåä íèõ ¹ âèçíà÷íèêè ïàðíîãî ïîðÿäêó) êîñîñè-
ìåòðè÷íîãî âèçíà÷íèêà ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü, íåìîæëèâî, ùîá
âñi âèäè ñïiâiñíóâàëè ç îáìåæåíèìè çìiíàìè, òîáòî ùîá ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè (4.3.5) áóëè îáìåæåíi çíèçó é çâåðõó äâîìà äîäàòíèìè ÷è-
ñëàìè. Ñåðåä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ òàêi, ùî ïðÿìóþòü äî +∞, àáî äî
íóëÿ, êîëè t→ ∞.

Äèñèïàòèâíi óãðóïîâàííÿ. Iç îçíà÷åííÿ äèñèïàòèâíî¨ ñè-
ñòåìè âèïëèâà¹ íåîáõiäíà óìîâà

γii > 0, i = 1, 2, ..., n,

òîáòî âñi âèäè âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ñàìîëiìiòóâàííÿ (ó êîíñå-
ðâàòèâíèõ ñèñòåì óñi γii = 0).
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Äèñèïàòèâíi ñèñòåìè ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðìi

αi
dxi
dt

= xi

εiαi −
∑
j

aijxj

 , i = 1, 2, ..., n,

äå
aij = −aji (j ̸= j), aii > 0. (4.3.19)

Äëÿ äèñèïàòèâíèõ ñèñòåì, ÿê i äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ, ïðàâèëü-
íèìè çàëèøàþòüñÿ òâåðäæåííÿ 4.1, 4.3, 4.4, òîáòî ÿêùî âñi εi
âiä'¹ìíi, òî âñi âèäè ç÷åçàþòü (xi(t) → 0 ïðè t → ∞); ÿêùî õî÷à
á îäíå ç εi äîäàòíå, òî íå ìîæóòü çíèêíóòü âñi âèäè; ÿêùî âñi εi
äîðiâíþþòü íóëþ, òî xi(t) � îáìåæåíi.

Äëÿ äèñèïàòèâíî¨ ñèñòåìè (4.3.19), àíàëîãi÷íî (4.3.13) ó âè-
ïàäêó x∗ > 0, Â. Âîëüòåððà îäåðæàâ ñïiââiäíîøåííÿ(

en1

n1

)α1x∗
1

·
(
en2

n2

)α2x∗
2

· ... ·
(
enn

nn

)αnx∗
n

=

= C exp

−
t∫

t0

n∑
l=1

all(x
∗
l )

2(1− nl)
2dt

 , (4.3.20)

äå x∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n), x

∗
i > 0, i = 1, 2, ..., n, � äîäàòíèé ñòàöiîíàð-

íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4.1.2) nl(t) = xl(t)/x
∗
l , C = const > 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.3.20), Â. Âîëüòåððà ïîêàçàâ, ùî äëÿ äî-
äàòíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ni(t0) > 0 iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè
(4.3.19), îáìåæåíi äâîìà äîäàòíèìè ÷èñëàìè. Îòæå, ÿêùî ñòàöiî-
íàðíèé ñòàí x∗ > 0 ìîæëèâèé äëÿ âñiõ âèäiâ, òî âií ñòiéêèé.

Îñêiëüêè çi ñïiââiäíîøåííÿ (4.3.20) ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî
nl(t) → 1 ïðè t → ∞, l = 1, 2, ..., n, òî ñòàöiîíàðíèé ñòàí x∗ > 0
ãðàíè÷íèé ïðè t → ∞ äëÿ âñiõ òðà¹êòîðié äèñèïàòèâíî¨ ñèñòåìè
(4.3.19) ç äîäàòíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè.

ßê i äëÿ êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì, äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè
òðà¹êòîðié â îêîëi òî÷êè x∗ ó ëiíiéíîìó íàáëèæåííi áàçó-
¹òüñÿ íà îá÷èñëåííi ñïåêòðà ìàòðèöi diag(x∗1, x

∗
2, ..., x

∗
n)Γ (àáî

Γdiag(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n)). Àíàëîãi÷íî çðîáëåíîìó âèùå, ìîæíà ïîêà-

çàòè, ùî âñi âëàñíi ÷èñëà ìàþòü âiä'¹ìíi äiéñíi ÷àñòèíè. À öå
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îçíà÷à¹, ùî ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x∗ > 0 ëîêàëüíî àñèìïòîòè-
÷íî ñòiéêèé. Äëÿ äîâåäåííÿ ãëîáàëüíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ñòiéêîñòi â
äîäàòíîìó îðòàíòi â [92] ïîáóäîâàíà ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà G(x).

Ó âèïàäêó, êîëè íå âñi x∗i äîäàòíi, â [18] âñòàíîâëåíî ç÷åçàí-
íÿ âèäiâ. ßêùî âiä'¹ìíèé êîðiíü ëèøå îäèí, òî âiäïîâiäíèé âèä
ç÷åçà¹. ßêùî òàêèõ êîðåíiâ äåêiëüêà, òî ñåðåä âiäïîâiäíèõ âèäiâ
ïðèíàéìíi îäèí ïîâèíåí çíèêàòè.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äèñèïàòèâíèõ ñèñòåì, ÿê i äëÿ êîíñåðâà-
òèâíèõ, iñíóâàííÿ ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè x∗ > 0 ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòà-
òíüîþ óìîâîþ ñòàáiëüíîãî ôóíêöiîíóâàííÿ áiîëîãi÷íîãî óãðóïî-
âàííÿ. Âèäè áóäóòü iñíóâàòè ç îáìåæåíèìè âàðiàöiÿìè.

4.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

4.1. Äèíàìiêà ñèñòåìè äâà õèæàêè � îäíà æåðòâà îïèñó¹òüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè (4.2.4)

Âèêîíàâøè çàìiíó çìiííèõ t =
τ

a
, x =

a

e
u, y1 =

a

b1
v1, y2 =

a

b2
v2, çâåñòè ñèñòåìó (4.2.4) äî áåçðîçìiðíî¨ ôîðìè. Çíàéòè ñòà-

öiîíàðöi òî÷êè òà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Íàäàþ÷è ïàðàìåòðàì
ìîäåëi ÷èñëîâèõ çíà÷åíü, çíàéòè ÷èñëîâi ðîçâ'ÿçêè (4.2.4). Äàòè
áiîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ ðåçóëüòàòàì ÷èñëîâîãî äîñëiäæåííÿ.

4.2. Äëÿ ñèñòåìè (4.2.13), ùî îïèñó¹ âåðòèêàëüíó âçà¹ìîäiþ
iç ñàìîîáìåæåííÿì ïðîäóöåíòà, âñòàíîâèòè óìîâè iñíóâàííÿ òà
ñòiéêîñòi äîäàòíîãî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó. Âèêîíàòè îá÷èñëþâàëüíi
åêñïåðèìåíòè íàä ñèñòåìîþ (4.2.13) i ïîáóäóâàòè ôàçîâi ïîðòðåòè.

4.3. Çàäà÷ó 4.2 ðîçâ'ÿçàòè äëÿ ìîäåëi (4.2.14), ùî âðàõîâó¹
ñàìîëiìiòóâàííÿ â ïîïóëÿöi¨ õèæàêà.

4.4. Óçàãàëüíèòè ìîäåëü äèíàìiêè òðüîõ êîíêóðåíòiâ (4.2.16)
íà âèïàäîê çáîðó óðîæàþ (æîðñòêà ñòðàòåãiÿ). Çàñòîñîâóþ÷è ÷è-
ñëîâi ìåòîäè, ïîáóäóâàòè ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ òà äàòè áiîëîãi÷íó
iíòåðïðåòàöiþ îäåðæàíèì ðåçóëüòàòàì.

4.5. Äîñëiäèòè, ÿêi äèíàìi÷íi åôåêòè âèíèêàþòü ó ñèñòåìi

ẋ = ax(x− L)(K − x)− b1xy,

ẏ = −c1y + d1xy − b2yz,

ż = −c2z + d2yz,
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ùî îïèñó¹ äèíàìiêó óãðóïîâàííÿ ïðîäóöåíò�êîíñóìåíò�õèæàê ç
íèæíüîþ êðèòè÷íîþ ÷èñåëüíiñòþ ïðîäóöåíòà.

Âèêîíàâøè çàìiíó x = Ku, y =
aK

b1
v, z =

d1K

b2
w, t =

τ

aK
,

çâåñòè ñèñòåìó äî áåçðîçìiðíî¨ ôîðìè. Çíàéòè êîîðäèíàòè îñî-
áëèâèõ òî÷îê i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Íàäàþ÷è ïàðàìåòðàì
ìîäåëi ÷èñëîâèõ çíà÷åíü, ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè çíàéòè ðîçâ'ÿçêè
çàäà÷i òà äàòè ¨ì áiîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ.

4.6. Óçàãàëüíåííÿ ñèñòåìè (4.2.4) íà âèïàäîê, êîëè âîíà îïè-
ñó¹ äèíàìiêó óãðóïîâàííÿ äâà õèæàêè�îäíà æåðòâà ç óðàõóâàí-
íÿì êîíêóðåíöi¨ ñåðåä æåðòâ, ìà¹ âèãëÿä

ẋ = ax− b1xy1 − b2xy2 − ex2,

ẏ1 = −c1y + d1xy1,

ẏ2 = −c2y + d2xy2.

Çàìiíîþ t =
τ

a
, x =

a

e
u, y1 =

a

b1
v1, y2 =

a

b2
v2 çâåñòè öþ ìîäåëü

äî áåçðîçìiðíî¨ ôîðìè. Çíàéòè òî÷êè ðiâíîâàãè ñèñòåìè. Òî÷êè,
ùî ïîòðàïëÿþòü ó ïåðøèé êâàäðàíò, äîñëiäèòè íà ñòiéêiñòü. Âè-
êîíàòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè ç ìîäåëëþ òà äàòè ÷èñëîâèì
ðåçóëüòàòàì áiîëîãi÷íó iíòåðïðåòàöiþ.

Ëiòåðàòóðà: [2, 7, 8, 17, 18, 25, 26, 28, 43, 49, 70, 71, 87, 92, 105,
117, 118].
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Âåñü ïîïåðåäíié äîñâiä ïåðåêîíó¹
íàñ ó òîìó, ùî ïðèðîäà ÿâëÿ¹ ñîáîþ

ðåàëiçàöiþ íàéïðîñòiøèõ ìàòåìàòè÷íî
ìèñëåíèõ åëåìåíòiâ.
Àëüáåðò Åéíøòåéí

Ðîçäië 5. Äèñêðåòíi ìîäåëi ïîïóëÿöié

5.1. Âñòóï

Ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìîäåëÿìè äèíàìiêè ïîïóëÿöié âèñòóïà-
ëè äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ àáî ¨õ ñèñòåìè. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-
íÿííÿ âèíèêàþòü òîäi, êîëè ìîäåëþ¹òüñÿ äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨ ç ïåðåêðèâíèìè ïîêîëiííÿìè. Âèêîðèñòàííÿ òàêèõ ìî-
äåëåé ìîæëèâå ëèøå çà äåÿêèõ ïðèïóùåíü. Çîêðåìà, ïîïóëÿöiÿ
ïîâèííà áóòè ÷èñëåííîþ, ùîá ¨¨ ìîæíà áóëî àïðîêñèìóâàòè íå-
ïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ. Êðiì öüîãî, çìiíà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöié ó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ çàëåæèòü ëèøå âiä ÷èñåëüíîñòi â äà-
íèé ìîìåíò ÷àñó, à äëÿ áiëüøîñòi ðåàëüíèõ ïîïóëÿöié ¨¨ ñòàí ó
ìîìåíò ÷àñó t çàëåæèòü âiä ñòàíó â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó.

Ïðîòå â áàãàòüîõ áiîëîãi÷íèõ âèäiâ ïîñëiäîâíi ïîêîëiííÿ íi-
ÿê íå ïåðåêðèâàþòüñÿ i ðiñò ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ âiäáóâà¹òüñÿ ç
äèñêðåòíèì êðîêîì çà ÷àñîì. Â çàëåæíîñòi âiä âèäó öåé ÷àñîâèé
êðîê ìîæå áóòè ðiçíèì. ßê ïðàâèëî, öå ðiê, õî÷à ìîæå áóòè äåíü,
äåêiëüêà ãîäèí i ùå ìåíøå. Äëÿ íàøèõ ìîäåëåé ÷àñîâèé êðîê äî-
ðiâíþ¹ îäèíèöi. Äëÿ ïîïóëÿöié iç íåïåðåêðèâíèìè ïîêîëiííÿìè
ðiñò ÷èñåëüíîñòi âiäáóâà¹òüñÿ â äèñêðåòíi ìîìåíòè ÷àñó.

Ó âèïàäêó ïîïóëÿöié iç íåïåðåêðèâíèìè ïîêîëiííÿìè ìîäåëi
ïîâèííi ïîâ'ÿçóâàòè ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ Nt+1 ó ìîìåíò ÷àñó
t + 1 iç ÷èñåëüíiñòþ â ïîïåðåäíi ìîìåíòè ÷àñó. Öå ïðèâîäèòü äî
ðîçãëÿäó ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü àáî äèñêðåòíèõ ìîäåëåé âèãëÿäó

Nt+1 = F (Nt, Nt−1, . . . , Nt−k, t), t = k, k + 1, . . . , (5.1.1)

äå Nt � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó t.
ßê ïðàâèëî, ïîäiáíi ðiâíÿííÿ íå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè àíàëiòè÷íî,

àëå i áåç öüîãî ìè ìîæåìî îäåðæàòè áàãàòî iíôîðìàöi¨ ïðî äè-
íàìiêó ïîïóëÿöié. Ìîäåëi, ùî îïèñóþòüñÿ ðiçíèöåâèìè ðiâíÿííÿ-
ìè, øèðîêî çàñòîñîâóþòüñÿ â áiîìåäè÷íèõ äîñëiäæåííÿõ, áiîëîãi¨
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êëiòèí, ãåíåòèöi, åêîëîãi¨ òîùî. Äîñëiäæåííÿ ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü
äàþòü áàãàòî ðiçíèõ íåî÷iêóâàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Çàóâàæèìî, ùî íå
iñíó¹ ïðîñòîãî çâ'ÿçêó ìiæ ìîäåëÿìè, ùî îïèñóþòüñÿ ðiçíèöåâèìè
ðiâíÿííÿìè òà ¨õ àíàëîãàìè ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Îáìåæèìîñÿ âèïàäêîì, êîëè ÷èñåëüíiñòü êîæíîãî íàñòóïíîãî
ïîêîëiííÿ Nt+1 çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi ëèøå ïîïåðåäíüîãî ïî-
êîëiííÿ Nt. Öÿ ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå äëÿ ïîïóëÿöié iç íåïåðåêðèâíè-
ìè ïîêîëiííÿìè áåç äîâãèõ äiàïàóç ó æèòò¹âîìó öèêëi. Äî òàêèõ
ïîïóëÿöié ìîæíà âiäíåñòè, çîêðåìà, áàãàòî âèäiâ êîìàõ. �õ äîðî-
ñëi îñîáèíè æèâóòü íåäîâãî, âiäêëàäàþòü ÿéöÿ i äî ìîìåíòó ïîÿâè
íà ñâiò íîâîãî ïîêîëiííÿ ïðèïèíÿþòü ñâî¹ iñíóâàííÿ.

5.2. Çàãàëüíà ìîäåëü äèñêðåòíèõ ïîïóëÿöié

Äëÿ íåïåðåêðèâíèõ ïîïóëÿöié, ïðè ïîñòiéíîñòi îñíîâíèõ ôà-
êòîðiâ ñåðåäîâèùà, ðiâíÿííÿ (5.1.1) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ðiâíÿííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó

Nt+1 = F (Nt), Nt ∈ R+, F : R+ → R+,R+ = [0,∞, ), (5.2.1)

äå F � ãëàäêà äiéñíà ôóíêöiÿ äiéñíîãî àðãóìåíòó.
Ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5.2.1) ¹ äèñêðå-

òíà ìîäåëü Ìàëüòóñà, êîëè ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ â ìîìåíò ÷àñó
t+ 1 ïðîïîðöiéíà Nt, òîáòî

Nt+1 = rNt, r > 0 ⇒ Nt = rtN0.

Òóò ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ Nt çðîñòà¹ àáî ñïàäà¹ â ãåîìåòðè-
÷íié ïðîãðåñi¨ çàëåæíî âiä òîãî ÷è r > 1, ÷è r < 1. Ïàðàìåòð
r õàðàêòåðèçó¹ çàãàëüíó íàðîäæóâàíiñòü. Öÿ ìîäåëü íå ¹ ðåàëi-
ñòè÷íîþ äëÿ áiëüøîñòi ïîïóëÿöié i äëÿ äîâãèõ ïðîìiæêiâ ÷àñó. �¨
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ëèøå äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðàííiõ ñòàäié ðîç-
ìíîæåííÿ ïåâíèõ âèäiâ áàêòåðié. Ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, ÿêùî
âiäîìèé âèãëÿä ôóíêöi¨ F (Nt), òî âèçíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi íàñòó-
ïíèõ ïîêîëiíü ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíîìó âèêîðèñòàííi (5.2.1), òîáòî
øëÿõîì iòåðóâàííÿ. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè ïîòðiáíî çíàéòè
ôóíêöiþ F (Nt), ÿêà á âiäîáðàæàëà âiäîìi âëàñòèâîñòi ïîïóëÿöi¨.
Ìàòåìàòè÷íà çàäà÷à ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi âiäîáðàæåííÿ i çíàõî-
äæåííi òðà¹êòîðié íåëiíiéíèõ âiäîáðàæåíü ïðè çàäàíèõ N0 > 0.
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Iç ïðèðîäíèõ ìiðêóâàíü íà ôóíêöiþ F íàêëàäàþòü òàêi óìîâè:
� F (N) ≥ 0 ïðè N ≥ 0, F (0) = 0;
� ïðè ìàëèõ N ôóíêöiÿ F (N) çðîñòà¹;
� F (N) → 0 ïðè N → ∞, îñêiëüêè ðåàëüíèé ðåñóðñ ïîïóëÿöi¨

îáìåæåíèé. Ó ðåàëiñòè÷íèõ ìîäåëÿõ ïîòðiáíî, ùîá ïðè âåëèêèõ
Nt øâèäêiñòü çðîñòàííÿ çìåíøóâàëàñÿ i ÷èñåëüíiñòü Nt+1 çàëè-
øàëàñÿ íåâiä'¹ìíîþ.

Òèïîâèé ãðàôiê ôóíêöi¨ F (N) íàâåäåíèé íà ðèñ. 5.1, à.

à á
Ðèñ. 5.1. Ãðàôiê ôóíêöi¨ F (N): à � iñíóâàííÿ òî÷îê ðiâíîâàãè;

á � ñõîäèíêè Ëàìåðåÿ

Âèçíà÷åííÿ 5.1. Ðîçâ'ÿçêîì (àáî òðà¹êòîði¹þ) ðiâíÿííÿ
(5.2.1) íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü {Nt}, t = 0, 1, 2, . . . , ùî
çàäîâîëüíÿ¹ ðiçíèöåâå ñïiââiäíîøåííÿ (5.2.1) ïðè êîæíîìó t. Òà-
êó ïîñëiäîâíiñòü íàçèâàþòü ùå îðáiòîþ òî÷êè N0.

Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.2.1) ìîæíà âèçíà÷èòè äîñëiâ-
íî, ÿê âèçíà÷à¹òüñÿ ñòiéêiñòü çà Ëÿïóíîâèì ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåí-
öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ.

Âèçíà÷åííÿ 5.2. Ðîçâ'ÿçîê N∗
t ðiâíÿííÿ (5.2.1) íàçèâà¹òüñÿ

ñòiéêèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ε > 0 çíàéäå-
òüñÿ δ(ε) > 0, òàêå, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî ðîçâ'ÿçêó Nt iç
íåðiâíîñòi |N0 − N∗

0 | < δ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |Nt − N∗
t | < ε äëÿ

âñiõ t = 1, 2, . . . .
ßêùî, êðiì öüîãî, |Nt −N∗

t | → 0 ïðè t → ∞, òî N∗
t íàçèâà¹-

òüñÿ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèì.
Âèçíà÷åííÿ 5.3. Ìíîæèíà M , íà ÿêié âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ

F , íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòîì ðiâíÿííÿ (5.2.1), ÿêùî F (M) ⊂M .
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Ïðîñòiøèì ïðèêëàäîì iíâàðiàíòíî¨ ìíîæèíè äëÿ ðiâíÿííÿ
(5.2.1) ¹ ñòàöiîíàðíi òî÷êè (òî÷êè ðiâíîâàãè)

Nt = N∗ = const,

ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

N∗ = F (N∗). (5.2.2)

Òîáòî N∗ ¹ íåðóõîìîþ òî÷êîþ âiäîáðàæåííÿ F . Ðiâíîâàãà ìîæëè-
âà, ÿêùî ðiâíÿííÿ (5.2.2) ìà¹ õî÷à á îäèí êîðiíü, òîáòî ïåðåòèíà-
þòüñÿ ãðàôiêè ôóíêöié y = F (N) òà y = N (ðèñ. 5.1, à). Ãðàôi÷íî
çíàéòè ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.2.1) i âñòàíîâèòè iñíóâàííÿ ðiâíîâàãè
ìîæíà é çà äiàãðàìîþ Ëàìåðåÿ (ðèñ. 5.1, á ). Ïîñëiäîâíiñòü çíà-
÷åíü N1, N2, . . . ìà¹ íàçâó �ñõîäèíêè Ëàìåðåÿ�. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ
ç íàïðàâëåíîãî ëàíöþæêà âåðòèêàëüíèõ òà ãîðèçîíòàëüíèõ âiä-
ðiçêiâ, ÿêi ç'¹äíóþòü âiäïîâiäíi òî÷êè ãðàôiêà y = F (N) i òî÷êè
áiñåêòðèñè ïåðøîãî êîîðäèíàòíîãî êóòà, ïðè÷îìó ãîðèçîíòàëüíi
íàïðÿìêè éäóòü âiä òî÷îê ãðàôiêà äî òî÷îê áiñåêòðèñè. Äiéñíî,
îñêiëüêè N1 = F (N0), N2 = F (N1), òî äëÿ òîãî, ùîá N1 çðîáèòè
àðãóìåíòîì, ïîòðiáíî âiäîáðàçèòè çíà÷åííÿ F (N0) âiäíîñíî áiñå-
êòðèñè ñèìåòðè÷íî íà âiñü N .

Ïðîäîâæóþ÷è áóäóâàòè ñõîäèíêè Ëàìåðåÿ, îäåðæèìî ïîñëi-
äîâíiñòü ÷èñåëüíîñòi {Nt}, t = 0, 1, . . . , ÿêà äà¹ ìîæëèâiñòü íàî-
÷íîãî çîáðàæåííÿ äèíàìi÷íèõ ðåæèìiâ, ùî ìîæóòü ðåàëiçîâóâà-
òèñÿ â ðàìêàõ ìîäåëi (5.2.1). Õàðàêòåð öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæå
áóòè ìîíîòîííèì, öèêëi÷íèì, êîëèâíèì òà õàîòè÷íèì, i öå âèçíà-
÷à¹òüñÿ ôîðìîþ êðèâî¨ F (N).

Ùîá àíàëiòè÷íî äîñëiäèòè ïîâåäiíêó òðà¹êòîði¨ â îêîëi ðiâíî-
âàãè N∗, ïiäñòàâèìî â (5.2.1) Nt = N∗ + xt i ëiíåàðèçó¹ìî îäåð-
æàíå ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ðîçêëàäåìî ôóíêöiþ F (N∗ + xt) ó ðÿä
Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè N∗ i âíàñëiäîê (5.2.2) îòðèìà¹ìî

xt+1 =
( dF
dN

)
N∗
xt + o(x2t ). (5.2.3)

Òîäi ëiíåàðèçàöiÿ ðiâíÿííÿ (5.2.3) ìà¹ âèãëÿä

xt+1 =
( dF
dN

)
N∗
xt. (5.2.4)
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Âåëè÷èíà λ =
( dF
dN

)
N∗

¹ âàæëèâèì ïàðàìåòðîì, éîãî íàçè-

âàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì ðiâíÿííÿ (5.2.1) àáî ìóëüòèïëiêàòîðîì
íåðóõîìî¨ òî÷êè äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç äèñêðåòíèì ÷àñîì.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó xt ðiâíÿííÿ (5.2.4) ìà¹ìî xt → 0 ïðè t → ∞,
ÿêùî: ∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

∣∣∣∣∣ < 1. (5.2.5)

Öå ¹ óìîâîþ ñòiéêîñòi (àñèìïòîòè÷íî¨) ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó
N∗ ðiâíÿííÿ (5.2.1).

Çà óìîâè ∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

∣∣∣∣∣ > 1 (5.2.6)

ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê N∗ íåñòiéêèé.
Ñòiéêi íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ (5.2.1) ìîæíà êëàñèôi-

êóâàòè çàëåæíî âiä çíàêà λ =
( dF
dN

)
N∗
. ßêùî 0 < λ < 1, òî

íåðóõîìà òî÷êà ñòiéêà ìîíîòîííî, ÿêùî −1 < λ < 0, òî îðáiòè
çáiãàþòüñÿ äî íåðóõîìî¨ òî÷êè êîëèâíèì ÷èíîì.

Çàóâàæèìî, ùî, ÿê i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, äëÿ äèñ-
êðåòíèõ âiäîáðàæåíü (5.2.1), óâîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ áiôóðêàöi¨ ÿê çìi-
íè òîïîëîãi÷íîãî òèïó äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ïðè çìiíi ïàðàìåòðiâ.
ßê âèïëèâà¹ ç ôîðìóë (5.2.5), (5.2.6), áiôóðêàöiéíèìè çíà÷åííÿ-
ìè ïàðàìåòðiâ äèñêðåòíèõ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì áóäóòü òi çíà÷åííÿ
ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ ìóëüòèïëiêàòîð, îá÷èñëåíèé ó ñòàöiîíàðíié
òî÷öi, äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Ïðè÷îìó âèïàäîê λ = 1 àíàëîãi÷íèé âè-

ïàäêó
( dF
dN

)
N∗

= 0 äëÿ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì, à âèïàäîê λ = −1

íåìà¹ àíàëîãiâ ó íåïåðåðâíèõ ñèñòåìàõ. Íàïðèêëàä, ïðè λ = −1
ìîæå âiäáóâàòèñÿ áiôóðêàöiÿ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó.

ßêùî
( dF
dN

)
N∗

= 0, òî â óìîâàõ ñòiéêîñòi (5.2.5) òà íåñòiéêîñòi

(5.2.6) ïåðøó ïîõiäíó íåîáõiäíî çàìiíèòè íà
( d2F
dN2

)
N∗

i ò.ä.

Âèïàäîê

∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

∣∣∣∣∣ = 1 òåæ âèìàãà¹ äîñëiäæåííÿ ÷ëåíiâ áiëüø

âèñîêîãî ïîðÿäêó â ðîçêëàäi (5.2.3).
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Îêðiì ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, âàæëèâi ùå ïåðiîäè÷íi
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (5.2.1).

Âèçíà÷åííÿ 5.4. Ðîçâ'ÿçîê Nt íàçèâà¹òüñÿ ïåðiîäè÷íèì iç
ïåðiîäîì T (÷àñòî ùå íàçèâàþòü öèêëîì äîâæèíîþ T àáî ïðî-
ñòî T -öèêëîì), ÿêùî Nt+T = Nt äëÿ âñiõ t = 0, 1, . . . i Nt+j ̸= Nt

ïðè j = 1, 2, . . . , T − 1.
Îòæå, öèêë äîâæèíîþ T äèñêðåòíî¨ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè (5.2.1)

ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèíè ðiçíèõ òî÷îê N0, N1, . . . , NT−1, òàêèõ, ùî

N1 = F (N0), N2 = F (N1), . . . NT−1 = F (NT−2), F (NT−1) = N0.

Ùîá ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.2.1)
öèêëè äîâæèíîþ T = 2 i çíàéòè ¨õ, âèïèøåìî çíà÷åííÿ Nt+2 çãi-
äíî ç (5.2.1)

Nt+2 = F (Nt+1) = F (F (Nt)) ≡ F (2)(Nt)

i Nt+2 ïðèðiâíÿ¹ìî äî Nt. Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ Nt = F (2)(Nt).
ßêùî ðîçãëÿäàòè ïîñëiäîâíiñòü Nt iç êðîêîì 2, òî ðiâíÿííÿ

Nt+2 = F (2)(Nt) (5.2.7)

òåæ ¹ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì. Äëÿ íüîãî ìîæíà çàñòîñóâàòè íàâå-
äåíi âèùå ôàêòè.

Öèêë äîâæèíîþ 2 ìîæëèâèé, ÿêùî iñíóþòü ðiçíi äîäàòíi êî-
ðåíi ñèñòåìè

N2 = F (N1), N1 = F (N2),

àáî òå ñàìå, ùî òàêi êîðåíi äà¹ ðiâíÿííÿ

N = F (2)(N).

Ïîçíà÷èìî öi êîðåíi ÷åðåçN∗
1 ,N

∗
2 . Ëiíåàðèçóþ÷è ðiâíÿííÿ (5.2.7),

íàïðèêëàä, â îêîëi òî÷êè N∗
1 çà àíàëîãi¹þ ç (5.2.5), îäåðæó¹ìî

óìîâó ñòiéêîñòi ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ç ïåðiîäîì äâà:∣∣∣∣∣(dF (2)(N)

dN

)
N∗

1

∣∣∣∣∣ < 1.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨,
îñòàííþ óìîâó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi∣∣∣∣∣( dFdN )N∗

1

( dF
dN

)
N∗

2

∣∣∣∣∣ < 1. (5.2.8)

Àíàëîãi÷íî óìîâà íåñòiéêîñòi ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó {N∗
1 , N

∗
2 }

ìà¹ âèãëÿä ∣∣∣∣∣( dFdN )N∗
1

( dF
dN

)
N∗

2

∣∣∣∣∣ > 1.

×èñëî
( dF
dN

)
N∗

1

·
( dF
dN

)
N∗

2

íàçèâàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì öèêëó

äîâæèíîþ 2.

Óçàãàëi âëàñíå çíà÷åííÿ m-öèêëó � öå ÷èñëî λ =
( dF
dN

)
N∗

1

·( dF
dN

)
N∗

2

· . . .
( dF
dN

)
N∗

m

.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 3 (äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà Nt+3 = Nt) ìà¹ìî ñèñòåìó

Nt = F (Nt+2), Nt+2 = F (Nt+1), Nt+1 = F (Nt),

àáî ðiâíÿííÿ

Nt = F (3)(Nt), äå F (3)(Nt) = F (F (F (Nt))).

Öèêëè äîâæèíîþ 3 ìàþòü îñîáëèâèé õàðàêòåð, îñêiëüêè ç
¨õíüîãî iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ òåîðåìà �Ïåðiîä òðè ïîðîäæó¹ õàîñ�
(Ëi, Éîðêå, 1975) òà òåîðåìà óêðà¨íñüêîãî ìàòåìàòèêà À.Í. Øàð-
êîâñüêîãî (1964).

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè Øàðêîâñüêîãî ââåäåìî ïîçíà÷åí-
íÿ m ≻ j, ÿêå îçíà÷à¹, ùî ç iñíóâàííÿ öèêëó äîâæèíîþ m âèïëè-
âà¹ iñíóâàííÿ öèêëó äîâæèíîþ j.

Òåîðåìà Øàðêîâñüêîãî. Íåõàé çàäàíî âiäîáðàæåííÿ
Nt+1 = F (Nt), â ÿêîìó ôóíêöiÿ F íåïåðåðâíà, òîäi ñïðàâåäëè-
âà òàêà ïîñëiäîâíiñòü ñïiââiäíîøåíü:

3 ≻ 5 ≻ 7 ≻ · · · ≻ (2k + 1) ≻ . . . ,
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2 · 3 ≻ 2 · 5 ≻ · · · ≻ 2(2k + 1) ≻ . . .

22 · 3 ≻ 22 · 5 ≻ · · · ≻ 22(2k + 1) ≻ · · · ≻ 23 ≻ 22 ≻ 21 ≻ 1.

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî âiäîáðàæåííÿ íå ìà¹ öèêëiâ
äîâæèíîþ 2, òî âîíî íå ìà¹ âçàãàëi æîäíèõ öèêëiâ; ÿêùî âiäîáðà-
æåííÿ ìà¹ öèêë äîâæèíîþ 3, òî âîíî ìà¹ öèêëè âñiõ ìîæëèâèõ
äîâæèí. Ó òåîðåìi Øàðêîâñüêîãî íi÷îãî íå ñêàçàíî ïðî ñòiéêiñòü
öèêëiâ.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè F � ãëàäêà, ìîíîòîííî çðîñòà-
þ÷à ôóíêöiÿ, âiäîáðàæåííÿ (5.2.1) íå ìîæå ìàòè öèêëiâ. Äiéñíî,
ïðèïóñòèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ ìà¹ öèêë äîâæèíîþ 2, òîäi iñíó-
þòü òàêi Nt i Nt+1, Nt ̸= Nt+1, ùî F (Nt) = Nt+1, F (Nt+1) = Nt.
ßêùî Nt+1 > Nt, òî ç ìîíîòîííîñòi âèïëèâà¹, ùî F (Nt+1) = Nt >
F (Nt) = Nt+1, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. ßêùî F � ãëàäêà
ìîíîòîííî ñïàäíà ôóíêöiÿ, òî ìîæóòü iñíóâàòè òàêi Nt i Nt+1,
Nt = Nt+1, ùî F (Nt) = Nt+1, F (Nt+1) = Nt. Òîìó äëÿ ìîíîòîííî
ñïàäíèõ ôóíêöié ìîæëèâà ïîÿâà ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.

Îêðiì öüîãî, âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî òðà¹êòîði¨ äèñêðåòíèõ ñè-
ñòåì, ÿêi îïèñóþòüñÿ ôóíêöiÿìè F (N), ÿêiñíà ïîâåäiíêà ÿêèõ ìà¹
âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 5.1, à, çàâæäè îáìåæåíi çâåðõó òà çíè-
çó äåÿêèìè çíà÷åííÿìè Nmax, Nmin. Õî÷à êiëüêà ïåðøèõ iòåðàöié
ìîæóòü çíàõîäèòèñÿ íèæ÷å çà Nmin, ÿêùî ïî÷àòêîâà óìîâà N0

âèáðàíà äîñèòü ìàëîþ.
Âåëè÷èíè Nmax, Nmin çíàõîäÿòüñÿ ç óìîâ: Nmax = F (Nm), äå

Nm � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
dF

dN
= 0, Nmin = F (Nmax). Îá ðóíòóâàí-

íÿ öüîãî ôàêòó äèâèñü íà ðèñ. 5.1, á.
Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ôóíêöiÿ F (N) ó âiäîáðàæåííi (5.2.1) íåâi-

äîìà, à âiäîìà ëèøå ¨¨ ÿêiñíà ïîâåäiíêà. Íåçâàæàþ÷è íà öå, âäà¹-
òüñÿ ïðîàíàëiçóâàòè ìîæëèâó åâîëþöiþ âiäîáðàæåííÿ é îòðèìàòè
íåòðèâiàëüíi âèñíîâêè ïðî äèíàìiêó ïîïóëÿöié.

Íåõàé äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ ìàòåìàòè-
÷íîþ ìîäåëëþ (5.2.1), ïðè÷îìó êðèâà F (N) çàäàíà ó âèãëÿäi ãðà-
ôiêà, íàâåäåíîãî íà ðèñ. 5.2. Çà äîïîìîãîþ ãðàôi÷íîãî àíàëiçó,
îïèñàíîãî âèùå, áà÷èìî, ùî ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ N∗

1 i N∗
3 � ñòié-

êi, à N∗
2 � íåñòiéêå.

Öå îçíà÷à¹, ùî çíà÷åííÿ Nt ∈ (0, N∗
1 ) áóäóòü çðîñòàòè äî ñòàíó

ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè N∗
1 i íàäàëi çàëèøàòèìóòüñÿ â öüîìó ñòàíi. Äià-
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ïàçîí ÷èñåëüíîñòi (N∗
1 , N

∗
2 ) íåñïðèÿòëèâèé � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿ-

öi¨ ñïàäàòèìå äî N∗
1 . Äiëÿíêà (N∗

2 , N
∗
3 ) � ñïðèÿòëèâà i ïðèâîäèòü

äî ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè N∗
3 . Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òàêèé òèï êðèâî¨ F (N)

âiäîáðàæà¹ äèíàìiêó ðåàëüíî¨ ïîïóëÿöi¨ ÷îðíîãî óñà÷à, ÿêèé ¹ ëi-
ñîâèì øêiäíèêîì [17].

Ðèñ. 5.2. ßêiñíèé âèãëÿä ãðàôiêà ôóíêöi¨ F (N)

Äëÿ F (N) ïðîïîíó¹òüñÿ øèðîêèé íàáið ôóíêöié. Ìè ðîçãëÿ-
íåìî äâà êîíêðåòíi ïðèêëàäè äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (5.2.1), ÿêi íàé-
÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòüñÿ íà ïðàêòèöi.

5.3. Äèñêðåòíà ëîãiñòè÷íà ìîäåëü

Ùîá íå äîïóñòèòè åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîñòó ÷èñåëüíîñòi ïîïó-
ëÿöi¨, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiçíèöåâèì ðiâíÿííÿì Nt+1 = rNt, áóëî çà-
ïðîïîíîâàíî äèñêðåòíå ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ.

Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ïîïóëÿöi¨, ÿê âiäîìî, ìà¹ âèãëÿä

dP

dt
= aP − bP 2, a, b > 0.

Ìåòîä Åéëåðà äëÿ ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi
çíà÷åíü P1, P2, . . . çà ôîðìóëîþ

Pk+1 = Pk + (aPk − bP 2
k )h, k = 0, 1, 2, . . . ,

àáî
Pk+1 = rPk − sP 2

k ,

äå r = 1 + ah, s = bh, h � êðîê iíòåãðóâàííÿ.
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Çäiéñíþþ÷è ïiäñòàíîâêó Pk =
r

s
Nt, îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

Nt+1 = rNt(1−Nt), (5.3.1)

äå ïðèïóñêà¹ìî, ùî N0 ∈ [0, 1], r > 0. Îòæå, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó (5.2.1), äå F (Nt) = rNt(1−Nt).

Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ íå òiëüêè äèíàìiêó ïîïóëÿöié, àëå é áàãàòî
iíøèõ ÿâèù ó ïðèðîäi òà ñóñïiëüñòâi. Âiäîìi ïðèêëàäè çàñòîñóâàí-
íÿ ðiâíÿííÿ (5.3.1) äëÿ âèçíà÷åííÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨ îïóõîëå-
âèõ êëiòèí [69]. Öþ ìîäåëü çàïðîïîíóâàâ àìåðèêàíñüêèé áiîëîã
Ð. Ìåé (R. May, 1936 ð.í.) � îäèí iç òâîðöiâ ñó÷àñíî¨ áiîìàòåìàòè-
êè. Öå ðiâíÿííÿ â ëiòåðàòóði íàçèâàþòü äèñêðåòíèì ëîãiñòè÷íèì
ðiâíÿííÿì àáî ðiâíÿííÿì Ôåðõþëüñòà ç äèñêðåòíèì ÷àñîì. Äî
ðå÷i, Ð. Ìåé ðåêîìåíäóâàâ ëþäÿì çíàéîìèòèñÿ ç âiäîáðàæåííÿì
Ôåðõþëüñòà íà ðàííüîìó åòàïi âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè, îñêiëüêè
òàêå âèâ÷åííÿ çáàãà÷óâàëî á iíòó¨òèâíi çíàííÿ ïðî íåëiíiéíi ñè-
ñòåìè.

Î÷åâèäíèì íåäîëiêîì ðiâíÿííÿ (5.3.1) ¹ òå, ùî ïðè Nt > 1
ìà¹ìî Nt+1 < 0, ùî ñóïåðå÷èòü åêîëîãi÷íié iíòåðïðåòàöi¨ ìîäå-
ëi, îñêiëüêè ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ. Òîìó
(5.3.1) ðîçãëÿäà¹ìî ëèøå ïðè 0 < Nt < 1, 0 < r ≤ 4.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (5.3.1) ðiâíîâàãà N = N∗ øóêà¹òüñÿ çi ñïiââiä-
íîøåííÿ

N = rN(1−N),

çâiäêè çíàõîäèìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè: N = 0 i N = N∗ =
r − 1

r
.

Ç óìîâè (5.2.5) çíàõîäèìî çíà÷åííÿ r, ÿêi çàáåçïå÷óþòü ñòié-
êiñòü öèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ:∣∣∣( dF

dN

)
N=0

∣∣∣ = ∣∣∣(d(rN(1−N))

dN

)
N=0

∣∣∣ = |r| < 1 ⇒ r ∈ (0, 1),

∣∣∣( dF
dN

)
N=N∗

∣∣∣ = ∣∣∣(d(rN(1−N))

dN

)
N=N∗

∣∣∣ =
= |r(1− 2N)|N=r−1/r = |2− r| < 1 ⇒ r ∈ (1, 3).

ßê áà÷èìî, çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó òðà¹êòî-
ðié Nt. Çàäàþ÷è ðiçíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r, ìîæíà îäåðæàòè ÿêi-
ñíî ðiçíi òèïè ïîâåäiíêè Nt. Äëÿ ïîâíiøî¨ êàðòèíè ðîçãëÿíåìî
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äèíàìiêó âiäîáðàæåííÿ (5.3.1) ïðè çðîñòàííi ïàðàìåòðà r. Öi äî-
ñëiäæåííÿ íàâåäåíi â íàñòóïíèõ ïóíêòàõ.

1. 0 < r < 1. Ðiâíÿííÿ (5.3.1) ìà¹ òðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé
ðîçâ'ÿçîê N = 0 äëÿ âñiõ r ∈ (0, 4], àëå óìîâà ñòiéêîñòi (5.2.5)
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïðè 0 < r < 1.

2. 1 < r < 3. Ïðè r > 1 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåòðèâiàëüíèé ñòà-

öiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê N∗ = 1 − 1

r
, îñêiëüêè ãðàôiê ïàðàáîëè

y = F (N) = rN(1 − N) ïåðåòèíà¹òüñÿ ç áiñåêòðèñîþ â äâîõ òî-
÷êàõ (ðèñ. 5.3, à). Ìóëüòèïëiêàòîð íåðóõîìî¨ òî÷êè N∗ äîðiâíþ¹( dF
dN

)
N∗

= 2− r, òîìó òî÷êà N∗ ñòiéêà ëèøå çà óìîâè |2− r| < 1,

òîáòî ïðè 1 < r < 3. Íåðóõîìà òî÷êà N = 0 ïðè r > 1 âòðà÷à¹
ñòiéêiñòü. Îòæå, ïðè r = 1 âiäáóâà¹òüñÿ ïåðøà áiôóðêàöiÿ (ÿêi-
ñíà çìiíà äèíàìiêè ðîçâ'ÿçêó), îñêiëüêè íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñòà¹

íåñòiéêèì. Ïðè r = 1 ìóëüòèïëiêàòîð
( dF
dN

)
N∗

= 2− r = 1.

à á
Ðèñ. 5.3. Ãðàôiêè ôóíêöié: à � y = F (N); á � y = F (F (N))

3. 3 < r < 1 +
√
6. Äðóãà áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ ïðè r = 3,

îñêiëüêè ìóëüòèïëiêàòîð λ =
( dF
dN

)
N∗

= (2 − r)|r=3 = −1. Öå

áiôóðêàöiÿ ïîäâî¹ííÿ öèêëó. Ïðè r > 3 íåðóõîìà òî÷êà N∗ âòðà-
÷à¹ ñòiéêiñòü, çàìiñòü íå¨ ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ñòiéêèé öèêë äîâæèíîþ 2.
Ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç {N∗

1 , N
∗
2 }. Òî÷êè, ùî ñêëàäàþòü öåé öèêë,

âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (5.2.7). Âîíè ¹ íåðóõîìèìè òî÷êàìè öüî-
ãî âiäîáðàæåííÿ é ó âèïàäêó (5.3.1) çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ (ðèñ.
5.3, á )

N − r2N(1−N)(1− rN(1−N)) = 0,

äâà êîðåíi ÿêîãî âæå âiäîìi: N = 0, N = 1− 1

r
. ßêùî ëiâó ÷àñòèíó
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öüîãî ðiâíÿííÿ ðîçäiëèòè íà N i íà N −
(
1 − 1

r

)
, òî îäåðæèìî

ðiâíÿííÿ

rN2 − (r + 1)N +
r + 1

r
= 0,

êîðåíÿìè ÿêîãî ¹

N∗
1,2 = (r + 1±

√
r2 − 2r − 3)/(2r).

ÄîäàòíiN∗
1,2 iñíóþòü ïðè r > 3, àëå ñòiéêi ëèøå ïðè 3 < r < 1+

√
6.

4. 1 +
√
6 < r < r∞ = 3, 56999 . . . . Ïðè r > 1 +

√
6 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ

ñòiéêèé öèêë äîâæèíîþ 4, à öèêë äîâæèíîþ 2 ïåðåñòà¹ áóòè ñòié-
êèì. Òîìó r = 1+

√
6 � öå áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ, ùî ïðèâîäèòü äî

ïîÿâè öèêëó äîâæèíîþ 4. Ïðè ïîäàëüøîìó çðîñòàííi ïàðàìåòðà
r ó öüîìó äiàïàçîíi ïîñëiäîâíî âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiÿ ïîäâî¹í-
íÿ äîâæèíè öèêëó, òîáòî âèíèêàþòü íîâi ñòiéêi öèêëè äîâæèíîþ
2m (m ≥ 2) i ïðè öüîìó âòðà÷à¹òüñÿ ñòiéêiñòü ïåðiîäè÷íîãî öèêëó
äîâæèíîþ 2m−1. Õî÷à öèêëè, ÿêi âòðà÷àþòü ñòiéêiñòü, ïðîäîâæó-
þòü iñíóâàòè, àëå â äèíàìi÷íèõ ðåæèìàõ íå ðåàëiçóþòüñÿ ÷åðåç
íåñòiéêiñòü.

Áiôóðêàöiÿ ïîäâî¹ííÿ öèêëó (ïîÿâà 2m-öèêëó ç öèêëiâ äîâæè-
íîþ 2m−1) âiäáóâà¹òüñÿ ïðè òèõ çíà÷åííÿõ r, êîëè âëàñíå çíà÷åí-
íÿ ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äîâæèíîþ 2m−1 ïðîõîäèòü ÷åðåç −1.

Áiôóðêàöiþ ïîäâî¹ííÿ öèêëó ïðè çìiíi ïàðàìåòðà r çðó÷íî ïî-
äàâàòè çà äîïîìîãîþ áiôóðêàöiéíî¨ äiàãðàìè (ðèñ. 5.4), ïðè öüîìó
ïî âåðòèêàëüíié îñi âiäêëàäàþòüñÿ íåðóõîìi òî÷êè âiäîáðàæåííÿ,
ùî óòâîðþþòü ñòiéêèé öèêë. Êîëè r ïðîõîäèòü ÷åðåç áiôóðêàöié-
íå çíà÷åííÿ, ïîïåðåäíié ñòàí ñòà¹ íåñòiéêèì.

Âiäñòàíi ìiæ áiôóðêàöiÿìè ðîáëÿòüñÿ âñå ìåíøèìè i ìåíøèìè;
öÿ ñèòóàöiÿ åâðèñòè÷íî çðîçóìiëà, îñêiëüêè ÷èì âèùèé ïîðÿäîê
iòåðàöi¨, òèì áiëüøà êiëüêiñòü ãîðáiâ ó êðèâî¨ F (F (. . . (N)) . . . )
(ðèñ. 5.3, á ) i âñi âîíè çíàõîäÿòüñÿ íà ïðîìiæêó (0, 1).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç rm çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà r, ïðè ÿêîìó âèíè-
êàþòü ñòiéêi öèêëè äîâæèíîþ 2m. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîñëiäîâíiñòü
çíà÷åíü rm çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

lim
m→∞

rm − rm−1

rm+1 − rm
= µF = 4, 6692 . . . .
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Öåé ôàêò óñòàíîâëåíèé Ôåéãåíáàóìîì (àìåðèêàíñüêèé ôiçèê) ó
1978 ð., òîìó ÷èñëî µF íàçèâà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ ñòàëîþ Ôåé-
ãåíáàóìà.

Ðèñ. 5.4. Áiôóðêàöiéíà äiàãðàìà ïîäâî¹ííÿ öèêëó. Ïîñëiäîâíiñòü
ñòiéêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ïåðiîäè 2, 22, 23, . . .

Ïðè r = r∞ âèíèêà¹ öèêë íåñêií÷åííî¨ äîâæèíè, à âñi öèêëè
äîâæèíîþ 2m áóäóòü íåñòiéêèìè.

5. r > r∞. Ó öüîìó äiàïàçîíi çìiíè r âèíèêàþòü öèêëè äîâ-
æèíîþ 3 i òèì ñàìèì çà òåîðåìîþ Øàðêîâñüêîãî âiäîáðàæåí-
íÿ (5.3.1) ìà¹ öèêëè âñiõ ìîæëèâèõ äîâæèí. �õ ïîâåäiíêà äî-
ñèòü ñêëàäíà. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öèêë äîâæèíîþ 3 âèíèêà¹ ïðè
r > 1 +

√
8 = 3, 828427 . . . .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 3 íåîáõiäíî îá÷èñëèòè êî-
ðåíi ðiâíÿííÿ

N = F (F (F (N))), äå F (N) = rN(1−N).

Öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âæå òiëüêè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî õàîñ, ïiñëÿ âòðàòè ñòiéêîñòi 3-öèêëó

ïðè äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åííÿõ r íàñòà¹ íåðåãóëÿðíèé õàîòè÷íèé
ðåæèì, êîëè â ïîñëiäîâíîñòi {Nt}∞t=0 íåìà¹ æîäíèõ çàêîíîìiðíî-
ñòåé. Òàêèé ðåæèì íàçèâàþòü ùå êâàçiñòîõàñòè÷íèì, îñêiëüêè âií
iìiòó¹ ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ, õî÷à ñàìà ìîäåëü äåòåðìiíîâàíà.

Ùîá ïîÿñíèòè õàîòè÷íèé õàðàêòåð iòåðàöié ïðè äîñèòü âåëè-
êèõ r, âiçüìåìî â ðiâíÿííi (5.3.1) ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ N0 = sin2 πq,
äå q � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî, à ïàðàìåòð r = 4. Òîäi

N1 = 4 sin2 πq(1− sin2 πq) = sin2 2πq,
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N2 = 4 sin2 2πq(1− sin2 2πq) = sin2 4πq,

. . . . . . . . . . . . . . .

Nt = sin2 2tπq.

Êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ öèõ âåëè÷èí ïîêàçó¹, ùî Nt ïîâî-
äèòüñÿ õàîòè÷íî, çàïîâíþþ÷è âiäðiçîê [0, 1] (ðèñ. 5.5).

Ðèñ. 5.5. à � äiàãðàìà Ëàìåðåÿ äëÿ ðiâíÿííÿ (5.3.1); á � éîãî
ðîçâ'ÿçîê ïðè r = 4, N0 = 0, 49

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî íàáið ìîæëèâèõ àñèìïòîòè÷íèõ (òîáòî
ïðè t → ∞) ñòàíiâ ðiâíÿííÿ (5.3.1), à îòæå, i (5.2.1) äîñèòü øè-
ðîêèé; âií âêëþ÷à¹ â ñåáå íåðóõîìi òî÷êè, ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ç
ðiçíèìè ïåðiîäàìè i íåðåãóëÿðíó õàîòè÷íó ïîâåäiíêó.

Íà ðèñ. 5.6 íàâåäåíi ãðàôiêè çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ Nt âiä äèñ-
êðåòíîãî çíà÷åííÿ ÷àñó ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ r (N0 = 0, 2). Äëÿ
çíà÷åííÿ r = 0, 5 Nt → 0 ïðè t→ ∞, ïðè r = 2, 4 Nt → 0, 5833 ïðè
t→ ∞, ïðè r = 3, 33 âèíèêà¹ öèêë iç ïåðiîäîì 2. Ïðè ïîäàëüøîìó
çðîñòàííi ïàðàìåòðà r äèíàìiêà Nt óñêëàäíþ¹òüñÿ.

Àíàëîãi÷íà ïîâåäiíêà âëàñòèâà ìîäåëÿì, ùî îïèñóþòüñÿ ði-
çíèöåâèì ðiâíÿííÿì (5.2.1). Óñi òàêi ìîäåëi äåìîíñòðóþòü áiôóð-
êàöi¨, ùî ïðèâîäÿòü äî ðîçâ'ÿçêiâ, ùî ìàþòü áiëüøèé ïåðiîä, i
âðåøòi äî õàîñó.
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Ðèñ. 5.6. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.3.1) ïðè ðiçíèõ
çíà÷åííÿõ r

5.4. Ìîäåëü Ðiêåðà

Âiäîáðàæåííÿ Ðiêåðà (W. Ricker) çàäà¹òüñÿ ðiçíèöåâèì ðiâ-
íÿííÿì

Nt+1 = Nt exp
(
r
(
1− Nt

K

))
. (5.4.1)

Ðiâíîâàãà â öüîìó âèïàäêó øóêà¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

N∗ exp
(
r
(
1− N∗

K

))
= N∗.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî N∗
1 = 0, N∗

2 = K > 0 � òî÷êè ðiâíîâàãè ∀r.
Ç'ÿñó¹ìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 2. Äëÿ

öüîãî ç ðiâíÿííÿ (5.4.1) äiñòàíåìî

Nt+2 = Nt+1 exp
(
r
(
1− Nt+1

K

))
= Nt exp

(
r
(
1− Nt

K

))
×

× exp
(
r
(
1−

Nt exp
(
r
(
1− Nt

K

))
K

))
=

= Nt exp
(
r
(
2− Nt

K

(
exp

(
r
(
1− Nt

K

)
+ 1
))))

.
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Îñêiëüêè Nt+2 = Nt, òî ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

Nt

K

(
exp

(
r
(
1− Nt

K

))
+ 1
)
= 2,

ÿêå çàìiíîþ çìiííèõ Nt = K(1 + x) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

x = th
(1
2
rx
)
, (5.4.2)

äå thx = (ex − e−x)/(ex + e−x).
Êiëüêiñòü êîðåíiâ òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ (5.4.2)

ç'ÿñîâó¹òüñÿ ãðàôi÷íèì àíàëiçîì. Ïðè r < 2 iñíó¹ ëèøå îäèí
êîðiíü x = 0 (òîáòî N∗ = K), ÿêèé âiäïîâiäà¹ òî÷öi ðiâíîâàãè,
çíàéäåíié ðàíiøå.

Ïðè r > 2 iñíó¹ âæå òðè òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ y = x i

êðèâî¨ y = th
(r
2
x
)
, à ñàìå x = 0, x = ±x, äå x ∈ (0, 1) (ðèñ.

5.7). Íàïðèêëàä, ïðè r = 2, 4 x = 0, 6586. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðè
r > 2 ç'ÿâëÿ¹òüñÿ öèêë äîâæèíîþ 2, ÿêèé ñêëàäàþòü çíà÷åííÿ
N∗

1 = K(1 + x) i N∗
2 = K(1 − x). Ïðè öüîìó ðiâíîâàãà N∗ = K

ïåðåñòà¹ áóòè ñòiéêîþ. Îòæå, ïåðiîäè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ïîÿâëÿ¹òüñÿ
áiôóðêàöiéíî çi ñòàöiîíàðíîãî çíà÷åííÿ N∗ = K, êîëè r ïðîõî-
äèòü áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ r = 2.

Ðèñ. 5.7. Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (5.4.2)

Äîñëiäèìî çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè íà ñòiéêiñòü. Âiäïîâiäíî äî ôîð-
ìóëè (5.2.5) ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ F ó öèõ
òî÷êàõ i ïîðiâíÿòè ¨õ çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ ç îäèíèöåþ.
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Ïîõiäíà ôóíêöi¨ äîðiâíþ¹

dF

dN
=
(
1− rN

K

)
exp

(
r
(
1− N

K

))
.

ÄëÿN∗
1 = 0 ìà¹ìî

( dF
dN

)
N∗

1

= er > 1, à öå îçíà÷à¹, ùî ñòàöiîíàðíà

ðiâíîâàãà N∗
1 = 0 íåñòiéêà äëÿ áóäü-ÿêîãî r > 0. Äëÿ N∗

2 = K

ìà¹ìî
( dF
dN

)
N∗

2

= 1 − r i óìîâà ñòiéêîñòi (5.2.5) âèêîíó¹òüñÿ ïðè

0 < r < 2. Äî òîãî æ ïðè 0 < r < 1 ìà¹ìî ìîíîòîííå íàáëèæåííÿ,
à ïðè 1 < r < 2 ðîçâ'ÿçêè ìàþòü êîëèâíèé çãàñàþ÷èé õàðàêòåð
íàâêîëî ñòàíó ðiâíîâàãè.

ßê ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ïðè 0 < r < 2 íåòðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
N∗

2 = K ñòiéêèé, ïðè r > 2 � íåñòiéêèé.
Îòæå, r = 2 � ïåðøå áiôóðêàöiéíå çíà÷åííÿ.
Äëÿ ç'ÿñóâàííÿ ñòiéêîñòi öèêëó äîâæèíîþ 2 ïåðåâiðèìî óìîâó

(5.2.8) äëÿ ðiâíÿííÿ (5.4.1). Öÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òî÷êè N∗
1 ,

N∗
2 óòâîðþþòü ïðèòÿãóþ÷èé öèêë, êîëè

0 < r(2− r(1− x)) < 2.

Îñòàííÿ óìîâà é çàäà¹ iíòåðâàë çíà÷åíü 2 < r < r2 = 2, 526 . . .
äëÿ iñíóâàííÿ ñòiéêèõ öèêëiâ äîâæèíîþ 2.

Äëÿ ìîäåëi Ðiêåðà (5.4.1) íàñòóïíà áiôóðêàöiÿ, ÿêà ïðèâîäèòü
äî iñíóâàííÿ öèêëó äîâæèíîþ 4, âiäáóâà¹òüñÿ ïðè r = r4 = 2, 45,
à ç õàîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ � ïðè r > 2, 57. Â öié ìîäåëi ïîñëi-
äîâíi çíà÷åííÿ r, ïðè ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ áiôóðêàöiéíå ïîäâî¹ííÿ
ïåðiîäó, çíàõîäèòüñÿ ùå áëèæ÷å, íiæ ó ëîãiñòè÷íié ìîäåëi. Òîáòî
â öié ìîäåëi ÷óòëèâiñòü çìiíè õàðàêòåðó ðîçâ'ÿçêó äî íåâåëèêèõ
çìií ïàðàìåòðà r ïðè r > 2 âåëèêà. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
(5.4.1) ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà r íàâåäåíi íà ðèñ. 5.8.

Öèêë äîâæèíîþ 3 äëÿ ðiâíÿííÿ (5.4.1) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

Nt = aK, Nt+1 = bK, Nt+2 = cK, a, b, c > 0.
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Ðèñ. 5.8. Äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòi Nt ó ìîäåëi Ðiêåðà (5.4.1) ïðè
çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ N0 = 1, 5, K = 4, à � r = 0, 5; á � r = 2, 2;

â � r = 3, 5

×èñëà a, b, c çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó ðiâíÿíü

b = a exp(r(1− a)),

c = b exp(r(1− b)), (5.4.3)

a = c exp(r(1− c)).

Ïðîëîãàðèôìó¹ìî êîæíå ç ðiâíÿíü (5.4.3) i äîäàìî ¨õ, òîäi
îäåðæèìî

a+ b+ c = 3.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ óìîâó, iç ñèñòåìè (5.4.3) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ
äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ a âèãëÿäó

ln
(3
a
− 1− exp(r(1− a))

)
= r(2− a− a exp(r(1− a))). (5.4.4)
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Ãðàôi÷íèé àíàëiç ðiâíÿííÿ (5.4.4) ïîêàçó¹, ùî ïðè r > r3 ≈ 3, 102
ìîäåëü Ðiêåðà ìà¹ äâà ðiçíi òðèòî÷êîâi öèêëè, à ïðè r < r3 òàêèõ
öèêëiâ íåìà¹.

Ç iñíóâàííÿ öèêëiâ äîâæèíîþ 3 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ öèêëiâ
áóäü-ÿêî¨ äîâæèíè i, êðiì öüîãî, iñíó¹ íåç÷èñëåííà ìíîæèíà ïî-
÷àòêîâèõ çíà÷åíü N0, ïðè ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè ïîâîäÿòü ñåáå õàîòè-
÷íî, òîáòî îáìåæåíi é íå ïðÿìóþòü äî æîäíîãî ïðèòÿãóþ÷îãî
ðîçâ'ÿçêó.

Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, âiäìiòèìî, ùî áiôóðêàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ
ïðè òàêèõ ïàðàìåòðàõ r0, ïðè ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ÿêiñíà çìiíà äè-
íàìiêè ðîçâ'ÿçêó � ïðè ïåðåõîäi âiä r < r0 äî r > r0; ó íàøèõ
äîñëiäæåííÿõ âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà îäíîãî ïåðiîäè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó
íà iíøèé ç íîâèì ïåðiîäîì. Îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíüm-öèêëó
äîçâîëèòü çíàõîäèòè áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðîãðàìè êîìï'þòåðíî¨ ìàòåìàòèêè, ùî âè-
êîíóþòü àëãåáðà¨÷íi ïåðåòâîðåííÿ, ëåãêî îá÷èñëèòè âëàñíi çíà-
÷åííÿ λ äëÿ êîæíîãî ÷ëåíà iòåðàöi¨ é ó òàêèé ñïîñiá îòðèìàòè
ïîñëiäîâíiñòü áiôóðêàöiéíèõ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi.

Íàâåäåìî ùå äåÿêó àíàëîãiþ ìîäåëi Ðiêåðà ç ëîãiñòè÷íîþ ìî-
äåëëþ. Ó (5.4.1) âèêîíà¹ìî ìàñøòàáóâàííÿ, çàìiíèâøè Nt/K =
ut. Òîäi îäåðæèìî

ut+1 = ut exp(r(1− ut)), r > 0. (5.4.5)

Ïðè ìàëèõ |1 − ut| öå ðiâíÿííÿ ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èíè äðóãîãî
ïîðÿäêó ìàëîñòi íàáóäå âèãëÿäó

ut+1 = ut(1 + r(1− ut)).

ßêùî òåïåð çðîáèòè çàìiíó Ut =
rut
1 + r

, òî îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

Ut+1 = (1 + r)Ut(1− Ut),

ÿêà ¹ äèñêðåòíîþ ëîãiñòè÷íîþ ìîäåëëþ òèïó (5.3.1), òiëüêè ç êî-
åôiöi¹íòîì r + 1 çàìiñòü r.

5.5. Äèñêðåòíà ìîäåëü ç åôåêòîì Îëëi

ßê i äëÿ íåïåðåðâíèõ ìîäåëåé, ó äèñêðåòíîìó âèïàäêó âèêîðè-
ñòîâóþòü ìîäåëi, ÿêi âðàõîâóþòü åôåêò Îëëi (W. Alee, 1885�1955,
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àìåðèêàíñüêèé åêîëîã). Òèïîâà ôîðìà çàëåæíîñòi F (N) äëÿ âiä-
îáðàæåííÿ (5.2.1), ùî âðàõîâó¹ åôåêò Îëëi, íàâåäåíà íà ðèñ. 5.9.

Ðèñ. 5.9. Âèãëÿä ãðàôiêà ôóíêöi¨ F (N), ùî âðàõîâó¹ åôåêò Îëëi

Íàãàäà¹ìî, ùî ó âèïàäêó ñèëüíîãî åôåêòó Îëëi iñíó¹ ìåæà,
òàêà, ùî ðîç'ÿçêè, ÿêi ïîòðàïëÿþòü â îáëàñòü íèæ÷å öi¹¨ ìåæi,
ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Äëÿ äèñêðåòíî¨ ìîäåëi (5.2.1) öå îçíà÷à¹, ùî
äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ÷èñåëüíîñòi N0, äëÿ ÿêî¨ F (k)(N0) < Nc äëÿ äåÿêî-
ãî k (Nc � äåÿêå ïîðîãîâå çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨), Nt → 0
ïðè t→ ∞. Òóò F (k)(N) � k-òà iòåðàöiÿ ôóíêöi¨ F (N).

Ìîäåëi òàêîãî òèïó âèíèêàþòü òîäi, êîëè íà ïîïóëÿöiþ âïëè-
âàþòü íåñïðèÿòëèâi äi¨. Ïðèïóñòèìî, ùî äèíàìiêà äåÿêî¨ ïîïóëÿ-
öi¨ ïiä äi¹þ õèæàêà îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

Nt+1 = F (Nt), F (Nt) =
aN2

t

b2 +N2
t

. (5.5.1)

Ñòàöiîíàðíi òî÷êè öüîãî âiäîáðàæåííÿ çíàõîäÿòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

N
(
1− aN

b2 +N2

)
= 0,

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîãî ¹ çíà÷åííÿ

N∗
0 = 0, N∗

1,2 = a±
√
a2 − 4b2/2, a2 > 4b2.

Ñòiéêiñòü öèõ ñòàöiîíàðíèõ òî÷îê âèçíà÷à¹òüñÿ âiäïîâiäíèì
âëàñíèì çíà÷åííÿì âiäîáðàæåííÿ (5.5.1)

λ =
dF (N∗)

dN
,
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äå
dF (N)

dN
=

2ab2N

(b2 +N2)2
.

Äëÿ N∗
1,2 ìà¹ìî

dF (N∗
1,2)

dN
=

4b2

a(a±
√
a2 − 4b2)

, a2 > 4b2.

Àíàëiç îäåðæàíîãî âèðàçó ïîêàçó¹, ùî 0 <
dF (N∗

1 )

dN
< 1, à

dF (N∗
2 )

dN
> 1, òîìó N∗

1 � ñòiéêà íåðóõîìà òî÷êà, à N∗
2 � íåñòié-

êà. Îòæå, â äèñêðåòíié ìîäåëi (5.5.1) iñíó¹ íèæíÿ ÷èñåëüíiñòü ïî-
ïóëÿöi¨ Nc = N∗

2 = (a −
√
a2 − 4b2)/2. ßêùî äëÿ äåÿêîãî k áóäå

âèêîíàíî ñïiââiäíîøåííÿ F (k)(N0) < Nc, òî ïîïóëÿöiÿ ïðèðå÷åíà
íà âèìèðàííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ìîäåëü (5.5.1) íå ìà¹ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ,
îñêiëüêè ôóíêöiÿ F (N) ìîíîòîííî çðîñòà¹. Ïðîòå â çàãàëüíîìó
âèïàäêó, ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü åôåêò Îëëi, äåìîíñòðóþòü ñêëà-
äíiøó ïîâåäiíêó.

5.6. Äèñêðåòíà ìîäåëü âiêîâî¨ ñòðóêòóðè. Ìîäåëü

Ëåñëi

Ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ ïîïóëÿöié âàæëèâî âðàõîâóâàòè ïî-
ïóëÿöiéíi ñòðóêòóðè, íàïðèêëàä, òîé ôàêò, ùî ïîïóëÿöiÿ ïðèðî-
äíî ðîçïàäà¹òüñÿ íà äèñêðåòíi âiêîâi ãðóïè. Ïðè öüîìó çàäà÷à
îïèñàííÿ äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó ïðèâîäèòü äî àíàëiçó äèñêðå-
òíî¨, ó öüîìó âèïàäêó ìàòðè÷íî¨, ñèñòåìè.

Ðîçãëÿäàþ÷è äåÿêó ïîïóëÿöiþ, áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíà ðîç-
ïàäà¹òüñÿ íà n âiêîâèõ ãðóï. ×èñåëüíiñòü i-î¨ âiêîâî¨ ãðóïè ïîçíà-
÷àòèìåìî ÷åðåç xi(t), i = 1, 2, . . . , n.

ßêùî äëÿ ïîïóëÿöi¨ ñóòò¹âèé ïîäië íà ñòàòi, òî ââàæàòèìåìî,
ùî xi(t) � ÷èñåëüíiñòü ñàìîê i-î¨ ãðóïè.

Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó ïîïóëÿöié âiçüìå-
ìî äî óâàãè ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ, âèìèðàííÿ òà ñòàðiííÿ. Áóäå-
ìî ââàæàòè, ùî ïåðøà âiêîâà ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ ç íàùàäêiâ óñiõ
âiêîâèõ ãðóï, ÿêi ç'ÿâèëèñÿ â ïðîìiæêó ÷àñó (t, t+ 1), à êiëüêiñòü
íàùàäêiâ âiêîâî¨ ãðóïè ïðîïîðöiéíà ÷èñåëüíîñòi öi¹¨ ãðóïè, òîäi

x1(t+ 1) = b1x1(t) + b2x2(t) + · · ·+ bnxn(t). (5.6.1)
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Êîåôiöi¹íòè bi ≥ 0 íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè íàðîäæóâàíîñòi.
Íåõàé bn ̸= 0. ×åðåç îäèíèöþ ÷àñó â i+ 1-ó âiêîâó ãðóïó ïåðåéäå
äåÿêà ÷àñòèíà i-¨ ãðóïè, òîáòî ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

xi+1(t+ 1) = aixi(t), i = 1, 2, . . . , n− 1, (5.6.2)

äå ai (0 < ai ≤ 1) � ÷àñòêà îñiá i-ãî âiêó, ùî äîæèâàþòü äî i+1-ãî
âiêó.

Ìîäåëü (5.6.1), (5.6.2), ùî âðàõîâó¹ âiêîâèé öåíç, íàçèâà¹òüñÿ
ìîäåëëþ Ëåñëi (Leslie P.H., 1900�1974, ôiçiîëîã, ìàòåìàòèê).

Âîíà ìîæå áóòè çàïèñàíà â ìàòðè÷íié ôîðìi

X(t+ 1) = LX(t), (5.6.3)

äå X(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
T � âåêòîð ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨

ó âèäiëåíèõ âiêîâèõ ãðóïàõ,

L =


b1 b2 . . . bn
a1 0 . . . 0
0 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 an−1 0

 . (5.6.4)

Ìàòðèöþ L íàçèâàþòü ìàòðèöåþ Ëåñëi. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè Ëåñëi
âèêëàäåíi â [126, 127].

Äîñëiäèìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïîñëiäîâíîñòi X(t) ïðè
t → ∞. ßêùî çàäàòè ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië X(0), òî äëÿ äèñêðå-
òíîãî ÷àñó t ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

X(t) = LtX(0), (5.6.5)

ÿêå âèçíà÷à¹ âåêòîð X(t) ó çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ i çíà-
÷åíü Lt. Ïîâåäiíêà ìàòðèöi Lt âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèìè
êîðåíÿìè ìàòðèöi L.

Ìàòðèöÿ Ëåñëi ïîäiáíà äî ñâî¹¨ æîðäàíîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè
é ìîæå áóòè çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

L = Pdiag (J1, . . . , Jm)P−1,
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äå Ji � æîðäàíîâi êëiòêè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åí-
íÿì λi, i = 1, 2, . . . ,m, à ñòîâïöi ìàòðèöi P ñêëàäàþòü æîðäàíiâ
áàçèñ.

Êîæíà êëiòêà J1, J2, . . . , Jm ìà¹ âèãëÿä

J̃ =


λ 1 . . . 0
0 λ . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λ

 ,

äå λ � îäíå ç âëàñíèõ ÷èñåë λ1, . . . , λm, à ïîðÿäîê J̃ äîðiâíþ¹
àëãåáðà¨÷íié êðàòíîñòi k ÷èñëà λ.

ßê âiäîìî, äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè äåÿêó ôóíêöiþ âiä ìàòðè-
öi L, ïîòðiáíî öi¹þ ôóíêöi¹þ ïîäiÿòè íà æîðäàíîâó íîðìàëüíó
ôîðìó, çîêðåìà

Lt = Pdiag (J t
1, J

t
2, . . . , J

t
m)P−1.

Âèçíà÷èìî õàðàêòåð âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi L, äëÿ öüîãî
çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

det(λE − L) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ− b1 −b2 . . . −bn−1 −bn
−s1 λ . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −sn−1 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ðîçêðèâàþ÷è âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà, ìà¹ìî

∆(λ) ≡ λn − b1λ
n−1 − b2a1λ

n−2 − · · · − bna1 . . . an−1 = 0. (5.6.6)

Óíàñëiäîê çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü âiëüíèé ÷ëåí âiäìiííèé âiä
íóëÿ, òîìó ñåðåä êîðåíiâ íåìà¹ íóëüîâèõ, à çãiäíî ç òåîðåìîþ Äå-
êàðòà, êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
çìií çíàêiâ ó ïîñëiäîâíîñòi éîãî êîåôiöi¹íòiâ àáî íà ïàðíó êiëü-
êiñòü ìåíøà. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí ∆(λ) ìà¹ îäíó çíàêîçìiíó â ïî-
ñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ i ∆(0) < 0, ∆(∞) = ∞, òî iñíó¹ ¹äèíèé
äiéñíèé êîðiíü λ1 > 0 õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (5.6.6).

Çà òåîðåìîþ Ôðîáåíióñà, äëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λi íåâiä'¹ìíî¨
ìàòðèöi L âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |λi| ≤ λ1, i = 1, 2, . . . , n.
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ßêùî |λi| = λ1 ïðè i = 1, 2, . . . , h, òî ìàòðèöÿ L ïðè h > 1
íàçèâà¹òüñÿ iìïðèìiòèâíîþ, à ÷èñëî h � iíäåêñîì iìïðèìiòèâíîñòi
ìàòðèöi. Ïðè h = 1 ìàòðèöÿ L ïðèìiòèâíà (|λi| < λ1, i ̸= 1).

Ïðèìiòèâíiñòü ìàòðèöi Ëåñëi ìîæíà âñòàíîâèòè, íå çíàõîäÿ÷è
âëàñíèõ ÷èñåë. Íåõàé bn1 , bn2 , . . . , bnj , bn � êîåôiöi¹íòè íàðîäæó-
âàííîñòi, âiäìiííi âiä íóëÿ (> 0). Ìàòðèöÿ L áóäå ïðèìiòèâíîþ
òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öiëèõ ÷èñåë
n − nj , nj − nj−1, . . . , n2 − n1 äîðiâíþ¹ 1. Äîâåäåííÿ öüîãî ôà-
êòó ìîæíà çíàéòè â êíèãàõ ç òåîði¨ ìàòðèöü. Çîêðåìà, ìàòðèöÿ
Ëåñëi ïðèìiòèâíà, ÿêùî â ìîäåëi iñíóþòü äâà ñóìiæíèõ êëàñè ç
íåíóëüîâîþ íàðîäæóâàíiñòþ. Ó âèïàäêó bn > 0 ìàòðèöÿ L ùå é
íåçâiäíà. Äëÿ íåâiä'¹ìíî¨ íåçâiäíî¨ i ïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi A òåîðå-
ìà Ôðîáåíióñà�Ïåððîíà ñòâåðäæó¹, ùî â ìàòðèöi A iñíó¹ ïðîñòå
äîäàòíå i ñòðîãî äîìiíàíòíå âëàñíå ÷èñëî ç äîäàòíèì ëiâèì i ïðà-
âèì âëàñíèìè âåêòîðàìè.

Äëÿ ïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi

Lt = Pdiag (λt1, J
t
2, . . . , J

t
m)P−1.

Äëÿ äîñèòü âåëèêèõ t

J̃ t =


λt

t

1!
λt−1 . . .

t(t− 1) . . . (t− k + 2)

(k − 1)!
λt−k+1

0 λt . . .
t(t− 1) . . . (t− k + 3)

(k − 2)!
λt−k+2

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . λt

 .

Îñêiëüêè ïðè |λ| < λ1 (äëÿ ïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi L) lim
t→∞

( J̃
λ1

)t
=

0, òî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó (5.6.5) ïðè t → ∞ ìîæíà çàäàòè
ôîðìóëîþ

X(t) ≈ c1λ
t
1y1, (5.6.7)

äå y1 > 0 � âëàñíèé âåêòîð, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ
λ1 > 0. Òîáòî ãðàíè÷íà âiêîâà ñòðóêòóðà ïîïóëÿöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ
êîìïîíåíòàìè âëàñíîãî âåêòîðà äîìiíàíòíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ1.

Ç ôîðìóëè (5.6.7) âèïëèâà¹ âàæëèâèé ÿêiñíèé âèñíîâîê: ïðè

λ1 < 1 ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹ ( lim
t→∞

|X(t)| = 0), äå |X(t)| =
n∑

i=1

xi(t),
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ïðè λ1 > 1 ïîïóëÿöiÿ íåîáìåæåíî çðîñòà¹ ( lim
t→∞

|X(t)| = ∞), òàê

ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi
{LtX(0)

λt1

}∞

t=0
, ïðè λ1 = 1 iñíó¹

íåòðèâiàëüíà ãðàíèöÿ X(t) ïðè t → ∞. Îòæå, äîìiíàíòíå âëàñíå
çíà÷åííÿ λ1 âiäiãðà¹ ðîëü, àíàëîãi÷íó ìàëüòóçiàíñüêîìó ïàðàìå-
òðîâi.

Äëÿ òîãî, ùîá äiçíàòèñÿ, ÿêà çi ñòðàòåãié áóäå ðåàëiçîâàíà,
íåîáîâ'ÿçêîâî çíàõîäèòè ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ λ1 (òåõíi÷íî öå
ìîæå áóòè ñêëàäíîþ çàäà÷åþ), à äîñèòü ëèøå ç'ÿñóâàòè: λ1 áiëüøå
÷è ìåíøå çà îäèíèöþ. Öå ìîæíà çäiéñíèòè òàê. Ïîäiëèìî (5.6.6)

íà λn i ïîçíà÷èìî µ =
1

λ
, òîäi äëÿ µ îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

P (µ) ≡ b1µ+ b2a1µ
2 + · · ·+ bna1 + · · ·+ an−1µ

n = 1. (5.6.8)

Ïîëiíîì P (µ) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ ôóíêöi¹þ äiéñíîãî àð-
ãóìåíòó µ, îñêiëüêè âñi éîãî êîåôiöi¹íòè äîäàòíi, é, êðiì òîãî,
P (0) = 0. Òîìó, ÿêùî P (1) > 1, òî êîðiíü ðiâíÿííÿ (5.6.8) µ∗ < 1
(ðèñ. 5.10, à), à öå îçíà÷à¹, ùî λ1 > 1 (ïîïóëÿöiÿ âèæèâà¹).

à á
Ðèñ. 5.10. Iñíóâàííÿ òà õàðàêòåð êîðåíiâ ðiâíÿííÿ P (µ) = 1

ßêùî P (1) < 1, òî êîðiíü µ∗ > 1 (ðèñ. 5.10, á ), òîáòî λ1 < 1
(ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹), ÿêùî P (1) = 1, òî µ∗ = 1, à îòæå, λ1 = 1.

Äëÿ iìïðèìiòèâíî¨ ìàòðèöi L ãðàíè÷íà âiêîâà ñòðóêòóðà ìà¹
ñêëàäíiøó ïîâåäiíêó [92].

Ïðèêëàä 5.1. Ïðè âèâ÷åííi äèíàìiêè íàñåëåííÿ äåÿêî¨ êðà¨-
íè âñþ ïîïóëÿöiþ ðîçáèëè íà 3 ãðóïè � ïî 20 ðîêiâ êîæíà, òàê ùî
ïåðøà âiêîâà ãðóïà âêëþ÷à¹ îñîáèí âiêîì âiä 0 äî 19 ðîêiâ, äðóãà
� âiä 20 äî 39 ðîêiâ i òðåòÿ � âiä 40 äî 59 ðîêiâ.
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Ìàòðèöÿ Ëåñëi äëÿ äèíàìiêè öèõ òðüîõ êëàñiâ ìà¹ âèãëÿä

L =

 0, 42 0, 84 0, 12
0, 99 0 0
0 0, 98 0

 .

Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ìîäåëi íàâåäåíi íà ðèñ. 5.11.

Ðèñ. 5.11. Àíàëiç ìîäåëi Ëåñëi. Ëiñòèíã ïðîãðàìè íà Mathcad

Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi L: λ1 = 1, 1964 > 0, λ2 =
−0, 6193, λ3 = −0, 1571. Íîðìàëiçîâàíèé âëàñíèé âåêòîð
y1, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ1, ìà¹ âèãëÿä y1 =
(0, 6829; 0, 5651; 0, 4629)T > 0. Òîìó íàñåëåííÿ öèõ òðüîõ âiêîâèõ
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ãðóï çáiëüøó¹òüñÿ òàê, ùî â àñèìïòîòèöi âåêòîð X(t) íà êîæíî-

ìó êðîöi ìíîæèòüñÿ íà λ1 i
X(t)

λt1
ìà¹ ñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè

t → ∞, ÿêà çàëåæèòü âiä âëàñíîãî âåêòîðà y1 i ïî÷àòêîâîãî âå-
êòîðà X(0). N

5.7. Äèñêðåòíi ìîäåëi ðîñòó âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié

Ðîçãëÿíåìî äâà âçà¹ìîäiþ÷èõ ìiæ ñîáîþ âèäè, êîæåí ç ÿêèõ
ìà¹ íåïåðåêðèâíi ïîêîëiííÿ i âïëèâà¹ íà ïîïóëÿöiéíó äèíàìiêó
iíøîãî. ßê i â ìîäåëÿõ iç íåïåðåðâíèì ðîñòîì äëÿ içîëüîâàíèõ
ïîïóëÿöié, òàê ñàìî ìîæíà ðîçãëÿäàòè äèñêðåòíi ìîäåëi âçà¹ìîäi¨
�õèæàê�æåðòâà�, êîíêóðåíöi¨ òà ñèìáiîçó.

Ðîçãëÿíåìî äèñêðåòíó ìîäåëü ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�. Â íié
øâèäêiñòü ðîñòó õèæàêà çáiëüøó¹òüñÿ çà ðàõóíîê iíøîãî âèäó.

Ïðèêëàäîì òàêèõ óãðóïîâàíü ¹ ïîïóëÿöi¨ êîìàõ, ¨õ æèòò¹âi
öèêëè óñïiøíî ìîäåëþþòüñÿ äèñêðåòíèìè ìîäåëÿìè.

Ââàæàòèìåìî, ùî âçà¹ìîäiÿ æåðòâè N i õèæàêà P îïèñó¹òüñÿ
äèñêðåòíîþ ñèñòåìîþ âèãëÿäó

Nt+1 = rNtf(Nt, Pt),

Pt+1 = Ntg(Nt, Pt), (5.7.1)

äå r > 0 � êîåôiöi¹íò ðîñòó ÷èñåëüíîñòi æåðòâè, à ôóíêöi¨ f i g
� öå ôóíêöi¨, ÿêi çàäàþòü ðåïðîäóêòèâíó åôåêòèâíiñòü æåðòâè i
åôåêòèâíiñòü ïîøóêó æåðòâè õèæàêîì.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîñòó ìîäåëü, â ÿêié õèæàê ìà¹ íåî-
áìåæåíi ìîæëèâîñòi ïî¨äàííÿ æåðòâè. Ìîäåëü ìà¹ âèãëÿä

Nt+1 = rNt exp(−aPt), a > 0,

Pt+1 = Nt(1− exp(−aPt)), (5.7.2)

äå Nt � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ æåðòâ, à Pt � ÷èñåëüíiñòü õèæàêà
â ìîìåíò ÷àñó t. Öþ ìîäåëü â åêîëîãi÷íié ëiòåðàòóði íàçèâàþòü
ìîäåëëþ Íiêîëñîíà�Áåéëi.

Çàóâàæèìî, ùî çà âiäñóòíîñòi õèæàêiâ (Pt = 0), Nt+1 = rNt

i ïðè r > 1 âiäáóâà¹òüñÿ çáiëüøåííÿ ÷èñåëüíîñòi æåðòâ ó ãåî-
ìåòðè÷íié ïðîãðåñi¨, ùî ¹ ïðîñòîþ ìîäåëëþ Ìàëüòóñà. Ç iíøîãî
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áîêó, ïðè âiäñóòíîñòi æåðòâ, ïîïóëÿöiÿ õèæàêà âèìèðà¹ çà îäíå
ïîêîëiííÿ, îñêiëüêè ïðè Nt = 0 ìà¹ìî Pt+1 = 0. Â çàãàëüíîìó
âèïàäêó íàÿâíiñòü õèæàêà çìåíøó¹ íà êîæíîìó ÷àñîâîìó êðîöi
ïîïóëÿöiþ æåðòâ â exp(−aPt) ðàçiâ, ùî â ñâîþ ÷åðãó âiäáèâà¹òüñÿ
íà ÷èñåëüíîñòi õèæàêiâ íà íàñòóïíîìó ÷àñîâîìó êðîöi (äðóãå ðiâ-
íÿííÿ ñèñòåìè).

Âiäîáðàæåííÿ, ùî çàäà¹òüñÿ ñèñòåìîþ (5.7.2), ìà¹ äâi íåðóõîìi
òî÷êè

N∗
1 = 0, P ∗

1 = 0

i

N∗
2 =

r ln r

a(r − 1)
, P ∗

2 =
ln r

a
, r > 1.

Ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó çà ïåðøèì íàáëèæåííÿì âñòà-
íîâëþ¹òüñÿ çâè÷àéíèì ñïîñîáîì. Ó ñèñòåìi (5.7.2) ðîáèòüñÿ çàìiíà

Nt = N∗ + nt, Pt = P ∗ + pt,
∣∣∣ nt
N∗

∣∣∣ << 1,
∣∣∣ pt
P ∗

∣∣∣ << 1,

i çáåðiãàþòüñÿ òiëüêè ëiíiéíi ÷ëåíè.
Äëÿ ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó (0, 0) ëiíåàðèçîâàíà ñèñòåìà ìà¹ âè-

ãëÿä
nt+1 = rnt, pt+1 = 0,

à îòæå, òðèâiàëüíå çíà÷åííÿ ðiâíîâàãè ñòiéêå ïðè r < 1, îñêiëüêè
Nt → 0 ïðè t→ ∞, i íåñòiéêå ïðè r > 1, òîáòî äëÿ òèõ r, ïðè ÿêèõ
iñíó¹ äîäàòíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ äîäàòíîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó (N∗, P ∗) ìà¹ìî ëiíiéíó
ñèñòåìó ðiâíÿíü

nt+1 = nt −N∗apt,

pt+1 = nt

(
1− 1

r

)
+
N∗a

r
pt. (5.7.3)

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè çäiéñíèìî iòåðàöiþ ïåðøîãî
ðiâíÿííÿ i äàëi âèêîðèñòà¹ìî äðóãå ðiâíÿííÿ, ùîá îòðèìàòè ðiâ-
íÿííÿ âiäíîñíî nt, òîáòî

nt+2 = nt+1 −N∗apt+1 = nt+1 −N∗a
[
nt

(
1− 1

r

)
+
N∗a

r
pt

]
=

= nt+1 −N∗a
[(

1− 1

r

)
nt +

1

r
(nt − nt+1)

]
.
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Îñòàòî÷íî

nt+2 −
(
1− N∗a

r

)
nt+1 +N∗ant = 0. (5.7.4)

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.7.4) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi nt = Aµt, òîäi
äëÿ çíà÷åíü µ ìà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ:

µ2 −
(
1− N∗a

r

)
µ+N∗a = 0. (5.7.5)

Óíàñëiäîê ïiäñòàíîâêè çíà÷åííÿ N∗
2 â (5.7.5), õàðàêòåðècòè÷íå

ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó

µ2 −
(
1 +

1

r − 1
ln r
)
µ+

r

r − 1
ln r = 0, r > 1. (5.7.6)

Êîðåíÿìè (5.7.6) ¹ ÷èñëà

µ1,2 =
1

2

[(
1 +

ln r

r − 1

)
±
((

1 +
ln r

r − 1

)2
− 4

r ln r

r − 1

)1/2]
.

Çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (5.7.4) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

nt = A1µ
t
1 +A2µ

t
2,

äå A1, A2 � äîâiëüíi ñòàëi. Àíàëîãi÷íî äëÿ pt îäåðæó¹ìî:

pt = B1µ
t
1 +B2µ

t
2,

äå B1, B2 � äîâiëüíi ñòàëi.
Îñêiëüêè ln r < r− 1, r ln r > r− 1 ïðè r > 1, òî äèñêðèìiíàíò

ðiâíÿííÿ (5.7.5) âiä'¹ìíèé i êîðåíi µ1, µ2 êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi, ¨õ
äîáóòîê äîðiâíþ¹

µ1µ2 =
r ln r

r − 1
> 1, r > 1,

à îòæå, nt → ∞ ïðè t→ ∞.
Òîìó ñòàöiîíàðíèé ñòàí N∗

2 , P
∗
2 íåñòiéêèé.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîñëiäæåííÿ íà ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêó N∗
2 ,

P ∗
2 ìîæíà ïîáóäóâàòè ÿêîáiàí i çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi.
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Ìàòðèöÿ ßêîái ìà¹ âèãëÿä

J(N,P ) =
( re−aP −arNe−aP

1− e−aP aNe−aP

)
,

à â òî÷öi (N∗
2 , P

∗
2 ) �

J(N∗
2 , P

∗
2 ) =

( 1 −aN∗
2

r − 1

r

a

r
N∗

2

)
=
( 1

r ln r

1− r
r − 1

r

ln r

r − 1

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ äëÿ J(N∗
2 , P

∗
2 ) ìà¹ âèãëÿä (5.7.6).

×èñëîâå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (5.7.2) ïîêàçó¹, ùî ôàçîâi êî-
îðäèíàòè Nt, Pt íåîáìåæåíî çðîñòàþòü, ïðè öüîìó âiäáóâà¹òüñÿ
êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòåé (ðèñ. 5.12), îñêiëüêè êîðåíi µ1, µ2 � êîì-
ïëåêñíî ñïðÿæåíi.

Îòæå, öÿ ìîäåëü çàíàäòî ïðîñòà äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü,
òîìó ðîçãëÿíåìî áiëüø ðåàëiñòè÷íó ìîäåëü äëÿ îïèñó âçà¹ìîäi¨
ñèñòåìè �õèæàê�æåðòâà�.

Ðèñ. 5.12. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.7.2) ïðè çíà÷åííi
ïàðàìåòðiâ a = 0, 25; r = 1, 9; N0 = 5; P0 = 4

Àíàëiçóþ÷è (5.7.6), ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî êiëüêiñòü çó-
ñòði÷åé õèæàêà òà æåðòâè íåîáìåæåííî çðîñòà¹ ïðè çðîñòàííi ÷è-
ñåëüíîñòi æåðòâè, ùî íåéìîâiðíî, îñêiëüêè àïåòèòè õèæàêà íå áåç-
ìåæíi.
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Òîìó ñèñòåìó (5.7.2) çìiíèìî òàê, ùîá äîäàòè åôåêò äëÿ íà-
ñè÷åííÿ ïîïóëÿöi¨ æåðòâè, òîáòî çðîáèòè ìîäåëü ç îáìåæåííÿì
çäîáè÷i.

Îòðèìà¹ìî áiëüø ðåàëiñòè÷íó ìîäåëü âèãëÿäó

Nt+1 = Nt exp(−aPt + r(1− Nt

K
)),

Pt+1 = Nt(1− exp(−aPt)). (5.7.7)

ßêùî â (5.7.7) ïiäñòàâèòè Pt = 0, òî öÿ ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî
ðiâíÿííÿ (5.4.1), ÿêå ìà¹ äîäàòíó ñòiéêó ñòàöiîíàðíó òî÷êó N∗ =
K ïðè 0 < r < 2 i êîëèâíi òà ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ïðè r > 2.

Íåòðèâiàëüíi ñòàöiîíàðíi ñòàíè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ðiâíÿíü

1 = exp
(
r
(
1− N∗

K

)
− aP ∗

)
,

P ∗ = N∗
(
1− exp(−aP ∗)

)
.

(5.7.8)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.7.8) ìà¹ìî

P ∗ =
r

a

(
1− N∗

K

)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è P ∗ â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (5.7.8), îäåðæó¹ìî
òðàíñöåíäåíòíå ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ N∗ âèãëÿäó

r
(
1− N∗

K

)
aN∗ = 1− exp

(
− r
(
1− N∗

K

))
. (5.7.9)

Î÷åâèäíî, ùî N∗ = K, P ∗ = 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì (5.7.8)
Ãðàôi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî, êðiì N∗

1 = K, ðiâíÿííÿ (5.7.9)
ìà¹ ùå îäèí ðîçâ'ÿçîêN∗

2 < K (ðèñ. 5.13). Öåé ðîçâ'ÿçîê çàëåæèòü
âiä ïàðàìåòðiâ r, a, K i éîãî ìîæíà çíàéòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.
ßêùî N∗

2 âèçíà÷åíî, òî ç (5.7.8) ìîæíà çíàéòè P ∗
2 .

Óìîâè ëiíiéíî¨ ñòiéêîñòi ñòàíó ðiâíîâàãè N∗
2 , P

∗
2 ìîæíà îòðè-

ìàòè òàê ñàìî, ÿê i äëÿ ìîäåëi (5.7.2), àëå öå âæå ìîæíà çðîáèòè
÷èñëîâèìè ìåòîäàìè.
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Ðèñ. 5.13. Ãðàôi÷íèé àíàëiç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (5.7.9) ïðè
r = 8; a = 5; k = 1, 5

Äåòàëüíèé àíàëiç öi¹¨ ìîäåëi ìîæíà çíàéòè â ñòàòòi [116]. Â
öié ïðàöi ïîêàçàíî, ùî ïðè äåÿêèõ r > 0 ðiâíîâàãà ñòiéêà, à ïðè
âåëèêèõ r âîíà äåìîíñòðó¹ áiôóðêàöiþ. Òóò òàêîæ âèçíà÷åíi ìå-
æi ñòiéêîñòi â ïàðàìåòðè÷íîìó ïðîñòîði r, N∗

2 /K, äå âiäáóâà¹òüñÿ
áiôóðêàöiéíèé ïåðåõiä âiä ñòiéêîñòi äî íåñòiéêîñòi i äå iñíóþòü
ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè, ÿêi ïåðåõîäÿòü ó õàîñ. Çàóâàæèìî, ùî àíà-
ëiç ñòiéêîñòi äâîâèäîâèõ ìîäåëåé ÷àñòî äîâîäèòüñÿ âèêîíóâàòè â
÷èñëîâîìó âèãëÿäi (ðèñ. 5.14).

Ðèñ. 5.14. Äèíàìiêà ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (5.7.7): P0 = 0, 2;
N0 = 0, 5; a = 2; K = 4; a � r = 1; á � r = 2, 4
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Àíàëiç äâîâèäîâèõ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé íà ïðàêòèöi ìîæå áó-
òè âèêîðèñòàíèé äëÿ áiîëîãi÷íîãî ðåãóëþâàííÿ ÷èñåëüíîñòi øêi-
äíèêiâ. Ñåíñ âèêîðèñòàííÿ õèæàêiâ äëÿ ðåãóëþâàííÿ ÷èñåëüíî-
ñòi øêiäíèêiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çìåíøèòè êiëüêiñòü øêiäíèêiâ,
çáiëüøóþ÷è ÷èñåëüíiñòü õèæàêiâ. Õî÷à áiëüøiñòü ìîäåëåé ç ðå-
àëüíèìè õèæàêàìè i ðåàëüíèìè æåðòâàìè ãðóái ïî âiäíîøåííþ
äî ñòiéêîñòi, çóñòði÷àþòüñÿ é íåãðóái ìîäåëi. Îñü ÷îìó àíàëiç ìî-
äåëåé óêðàé âàæëèâèé.

Ó ïðîàíàëiçîâàíèõ ìîäåëÿõ îñíîâíà óâàãà çâåðòàëàñü íà ïî-
áóäîâó ìîäåëåé, iñíóâàííÿ òà äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ
ñòàíiâ i ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Öiêàâi çàäà÷i âèçíà÷åííÿ âïëè-
âó ïî÷àòêîâèõ óìîâ íà äèíàìiêó ïîïóëÿöié, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ
ñèñòåì, äå ÷àñîâi êðîêè äëÿ õèæàêà òà æåðòâè íåîäíàêîâi.

5.8. Äèñêðåòíi ìîäåëi ç çàïiçíåííÿì

Óñi ðîçãëÿíóòi âèùå äèñêðåòíi ìîäåëi áàçóâàëèñÿ íà ïðèïó-
ùåííi, ùî ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ Nt+1 âèçíà÷àëàñÿ íà îñíîâi Nt,
òîáòî ðîçãëÿäàëèñÿ ìîäåëi âèãëÿäó (5.2.1). Öå ìà¹ ìiñöå äëÿ ïîïó-
ëÿöié êîìàõ. Àëå äëÿ äåÿêèõ ãðóï òâàðèí äëÿ äîñÿãíåííÿ ñòàòåâî¨
çðiëîñòi ïîòðiáíèé çíà÷íèé ÷àñ. Öå îçíà÷à¹, ùî ìîäåëü ïîïóëÿöié-
íî¨ äèíàìiêè ïîâèííà âêëþ÷àòè çàïiçíåííÿ. ßêùî öå çàïiçíåííÿ
äëÿ äîñÿãíåííÿ ñòàòåâî¨ çðiëîñòi ñêëàäà¹ T ÷àñîâèõ êðîêiâ, òî ïî-
òðiáíî ðîçãëÿäàòè ðiçíèöåâi ìîäåëi âèãëÿäó

ut+1 = f(ut, ut−T ),

äå ut � ìàñøòàáîâàíà ÷èñåëüíiñòü.
Äëÿ òîãî, ùîá çðîçóìiòè âïëèâ çàïiçíåííÿ, ðîçãëÿíåìî ïðîñòó

ìîäåëü, ÿêà ìà¹ i ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ

ut+1 = ut exp(r(1− ut−1)), r > 0. (5.8.1)

Öå âåðñiÿ ìîäåëi (5.4.1) iç çàïiçíåííÿì.
Ðiâíÿííÿ (5.8.1) ìà¹ äâà ñòàöiîíàðíèõ ñòàíè: u∗ = 0, u∗ = 1.

Ñòàöiîíàðíèé ñòàí u∗ = 0 � íåñòiéêèé, îñêiëüêè ëiíåàðèçàöiÿ ut =
vt â îêîëi u∗ = 0 äà¹ vt+1 = ervt.

Äëÿ ëiíåàðèçàöi¨ â îêîëi u∗ = 1 ïiäñòàâèìî â (5.8.1)

ut = 1 + vt, |vt| << 1.
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Òîäi îäåðæèìî

1 + vt+1 = (1 + vt) exp(−rvt−1) ≈ (1 + vt)(1− rvt−1),

àáî
vt+1 − vt + rvt−1 = 0. (5.8.2)

Ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi

vt = µt.

Äëÿ µ ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

µ2 − µ+ r = 0,

çâiäêè

µ1,2 =
1

2
(1±

√
1− 4r), r < 1/4,

µ1,2 = ρe±iφ, r > 1/4,

äå
ρ = r1/2, tgφ =

√
4r − 1.

Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (5.8.2) ¹ ôóíêöiÿ

vt = Aµt1 +Bµt2, (5.8.3)

äå A, B � äîâiëüíi ñòàëi.
ßêùî r < 1/4, òî µ1, µ2 � äiéñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 0 < µ1 < 1

i 0 < µ2 < 1. Òîäi ç (5.8.3) ìà¹ìî, ùî vt → 0 ïðè t → ∞, à
îòæå, u∗ = 1 ¹ ñòiéêèì ñòàöiîíàðíèì ðîçâ'ÿçêîì. Áiëüøå òîãî,
iíøi ðîçâ'ÿçêè íàáëèæàþòüñÿ äî ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó ìîíîòîííî.

ßêùî r >
1

4
, òî µ1, µ2 � êîìïëåêñíi ÷èñëà, ïðè÷îìó ñïðÿæåíi:

µ2 = µ1 i µ1µ2 = ρ2 = r. Òîìó ïðè 1/4 < r < 1 ìà¹ìî |µ1||µ2| < 1.
Ó öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçêîì (5.8.2) ¹ âèðàç vt = Aµt1 +Bµ−t

1 i,
îñêiëüêè vt ìà¹ áóòè äiéñíèì, òî B = A i

vt = 2|A|ρt cos(tφ+ γ), γ = argA,φ = arctg
√
4r − 1.

Êîëè r ïåðåõîäèòü ÷åðåç êðèòè÷íå çíà÷åííÿ r = 1, òî |µ1| > 1.
Òîäi vt çðîñòà¹ íåîáìåæåíî ïðè t→ ∞ i u∗ = 1 ¹ íåñòiéêèì.
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ßêùî r → 1, òî φ → arctg
√
3 = π/3 i, îñêiëüêè φ =

π

3
ïðè

r ≈ 1, òî vt ≈ 2|A| cos
(
tπ3 +γ

)
ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ ç ïåðiîäîì, ùî

äîðiâíþ¹ 6. Ìîæíà î÷iêóâàòè, ùî äëÿ r ÷óòü áiëüøå çà îäèíèöþ
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.8.1) òåæ ïåðiîäè÷íèé iç ïåðiîäîì 6.

Ðèñ. 5.15 iëþñòðó¹ ÷èñëîâi ðîçâ'ÿçêè (5.8.1) ïðè ðiçíèõ çíà÷åí-
íÿõ r > 1.

Ðèñ. 5.15. Ðîçâ'ÿçêè ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ (5.8.1) äëÿ äâîõ
çíà÷åíü r > 1, a � r = 1, 1, á � r = 1, 4, u0 = 0, 8, u1 = 1, 05
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Ç äîñëiäæåíü äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì ìîæíà ïî-
áà÷èòè, ùî çàïiçíåííÿ ïðèâîäèòü äî äåñòàáiëiçàöi¨ i ÷èì áiëüøå
çàïiçíåííÿ, òèì áiëüøèé äåñòàáiëiçóþ÷èé åôåêò.

Ðiçíèöåâå ðiâíÿííÿ (5.4.1) áåç çàïiçíåííÿ ïðè r = 2 ïåðåõîäèòü
äî ñòiéêîãî öèêëó äîâæèíîþ 2, à ðiâíÿííÿ (5.8.1) ïðè êðèòè÷íîìó
çíà÷åííi r = 1 � äî öèêëó ç ïîðÿäêîì 6.

Íàñàìêiíåöü âiäçíà÷èìî, ùî Ìiæíàðîäíà êîìiñiÿ ç êèòîáiéíî-
ãî ïðîìèñëó ñèíiõ êèòiâ äëÿ ðîçóìiííÿ äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨ êèòiâ
âèêîðèñòîâó¹ ìîäåëü îõîðîíè êèòiâ, ùî áàçó¹òüñÿ íà äèñêðåòíîìó
ðiâíÿííi iç çàïiçíåííÿì âèãëÿäó

Nt+1 = (1− µ)Nt +R(Nt−T ).

Òóò Nt � ÷èñåëüíiñòü äîðîñëèõ êèòiâ; (1 − µ)Nt � ÷àñòèíà êèòiâ,
ÿêi áóäóòü æèâèìè ÷åðåç ðiê; R(Nt−T ) � ïîïîâíåííÿ ïîïóëÿöi¨ äî-
ðîñëèõ êèòiâ, ÿêi íàðîäèëèñÿ T ðîêiâ òîìó (T � ÷àñ äîðîñëiøàííÿ
íîâîíàðîäæåíèõ êèòiâ, T = 5�10 ðîêiâ).

5.9. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

5.1. Äëÿ ìîäåëi Ñêåëëàìà

Nt+1 = aNt/(1 + bNt), a, b = const > 0

çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Äîâåñòè, ùî
öå âiäîáðàæåííÿ íåìà¹ æîäíèõ öèêëiâ.

5.2. Äèñêðåòíà ìîäåëü ç óðàõóâàííÿì åôåêòó Îëëi ìà¹ âèãëÿä

Nt+1 = aN2
t /(b

2 +N2
t ), a > 0.

Âèâ÷èòè ïèòàííÿ iñíóâàííÿ íåðóõîìèõ òî÷îê i çíàéòè óìîâè ¨õ
ñòiéêîñòi. Íà îñíîâi öüîãî ïîêàçàòè, ùî ïðè a2 > 4b2 iñíó¹ íèæí¹
êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ÷èñåëüíîñòi, ïåðåéøîâøè ÿêå ïîïóëÿöiÿ ïðè-
ðå÷åíà íà âèìèðàííÿ. Äîâåñòè âiäñóòíiñòü ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Ïðîâåñòè ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

5.3. Äëÿ äèíàìi÷íî¨ ñèñòåìè ç äèñêðåòíèì ÷àñîì

Nt+1 = rNt/(1 + aNt)
b, b > 0, a > 0,
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çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè, äîñëiäèòè ¨õ ñòiéêiñòü i îá÷èñëèòè
ïåðøi áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ.

5.4. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè

Nt+1 = Nt

(
1 + r

(
1− Nt

K

))
çíàéòè íåâiä'¹ìíi ñòàíè ðiâíîâàãè òà äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.
Çíàéòè ïåðøi áiôóðêàöiéíi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ òà ç'ÿñóâàòè ÷è
iñíóþòü öèêëè â öüîìó ðiâíÿííi. Ïðîâåñòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïå-
ðèìåíòè.

5.5. Äèñêðåòíà ìîäåëü äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä

Nt+1 = rNt/(1 + bN2
t ), r, b > 0.

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè i ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòié-
êîñòi. Ïîêàçàòè, ùî r = 1 ¹ áiôóðêàöiéíèì çíà÷åííÿì. Äîâåñòè,
ùî ïðè áóäü-ÿêîìó r ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹, ÿêùî b > 4. Ç'ÿñóâàòè,
ÿêèìè âåëè÷èíàìè áóäå îáìåæåíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ Nt.

5.6. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó 5.4. äëÿ ìîäåëi iç çàïiçíåííÿì

Nt+1 =
rNt

1 + bN2
t−1

, r, b > 0.

Ïîêàçàòè, ùî r = 2 ¹ áiôóðêàöiéíèì çíà÷åííÿì.
5.7. Îäíîði÷íi ðîñëèíè äàþòü íàñiííÿ i â êiíöi ëiòà âèìèðà-

þòü. Âåñíîþ ç ïåâíî¨ ÷àñòèíè íàñiííÿ âèðîñòàþòü íîâi ðîñëèíè.
Äåÿêà ÷àñòèíà íàñiííÿ ìîæå çiéòè ÷åðåç ðiê, ðåøòà íàñiííÿ ïðî-
ïàäà¹. Ïðèïóñòèìî, ùî îäíà ðîñëèíà äà¹ γ íàñiíèí; α � ÷àñòèíà
íàñiííÿ, ùî ñõîäèòü âåñíîþ; β � ÷àñòèíà íàñiííÿ, ùî çiéäå ÷åðåç
ðiê (ââàæà¹òüñÿ, ùî íàñiííÿ ÷åðåç 2 ðîêè íå ñõîäèòü).

Ïîêàçàòè, ùî äèíàìiêà êiëüêîñòi ðîñëèíNt ó ðiê t çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíÿííÿ

Nt+1 = αβγNt + β(1− α)γNt−1.

Äîâåñòè, ùî óìîâà âèæèâàííÿ ïîïóëÿöi¨ ðîñëèí ìà¹ âèãëÿä
γ > 1/(α+ β(1− α)).

Ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê i ïðîàíàëiçóâàòè óìîâè, çà ÿêèõ
âií íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Âêàçiâêà. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ íåîáõiäíî
çíàõîäèòè ó ôîðìi Nt = µt.
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5.8. Äëÿ êîíòðîëþ êiëüêîñòi êîìàõ âèêîðèñòîâóþòü ñòðàòå-
ãiþ çîâíiøíüîãî ââåäåííÿ â ïîïóëÿöiþ ñòåðèëüíèõ êîìàõ, ïðè÷î-
ìó ¨õíÿ êiëüêiñòü ïiäòðèìó¹òüñÿ íà îäíîìó ðiâíi. Îäíà ç ìàòåìà-
òè÷íèõ ìîäåëåé, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó ÷èñåëüíîñòi êîìàõ Nt, ìà¹
âèãëÿä

Nt+1 =
RN2

t

(R− 1)N2
t /M +Nt + S

,

äå R > 1, M > 0, S > 0 � êiëüêiñòü ñòåðèëüíèõ êîìàõ.
Çíàéòè íåðóõîìi òî÷êè ðiâíÿííÿ i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.

Âèâ÷èòè ìîæëèâi áiôóðêàöi¨. Çíàéòè êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ÷èñåëü-
íîñòi S = Sêð, òàêå, ùî ïðè S > Sêð ïîïóëÿöiÿ ïîäàâëÿ¹òüñÿ.
Âèçíà÷èòè ìîæëèâi ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ïðè S < Sêð.

5.9. Äëÿ ðiâíÿííÿ Nt+1 = N3
t + 0.1:

à) äîâåñòè iñíóâàííÿ òðüîõ òî÷îê ñïîêîþ N∗
1 < N∗

2 < N∗
3 ;

á) äîâåñòè, ùî òiëüêè N∗
2 ñòiéêà;

â) çíàéòè iíâàðiàíòíèé iíòåðâàë, ùî ìiñòèòü N∗
2 .

5.10. Äëÿ ìîäåëi Nt+1 = rNt(1 − N2
t ) çíàéòè òî÷êè ñïî-

êîþ i äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ç'ÿñóâàòè, ÷è iñíóþòü ïåðiîäè÷íi
ðîçâ'ÿçêè.

5.11. Äëÿ ìîäåëi Nt+1 = αNt + β, α > 0, β ∈ (−∞,+∞):
à) çíàéòè ñòàöiîíàðíó òî÷êó é äîñëiäèòè ¨¨ íà ñòiéêiñòü;
á) çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ, ïðè ÿêèõ iñíó¹ öèêë äîâæèíîþ

2, i ç'ÿñóâàòè, ÷è áóäå âií ñòiéêèì.
Ðîçãëÿíóòè âèïàäêè β > 0 (ïîñòiéíèé ïðèòîê îñîáèí) òà β < 0

(ïîñòiéíèé âiäòiê îñîáèí).
5.12. Ïîêàçàòè, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

Nt+1 = r sinπNt, t = 0, 1, 2,

âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ ïîäâî¹ííÿ ïåðiîäó ïðè çìiíi ïàðàìåòðà r.
Çíàéòè óíiâåðñàëüíó ñòàëó Ôåéãåíáàóìà. Äîñëiäèòè ñòiéêiñòü ñòà-
öiîíàðíèõ òî÷îê.

5.13. Ðîçãëÿíóòè âiäîáðàæåííÿ Ðiêåðà

Nt+1 = rNt exp(−bNt),

äå r � ìàêñèìàëüíèé êîåôiöi¹íò ðîçìíîæåííÿ; b � êîåôiöi¹íò, ùî
âiäîáðàæà¹ âïëèâ ñàìîðåãóëÿòîðíèõ ìåõàíiçìiâ. Çíàéòè çíà÷åííÿ
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r, ïðè ÿêîìó ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåòðèâiàëüíà íåðóõîìà òî÷êà, òà äiàïà-
çîí çíà÷åíü r ¨¨ ñòiéêîñòi. Ïðè ÿêèõ r âèíèêà¹ ñòiéêèé öèêë äîâ-
æèíîþ 2? ×èñåëüíî âñòàíîâèòè çíà÷åííÿ r, êîëè öèêë äîâæèíîþ
2 âòðà÷à¹ ñâîþ ñòiéêiñòü i ç'ÿâëÿ¹òüñÿ öèêë äîâæèíîþ 4.

5.14. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi äåÿêèõ âèäiâ
ðèá âèêîðèñòîâóþòü ôóíêöiîíàëüíó çàëåæíiñòü âèãëÿäó

Nt+1 =
Nt

1− e−α(1−Nt/K)
.

Âèçíà÷èòè íåâiä'¹ìíi íåðóõîìi òî÷êè çàëåæíî âiä ïàðàìåòðiâ ìî-
äåëi, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæëèâi öèêëè â
öüîìó ðiâíÿííi.

5.15. Äîñëiäèòè äèíàìiêó ïîïóëÿöié, ùî çàäà¹òüñÿ äèñêðå-
òíîþ ìîäåëëþ

Nt+1 = λNt(1−Nt)
−β, β ≥ 1.

Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó.
5.16. Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöiéíó äiàãðàìó äëÿ âiäîáðàæåííÿ

xt+1 =
axt

1 + xt
exp

{
− bxt

1 + xt

}
.

Ââàæàòè b = 2, a ∈ [0, 100]. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè.
Ç'ÿñóâàòè óìîâè ¨õ ñòiéêîñòi. Âäàþ÷èñü äî ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ, ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî ïðè a, b ≈ 35 â ìîäåëi ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñòiéêèé öèêë
äîâæèíîþ 3.

5.17. Ïðîâåñòè àíàëiòè÷íå òà ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ âiäîáðà-
æåííÿ

xn+1 = rxn

(
1− xn +Kx2n

1 +K

)
, k = 0, 1, 2, . . . , 10.

Çíàéòè îáëàñòü çíà÷åíü [r0, r∞] ïàðàìåòðà r, ïðè ÿêèõ âiäðiçîê
[0, 1] âiäîáðàæà¹òüñÿ â ñåáå. Àíàëiòè÷íî çíàéòè íåíóëüîâó íåðóõî-
ìó òî÷êó âiäîáðàæåííÿ é âèçíà÷èòè îáëàñòü ¨¨ ñòiéêîñòi � iíòåðâàë
[r1, r2]. Àíàëiòè÷íî àáî ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè çíàéòè ñòiéêèé öèêë
ïåðiîäó 2. ×èñåëüíî çíàéòè öèêë ïåðiîäó 3 òà çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
r, ïðè ÿêîìó öèêë ïåðåñòà¹ áóòè ñòiéêèì. Ïîáóäóâàòè áiôóðêàöié-
íó äiàãðàìó.
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5.18. Ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ äèñêðåòíî¨ ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi ç
çàïiçíåííÿì

xt+1 = rxt(1− xt−1).

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, äîñëiäèòè ¨õ ñòiéêiñòü çà ëiíiéíèì
íàáëèæåííÿì.

5.19. Íåõàé ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ äèñêðåòíèì ðiâ-
íÿííÿì Ðiêåðà iç çàïiçíåííÿì:

Nt+1 = Nt exp{r(1−Nt−1)},

äå Nt � âiäíîñíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi òî÷êè,
äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïîêàçàòè, ùî ïðè r = 1 âèíèêà¹ áiôóð-
êàöiÿ ñòiéêîñòi.

5.20. Ðîçãëÿíóòè äèñêðåòíó ìîäåëü êîíêóðåíöi¨ äâîõ âèäiâ

xt+1 = xt + a1xt − b1xtyt, yt+1 = yt + a2yt − b2xtyt.

Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, äîñëiäèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü. Ïðîâåñòè
÷èñëîâi åêñïåðèìåíòè ïðè a1 = 0, 01, a2 = 0, 02, b1 = 0, 002, b2 =
0, 001.

5.21. Ïîêàçàòè, ùî ÿâèùåì áiôóðêàöi¨ âîëîäi¹ äâîâèìiðíèé
ïðîöåñ Õåííîíà:

Nt+1 = 1− aN2
t +Mt, Mt+1 = bNt.

Ïðè ôiêñîâàíîìó b çíàéòè êðèòè÷íi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a, ïðè
ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ÿêiñíà çìiíà ïîâåäiíêè ñèñòåìè.

5.22. Ðîçãëÿíåìî ïîïóëÿöiþ, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âiêîâèõ
êëàñiâ: ìîëîäøîãî (ñòàòåâî íåçðiëèõ îñîáèí) i ñòàðøîãî (òi, ùî
áåðóòü ó÷àñòü ó ðîçìíîæåííi). Òàêó äèñêðåòíó ìîäåëü äâîâiêîâî¨
ïîïóëÿöi¨ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

xt+1 = byt, yt+1 = cyt + xt(1− xt),

äå b � êîåôiöi¹íò âèæèâàííÿ i íàðîäæóâàíîñòi ïðèïëîäó íà ïåð-
øîìó ðîöi æèòòÿ; c � êîåôiöi¹íò âèæèâàííÿ äîðîñëèõ îñîáèí; xt
� ÷èñåëüíiñòü ìîëîäøèõ îñîáèí ó ìîìåíò ÷àñó t; yt � ÷èñåëüíiñòü
ðåïðîäóêòèâíîãî ïîêîëiííÿ. Çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè, äîñëi-
äèòè ¨õ íà ñòiéêiñòü.
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5.23. Çàïèñàòè òà âèêîíàòè ïîâíå äîñëiäæåííÿ ìîäåëi Ëåñëi
äëÿ òðüîõ âiêîâèõ ãðóï. Ðîçãëÿíóòè ÷èñëîâèé ïðèêëàä iç ìàòðè-
öåþ Ëåñëi

L =

 0 0, 33 3, 16
0, 44 0 0
0 0, 18 0

 .

5.24. Ìîäåëi ñèñòåìè êîìàõè�õèæàêè (P ), æåðòâà (N) ìàþòü
çàãàëüíèé âèãëÿä

Nt+1 = rNtf(Nt, Pt),

Pt+1 = Nt(1− f(Nt, Pt)),

äå f � íåëiíiéíà ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ åôåêò ïîøóêó õèæàêîì æåð-
òâè; r > 0 � øâèäêiñòü ðîñòó ïîïóëÿöi¨ æåðòâè. Ìàñøòàáóâàííÿ
òàêå, ùî 0 < f < 1. Òóò ôóíêöiÿ f çðîñòà¹ ðàçîì çi çáiëüøåííÿì

Nt i ñïàäà¹ çi çìåíøåííÿì Pt, íàïðèêëàä, f(Nt, Pt) = exp
(
− aPt

Nt

)
.

Âèçíà÷èòè óìîâè, ïðè ÿêèõ iñíóþòü ñòàöiîíàðíi ñòàíè, i ïî-
êàçàòè, ùî ëiíiéíà ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ ìà¹ ìiñöå òîäi,
êîëè êîðåíi ðiâíÿííÿ

µ2 −
(
1 + rN∗ ∂f

∂Nt
−N∗ ∂f

∂Pt

)
µ− FN∗ ∂f

∂Pt
= 0

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |µ| < 1, äå
∂f

∂Nt
,
∂f

∂Pt
âèçíà÷àþòüñÿ â òî÷öi

(N∗, P ∗). Çàïèøiòü óìîâó ñòiéêîñòi.

Ðîçãëÿíóòè âèïàäîê, êîëè f(N,P ) =
(
1 +

aP

N

)−k
, a, k > 0.

Ëiòåðàòóðà: [26, 29, 33, 56, 60 88, 104].
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Ñôåðà çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ
ïðèíöèïîâî íåîáìåæåíà, i âñi âèäè ðóõó

ìàòåði¨ ìîæóòü âèâ÷àòèñÿ ìàòåìàòè÷íî.

À.Ì. Êîëìîãîðîâ

Ðîçäië 6. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äèíàìiêè

âiêîâî¨ ñòðóêòóðè

içîëüîâàíèõ ïîïóëÿöié

6.1. Ëiíiéíà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè

Óïðîäîâæ òðèâàëîãî ïåðiîäó â ìàòåìàòè÷íié åêîëîãi¨ ìàëè
ñïðàâó ç ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëÿìè äèíàìiêè ïîïóëÿöié iç çîñå-
ðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè, ïðè öüîìó ïîïóëÿöi¨ îïèñóâàëèñÿ òiëü-
êè çàãàëüíîþ ÷èñåëüíiñòþ, òîáòî íå ðîçãëÿäàëàñÿ íåîäíîðiäíiñòü
âëàñòèâîñòåé îñîáèí. Âîäíî÷àñ âàæëèâèì ôàêòîðîì, ùî âèçíà÷à¹
äèíàìiêó ïîïóëÿöié, ¹ ðîçïîäië îñîáèí çà äåÿêèìè îçíàêàìè. Öi
îçíàêè âèêëèêàþòü ÿê òåîðåòè÷íèé, òàê i ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ i ìà-
þòü, ÿê ïðàâèëî, íåïåðåðâíèé õàðàêòåð. Äî òàêèõ îçíàê íàëåæèòü
âiê îñîáèí, âàãà, ðiñò òà áàãàòî iíøèõ. Íà íåîáõiäíiñòü âðàõóâàí-
íÿ íåîäíîðiäíîñòi âiêîâî¨ ñòðóêòóðè óêàçóâàâ ùå Â. Âîëüòåððà.
Iíòåðåñ äî ìîäåëåé äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ïîïóëÿöié çóìîâ-
ëåíèé òèì, ùî âiêîâà íåîäíîðiäíiñòü îñîáèí ¹ îäíèì iç âàæëèâèõ
âíóòðiïîïóëÿöiéíèõ ôàêòîðiâ.

Ïðè îïèñi ñòðóêòóðè ïîïóëÿöié çà íåïåðåðâíèìè îçíàêàìè ëî-
ãi÷íî õàðàêòåðèçóâàòè ñòàí ïîïóëÿöi¨ âæå íå çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ
àáî ñêií÷åííèì íàáîðîì ÷èñåëüíîñòåé îêðåìèõ ãðóï ïîïóëÿöi¨, à
íåïåðåðâíîþ ùiëüíiñòþ ðîçïîäiëó ÷èñåëüíîñòi çà öèìè îçíàêàìè.
Ìàòåìàòè÷íî öå îçíà÷à¹ ïåðåõiä âiä çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü äî iíòåãðîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ
iç íåëîêàëüíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ.

Íåïåðåðâíi ìîäåëi ç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè äîçâîëÿþòü
ðîçâ'ÿçàòè ðÿä íîâèõ çàäà÷ òåîðåòè÷íî¨ òà ïðàêòè÷íî¨ åêîëîãi¨,
ÿêi ïðèíöèïîâî íå ìîæóòü áóòè ðîçâ'ÿçàíi ç âèêîðèñòàííÿì ìî-
äåëåé iç çîñåðåäæåíèìè ïàðàìåòðàìè. Öå, çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòåé ïîêàçíèêà çðîñòàííÿ ïîïóëÿöi¨ àáî êîëèâàííÿ âiêî-
âî¨ ñòðóêòóðè.
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6.1.1. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äèíàìiêè âiêîâî¨

ñòðóêòóðè

Îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ âiêîâîãî ñêëàäó ââàæàòèìåìî âi-
êîâó ùiëüíiñòü ¨¨ ÷èñåëüíîñòi, ÿêà, â íàøèõ äîñëiäæåííÿõ ¹ ôóí-
êöi¹þ âiêó τ i ÷àñó t, òîáòî ôóíêöi¹þ x(τ, t). Ó êîæíié ïîïóëÿ-
öi¨ âåëè÷èíà âiêó iñíóâàííÿ îñîáèí ðåàëüíî çìiíþ¹òüñÿ â äåÿêèõ
ñêií÷åííèõ ìåæàõ. Àëå, ùîá íå âèíèêàëî ïîòðåáè âèçíà÷åííÿ öèõ
ìåæ, ïðèïóñòèìî, ùî âiê τ i ÷àñ t çìiíþþòüñÿ âiä íóëÿ äî íåñêií-
÷åííîñòi (òàê ñêëàëîñÿ é iñòîðè÷íî).

Ôóíêöiÿ x(τ, t) ¹ òàêîþ, ùî äëÿ äâîõ âiêiâ τ1 ≤ τ2 ÷èñåëüíiñòü
îñîáèí âiêó âiä τ1 äî τ2 â ìîìåíò ÷àñó t âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

τ2∫
τ1

x(τ, t)dτ.

Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî X(τ, t) � êiëüêiñòü îñîáèí âiêó âiä íóëÿ
äî τ , òî âiêîâó ãóñòèíó x(τ, t) ìîæíà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

x(τ, t) =
∂

∂τ
X(τ, t).

Îñíîâíèìè ôàêòîðàìè, ÿêi ïðèâîäÿòü äî çìiíè ÷èñåëüíîñòi ïî-
ïóëÿöi¨, ¹ ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ òà âèìèðàííÿ. Âèçíà÷èìî òåïåð
îñíîâíi õàðàêòåðèñòèêè öèõ ïðîöåñiâ � ùiëüíiñòü íàðîäæóâàííÿ
òà ùiëüíiñòü ñìåðòíîñòi.

Ùiëüíiñòþ íàðîäæóâàíîñòi B(τ, t, x) áóäåìî íàçèâàòè òàêó
ôóíêöiþ òðüîõ çìiííèõ τ , t, x, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âiêiâ τ1, τ2,
τ1 ≤ τ2 i ìîìåíòiâ ÷àñó t1, t2, t1 ≤ t2 âåëè÷èíà

τ2∫
τ1

t2∫
t1

B(τ, t, x)dτdt

äà¹ êiëüêiñòü íîâîíàðîäæåíèõ îñîáèí âiä áàòüêiâ âiêó τ ∈ [τ1, τ2]
çà ÷àñ t ∈ [t1, t2].

Àíàëîãi÷íî ââîäèìî i ùiëüíiñòü ñìåðòíîñòi D(τ, t, x). Öå îçíà-
÷à¹, ùî êiëüêiñòü îñîáèí âiêó τ ∈ [τ1, τ2], ÿêi âèìèðàþòü çà ÷àñ
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t ∈ [t1, t2], äîðiâíþ¹

τ2∫
τ1

t2∫
t1

D(τ, t, x)dτdt.

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi äèíàìiêè âiêîâî¨
ñòðóêòóðè, ÿêà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó t + ∆t i ðîçãëÿíåìî âiêîâèé
äiàïàçîí [τ, τ + ∆τ ]. Òîäi çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü îñîáèí iç òàêîþ
îçíàêîþ ñòàíîâèòü

τ+∆τ∫
τ

x(τ, t+∆t)dτ,

àáî ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi ïðè ìàëèõ ∆τ
öÿ êiëüêiñòü äîðiâíþ¹ x(τ, t+∆t)∆τ . Àíàëîãi÷íî â ìîìåíò ÷àñó t
äëÿ öi¹¨ ÷àñòèíè ïîïóëÿöi¨ ìàòèìåìî êiëüêiñòü x(τ −∆t, t)∆τ .

Ïðè ìàëèõ∆τ ,∆t, âèõîäÿ÷è ç âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ,
çàçíà÷èìî, ùî çà ÷àñ ∆t âiäáóëàñÿ çìiíà öi¹¨ êiëüêîñòi îñîáèí íà
âåëè÷èíó D(τ, t, x)∆τ∆t.

Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñåëüíiñòü îñîáèí, ùî ïîòðàïëÿþòü ó âiêîâó
ãðóïó âiä τ äî τ +∆τ ó ìîìåíò ÷àñó t+∆t, äîðiâíþ¹ ÷èñåëüíîñòi
îñîáèí âiêó τ−∆t äî τ−∆t+∆τ (íà ∆t ìîëîäøi) â ìîìåíò ÷àñó t
çà ìiíóñîì òèõ, ÿêi âèáóëè iç öi¹¨ âiêîâî¨ ãðóïè çà ÷àñ ∆t (ðèñ. 6.1).

Òîìó ïðè ìàëèõ ∆τ , ∆t ç òî÷íiñòþ äî âåëè÷èí äðóãîãî ïîðÿä-
êó ìàëîñòi ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

x(τ, t+∆t)∆τ − x(τ −∆t, t)∆τ = −D(τ, t, x)∆τ∆t. (6.1.1)

Ðèñ. 6.1. Çìiíà âiêîâîãî äiàïàçîíó îñîáèí çà ÷àñ ∆t
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Çíàê �ìiíóñ� ó ïðàâié ÷àñòèíi âêàçó¹ íà çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi
çà ðàõóíîê âèìèðàííÿ.

Äîäàìî i âiäíiìåìî â ëiâié ÷àñòèíi (6.1.1) âåëè÷èíó x(τ, t)∆τ i
ïîäiëèìî îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ íà ∆τ∆t. Îòðèìà¹ìî

x(τ, t+∆t)− x(τ, t)

∆t
+
x(τ, t)− x(τ −∆t, t)

∆t
= −D(τ, t, x). (6.1.2)

Ó ðiâíÿííi (6.1.2) ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè ∆t→ 0, â ðåçóëü-
òàòi ÷îãî âîíî íàáóäå âèãëÿäó

∂x

∂t
+
∂x

∂τ
= −D(τ, t, x). (6.1.3)

Ðiâíÿííÿ (6.1.3) â åêîëîãi÷íié ëiòåðàòóði ÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ ðiâ-
íÿííÿì Ôîí Ôîåðñòåðà. Öå ðiâíÿííÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ðiçíèõ
äèñöèïëiíàõ i â áàãàòüîõ ðîçäiëàõ òåîðåòè÷íî¨ áiîëîãi¨, íàïðèêëàä,
ó ìîäåëÿõ ðîñòó êëiòèí, äå âàæëèâèé ¨õ âiê. Öå ðiâíÿííÿ áóäåìî
íàçèâàòè ðiâíÿííÿì âèæèâàííÿ. Âîíî äîñèòü äîáðå îïèñó¹ äèíà-
ìiêó çàìêíåíî¨ ïîïóëÿöi¨, êîëè íà ¨¨ ïîâåäiíêó íå âïëèâàþòü âçà-
¹ìîäi¨ îñîáèí iíøèõ ïîïóëÿöié.

Ïîáóäó¹ìî ðiâíÿííÿ íàðîäæóâàíîñòi. Â ìîìåíò ÷àñó t ÷èñåëü-
íiñòü íîâîíàðîäæåíèõ (τ = 0), ç îäíîãî áîêó, äîðiâíþ¹ x(0, t), à ç
iíøîãî �

∞∫
0

B(τ, t, x)dτ,

òîìó ïðèõîäèìî äî ðiâíÿííÿ, ùî çàäà¹ ãðàíè÷íó óìîâó

x(0, t) =

∞∫
0

B(τ, t, x)dτ. (6.1.4)

Öå i ¹ ðiâíÿííÿì íàðîäæóâàíîñòi. Äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ïðîñòîòè
âåðõíåþ ìåæåþ iíòåãðàëà ââàæàòèìåìî íåñêií÷åííiñòü. Íàðîäæó-
âàíiñòü âïëèâà¹ òiëüêè íà x(0, t). Öi ðiâíÿííÿ äîïîâíþþòüñÿ ïî-
÷àòêîâîþ óìîâîþ x(τ, 0) = φ(τ).

Ðiâíÿííÿ (6.1.3), (6.1.4) ðàçîì ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ â ëiòåðà-
òóði íàçèâàþòü ìîäåëëþ Ìàê-Êåíäðiêà (McKendrick) ôîí Ôîåð-
ñòåðà (Von Foerster H.).
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Âèáîðîì ôóíêöié D(τ, t, x), B(τ, t, x) âèçíà÷à¹òüñÿ ìíîæèíà
íàéðiçíîìàíiòíiøèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè
áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié. Ðiâíÿííÿ (6.1.3), (6.1.4) ðàçîì iç ïî÷àòêî-
âîþ óìîâîþ x(τ, 0) = φ(τ) äîçâîëÿþòü âèçíà÷èòè ÷àñîâó åâîëþ-
öiþ ùiëüíîñòi âiêîâîãî ñêëàäó (ôóíêöiþ x(τ, t)) çà çàäàíèì ïî÷à-
òêîâèì ðîçïîäiëîì φ(τ), ÿêùî âiäîìi ùiëüíiñòü íàðîäæóâàííÿ òà
âèæèâàííÿ, òîáòî ôóíêöi¨ B(τ, t, x) i D(τ, t, x).

Ìîäåëü ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè âèâ÷àëàñÿ ïðè ðiçíèõ êîíêðå-
òíèõ ôóíêöiÿõ D(τ, t, x), B(τ, t, x). Ñìåðòíiñòü D(·) i íàðîäæóâà-
íiñòü B(·) ñêëàäíî çàëåæàòü âiä ùiëüíîñòi x(τ, t), ùî ïðèâîäèòü äî
ðiçíîìàíiòíèõ ñòðóêòóð ðîçâ'ÿçêiâ. Ðiâíÿííÿ ïðè öüîìó íàñòiëüêè
ñêëàäíi, ùî ¨õ àíàëiòè÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåìîæëèâå.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîñòiøi âèïàäêè, êîëè âåëè÷èíè ùiëü-
íîñòi íàðîäæóâàííÿ é âèìèðàííÿ � ïðîïîðöiéíi ùiëüíîñòi ÷èñåëü-
íîñòi ïîïóëÿöi¨ x(τ, t), òîáòî

B(τ, t, x) = b(τ, t)x(τ, t),

D(τ, t, x) = d(τ, t)x(τ, t),

äå b(τ, t), d(τ, t) � âiäïîâiäíî êîåôiöi¹íòè íàðîäæóâàíîñòi òà ñìåð-
òíîñòi â ïîïóëÿöi¨.

Ïðè òàêèõ ïðèïóùåííÿõ îñòàòî÷íî çàïèøåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü
(6.1.3), (6.1.4) ó âèãëÿäi

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x, τ, t > 0

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0
(6.1.5)

ïðè ïî÷àòêîâié óìîâi

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0, (6.1.6)

äå φ(τ) � ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, φ(τ) ∈
C[0,∞]. Iäåÿ ïðåçåíòóâàòè ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè áiî-
ëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié ó âèãëÿäi äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòèí-
íèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó íàëåæèòü ÌàêÊåíäðiêó [136]. Öÿ
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ìîäåëü ó 1959 ð. áóëà àñîöiéîâàíà ôîí Ôîåðñòåðîì [117] äëÿ âè-
â÷åííÿ ïðîöåñiâ ó êëiòèííié áiîëîãi¨. Ìîäåëü ÌàêÊåíäðiêà ôîí
Ôîåñòåðà óçàãàëüíþ¹ ìîäåëü Ìàëüòóñà íà âèïàäîê âiêîâî¨ ñòðó-
êòóðè. Çàãàëüíó íåëiíiéíó ìîäåëü äëÿ îïèñó äèíàìiêè âiêîâî¨
ñòðóêòóðè çàïðîïîíóâàâ Ãóðòií ÌàêÊàìó â [121]. Îñíîâíå ïèòàí-
íÿ, íà ÿêå ìè ïîâèííi îòðèìàòè âiäïîâiäü çà äîïîìîãîþ ìîäåëi
(6.1.5), (6.1.6), ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá äiçíàòèñÿ, ÿê íàðîäæóâàíiñòü
b(τ, t) i ñìåðòíiñòü d(τ, t) âïëèâàþòü íà äèíàìiêó ïîïóëÿöi¨ çi çìi-
íîþ ÷àñó, çîêðåìà, áóäå ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ çáiëüøóâàòèñÿ ÷è
çìåíøóâàòèñÿ.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6.1.5) (ðiâíÿííÿ âèæèâàííÿ) äîñèòü
äîáðå îïèñó¹ äèíàìiêó âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi
âçà¹ìîäié ìiæ îñîáèíàìè ðiçíèõ âiêiâ. Ìîäåëi iç âçà¹ìîäiÿìè ðîç-
ãëÿäàòèìóòüñÿ íèæ÷å.

Äðóãå ðiâíÿííÿ (ðiâíÿííÿ íàðîäæóâàíîñòi) ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê ãðàíè÷íó óìîâó äëÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ.

Áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ ïî÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó óçãîäæå-
íà ç ðiâíÿííÿì íàðîäæóâàííÿ, òîáòî

x(0, 0) = φ(0) =

∞∫
0

b(τ, 0)φ(τ)dτ. (6.1.7)

Iíàêøå ôóíêöiÿ x(τ, t) áóëà á ðîçðèâíîþ âçäîâæ õàðàêòåðèñòèêè
t = τ .

Îòæå, ìè ïðèéøëè äî íåëîêàëüíî¨ çàäà÷i, ÿêà ¹ ìîäåëüíîþ
äëÿ øèðîêîãî êëàñó ðiçíèõ ïîïóëÿöiéíèõ çàäà÷.

Çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çíàéòè ðåãóëÿðíèé âñþäó â
îáëàñòi Ω = {(τ, t) : 0 < t < T, T > 0, 0 < τ <∞}, çà âèíÿòêîì, ìî-
æëèâî, õàðàêòåðèñòèêè t = τ , ðîçâ'ÿçîê x(τ, t) ðiâíÿííÿ (6.1.5)1,
ÿêèé íåïåðåðâíèé ó Ω i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (6.1.5)2 i (6.1.6). Öþ çà-
äà÷ó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðè óìîâàõ d(τ, t) ∈ C(Ω), b(τ, t) ∈ C(Ω),
φ(τ) ∈ C[0,∞) i íàçèâàòèìåìî ïîïóëÿöiéíîþ çàäà÷åþ.
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6.1.2. Äèíàìiêà âiêîâîãî ñêëàäó â ñòàöiîíàðíîìó ñåðåäî-

âèùi

Ñòàöiîíàðíiñòü ñåðåäîâèùà îçíà÷à¹, ùî êîåôiöi¹íòè íàðîäæó-
âàíîñòi é ñìåðòíîñòi b(τ, t), d(τ, t) íå çàëåæàòü âiä ÷àñó, òîáòî

b(τ, t) = b(τ), d(τ, t) = d(τ).

Òèïîâèé âèãëÿä ôóíêöié íàðîäæóâàíîñòi b(τ) òà ñìåðòíîñòi
d(τ) íàâåäåíèé íà ðèñ. 6.2.

à á
Ðèñ. 6.2. Òèïîâà ïîâåäiíêà ôóíêöié b(τ) òà d(τ)

Ñìåðòíiñòü d(τ) iç ÷àñîì ïiñëÿ íàðîäæåííÿ ñòàáiëiçó¹òüñÿ íà
äåÿêîìó íèçüêîìó ðiâíi é ïî÷èíà¹ çðîñòàòè ëèøå ïðè âåëèêèõ

τ (ðèñ. 6.2, à). Ó ïîäàëüøîìó ââàæàòèìåìî, ùî

∞∫
0

d(τ)dτ = ∞.

Íàðîäæóâàíiñòü b(τ) äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ëèøå
ïiñëÿ äåÿêîãî ïåðiîäó (ïiñëÿ ïî÷àòêó ôàçè çðiëîñòi), äëÿ âåëèêèõ
τ çíîâó çíèæó¹òüñÿ (ðèñ. 6.2, á ).

Òîäi ñòàöiîíàðíà ìîäåëü, ÿêó íåîáõiäíî äîñëiäèòè, íàáóâà¹ âè-
ãëÿäó

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x(τ, t), τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0,

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

(6.1.8)

Äëÿ ñèñòåìè (6.1.8) ëåãêî ìîæíà çíàéòè ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè,
ÿêi íå çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì. Ïîçíà÷èìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ÷åðåç
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x̄(τ), òîäi äëÿ âèçíà÷åííÿ x̄(τ) ìà¹ìî ñèñòåìó

dx̄

dτ
= −d(τ)x̄(τ),

x̄(0) =

∞∫
0

b(τ)x̄(τ)dτ.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ öi¹¨ ñèñòåìè çíàõîäèìî

x̄(τ) = x̄(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
,

à äðóãå ðiâíÿííÿ äà¹ óìîâó iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ðîçïîäiëiâ âi-
êîâîãî ñêëàäó ó âèãëÿäi

1 =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ.

Ïðè öié óìîâi iñíó¹ áåçëi÷ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ x̄(τ). Îäíàê
ÿêèé ç íèõ áóäå ðåàëiçîâàíî, çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâî¨ óìîâè φ(τ)
é âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ

x(0) =

∞∫
0

b(τ)φ(τ)dτ.

Äëÿ ïîâíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ ñèñòåìè (6.1.8) çàñòîñó¹ìî ìåòîä âi-
äîêðåìëåííÿ çìiííèõ. Ðîçâ'ÿçîê x(τ, t) çàäà÷i (6.1.8) øóêàòèìåìî
ó âèãëÿäi

x(τ, t) = X(τ) · T (t). (6.1.9)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (6.1.9) â ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6.1.8), îòðè-
ìó¹ìî

dX

dτ
· T +X · dT

dt
= −d(τ)X · T. (6.1.10)

Ïîäiëèâøè (6.1.10) íà äîáóòîê XT i âiäîêðåìèâøè çìiííi,
îäåðæèìî

1

X
· dX
dτ

+ d(τ) = − 1

T
· dT
dt

= −λ.
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Çâiäñè çíàõîäèìî, ùî

T (t) = T (0)eλt, X(τ) = X(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e−λτ ,

àáî

x(τ, t) = T (0)X(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
eλ(t−τ),

òîáòî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ âèæèâàííÿ ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi

x(τ, t) = Ω(t− τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
, (6.1.11)

äå Ω � íåâiäîìà ôóíêöiÿ, ùî ìà¹ áiîëîãi÷íèé çìiñò. Äiéñíî, ç
(6.1.11) çíàõîäèìî

x(0, t) = Ω(t),

òîáòî Ω(t) � öå ùiëüíiñòü íîâîíàðîäæåíèõ îñîáèí ó ìîìåíò ÷àñó t.
Ïiäñòàâèâøè òåïåð (6.1.11) â ðiâíÿííÿ íàðîäæóâàíîñòi ñèñòå-

ìè (6.1.8) i â ïî÷àòêîâó óìîâó, ìàòèìåìî ñïiââiäíîøåííÿ

Ω(t) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
Ω(t− τ)dτ,

Ω(−τ) = φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ)dξ
.

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

K(τ) = b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
, φ̄(τ) = φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ)dξ
, (6.1.12)

òîäi öå ñïiââiäíîøåííÿ ïåðåïèøåìî ó âèãëÿäi

Ω(t) =

∞∫
0

K(τ)Ω(t− τ)dτ, Ω(−τ) = φ̄(τ). (6.1.13)

Ôóíêöiÿ K(τ) âiäiãðà¹ ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ âàæëèâó
ðîëü. ßê áóäå ïîêàçàíî íèæ÷å, âîíà õàðàêòåðèçó¹ ðåïðîäóêòèâíi
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âëàñòèâîñòi ïîïóëÿöi¨ â öiëîìó, ïî¹äíóþ÷è â ñîái ÿê õàðàêòåðè-
ñòèêè íàðîäæóâàííÿ, òàê i õàðàêòåðèñòèêè âèæèâàííÿ. Áàãàòî
ñóòò¹âèõ ðèñ äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ïîïóëÿöi¨ áóäóòü âèçíà-
÷àòèñÿ íå ðîçïîäiëàìè b(τ) i d(τ) îêðåìî, à ñèñòåìíîþ ôóíêöi¹þ

K(τ). Âèðàç exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
ó ïîçíà÷åííi äëÿK(τ) ìîæåìî iíòåð-

ïðåòóâàòè ÿê iìîâiðíiñòü òîãî, ùî iíäèâiäóóì äîæèâå äî âiêó τ .

Ïîäàìî iíòåãðàë ó (6.1.13) ó âèãëÿäi

∞∫
0

=

t∫
0

+

∞∫
t

. Îñêiëüêè

ïðè t < τ <∞, t− τ < 0, òî ç óðàõóâàííÿì (6.1.13) ìà¹ìî

∞∫
t

K(τ)Ω(t− τ)dτ =

∞∫
t

K(τ)φ̄(τ − t)dτ =

∞∫
0

K(τ + t)φ̄(τ)dτ ≡ G(t).

(6.1.14)
Òîäi ç (6.1.13), âðàõîâóþ÷è (6.1.14), îäåðæó¹ìî iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Ω(t) =

t∫
0

K(τ)Ω(t− τ)dτ +G(t), (6.1.15)

ÿêå ¹ ðiâíÿííÿì âiäíîâëåííÿ é çà óìîâè, ùî ôóíêöi¨ b(τ), d(τ) ∈
C[0,∞) i b(τ), d(τ) ≥ 0 ïðè τ ∈ [0,∞) ìà¹ íåïåðåðâíèé íåâiä'¹ìíèé
ðîçâ'ÿçîê Ω(t) ∈ C[0, T ], T > 0.

Çàñòîñó¹ìî äî ðiâíÿííÿ (6.1.15) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Ïîçíà-
÷èìî çîáðàæåííÿ çà Ëàïëàñîì ôóíêöié Ω(t), K(t), G(t) ÷åðåç Ω∗,
K∗, G∗. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî çãîðòêó,

Ω∗ = K∗Ω∗ +G∗.

Çâiäñè çîáðàæåííÿ çà Ëàïëàñîì Ω∗ ìà¹ âèãëÿä

Ω∗ =
G∗

1−K∗ .

Îñêiëüêè Ω∗ � ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ, òî ¨¨ îðèãiíàë, çãiäíî ç
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òåîðåìîþ ïðî ðîçêëàä, âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

Ω(t) =

∞∑
j=1

cje
λjt, (6.1.16)

äå λj � ïîëþñè ôóíêöi¨ êîìïëåêñíîãî çìiííîãî Ω∗(λ), à cj � ëèøêè
ôóíêöi¨ Ω∗(λ) ó âiäïîâiäíèõ ïîëþñàõ

ci = res
λj

Ω∗(λ).

Òîäi çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (6.1.8), ÿê âèïëèâà¹ ç (6.1.11), ç
óðàõóâàííÿì (6.1.16), íàáóäå âèãëÿäó

x(τ, t) = e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ ∞∑
j=1

cje
λj(t−τ), (6.1.17)

äå λj � êîðåíi ðiâíÿííÿ

1−K∗(λ) = 0,

òîáòî ðiâíÿííÿ

1−
∞∫
0

K(τ)e−λτdτ = 0. (6.1.18)

Çà áiîëîãi÷íèì çìiñòîì ôóíêöiÿ K(τ) � íåâiä'¹ìíà i äîðiâ-
íþ¹ íóëþ ïîçà ìåæàìè ñêií÷åííîãî iíòåðâàëà, òàê ùî iíòåãðàë
â (6.1.18) iñíó¹. Ôóíêöiÿ F (λ) = 1 −K∗(λ) ìà¹ íåñêií÷åííó êiëü-
êiñòü êîðåíiâ, ÿê öiëà ôóíêöiÿ íàäñòåïåíåâîãî ïîðÿäêó çðîñòàííÿ.

Ïiäñòàâèìî â (6.1.18) λj = αj + iβj . Òîäi äëÿ äiéñíî¨ òà óÿâíî¨
÷àñòèí (6.1.18) îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

∞∫
0

K(τ)e−αjτ cosβjτdτ = 1,

∞∫
0

K(τ)e−αjτ sinβjτdτ = 0.

(6.1.19)
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Ïðè çàìiíi βj íà −βj ðiâíÿííÿ (6.1.19) íå çìiíþþòüñÿ. Öå îçíà-
÷à¹, ùî êîæíîìó êîðåíþ λj ðiâíÿííÿ (6.1.18) âiäïîâiäà¹ ñïðÿæå-
íèé éîìó êîðiíü λj . Îòæå, âèðàç (6.1.17) äiéñíèé.

Îñêiëüêè F ′(λ) =

∞∫
0

τK(τ)e−λτdτ > 0, òî ôóíêöiÿ F (λ) ¹ ìî-

íîòîííî çðîñòàþ÷îþ ÿê ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ λ i çìiíþ¹òüñÿ âiä
−∞ äî 1, ñåðåä êîðåíiâ λj ðiâíÿííÿ (6.1.18) íàÿâíèé ¹äèíèé äié-
ñíèé êîðiíü λmax. Âií çàëåæèòü âiä ôóíêöié íàðîäæóâàííÿ b(τ)
òà ñìåðòíîñòi d(τ). Ïîêàæåìî, ùî äiéñíi ÷àñòèíè ðåøòè êîðåíiâ
λj ìåíøi çà λmax.

Ó ïåðøîìó ðiâíÿííi (6.1.19) ïðîâåäåìî îöiíêó

∞∫
0

K(τ)e−αjτ cosβjτdτ <

∞∫
0

K(τ)e−αjτdτ. (6.1.20)

Âiäíiìàþ÷è ïåðøå ðiâíÿííÿ (6.1.19) i íåðiâíiñòü (6.1.20), îäåð-
æó¹ìî

1−
∞∫
0

K(τ)e−αjτdτ < 0.

Îñêiëüêè

1−
∞∫
0

K(τ)e−λmaxτdτ = 0,

òî, âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ F (λ) íà äiéñíié îñi, ìà¹ìî

αj < λmax, j = 2, 3, . . . . (6.1.21)

Çãiäíî ç óìîâîþ (6.1.21), â ðîçâ'ÿçêó (6.1.17) ïðè âåëèêèõ çíà-
÷åííÿõ t ìîæíà íåõòóâàòè âñiìà ÷ëåíàìè ñóìè, êðiì ãîëîâíîãî
÷ëåíà ceλmax(t−τ). Îòæå, àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó x(τ, t)
ïðè t→ ∞ ìà¹ âèãëÿä

x(τ, t) ≈ ceλmaxte−λmaxτe
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
. (6.1.22)
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Ùîá îñòàííÿ ôîðìóëà ìàëà áiîëîãi÷íèé çìiñò ïîòðiáíî ïîêàçà-
òè, ùî êîåôiöi¹íò c ó äîäàíêó ç eλmaxt ó ðîçêëàäi (6.1.17) äîäàòíèé.
Äiéñíî, êîåôiöi¹íò c = res

λmax

Ω∗(λ).

Îñêiëüêè öå ïðîñòèé ïîëþñ, òî

c = res
λmax

Ω∗(λ) =
G∗(λmax)

−dK∗

dλ

∣∣
λ=λmax

.

×åðåç òå, ùî G∗(λmax) =

∞∫
0

e−λmaxtG(t)dt > 0, à

dK∗

dλ

∣∣∣∣
λ=λmax

= −
∞∫
0

τK(τ)e−λmaxτdτ < 0,

ìà¹ìî, ùî c > 0.
Çíàê λmax, ÿê âèäíî ç (6.1.22), âèçíà÷à¹ äèíàìiêó ïîïóëÿöi¨.

Çíà÷åííÿ λmax = 0, ùî ðiâíîçíà÷íå óìîâi

∞∫
0

K(τ)dτ = 1, âiäïî-

âiäà¹ àñèìïòîòè÷íî çðiâíîâàæåíié ÷èñåëüíîñòi

lim
t→∞

x(τ, t) = ce
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
,

òîáòî âiêîâèé ðîçïîäië ïðÿìó¹ äî äåÿêîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçïîäi-

ëó. Çíàê λmax çàëåæèòü âiä âåëè÷èíè

∞∫
0

K(τ)dτ = H.

ßêùî F (0) = 1−
∞∫
0

K(τ)dτ < 0, òîáòî
∞∫
0

K(τ)dτ > 1, òî λmax >

0, à öå îçíà÷à¹, ùî äîìiíóþòü ïðîöåñè âiäòâîðåííÿ i ïîïóëÿöiÿ

çðîñòà¹ (x(τ, t) → ∞ ïðè t → ∞). ßêùî æ
∞∫
0

K(τ)dτ < 1 (λmax <

0), òî âiäòâîðåííÿ çàíàäòî ñëàáêå i ïðè t → ∞ x(τ, t) → 0, òîáòî
ïðè âñiõ τ âèä âèìèðà¹.

Ïðè H = 1 ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ i âèæèâàííÿ çíàõîäÿòüñÿ â
ðiâíîâàçi. Òîäi iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ, i
ÿêèé ç íèõ ðåàëiçó¹òüñÿ, çàëåæèòü âiä φ(τ).
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Ïðè H > 1, H < 1 ÿêiñíà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ íå çàëåæèòü âiä
φ(τ). Îòæå, â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åííÿ H ìà¹ìî òðè ÿêiñíî ðiçíèõ
ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðèñ. 6.3. Iñíóâàííÿ äiéñíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (6.1.18)

Òîìó âåëè÷èíà λmax, à îòæå, i çíà÷åííÿ âèðàçó H =

∞∫
0

K(τ)dτ

¹ âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ïîïóëÿöi¨. Õàðàêòåð êîðåíiâ λmax

ðiâíÿííÿ (6.1.18), çàëåæíî âiä çíà÷åííÿ H, ïîêàçàíèé íà ðèñ. 6.3.
λmax � öå ïîêàçíèê åêñïîíåíòè ïðîöåñó ðîçìíîæåííÿ�âèìèðàííÿ.
Âåëè÷èíà H, ÿêà âáèðà¹ â ñåáå ïàðàìåòðè íàðîäæóâàíîñòi é âè-
ìèðàííÿ, íàçèâà¹òüñÿ áiîëîãi÷íèì ïîòåíöiàëîì i ïîêàçó¹ ñåðåäíþ
êiëüêiñòü íàùàäêiâ, ÿêi íàðîäæåíi îäíi¹þ îñîáèíîþ çà âñå ¨¨ æèò-
òÿ. Âîíà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ âèçíà÷åííÿ íàñëiäêiâ çìiíè
ïîêàçíèêiâ íàðîäæóâàííÿ i âèìèðàííÿ.

Çíà÷åííÿ H = 1 êðèòè÷íå, îñêiëüêè ïðè H < 1 ïîïóëÿöiÿ ñòà¹
ïðèðå÷åíîþ íà âèìèðàííÿ íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó
φ(τ). Áiôóðêàöiéíà êàðòèíà ìà¹ âèãëÿä, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 6.4.

Ðèñ. 6.4. Áiôóðêàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (6.1.8). �+� îçíà÷à¹
ñòiéêiñòü, �−� � íåñòiéêiñòü
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Íàâåäåìî ùå ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (6.1.8) ìå-
òîäîì ðiçíèöåâèõ ñõåì. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî d(τ) = 1, φ(τ) = e−τ i
ðiçíi çíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà íàðîäæóâàíîñòi b(τ). Ùiëüíiñòü íîâî-
íàðîäæåíèõ x(0, t) ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.5, 6.6.

Ðèñ. 6.5. Äèíàìiêà íîâîíàðîäæåíèõ x(0, t) ïðè b(τ) = 1, τ ∈ [0, 5]
(H = 0, 9933)

Ðèñ. 6.6. Äèíàìiêà íîâîíàðîäæåíèõ x(0, t) ïðè b(τ) = 1, 3,
τ ∈ [0, 5] (H = 1, 2912)

246



Âiêîâèé ðîçïîäië äëÿ d(τ) = 1, b(τ) = 1, τ ∈ [0, 5] ïðè t = 0 òà
t = 2 íàâåäåíèé íà ðèñ. 6.7.

à á
Ðèñ. 6.7. Âiêîâèé ðîçïîäië x(τ, t): à � t = 0, á � t = 2

Íèíi, êîëè àíòðîïîãåííîìó íàâàíòàæåííþ ïiääàþòüñÿ öiëi
åêîñèñòåìè, êîëè çàáðóäíåííÿ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà ¹ âà-
æëèâèì ëiìiòóþ÷èì ôàêòîðîì, äîñëiäæåííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê íà-
áóâà¹ îñîáëèâî¨ àêòóàëüíîñòi. Íàáëèæåííÿ äî êðèòè÷íèõ òî÷îê
âèêëèêà¹ çðîñòàííÿ íàâàíòàæåííÿ íà áiîëîãi÷íi ñèñòåìè é ïåðå-
áóäîâó ¨¨ ÿêiñíî¨ ïîâåäiíêè.

Óñòàíîâëåííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì � íåîáõi-
äíèé êðîê ó ïiçíàííi çàêîíiâ åêîëîãi÷íî¨ ðiâíîâàãè.

Òðóäíîùi åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèâ÷åííÿ êðèòè÷íèõ òî÷îê áiî-
ëîãi÷íèõ ñèñòåì çóìîâëþþòü íåîáõiäíiñòü çàñòîñóâàííÿ çàñîáiâ
ìàòåìàòè÷íîãî òà iìiòàöiéíîãî ìîäåëþâàííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
òàêèõ çàäà÷.

6.1.3. Âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i

Ïîêàæåìî, ùî íåðiâíîìiðíîþ âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ ìîæóòü áó-
òè âèêëèêàíi êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨.

Ïîäàìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (6.1.17) ñèñòåìè (6.1.8) ó âèãëÿäi

x(τ, t) = e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ

ceλmax(t−τ) +
∞∑
j=2

cje
αj(t−τ) cosβj(t− τ)

 ,
(6.1.23)
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äå αj , βj , j = 2, . . ., � êîðåíi ñèñòåìè (6.1.19).
Êîåôiöi¹íòè cj âèçíà÷àþòüñÿ ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Äiéñíî, ç

(6.1.8) ìà¹ìî

x(τ, 0) = e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ

ce−λmaxτ +

∞∑
j=2

cje
−αjτ cosβjτ

 = φ(τ).

(6.1.24)
Öå îçíà÷à¹, ùî êîåôiöi¹íòè c, c2, . . . ¹ êîåôiöi¹íòàìè ðîçêëà-

äó ôóíêöi¨ φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ)dξ
â ðÿä ïî åêñïîíåíòàõ iç ïîêàçíèêàìè

λmax, λ2, λ3, . . .. ßêùî ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië çáiãà¹òüñÿ ç àñèìïòî-
òè÷íèì, òîáòî

φ(τ) = ce
−λmaxτ−

τ∫
0

d(ξ)dξ
, (6.1.25)

òî â ðîçêëàäi (6.1.24) âñi êîåôiöi¹íòè c2, c3, . . . ïåðåòâîðþþòüñÿ â
íóëü, à îòæå, ìà¹ìî ÷èñòî åêñïîíåíöiàëüíó çìiíó âñüîãî âiêîâîãî
ñêëàäó ç ïîêàçíèêîì λmax.

Îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨

N(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dt =

∞∫
0

ce
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
eλmax(t−τ)dτ =

∞∫
0

φ(τ)dτeλmaxt =

= N(0)eλmaxt, äå N(0) =

∞∫
0

φ(τ)dτ,

òî ìà¹ìî åêñïîíåíöiàëüíó çìiíó i çàãàëüíî¨ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨,
ÿêà ñïîñòåðiãàëàñÿ â ìîäåëi Ìàëüòóñà.

Îòæå, ïðè âiêîâîìó ðîçïîäiëi, ùî âiäïîâiäà¹ ñòàíó ðiâíîâàãè,
çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ îïèñó¹òüñÿ òi¹þ æ çàëåæíiñòþ, ùî
é áåç óðàõóâàííÿ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.

ßêùî ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië φ(τ) âiäìiííèé âiä ñòàíó ðiâíîâàãè,
òî äëÿ çàãàëüíî¨ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, ÿê âèïëèâà¹ ç (6.1.23),
ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

N(t) = c̄eλmaxt +
∞∑
i=2

c̄je
αit,
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äå

c̄ = c

∞∫
0

e−λmaxτe
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ,

c̄j = cj

∞∫
0

e−αjτe
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
cosβj(t− τ)dτ.

Íàáið ÷èñåë βj , ùî ¹ êîðåíÿìè ñèñòåìè (6.1.19), � öå ñïåêòð
ìîæëèâèõ ÷àñòîò êîëèâàíü âiêîâîãî ñêëàäó i çàãàëüíî¨ ÷èñåëü-
íîñòi ïîïóëÿöi¨. Ïåðiîäè öèõ êîëèâàíü âî÷åâèäü âèçíà÷àþòüñÿ çà
ôîðìóëîþ

Tj =
2π

βj
, j = 2, 3, . . . .

Âåëèêi ÷àñòîòè (ìàëi ïåðiîäè) íå ìàþòü áiîëîãi÷íîãî çìiñòó.
Íàéáiëüø âàæëèâi êîëèâàííÿ ç âåëèêèìè ïåðiîäàìè. Íàâåäåìî
îöiíêó ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîãî ïåðiîäó êîëèâàíü. Äëÿ öüîãî ïðè-
ïóñòèìî, ùî íîñié ôóíêöi¨ K(τ) ¹ âiäðiçêîì τ ∈ [τ1, τ2], τ1 < τ2.
Òóò τ1 � âiê ñòàòåâî¨ çðiëîñòi, à τ2 � âåðõíÿ ìåæà ðåïðîäóêòèâíîãî
âiêó.

Òîäi ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (6.1.19) îòðèìà¹ìî

τ2∫
τ1

K(τ)e−αjτ sinβjτdτ = 0.

Îñêiëüêè K(τ) ≥ 0 íà ïðîìiæêó [τ1, τ2], òî, äëÿ ðiâíîñòi iíòåãðà-
ëà íóëþ, sinβjτ ïîâèíåí õî÷à á îäèí ðàç çìiíèòè çíàê íà öüîìó
ïðîìiæêó. Ç öi¹¨ âèìîãè îäåðæó¹ìî îöiíêó ìàêñèìàëüíîãî ïåðiîäó
êîëèâàíü

Tmax ≤ 2τ2.

ßêùî âiäîìèé ÿâíèé âèãëÿä ôóíêöi¨K(τ), òî öþ îöiíêó ìîæíà
óòî÷íþâàòè.

Äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi â öüîìó ïóíêòi, äîçâîëÿþòü ñòâåð-
äæóâàòè, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿ-
öi¨ ìîæóòü îá ðóíòîâóâàòèñÿ âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ ïîïóëÿöi¨, ùî
âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (6.1.25). Âîäíî÷àñ êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòi ïî-
ïóëÿöi¨ ìîæóòü áóòè âèêëèêàíi iíøèìè ìåõàíiçìàìè. Íàñïðàâäi
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ïðèðîäà êîëèâàíü ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ çíà÷íî ñêëàäíiøà, íiæ
öå âèïëèâà¹ ç ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.

Iñíó¹ îáøèðíà áiîëîãi÷íà ëiòåðàòóðà, ïðèñâÿ÷åíà êîëèâíèì
ïðîöåñàì ó äèíàìiöi ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨. Ðîçðîáëåíî ðÿä ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ùî âèÿâëÿþòü ñóòü ìiæâèäîâèõ i âíóòði-
øíüîâèäîâèõ ìåõàíiçìiâ, ÿêi ïðèâîäÿòü äî êîëèâàíü ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨ ç ÷àñîì. Ñåðåä íèõ � ìîäåëi êîëèâàííÿ ÷èñåëüíîñòi ÷å-
ðåç ïåðiîäè÷íó çìiíó ïàðàìåòðiâ ñåðåäîâèùà ïðîæèâàííÿ, ìîäåëi
êîëèâàíü ÷èñåëüíîñòi âíàñëiäîê ìiæâèäîâèõ âçà¹ìîäié.

Ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ðåàëüíi êîëèâàííÿ çóìîâëþþòüñÿ
ñóêóïíîþ äi¹þ ðiçíèõ ôàêòîðiâ. Òîìó îñîáëèâèé iíòåðåñ âèêëèêà¹
âèâ÷åííÿ ìîäåëåé, ùî âðàõîâóþòü êiëüêà âiäîìèõ ïðè÷èí âèíè-
êíåííÿ êîëèâàíü, íàïðèêëàä, ìîäåëi âçà¹ìîäi¨ ïîïóëÿöié õèæàêà
òà æåðòâè ç óðàõóâàííÿì ¨õ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.

Âèùå áóëî ïîêàçàíî, ùî äèíàìiêà âiêîâîãî ñêëàäó ïîïóëÿöi¨
âèçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðîì êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (6.1.18), à ñàìå çíàêîì
λmax.

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî âåëè÷èíè êîåôiöi¹íòiâ íàðîäæóâàíîñòi
b(τ) i âèæèâàííÿ d(τ) ñòàëi (òîáòî b(τ) = b = const, d(τ) = d =
const), òî ðiâíÿííÿ (6.1.18) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∞∫
0

be−dτe−λτdτ = 1,

àáî
b

d+ λ
= 1.

Çâiäêè λ = b− d.
Ïðè ïîñòiéíèõ b(τ) i d(τ) ñèñòåìó (6.1.8) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó

âèãëÿäi
∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d · x,

x(0, t) = b

∞∫
0

x(τ, t)dτ,

x(τ, 0) = φ(τ).

(6.1.26)
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ßêùî ïðîiíòåãðóâàòè ïåðøå ðiâíÿííÿ ïî τ ó ìåæàõ âiä 0 äî ∞,
ïðèïóñòèâøè, ùî x(∞, t) = 0, òî îäåðæèìî

d

dt

∞∫
0

x(τ, t)dτ − x(0, t) = −d
∞∫
0

x(τ, t)dτ.

Óâiâøè äî ðîçãëÿäó âåëè÷èíó

N(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dτ,

îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, âðàõîâóþ÷è äðóãå òà òðåò¹ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè
(6.1.26), çàïèøåìî ÿê

dN

dt
= (b− d)N

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

N(0) =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

Çâiäñè λ = b− d =
dN

Ndt
, N(t) = N(0)eλt.

Âåëè÷èíó λ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïîêàçíèê åêñïîíåíöiàëüíî¨
çìiíè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨, λ õàðàêòåðèçó¹ âiäíîñíó øâèäêiñòü
ïðèðîñòó ÷èñåëüíîñòi ïðè ñòàöiîíàðíié âiêîâié ñòðóêòóði.

Áiëüø ñêëàäíèé âèïàäîê, êîëè íàðîäæóâàíiñòü çîñåðåäæåíà
íà ñêií÷åííîìó iíòåðâàëi [τ1, τ2] (ðåïðîäóêòèâíèé âiê), òîáòî âå-
ëè÷èíà êîåôiöi¹íòà íàðîäæóâàíîñòi çàäà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

b(τ) =


0, 0 ≤ τ < τ1,
b, τ1 ≤ τ ≤ τ2,
0, τ2 < τ <∞.

Áóäåìî ââàæàòè êîåôiöi¹íò ñìåðòíîñòi ñòàëèì, òîáòî d(τ) = d =
const. Òîäi ðiâíÿííÿ (6.1.18) ìà¹ âèãëÿä

b

τ2∫
τ1

e−(d+λ)τdτ = 1.
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Òóò λmax = λmax(τ1, τ2). Âèçíà÷èìî âïëèâ çíà÷åíü τ1, τ2 íà çìiíó
λmax. ßêùî ïðîäèôåðåíöiþâàòè îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ïî τ1, òî îäåð-
æèìî

−e−(d+λmax)τ1 −
τ2∫

τ1

e−(d+λmax)τ · τdτ ∂λmax

∂τ1
.

Çâiäñè
∂λmax

∂τ1
=

−e−(d+λmax)τ1

τ2∫
τ1

τe−(d+λmax)τdτ

,

àíàëîãi÷íî
∂λmax

∂τ2
=

e−(d+λmax)τ2

τ2∫
τ1

τe−(d+λmax)τdτ

.

Îöiíþþ÷è çíàêè îäåðæàíèõ âèðàçiâ, áà÷èìî, ùî ïðè çìåíøåííi
τ1 i çáiëüøåííi τ2 âåëè÷èíà λmax çáiëüøó¹òüñÿ, òîáòî ïðè ðîçøè-
ðåííi ðåïðîäóêòèâíîãî ïðîìiæêó λmax çáiëüøó¹òüñÿ, à ïðè éîãî
çâóæåííi λmax çìåíøó¹òüñÿ. Ïðè÷îìó çìiíà âiêó τ1, òîáòî ïî÷à-
òêó ðåïðîäóêòèâíîãî âiêó, ìà¹ áiëüøèé âïëèâ íà âåëè÷èíó λmax,
íiæ çìiíà âiêó τ2 (çàêií÷åííÿ ðåïðîäóêòèâíîãî âiêó), îñêiëüêè∣∣∣∣∣∣∣∣

∂λmax

∂τ1
∂λmax

∂τ2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = e(d+λmax)(τ2−τ1) > 1,

à ñàìå âiäíîøåííÿ ïîõiäíèõ ∂λmax
∂τ1

i ∂λmax
∂τ2

åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòà¹
ïðè çðîñòàííi äîâæèíè ðåïðîäóêòèâíîãî ïðîìiæêó. Î÷åâèäíî, ùî
öå ìà¹ ìiñöå ïðè d+ λmax > 0.

Ïðîiëþñòðó¹ìî âïëèâ ïàðàìåòðà τ1 íà çìiíó âåëè÷èíè áiîëî-

ãi÷íîãî ïîòåíöiàëó H, äå H =

∞∫
0

K(τ)dτ , K(τ) = b(τ) exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
. Äëÿ öüîãî âiçüìåìî d(τ) = 1, τ ∈ [0,∞),
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b(τ) =


0, τ < τ1,
−(τ − τ1)(τ − 3), τ ∈ [τ1, 3],
0, τ > 3.

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü âåëè÷èíè H ïðè ðiçíèõ çíà÷åííÿõ τ1
îôîðìèìî ó âèãëÿäi òàêî¨ òàáëèöi:

τ1 1 0,5 0
H 0,1991 0,5273 1,2489

ßê âèäíî ç òàáëèöi, çñóâ ïî÷àòêó ðåïðîäóêòèâíîãî âiêó â ñòî-
ðîíó ìîëîäøèõ îñîáèí ñïðèÿ¹ çáiëüøåííþ áiîëîãi÷íîãî ïîòåíöià-
ëó, à îòæå, âèæèâàííþ ïîïóëÿöi¨. Ãðàôiê ôóíêöi¨ b(τ), K(τ) çî-
áðàæåíèé íà ðèñ. 6.8.

Ç íàâåäåíèõ ðîçðàõóíêiâ çðîçóìiëî, íàñêiëüêè âàæëèâå çíà-
÷åííÿ â äåìîãðàôi÷íié ïîëiòèöi äåðæàâ ìàþòü çàêîíè, ÿêi îáìå-
æóþòü ìiíiìàëüíèé äîïóñòèìèé âiê âñòóïó â øëþáíi âiäíîñèíè, à
òàêîæ iíøi çàõîäè, ùî ìàòåðiàëüíî çàîõî÷óþòü íàðîäæåííÿ äiòåé
òiëüêè â ïåâíîìó âiöi.

Ðèñ. 6.8. Ãðàôiêè ôóíêöié b(τ), K(τ)

6.1.4. Ìîäåëüíèé ïðèêëàä

Â îáëàñòi D = {(τ, t) : 0 < τ < 1, 0 < t < 1} ðîçãëÿíåìî ìîäåëü
äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ãiïîòåòè÷íî¨ ïîïóëÿöi¨ âèãëÿäó

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −αx, (6.1.27)
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x(0, t) = c

1∫
0

x(τ, t)dτ, (6.1.28)

x(τ, 0) = b, (6.1.29)

äå α, b, c � íåâiä'¹ìíi ñòàëi, ïðè÷îìó α, c ∈ (0, 1).
Â îáëàñòi τ > t ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.1.27) ìà¹ âèãëÿä

x(τ, t) = Ω(t− τ)e−ατ , (6.1.30)

äå Ω(τ) = x(0, t) � êiëüêiñòü íîâîíàðîäæåíèõ ó ìîìåíò ÷àñó t.
Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.1.27) â îáëàñòi τ ≥ t, âèêîðèñòîâóþ÷è

iíòåãðóâàííÿ âçäîâæ õàðàêòåðèñòèê τ = t+ q, q > 0, çíàõîäèìî ó
âèãëÿäi

x(τ, t) = be−αt, τ ≥ t. (6.1.31)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (6.1.28) i âðàõîâóþ÷è âèðàçè (6.1.30),
(6.1.31), äëÿ Ω(t) îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

Ω(t) = c

t∫
0

Ω(t− τ)e−αtdτ + c

1∫
t

be−αtdτ,

àáî

Ω(t) = c

t∫
0

Ω(t)e−α(t−τ)dτ + cbe−αt(1− t). (6.1.32)

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿííÿ (6.1.32) âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïî-
ñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Äëÿ öüîãî ââàæàòèìåìî, ùî Ω0(t) =
cbe−αt(1− t) i îðãàíiçó¹ìî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ

Ωk+1(t) = c

t∫
0

Ωk(τ)e
−α(t−τ)dτ.

Ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî

Ω1(t) = c

t∫
0

Ω0(τ)e
−α(t−τ)dτ = c

t∫
0

cbe−ατ (1− τ)e−α(t−τ)dτ =
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= c2be−αt
(
t− t2

2

)
,

Ω2(t) = c

t∫
0

Ω1(τ)e
−α(t−τ)dτ = c

t∫
0

c2be−ατ
(
τ − τ2

2

)
e−α(t−τ)dτ =

= c3be−αt
( t2
2
− t3

2 · 3

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Îñêiëüêè ðÿä Ω(t) =
∞∑
k=0

Ωk(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ (6.1.32), òî

Ω(t) = Ω0(t) + Ω1(t) + Ω2(t) + · · · =

= cbe−αt(1− t) + c2be−αt
(
t− t2

2

)
+ c3be−αt

( t2
2
− t3

2 · 3

)
+ . . . ,

àáî

Ω(t) = cbe−αt
(
1 + ct+

c2t2

2
+ · · ·+−t

(
1 +

ct

2
+
c2t2

2 · 3
+ . . .

))
=

= cbe−αt
(
ect − t

−1 + 1 + ct+ c2t2

2 + c2t3

2·3 + . . .

ct

)
=

= cbe−αt
(
ect − ect − 1

c

)
= be−αt(1 + ect(c− 1)).

Òåïåð, âèõîäÿ÷è iç ôîðìóë (6.1.30), ìîæåìî çàïèñàòè
ðîçâ'ÿçîê x(τ, t) â îáëàñòi t > τ

x(τ, t) = Ω(t− τ)e−ατ = be−α(t−τ)(1 + ec(t−τ)(c− 1))e−ατ =

= be−αt(1 + (c− 1)ec(t−τ)) = be−αt + (c− 1)be−αt · ec(t−τ) =

= be−αt + b(c− 1)ec(t−α)t · e−cτ .

Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.1.27)�(6.1.29) â îáëàñòi D ìà¹ âèãëÿä

x(τ, t) =

{
be−αt, τ ≥ t,

b(c− 1)e(c−α)te−cτ + be−αt, τ < t.
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6.2. Ëîãiñòè÷íà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè

Âèùå ðîçãëÿíóòà ëiíiéíà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè
ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íò âèæèâàííÿ d(τ, t, x) íå çàëåæàâ âiä
ùiëüíîñòi x. Áiëüø ðåàëiñòè÷i âèïàäêè, êîëè êîåôiöi¹íò ñìåðòíî-
ñòi ¹ ôóíêöi¹þ ùiëüíîñòi âiêîâîãî ðîçïîäiëó. Çà àíàëîãi¹þ ç ìîäåë-
ëþ Ôåðõþëüñòà�Ïiðëà, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó çàãàëüíî¨ ÷èñåëüíîñòi
ïîïóëÿöi¨, ââàæàòèìåìî öþ ôóíêöiþ ëiíiéíîþ. Òîáòî çàìiñòü ðiâ-
íÿíü (6.1.5), (6.1.6) ðîçãëÿäàòèìåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹
äèíàìiêó âiêîâîãî ñêëàäó ïðè íàÿâíîñòi ëiìiòóþ÷èõ ôàêòîðiâ, à
ñàìå çà óìîâ ìiæâiêîâî¨ êîíêóðåíöi¨:

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= − (d(τ, t) + p(τ, t)x)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0, (6.2.1)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Ïàðàìåòðè d(τ, t), b(τ, t), ÿê i âèùå, � ôóíêöi¨ ïðèðîäíî¨ ñìåð-
òíîñòi i íàðîäæóâàííÿ; φ(τ) � ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëà-
äó ïîïóëÿöi¨; p(τ, t) � êîåôiöi¹íò ëiìiòóâàííÿ âñåðåäèíi ãðóïè îñî-
áèí âiêó τ â ìîìåíò ÷àñó t.

Ðiâíÿííÿ (6.2.1) ¹ óçàãàëüíåííÿì ëîãiñòè÷íî¨ ìîäåëi äèíàìiêè
ïîïóëÿöi¨ íà âèïàäîê óðàõóâàííÿ âiêîâîãî ðîçïîäiëó îñîáèí. Öÿ
ìîäåëü âèâ÷àëàñÿ â ïðàöi [62].

Ïàðàìåòðè ñèñòåìè (6.2.1), âèõîäÿ÷è ç áiîëîãi÷íèõ ìiðêóâàíü,
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

1) d(τ, t), p(τ, t) ∈ C(R+, R+), R+ = [0,∞);
2) b(τ, t) íåïåðåðâíà ïî t, iíòåãðîâàíà i êóñêîâî-íåïåðåâíà ïî τ

â îáëàñòi R∗ ×R+;
3) φ(τ) iíòåãðîâàíà i íåïåðåðâíà íà R+;
4) d(τ, t), p(τ, t), b(τ, t) ≥ 0, φ(τ) ≥ 0, τ, t ∈ R+.
Ëiâó ÷àñòèíó â (6.2.1) áóäåìî ðîçóìiòè ÿê ïîõiäíó ïî íàïðÿìêó

t = τ , îñêiëüêè ÷àñ i âiê îñîáèí çìiíþþòüñÿ íà îäíàêîâó âåëè÷èíó.
Äëÿ êîðåêòíîñòi âèêîðèñòàííÿ ïîáóäîâàíèõ ìîäåëåé íåîáõi-

äíî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî íàâåäåíi ðiâíÿííÿ âîëîäiþòü ðÿäîì
âëàñòèâîñòåé, ÿêi äîçâîëÿþòü çàñòîñóâàòè ¨õ äëÿ îïèñó äèíàìiêè
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ïîïóëÿöi¨. Äî òàêèõ âëàñòèâîñòåé íàëåæàòü iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü i
íåâiä'¹ìíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ.

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó ç ëiìiòóþ÷èìè
ôàêòîðàìè â ñòàöiîíàðíîìó ñåðåäîâèùi. Ìà¹ìî

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= − [d(τ) + p(τ)x]x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (6.2.2)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Òóò b(τ), d(τ) � êîåôiöi¹íòè íàðîäæóâàííÿ òà âèæèâàííÿ; p(τ) �
ïàðàìåòð, ùî îïèñó¹ åôåêò ìiæâiêîâî¨ âçà¹ìîäi¨.

Ñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëàäó x̄(τ) âî÷åâèäü ¹
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

dx̄

dτ
= − [d(τ) + p(τ)x̄(τ)] x̄(τ),

x̄(0) =

∞∫
0

b(τ)x̄(τ)dτ. (6.2.3)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Λ(τ) = exp

−
τ∫

0

d(ξ)dξ

 ,

P (τ) =

τ∫
0

p(ξ)Λ(ξ)dξ, K(τ) = b(τ)Λ(τ). (6.2.4)

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (6.2.3) çíàõîäèìî

x̄(τ) =
x̄0Λ(τ)

1 + x̄0P (τ)
, (6.2.5)

äå x̄0 = x̄(0).

257



Îòæå, íèùåíàâåäåíà òåîðåìà ïðàâèëüíà.
Òåîðåìà 6.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
à) d(τ), p(τ) ∈ C(R+);
á) b(τ) � iíòåãðîâàíà i êóñêîâî-íåïåðåðâíà íà R+;
â) àáî p(0) ̸= 0, àáî p(τ) ≡ 0 íà âiäðiçêó [0, α], ïðè÷îìó

α∫
0

K(τ)dτ < 1 òà iñíó¹ òàêå ε, ùî íà âiäðiçêó (α;α+ ε) p(τ) ̸= 0;

ã) b(τ), d(τ), p(τ) ≥ 0, τ ∈ R+.
Òîäi äëÿ iñíóâàííÿ äîäàòíîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó x̄(τ) íå-

îáõiäíî i äîñèòü, ùîá

∞∫
0

K(τ)dτ > 1, (6.2.6)

ïðè÷îìó öåé ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé.
Äîñòàòíiñòü. Ïiäñòàâèìî (6.2.5) ó äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè

(6.2.2). Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èíè x̄0 îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

Φ(x̄0) = 1, (6.2.7)

äå

Φ(x) =

∞∫
0

K(τ)

1 + xP (τ)
dτ. (6.2.8)

Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàë â (6.2.8) iñíó¹ ïðè ïðèïóùåííÿõ, çðîáëå-
íèõ ó òåîðåìi, i çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî âiäíîñíî x ∈ R+, à îòæå, ¹
íåïåðåðâíèì ïî ïàðàìåòðó x â îáëàñòi iñíóâàííÿ.

Çà òåîðåìîþ ïðî ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïiä çíàêîì íåâëàñíîãî
iíòåãðàëà, ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà, ïðè x → ∞ ìà¹ìî àáî
Φ(x) → 0, àáî

Φ(x) →
α∫

0

K(τ)dτ

ìîíîòîííî, îñêiëüêè ïîõiäíà Φ′(x) < 0.
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Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî

Φ(0) =

∞∫
0

K(τ)dτ > 1,

ìà¹ìî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî äîäàòíîãî êîðåíÿ x̄0 ðiâíÿííÿ (6.2.7).
Îòæå, iñíóâàííÿ ¹äèíîãî äîäàòíîãî ñòàöiîíàðíîãî ðîçâ'ÿçêó
(6.2.5) äîâåäåíî.

Íåîáõiäíiñòü. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî âiä ïðîòèëåæíîãî. Íå-
õàé âèêîíàíà îäíà ç äâîõ óìîâ

∞∫
0

K(τ)dτ = 1, (6.2.9)

∞∫
0

K(τ)dτ < 1. (6.2.10)

Ó âèïàäêó (6.2.9) ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê òðèâiàëüíèé, îñêiëü-
êè ðiâíÿííÿ (6.2.7) ìà¹ ëèøå ¹äèíèé êîðiíü x̄0 = 0.

Öiêàâèé âèïàäîê (6.2.10), îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (6.2.7) ìà¹ òiëüêè
âiä'¹ìíi êîðåíi x̄0. Âîäíî÷àñ ðîçâ'ÿçîê x̄(τ) ç ôîðìóëè (6.2.5) ìîæå
íàáóâàòè i äîäàòíèõ çíà÷åíü. Ó [62] ïîêàçàíî, ùî òàêîãî áóòè íå
ìîæå.

Ó ðàçi íåâèêîíàííÿ óìîâè â) òåîðåìè 1.3.3 ïðàâèëüíà òàêà òå-
îðåìà.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè à), á), ã)
òåîðåìè 6.1, à α � ìàêñèìàëüíà òî÷êà, òàêà, ùî p(τ) = 0,
τ ≤ α; òîäi, ÿêùî

α∫
0

K(τ)dτ = 1, b(τ) = 0, τ > α,

òî iñíó¹ íåñêií÷åííà êiëüêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿäó

(6.2.5); ÿêùî

α∫
0

K(τ)dτ > 1, àáî

α∫
0

K(τ)dτ = 1, i ïðàâiøå âiäðiçêà

259



[0, α] íàÿâíà ìíîæèíà íåíóëüîâî¨ ìiðè, äå b(τ) ̸= 0, òî íåíóëüî-
âèõ ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ íå iñíó¹.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ òåîðåìè 6.1.
Âèâ÷èìî òåïåð ïèòàííÿ ñòiéêîñòi îòðèìàíèõ ñòàöiîíàðíèõ

ðîçâ'ÿçêiâ. Äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ åêîñèñòåì ¹
îäíi¹þ ç îñíîâíèõ çàäà÷ ïîïóëÿöiéíî¨ åêîëîãi¨, îñêiëüêè ñòiéêiñòü
ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïî âiäíîøåííþ äî ìàëèõ çáóðåíü ìîæå
ñëóæèòè îçíàêîþ ðåàëiçàöi¨ âiäïîâiäíîãî ðåæèìó â ðåàëüíèõ áiî-
ëîãi÷íèõ óãðóïîâàííÿõ.

Âèçíà÷åííÿ 6.1. Ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x̄(τ) ñèñòåìè
(6.2.1) íàçèâà¹òüñÿ ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì, ÿêùî ∀ε > 0 çíàéäå-
òüñÿ δε > 0, òàêå, ùî äëÿ âñiõ δ ∈ (0, δε) ç óìîâè |φ(τ)− x̄(τ)| <
δ, τ ∈ R+ âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |x(τ, t, φ)− x̄(τ)| < ε ∀t > 0, τ ∈
R+.

Äëÿ öüîãî ââåäåìî â ðîçãëÿä âåëè÷èíó âiäõèëåííÿ âiêîâîãî
ñêëàäó ïîïóëÿöi¨ âiä ñòàöiîíàðíîãî ðîçïîäiëó

ξ(τ, t) = x(τ, t)− x̄(τ).

Ç òî÷íiñòþ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ìà¹ìî

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= − [d(τ) + 2p(τ)x̄(τ)] ξ, τ, t > 0,

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ, t > 0. (6.2.11)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä âiäîêðåìëåííÿ çìiííèõ ó (6.2.11),
îäåðæèìî ξ(τ, t) = x(τ)ezt. Ïðè öüîìó

x(τ) = x(0)
Λ(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−zτ , (6.2.12)

à ïîêàçíèêè z ¹ êîðåíÿìè òðàíñöåíäåíòíîãî ðiâíÿííÿ

F (z) = 1, (6.2.13)

äå

F (z) =

∞∫
0

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−zτdτ.
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Ïðè óìîâàõ òåîðåìè 6.2.1 iíòåãðàë (6.2.13) iñíó¹ äëÿ z, äëÿ
ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà

Rezτ ≥ −
τ∫

0

d(ξ)dξ (6.2.14)

ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ τ .
Çàóâàæèìî, ùî, ÿêùî d(τ) → ∞ ïðè τ → ∞ àáî

τ−1

τ∫
0

d(ξ)dξ → ∞ ïðè τ → ∞, (6.2.15)

òî óìîâà (6.2.14) âèêîíàíà äëÿ Rez ∈ (−∞,∞).
Íàâåäåìî òåîðåìè ïðî ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ.
Òåîðåìà 6.3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6.1 i óìî-

âà (6.2.15), òî äîäàòíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê àñèìïòîòè÷íî
ñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî õàðàêòåð êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (6.2.13),
äëÿ ÷îãî ñïî÷àòêó ôóíêöiþ F (z) ðîçãëÿíåìî ÿê ôóíêöiþ äiéñíî-
ãî àðãóìåíòó z. Àíàëîãi÷íî âëàñòèâîñòÿì ôóíêöi¨ Φ(x) ç (6.2.8)
ìà¹ìî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ F (z) â îáëàñòi ¨¨ âèçíà÷åííÿ i ïðÿ-
ìóâàííÿ F (z) äî íóëÿ ïðè z → ∞, ïðè÷îìó ìîíîòîííî, îñêiëüêè
F ′(z) < 0. Çà óìîâè (6.2.15) F (z) → ∞ ïðè z → −∞.

Âðàõîâóþ÷è (6.2.13) i (6.2.7), îäåðæó¹ìî

F (0) =

∞∫
0

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2dτ <

∞∫
0

K(τ)

1 + x̄0P (τ)
dτ = 1,

à öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ F (z) = 1 ìà¹ ¹äèíèé äiéñíèé âiä'¹ìíèé
êîðiíü z∗ < 0 (ðèñ. 6.9).

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ 1 − F (z) ¹ öiëîþ ôóíêöi¹þ íàäñòåïåíåâîãî
ïîðÿäêó ðîñòó, òî âîíà ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü êîìïëåêñíèõ
êîðåíiâ, ïðè÷îìó ñïðÿæåíèõ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî êîðåíÿ z = α+ iβ

F (z) = 1 =

∞∫
0

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−ατ cosβτdτ <
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<

∞∫
0

K(τ)

1 + x̄0P (τ)
e−ατdτ = F (α).

Ðèñ. 6.9. Iñíóâàííÿ äiéñíèõ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ (6.2.13)

Ïðè öüîìó âíàñëiäîê ìîíîòîííîñòi ôóíêöi¨ F (z) äiéñíîãî àð-
ãóìåíòó ìà¹ìî α < z∗, òîìó ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ξ(τ, t)
ìà¹ âèãëÿä

ξ(τ, t) = x∗(τ)ez
∗t,

äå x∗(τ) � ðîçâ'ÿçîê (6.2.12), ùî âiäïîâiäà¹ z = z∗.
Îòæå, òåîðåìà ïðî ñòiéêiñòü íåíóëüîâîãî ñòàöiîíàðíîãî

ðîçâ'ÿçêó äîâåäåíà.
Òåîðåìà 6.4. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ïðè óìîâàõ (6.2.9),

(6.2.10), (6.2.15) àñèìïòîòè÷íî còiéêèé, à ïðè óìîâi (6.2.6) �
íåñòiéêèé.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 6.3, ïðè
öüîìó ðiâíÿííÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ ìà¹ âèãëÿä

∞∫
0

K(τ)e−zτdτ = 1.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî íîñié ôóíêöi¨ b(τ) çíàõîäèòüñÿ íà âiäðiç-
êó [τ1, τ2], òîäi ìàêñèìàëüíèé ïåðiîä êîëèâàíü T < 2τ2, îñêiëüêè
ç (6.2.13) ìà¹ìî

τ2∫
τ1

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−ατ sinβτdτ = 0.

262



Çàñòîñó¹ìî ìåòîä ðiçíèöåâèõ ñõåì äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó
x(τ, t) çàäà÷i (6.2.2) â îáëàñòi (τ, t) ∈ [0, τ2]×[0, T ]. Ðiçíèöåâà ñõåìà
áåðåòüñÿ ó âèãëÿäi

xi+1
j = xij − h(dj + pjx

i
j)x

i
j ,

xi+1
0 = h

∑
j

bjx
i
j ,

x0j = φj ,

äå xij = x(jh, ih), dj = d(jh), bj = b(jh), pj = p(jh), φj = φ(jh),
j = 0, 1, . . . , n2, n2 = τ2/h, i = 0, 1, . . . , n1, n1 = T/h, h = 0, 01 �
êðîê äèñêðåòèçàöi¨.

Íà ðèñ. 6.10 íàâåäåíî ãðàôiê íîâîíàðîäæåíèõ x(0, t) ó âèïàä-

êó, êîëè d(τ) = 1, b(τ) = 1, 3, p(τ) =
5τ

10 + τ
, τ ∈ [0, 10].

ßê âèäíî ç ðèñ. 6.10, íàÿâíiñòü ÷ëåíà p(τ)x2 ó ðiâíÿííi íàðî-
äæóâàííÿ ïðè H > 1 ñïðèÿ¹ òîìó, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ x
ñìåðòíiñòü çðîñòà¹ i ñèñòåìà ñòàáiëiçó¹òüñÿ íà äåÿêîìó ðiâíi, ùî
çàëåæèòü âiä d(τ) i p(τ).

Ðèñ. 6.10. Ãðàôiê íîâîíàðîäæåíèõ x(0, t). Áiîëîãi÷íèé ïîòåíöiàë
H = 1, 2912 > 1

Íà ðèñ. 6.11 íàâåäåíî ãðàôiê íîâîíàðîäæåíèõ ïðè òèõ æå äà-
íèõ, àëå b(τ) = 1. Ïðè öüîìó H = 0, 9933 < 1 i ïîïóëÿöiÿ âèìèðà¹,
íàâiòü çà âiäñóòíîñòi äîäàíêà p(τ)x2. Ïðè íàÿâíîñòi öüîãî äîäàíêà
âiêîâèé ðîçïîäië íàáëèçèòüñÿ äî íóëüîâîãî ùå øâèäøå.

263



Ðèñ. 6.11. Äèíàìiêà íîâîíàðîäæåíèõ x(0, t) ïðè H < 1

6.3. Ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ç óðàõóâàííÿì

âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨

Ó ï. 6.1 ðîçãëÿíóòà ëiíiéíà ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè.
Áiëüø ðåàëüíi ìîäåëi âðàõîâóþòü âïëèâ êîíêóðåíöi¨ ìiæ îñîáèíà-
ìè, ÿêà âèíèêà¹ çà óìîâ íåñòà÷i ðåñóðñiâ äëÿ ïðîöåñiâ íàðîäæó-
âàííÿ òà âèæèâàííÿ. Òîäi ôóíêöi¨ íàðîäæóâàííÿ òà âèæèâàííÿ
çàëåæàòü íå òiëüêè âiä ïàðàìåòðà τ , à é âiä ôàçîâî¨ çìiííî¨ x. Öå
ïðèâîäèòü äî êâàçiëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ìîäåëü, ùî âðàõîâó¹ ìiæâiêîâó êîíêóðåíöiþ, âèâ÷àëàñÿ â
ï. 6.2. Ó öüîìó ïóíêòi äîñëiäæó¹òüñÿ ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâî¨
ñòðóêòóðè áiîëîãi÷íèõ, ùî âðàõîâó¹ âíóòðiøíüîâèäîâó êîíêóðåí-
öiþ.

6.3.1. Ôîðìóëþâàííÿ ìîäåëi

Ìîäåëü, ùî âðàõîâó¹ íàÿâíiñòü âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨
[57, 58], ìà¹ âèãëÿä

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ, t) +

∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds
]
x, τ, t > 0, (6.3.1)
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x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0, (6.3.2)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0. (6.3.3)

Ó öié ìîäåëi îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ¹
ãóñòèíà ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ x(τ, t) (àáî ùiëüíiñòü áiîìàñè) òàê,

ùî

∞∫
0

x(τ, t)dτ = N(t) âèçíà÷à¹ çàãàëüíó êiëüêiñòü îñîáèí ïîïóëÿ-

öi¨ â ìîìåíò ÷àñó t. Ïàðàìåòðè d(τ, t), b(τ, t) � öå ôóíêöi¨, ùî
âèçíà÷àþòü ïðèðîäíó ñìåðòíiñòü òà íàðîäæóâàíiñòü îñîáèí âi-
êó τ ó ìîìåíò ÷àñó t, ôóíêöiÿ a(τ, s, t) îïèñó¹ åôåêò êîíêóðåí-
öi¨ ìiæ îñîáèíàìè âiêiâ τ òà s ó ìîìåíò ÷àñó t òàê, ùî âèðàç
∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds çàäà¹ øâèäêiñòü çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi îñî-

áèí âiêó τ óíàñëiäîê êîíêóðåíöi¨ ç óñiìà îñîáèíàìè áiîëîãi÷íîãî
óãðóïîâàííÿ.

6.3.2. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Ïðè ìîäåëþâàííi äèíàìiêè ïîâåäiíêè áiîëîãi÷íèõ óãðóïîâàíü
îñîáëèâó ðîëü âiäiãðàþòü ñòàöiîíàðíi ðåæèìè, îñêiëüêè ñàìå öi
ðåæèìè íàé÷àñòiøå ðåàëiçóþòüñÿ â ïðèðîäi. Òîìó ¨õ äîñëiäæåííÿ
ìà¹ êîíêðåòíå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ ÿê iñòîòíèé êðîê íà øëÿõó
ðîçóìiííÿ ïðèðîäíèõ ïðîöåñiâ.

Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü (6.3.1) � (6.3.3) â ñòàöiîíàðíîìó ñåðåäîâè-
ùi. Âîíà ìà¹ âèãëÿä

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s, t)ds
]
x, τ, t > 0, (6.3.4)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (6.3.5)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.
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Ôóíêöi¨ d(τ), b(τ) õàðàêòåðèçóþòü ïðîöåñè âèæèâàííÿ òà íàðî-
äæóâàííÿ, φ(τ) çàäà¹ ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië âiêîâîãî ñêëàäó ïðè
t = 0.

Âèêîíà¹ìî äîñëiäæåííÿ iñíóâàííÿ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ i ¨õ
ñòiéêîñòi.

Ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè x(τ) ðiâíÿíü (6.3.4), (6.3.5) âèçíà÷àþ-
òüñÿ ç ñèñòåìè

dx

dτ
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s)ds
]
x, (6.3.6)

x(0) =

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ. (6.3.7)

Äëÿ ñïðîùåííÿ âèêëàäîê ïðèïóñòèìî, ùî a(τ, s) = γ(τ)p(s),
òîäi (6.3.6) íàáóäå âèãëÿäó

dx

dτ
= −[d(τ) + γ(τ)S]x, (6.3.8)

äå

S =

∞∫
0

p(s)x(s)ds. (6.3.9)

Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.3.8) ¹ ôóíêöiÿ

x(τ) = x(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ−S
τ∫
0

γ(ξ)dξ
. (6.3.10)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (6.3.10) â (6.3.7), îäåðæèìî, ùî, êðiì íóëüîâîãî
ðîçâ'ÿçêó, iñíó¹ ùå íåòðèâiàëüíèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x(τ).
Äëÿ éîãî çíàõîäæåííÿ ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

1 = Φ(S), (6.3.11)

äå

Φ(S) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ−S
τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ.
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Îñêiëüêè Φ′(S) < 0 ïðè S ≥ 0 i Φ(0) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ , òî

ðiâíÿííÿ (6.3.11) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü S
∗
> 0 ïðè óìîâi, ùî Φ(0) > 1

(ðèñ. 6.12).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (6.3.9), äëÿ çíà÷åííÿ x(0), ùî ôi-

ãóðó¹ â ðîçâ'ÿçêó (6.3.10), ìà¹ìî

x(0) =
S
∗

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

∗ τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ

,

òîáòî íåíóëüîâèé ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (6.3.11), (6.3.7)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

x(τ) = S
∗ e

−
τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

∗ τ∫
0

γ(ξ)dξ

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

∗ τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ

.

Ðèñ. 6.12. Iñíóâàííÿ äîäàòíîãî êîðåíÿ ðiâíÿííÿ (6.3.11)

Ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹ ïðè óìîâi, ùî áiîëîãi÷íèé ïîòåí-
öiàë

H =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ > 1.

Çàóâàæèìî, ùî âåëè÷èíó H íàçèâàþòü áiîëîãi÷íèì ïîòåíöi-
àëîì. Âií âáèðà¹ â ñåáå ïàðàìåòðè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ïðîöåñè
ïðèðîäíîãî âèæèâàííÿ i íàðîäæóâàííÿ. Ñàìå çíà÷åííÿ ïàðàìå-
òðà H âèçíà÷à¹ ïîâåäiíêó äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨.
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ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó âèãëÿäó

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[(
α− 1

α

)
+

∞∫
0

x(s, t)ds
]
x(τ, t),

x(0, t) =

∞∫
0

αx(τ, t)dτ,

äå α � äåÿêà êîíñòàíòà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó α > 1.
Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öå ðiâíÿííÿ

ìà¹ ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê x(τ) = e−ατ .

Áiîëîãi÷íèé ïîòåíöiàë ïðè öüîìó H =
α2

α2 − 1
> 1.

6.4. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

6.1. Ðîçãëÿíóòè ìîäåëü äèíàìiêè âiêîâîãî ñêëàäó â íåñòàöiî-
íàðíîìó ñåðåäîâèùi

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t ≥ 0,

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Âñòàíîâèòè îöiíêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i x(τ, t), ÿêùî âiäîìi îöiíêè êî-
åôiöi¹íòiâ íàðîäæóâàíîñòi b(τ, t) òà ñìåðòíîñòi d(τ, t), òîáòî ìà-
þòü ìiñöå íåðiâíîñòi

b1(τ) ≤ b(τ, t) ≤ b2(τ),
d2(τ) ≤ d(τ, t) ≤ d1(τ).

6.2. Ðîçãëÿíóòè ìîäåëü çáîðó óðîæàþ òà ìiãðàöi¨ äëÿ ëiíiéíî¨
ñèñòåìè äèíàìiêè âiêîâî¨ ñòðóêòóðè ó âèãëÿäi

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x+m(τ), τ, t > 0,
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x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t ≥ 0,

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, âèêîíàòè éîãî àíàëiç òà äàòè áiî-
ëîãi÷íå òðàêòóâàííÿ.

6.3. Çíàéòè ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê òà äîñëiäèòè éîãî íà ñòié-
êiñòü äëÿ ìîäåëüíîãî ïðèêëàäó

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ(τ)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)e−αsx(τ, t)dτ, t ≥ 0,

äå

α > 0, S =

∞∫
0

γ(τ)x(τ, t)dτ, γ(τ) > 0, µ(τ) ≥ 0, τ ∈ [0,∞).

Ëiòåðàòóðà: [53, 57, 62, 64, 81, 119, 121, 131, 136].
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Çàäà÷à áóäü-ÿêîãî âèäó çâîäèòüñÿ
äî ìàòåìàòè÷íî¨ çàäà÷i.

Ðåíå Äåêàðò

Ðîçäië 7. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ

ïðîöåñiâ âiäáîðó

7.1. Ñèñòåìè íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi

Íåõàé çàäàíi ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó íîðìàëüíié
ôîðìi

ẋi = Fi(t, x1, ..., xn), i = 1, n (7.1.1)

âiäíîñíî ôóíêöié x1(t), ..., xn(t), àáî ó âåêòîðíié ôîðìi

x = F (t, x), (7.1.2)

äå x(t) = (x1(t), ..., xn(t)), F (t, x) = (F1(t, x), ..., Fn(t, x)), i ïî÷à-
òêîâi óìîâè

x(t0) = x0, x0 = (x01, ..., x
0
n). (7.1.3)

×àñòî ïîñòàíîâêà çàäà÷i âèìàãà¹, ùîá ôàçîâi çìiííi x1, ..., xn
íàáóâàëè ëèøå íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. Òàê, â åêîëîãi÷íèõ ñèñòåìàõ
íåâiä'¹ìíi ÷èñåëüíîñòi îñîáèí ðiçíèõ âèäiâ, ó õiìi÷íèõ � êîíöåí-
òðàöi¨ i êiëüêîñòi ðåàãóþ÷èõ ðå÷îâèí òîùî.

Ôàçîâèì ïðîñòîðîì òàêèõ ñèñòåì ¹ ïiäìíîæèíà åâêëiäîâîãî
ïðîñòîðó Rn, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç òî÷îê iç íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòà-
ìè (òàêà ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíèì n-âèìiðíèì îðòàíòîì).

Áóäåìî ââàæàòè, ùî çàäà÷à Êîøi (7.1.1), (7.1.3) ìà¹ íåâiä'¹ìíi
ðîçâ'ÿçêè x(t), ÿêùî êîìïîíåíòè x1(t), ..., xn(t) íåâiä'¹ìíi ïðè
áóäü-ÿêèõ t > t0 i íåâiä'¹ìíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (x1(t0) ≥
0, ..., xn(t0) ≥ 0).

Ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÿêi óìîâè ïîòðiáíî íàêëàñòè íà
ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè ðiâíÿíü (7.1.1), ùîá ¨¨ ðîçâ'ÿçîê áóâ íå-
âiä'¹ìíèì ïðè íåâiä'¹ìíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ.

Äëÿ ñèñòåìè (7.1.1) âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ äà¹ íàñòóïíà òå-
îðåìà [41].
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Òåîðåìà 7.1. Äëÿ òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.1.1) ïðè
áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ áóâ íåâiä'¹ìíèì, íå-
îáõiäíî i äîñèòü, ùîá ôóíêöi¨ Fi çàäîâîëüíÿëè óìîâè:

Fi(t, x1, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xn) ≥ 0, i = 1, n (7.1.4)

ïðè áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ xj, j ̸= i.
Iíøèìè ñëîâàìè, òåîðåìà 7.1 ãîâîðèòü ïðî òå, ùî ôàçîâà òðà¹-

êòîðiÿ ñèñòåìè, ÿêà ïî÷èíà¹òüñÿ â äîäàòíîìó n-âèìiðíîìó îðòàí-
òi, íiêîëè éîãî íå ïîêèíå, òîáòî äîäàòíèé îðòàíò ¹ iíâàðiàíòíèì
âiäíîñíî ïåðåòâîðåííÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (7.1.1).

Çàóâàæåííÿ 7.1. ßêùî â ðàìêàõ òåîðåìè 7.1 óìîâà (7.1.4)
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå ïðè äåÿêèõ iíäåêñàõ i, òîäi ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷à-
òêîâèõ óìîâàõ x(t0) ç íåâiä'¹ìíîþ i-òîþ êîîðäèíàòîþ xi(t0) ≥ 0,
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.1.1) áóäå ìàòè âiäïîâiäíó íåâiä'¹ìíó êîìïî-
íåíòó xi(t) ≥ 0, t ≥ t0.

ßêùî äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè i-òîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (7.1.1) óìîâà
(7.1.4) âèêîíó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòi

Fi(t, x1, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xn) = 0 (7.1.5)

ïðè áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ çíà÷åííÿõ xj , j ̸= i i xi(t0) = 0, òî äëÿ
âñiõ t > t0 ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü xi(t) = 0.

ßêùî äëÿ ñèñòåìè (7.1.1) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (7.1.5) i xi(t0) > 0,
òî xi(t) > 0 äëÿ âñiõ t > t0.

Äîâåäåííÿ öèõ ôàêòiâ íàâåäåíî â [41].
Ïðèêëàä 7.1. Ðîçãëÿíåìî n áiîëîãi÷íèõ âèäiâ, ÿêi iñíóþòü ó

ñïiëüíîìó ñåðåäîâèùi ç ÷èñåëüíîñòÿìè x1(t),...,xn(t).
Ó âèïàäêó, êîëè æèòò¹âî íåîáõiäíi ðåñóðñè (õàð÷i, âîäà, ïî-

âiòðÿ, ïðîñòið) îáìåæåíi i ìiæ îñîáèíàìè iñíó¹ êîíêóðåíöiÿ, äè-
íàìiêó ÷èñåëüíîñòåé îïèñóþòü ðiâíÿííÿìè Ëîòêè�Âîëüòåððè [17,
18, 92]

ẋi = aixi − xi

n∑
j=1

pijxj , i = 1, n. (7.1.6)

Ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè ðiâíÿíü

Fi = aixi − xi

n∑
j=1

pijxj , i = 1, n
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çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (7.1.4). Äiéñíî ÿê òiëüêè xi = 0, òî Fi = 0
äëÿ âñiõ i = 1, n. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ 7.1, ïðè áóäü-ÿêèõ íå-
âiä'¹ìíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.1.6) áóäå íå-
âiä'¹ìíèì, ùî âiäïîâiäà¹ çìiñòó çìiííèõ.

Çãiäíî iç çàóâàæåííÿìè äî òåîðåìè 7.1 íóëüîâèì êîîðäèíà-
òàì â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ áóäóòü âiäïîâiäàòè íóëüîâi êîìïîíåíòè
ðîçâ'ÿçêó, à äîäàòíèì êîîðäèíàòàì â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ áóäóòü
âiäïîâiäàòè äîäàòíi êîìïîíåíòè â ðîçâ'ÿçêó.

Ïðèêëàä 7.2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó �õèæàê�æåðòâà� âèãëÿäó

ẋ1 = ε1x1 − γ1x1x2,
ẋ2 = −ε2x2 + γ2x1x2,

(7.1.7)

äå ε1, γ1, ε2, γ2 � äîäàòíi êîíñòàíòè.
Ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (7.1.7)

F1(x1, x2) = ε1x1 − γ1x1x2, F1(0, x2) = 0,

F2(x1, x2) = −ε2x2 + γ2x1x2, F1(x1, 0) = 0,

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 7.1, òîìó íåâiä'¹ìíèì ïî÷àòêîâèì
óìîâàì áóäóòü âiäïîâiäàòè íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè, à íóëüîâèì � íó-
ëüîâi.

7.2. Ñèñòåìè ç ïîñòiéíîþ ñóìîþ ôàçîâèõ êîîðäèíàò

Âàæëèâèì âèïàäêîì ñèñòåì (7.1.1) ¹ ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ ïðî-
òÿãîì óñüîãî ïðîöåñó çáåðiãà¹òüñÿ ïîñòiéíîþ ñóìà çíà÷åíü íå-
âiä'¹ìíèõ ôàçîâèõ êîîðäèíàò

n∑
j=1

xi(t) = C = const, xi ≥ 0, t ≥ t0, i = 1, n. (7.2.1)

Ó õiìi¨, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (7.2.1) âèðàæà¹ çàêîí Ëàâóàç'¹
çáåðåæåííÿ ðå÷îâèí, â åêîëîãi¨ � çáåðåæåííÿ ¹ìíîñòi ñåðåäîâèùà
ïðîæèâàííÿ.

Ãåîìåòðè÷íî öÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî âñi òðà¹êòîði¨ ëåæàòü íà
ïîâåðõíi, ÿêà ïåðåòèíà¹ äîäàòíèé n-âèìiðíèé îðòàíò (äîäàòíèé
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êîíóñ) ïðè xi = c. Åéãåí Ì. i Øóñòåð Ï. íàçèâàþòü òàêó ñèìå-
òðè÷íó ïîâåðõíþ, ùî óòâîðþ¹ â öüîìó âèïàäêó ïðîñòið ñòàíiâ,
ñèìïëåêñîì.

Íîðìóþ÷è ôàçîâi çìiííi, äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (7.1.1), ôàçî-
âi êîîðäèíàòè ÿêî¨ çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (7.2.1), ìîæíà
çâåñòè äî äîñëiäæåííÿ ñèñòåìè (7.1.1), ôàçîâèì ïðîñòîðîì ÿêî¨ ¹
ñòàíäàðòíèé ñèìïëåêñ:

S =

{
(x1, ..., xn), xi ≥ 0, i = 1, n,

n∑
i=1

xi = 1

}
.

Ñèñòåìó (7.1.1), ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó íàëå-
æèòü ìíîæèíi S ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ iç S, íàçèâà-
þòü ñèñòåìîþ íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi. Ñòàíäàðòíi ñèìïëåêñè
çîáðàæåíi íà ðèñ. 7.1.

Ðèñ. 7.1. Ïðèêëàäè ñòàíäàðòíèõ ñèìïëåêñiâ ó ïðîñòîði
à � R1, á � R2, â � R3, ã � R4

Êðèòåðié çáåðåæåííÿ ñóìè ôàçîâèõ êîîðäèíàò ñèñòåìè (7.1.1)
äà¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ [41]:
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Òåîðåìà 7.2.Äëÿ òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (7.1.1) çàäî-
âîëüíÿâ óìîâi

n∑
i=1

xi(t) ≡ 1, t ≥ t0, (7.2.2)

ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ x(t0), ùî íàëåæàòü ñòàíäàð-
òíîìó ñèìïëåêñó S, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâ-
íiñòü

n∑
i=1

Fi(t, x) = 0, (7.2.3)

ó òî÷êàõ x, äëÿ ÿêèõ
n∑

i=1

xi = 1.

Íåîáõiäíiñòü. Äèôåðåíöiþþ÷è (7.2.2), îäåðæèìî
n∑

i=1

ẋ(t) ≡

0. Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (7.1.1), îòðèìó¹ìî (7.2.3).

Äîñòàòíiñòü. Óâåäåìî â ðîçãëÿä íîâó çìiííó y = 1−
n∑

i=1

xi(t).

Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

y(t0) = 1−
n∑

i=1

xi(t0) = 0.

Î÷åâèäíî, ùî

ẏ = −
n∑

i=1

Fi(t, x).

Ïîçíà÷èìî G(t, x, y) = −
n∑

i=1

Fi(t, x) i ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

ẋ = Fi(t, x), i = 1, n,
ẏ = G(t, x, y).

(7.2.4)

Îñêiëüêè, çà óìîâè (7.2.2) y = 0 i G(t, x, 0) = 0, òî, çãiäíî ç
çàóâàæåííÿì äî òåîðåìè 7.1, y(t) = 0 äëÿ âñiõ t ≥ t0, à îòæå,
n∑

i=1

xi(t) = 1, ùî é ïîòðiáíî äîâåñòè.
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Çàóâàæåííÿ 7.2. Ñóêóïíiñòü êðèòåði¨â íåâiä'¹ìíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (7.1.1) (òåîðåìà 7.1)
i çáåðåæåííÿ ñóìè ôàçîâèõ êîîðäèíàò (òåîðåìà 7.2) äà¹ íåîáõiäíi
i äîñòàòíi óìîâè íàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (7.1.1) ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñó S.

Ó áàãàòüîõ ìîäåëÿõ áiîôiçèêè [41, 83] çóñòði÷àþòüñÿ ñèñòåìè
ðiâíÿíü âèãëÿäó

ẋi = Φi(t, x)− xi

n∑
j=1

Φj(t, x), i = 1, n. (7.2.5)

Íà îñíîâi òåîðåìè 7.2 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè ïåâíèõ óìîâàõ
òàêi ñèñòåìè ¹ ñèñòåìàìè íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi.

Òåîðåìà 7.3. Íåõàé ôóíêöi¨ Φi(t, x), i = 1, n íåïåðåðâíi çà
ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííîþ
x íà ñèìïëåêñi S i âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Φi(t, x1, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xn) ≥ 0, i = 1, n, (7.2.6)

ïðè áóäü-ÿêèõ xj ≥ 0, j ̸= i. Òîäi ñèñòåìà (7.2.5) ¹ ñèñòåìîþ íà
ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi, ïðè÷îìó ¨¨ ïðàâi ÷àñòèíè íåïåðåðâíi i
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííèìè x íà ñèìïëåêñi S.

Äîâåäåìî ÷àñòèíó òâåðäæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðè óìîâi
(7.2.6) ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü (7.2.5) � ôóíêöi¨ Fi(t, x) = Φi(t, x)−

xi

n∑
j=1

Φj(t, x), i = 1, n � âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ (7.1.4). Ïðè÷îìó

ñóìà ôóíêöié
n∑

i=1

Fi =
n∑

i=1

Φi −
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

Φj

äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî ðiâíiñòü
n∑

i=1

xi = 1 ïðàâèëüíà.

Òîáòî âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè 7.2 i ñèñòåìà (7.2.5) ¹ ñèñòå-
ìîþ íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi.

Çàóâàæåííÿ 7.3. Ìîæíà äîâåñòè, ùî ó âèïàäêó, êîëè ïðàâi
÷àñòèíè ñèñòåìè ðiâíÿíü

ẋi = φ(αi, xi)
n∑

j=1

ψ(xj)− ψ(xi)
n∑

j=1

φ(αj , xj), i = 1, n, (7.2.7)
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çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (7.1.4), òî ñèñòåìà (7.2.7) ¹ ñèñòåìîþ íà
ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi. Òóò ôóíêöi¨ ψ(xi), φ(αi, xi), i = 1, n, äå
αi � ñòàëi àáî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ÷àñó, ¹ íåïåðåðâíèìè çà çìiííè-
ìè x i çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà àðãóìåíòàìè x íà ñèì-
ïëåêñi S.

Ïðèêëàä 7.3. Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé âèïàäîê ìîäåëi Ëîòêè�
Âîëüòåððè (7.1.6) âèãëÿäó

ẋi = aixi − xi

n∑
j=1

ajxj , i = 1, n. (7.2.8)

Çìiííi xi âèðàæàþòü ïèòîìó âàãó i-òîãî âèäó ñåðåä çàãàëüíî¨
êiëüêîñòi îñîáèí. Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà (7.2.8) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
òåîðåìè 7.2, à îòæå, ¹ ñèñòåìîþ íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi.

Ïðèêëàä 7.4. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü ðîñòó ïîïóëÿöi¨ â óìîâàõ
êîíêóðåíöi¨ ç óðàõóâàííÿì ñòàòåâîãî ðîçìíîæåííÿ.

Íåõàé zi � ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ i-òîãî âèäó. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî
øâèäêiñòü ïðèðîñòó ïîïóëÿöi¨ (ðîçìíîæåííÿ) ïðîïîðöiéíà êiëü-
êîñòi çóñòði÷åé îñiá ÷îëîâi÷î¨ òà æiíî÷î¨ ñòàòåé, ó ðîçäiëi 3 îäåð-
æàíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âèãëÿäó

żi = ki
z2i
4
.

Àëå, ÿêùî iñíóþòü ôàêòîðè ëiìiòóâàííÿ, òî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ äî-
äàòêîâà ñìåðòíiñòü i ðiâíÿííÿ äèíàìiêè ÷èñåëüíîñòi íàáóâàþòü
âèãëÿäó

żi = ki
z2i
4

− pizi, i = 1, n. (7.2.9)

Ïðèïóñòèìî, ùî êîåôiöi¹íò pi äîäàòêîâî¨ ñìåðòíîñòi i-òîãî âè-
äó ïðîïîðöiéíèé ñóêóïíîìó ïðèðîñòó i îáåðíåíî ïðîïîðöiéíèé ¹ì-
íîñòi ñåðåäîâèùà, òîáòî

pi =

n∑
j=1

kjz
2
j

4

Ω
,

äå Ω � çàãàëüíà êiëüêiñòü îñîáèí óñiõ âèäiâ, ÿêi ìîæóòü ñïiâiñíó-
âàòè â äàíîìó ñåðåäîâèùi.
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ßêùî çðîáèòè çàìiíó xi =
zi
Ω
, ai =

ki
4
Ω, òî ðiâíÿííÿ (7.2.9)

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

ẋi = aix
2
i − xi

n∑
j=1

ajx
2
j , i = 1, n, (7.2.10)

äå xi � ïèòîìà ÷èñåëüíiñòü îñîáèí i-òîãî âèäó. Î÷åâèäíî, ùî ñè-
ñòåìà (7.2.10) çàäîâîëüíÿ¹ òåîðåìè 7.1, 7.2 i ¹ ñèñòåìîþ íà ñòàí-
äàðòíîìó ñèìïëåêñi.

7.3. Ìåòîäè çâåäåííÿ äî ñèñòåì íà ñòàíäàðòíîìó

ñèìïëåêñi

Äîâiëüíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (7.1.1) íå çàâæäè
¹ ñèñòåìîþ íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi, ÿêùî, íàïðèêëàä, íå âè-
êîíó¹òüñÿ óìîâà (7.2.3). Àëå çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâî-
ðåíü ñèñòåìó (7.1.1) ìîæíà â äåÿêèõ âèïàäêàõ çâåñòè äî ñèñòåìè
íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi àáî âèäiëèòè â ñèñòåìi ïiäñèñòåìó íà
ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi S. Òàê, ó ïðèêëàäi 7.4 ñèñòåìó íà ñòàí-

äàðòíîìó ñèìïëåêñi áóëî îäåðæàíî ïiñëÿ çàìiíè xi =
zi
Ω
. Ñåðåä

óñiõ ìåòîäiâ òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ âiäçíà÷èìî ìåòîäè ëiíiéíî¨ çà-
ìiíè, íîðìóþ÷î¨ çàìiíè, ñòåïåíåâî¨ çàìiíè, ïðîåêòóâàííÿ ñèìïëå-
êñà.

Ìåòîä ëiíiéíî¨ çàìiíè çìiííèõ. Öå íàéáiëüø ïðîñòèé ìå-
òîä çâåäåííÿ ñèñòåìè äî ñèñòåìè íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi S.

Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

żi = Fi(t, z), i = 1, n, (7.3.1)

äå z � n-âèìiðíèé âåêòîð z = (zi, ..., zn)
T .

ßêùî ôóíêöi¨ Fi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (7.1.4) i âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

n∑
i=1

ciFi(t, z) = 0, ÿê òiëüêè
n∑

i=1

cizi = Ω,

òî ìîæíà ïîêàçàòè [41], ùî ïðè ïåâíèõ óìîâàõ çàäà÷à Êîøi äëÿ
ñèñòåìè (7.3.1) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè zi(t0) = z0i , ÿêi çàäîâîëü-
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íÿþòü âèìîãè

z0i ≥ 0, i = 1, n,
n∑

i=1

ciz
0
i = Ω,

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê zi(t) ≥ 0, t ≥ t0,
n∑

i=1

cizi(t) = Ω. Òóò Ω i ci, i = 1, n,

� äåÿêi íåâiä'¹ìíi ñòàëi. Êðiì öüîãî, ñèñòåìà (7.3.1) çà äîïîìîãîþ
ëiíiéíî¨ çàìiíè çìiííèõ

xi =
cizi
Ω
, i = 1, n, (7.3.2)

ìîæå áóòè ïåðåòâîðåíà â ñèñòåìó (7.1.1), ÿêà ¹ ñèñòåìîþ íà ñòàí-
äàðòíîìó ñèìïëåêñi.

Ïðèêëàä 7.5. Ðîçãëÿíåìî ìîäåëü Ëîòêè�Âîëüòåððè

żi = aizi − zi

n∑
j=1

pijzj , i = 1, n. (7.3.3)

Çðîáèìî â ñèñòåìi (7.3.3) çàìiíó çìiííèõ xi =
cizi
Ω
, i = 1, n. Îäåð-

æèìî ñèñòåìó âèãëÿäó

ẋi = aizi − xi

n∑
j=1

pij
Ω

cj
xj , i = 1, n. (7.3.4)

Ùîá ñèñòåìà (7.3.4) áóëà ñèñòåìîþ íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi,
ïîâèííà âèêîíóâàòèñü óìîâà

n∑
i=1

aixi −
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

pij
Ω

cj
xj = 0, ÿê òiëüêè

n∑
i=1

xi = 1.

Ó âèïàäêó, êîëè pij íå çàëåæèòü âiä iíäåêñó i, òîáòî pij = pj ,

ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, êîëè aj = pj
Ω

cj
.

Îòæå, ðiâíÿííÿ Ëîòêè�Âîëüòåððè (7.3.3) çâîäÿòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ ëiíiéíî¨ çàìiíè äî ñèñòåìè íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi ïðè
óìîâi, ùî pij = pj , i = 1, n, j = 1, n.
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Ìåòîä íîðìóþ÷î¨ çàìiíè. Äðóãèì ðîçïîâñþäæåíèì ìåòî-
äîì ïåðåòâîðåííÿ âèõiäíî¨ ñèñòåìè äî ñèñòåìè íà ñòàíäàðòíîìó
ñèìïëåêñi ¹ ïåðåõiä âiä âèõiäíèõ ôàçîâèõ çìiííèõ äî ¨õ ïèòîìî¨
âàãè. Öåé ïåðåõiä çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ íîðìóþ÷î¨ çàìiíè.
Íàâåäåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ òàêå ïåðåòâîðåííÿ ìîæëèâå.

Âèçíà÷åííÿ 7.1. Ôóíêöiþ Φ(t, z, y), äå z = (z1, ..., zn)
T , y =

(y1, ..., ym)T , íàçèâàòèìåìî äîäàòíî îäíîðiäíîþ çà çìiííîþ z,
ÿêùî ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

Φ(t, λz, y) = λΦ(t, z, y)

äëÿ áóäü-ÿêî¨ äîäàòíî¨ êîíñòàíòè λ.
Íåõàé çàäàíà ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

żi = Φi(t, z, y), i = 1, n,
ẏj = Rj(t, z, y), j = 1,m,

(7.3.5)

äå ôóíêöi¨ Φi, Rj � íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííèìè z.

Íåõàé çàäàíi ïî÷àòêîâi óìîâè

zi(t0) = z0i , i = 1, n, yj(t0) = y0j , j = 1,m. (7.3.6)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (7.3.5), (7.3.6) íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíèì
çà çìiííèìè z, ÿêùî ïðè áóäü-ÿêîìó t > t0 âèêîíóþòüñÿ óìîâè
z(t) ≥ 0 ïðè z(t0) ≥ 0, i = 1, n.

Ç òåîðåìè 7.1 âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè ôóíêöi¨ Φi(t, z, y)
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (7.1.4) çà çìiííèìè z, à ïî÷àòêîâi óìîâè
z(t0) ≥ 0, òî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (7.3.5), (7.3.6) äëÿ çìiííèõ z
íåâiä'¹ìíèé.

ßêùî ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (7.3.6), ùî çàäîâîëü-

íÿþòü ðiâíiñòü
n∑

i=1

z0i = 1, â íàñòóïíi ìîìåíòè ÷àñó t > t0 âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
n∑

i=1

zi(t) = 1, òî êàæóòü, ùî êîðåíi n ðiâíÿíü

óòâîðþþòü ïiäñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi.
Ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà [41].
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Òåîðåìà 7.4. Íåõàé ó ñèñòåìi (7.3.5) ôóíêöi¨ Φi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâè (7.1.4) çà çìiííèìè z, äîäàòíüî îäíîðiäíi çà çìiííè-
ìè z, êðiì öüîãî, ïðè áóäü-ÿêèõ íåòðèâiàëüíèõ i íåâiä'¹ìíèõ ïî
z ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ (7.3.6) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (7.3.5), (7.3.6)
íåòðèâiàëüíèé çà çìiííèìè z.

Òîäi, çà äîïîìîãîþ íîðìóþ÷î¨ çàìiíè

ω =

n∑
k=1

zk, xi =
zi
ω
, i = 1, n,

âèõiäíà ñèñòåìà (7.3.5) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

ẋi = Φi(t, x, y)− xi

n∑
k=1

Φk(t, x, y), i = 1, n, (7.3.7)

ẏj = Rj(t, ωx, y), j = 1,m, (7.3.8)

ω̇ = ω

n∑
k=1

Φk(t, x, y), (7.3.9)

äå ðiâíÿííÿ (7.3.7) óòâîðþþòü ïiäñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîìó
ñèìïëåêñi.

Ïðèêëàä 7.6. Óçàãàëüíåíà ìîäåëü Âîëüòåððè �îäèí õèæàê �
n æåðòâ� ìà¹ âèãëÿä

żi = aizi − kyzi, i = 1, n,

ẏ = b
n∑

i=1
ziy − sy,

(7.3.10)

äå ai, k, b, s � äîäàòíi êîíñòàíòè.
Îñêiëüêè äëÿ ôóíêöié Φi(t, z1, ..., zn, y) = aizi − kyzi âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà

Φi(t, z1, ..., zi−1, 0, zi+1, ..., zn) ≡ 0, i = 1, n,

òî ïðè áóäü-ÿêèõ íåòðèâiàëüíèõ i íåâiä'¹ìíèõ ïî z ïî÷àòêîâèõ
óìîâàõ (z0i ≥ 0) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè (7.3.10) íå-
òðèâiàëüíèé i íåâiä'¹ìíèé ïî z. Îñêiëüêè ïðàâi ÷àñòèíè Φi(t, z, y)
äîäàòíî îäíîðiäíi çà çìiííèìè z, òî âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåî-
ðåìè 7.4.
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Âèêîíó¹ìî íîðìóþ÷ó çàìiíó

ω =

n∑
k=1

zk, xi =
zi
ω
, i = 1, n.

Îäåðæèìî

ẋi =
żiω − ziω

ω2
=
aizi − kyzi

ω
− zi
ω

n∑
j=1

ajzj − kyzj
ω

=

= axi − kyxi − xi

n∑
j=1

ajxj + xi

n∑
j=1

kyxj , i = 1, n,

ẏ = b

n∑
i=1

ωxiy − sy, ω̇ =

n∑
i=1

(aiωxi − kωxiy).

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî
n∑

i=1

xi = 1 ìà¹ìî ñèñòåìó

ẋi = aixi − xi
n∑

j=1
ajxj , i = 1, n,

ẏ = bωy − sy,

ω̇ = ω
n∑

j=1
ajxj − kωy,

â ÿêié ïåðøi n ðiâíÿíü óòâîðþþòü ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîìó ñèì-
ïëåêñi.

7.4. Ñèñòåìè ñòðîãîãî òà íåñòðîãîãî âiäáîðiâ

Ðîçãëÿíåìî áiîëîãi÷íi âèäè, ÿêi çàéìàþòü íà ïåâíié òåðèòîði¨
îäíó åêîëîãi÷íó íiøó. Ïðè ïîÿâi íîâîãî âèäó, ÿêèé iñòîòíî êðà-
ùå âèêîðèñòîâó¹ òó æ íiøó, íàñòà¹ ôàçà ïåðåõîäó âiä iñíóâàííÿ
äî ïîâíîãî âèíèùåííÿ âèõiäíèõ âèäiâ (àáî ïðèíàéìíi îäíîãî ç
iñíóþ÷èõ âèäiâ), òîáòî âiäáóâà¹òüñÿ âiäáið.

Âiäáið çâîäèòüñÿ äî âèæèâàííÿ îäíèõ âèäiâ i âèìèðàííÿ ií-
øèõ. Âiäáið � öå îñîáëèâà ôîðìà ïîâåäiíêè ïiäñèñòåì ñêëàäíî¨
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ñèñòåìè. Âîíà çóñòði÷à¹òüñÿ â òîìó âèïàäêó, êîëè â ðåçóëüòà-
òi êîíêóðåíöi¨ ìiæ çäàòíèìè äî iñíóâàííÿ ïiäñèñòåìàìè âèíèêà¹
ïðîöåñ, ÿêèé ïðèçâîäèòü äî çíèêíåííÿ õî÷à á îäíi¹¨ ç ïiäñèñòåì
àáî êëàñó ïiäñèñòåì.

ßêùî ìè õî÷åìî äàòè âiäïîâiäü ïðî ìîæëèâiñòü âiäáîðó â ñè-
ñòåìàõ, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè (7.1.1), òî
íåîáõiäíî, ùîá äåÿêi xi(t) ïðè t→ ∞ ïåðåòâîðþâàëèñÿ â íóëü.

Âèâ÷àòè ïðîöåñè âiäáîðó íàéáiëüø äîöiëüíî â ñèñòåìàõ, äå
çáåðiãà¹òüñÿ çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü åëåìåíòiâ, îñêiëüêè çíèêíåííÿ
âèäó ìîæëèâå çà ðàõóíîê çáiëüøåííÿ ÷èñåëüíîñòi iíøèõ âèäiâ, à
íå çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ çàãàëüíî¨ ÷èñåëüíîñòi. Ðîçãëÿíåìî ñè-
ñòåìó (7.1.1), äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi.

Âèçíà÷åííÿ 7.2. Ñèñòåìó (7.1.1) íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëå-
êñi S íàçèâàòèìåìî ñèñòåìîþ íåñòðîãîãî âiäáîðó, ÿêùî çíàéäó-
òüñÿ íîìåðè i, j, òàêi, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ,
ùî íàëåæàòü ñèìïëåêñó, äëÿ ÿêèõ xj(t0) ̸= 0, i-òà êîìïîíåíòà
ðîçâ'ÿçêó ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè t→ ∞.

Âèçíà÷åííÿ 7.3. Ñèñòåìó (7.1.1) íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëå-
êñi S íàçèâàòèìåìî ñèñòåìîþ ñòðîãîãî âiäáîðó, ÿêùî çíàéäå-
òüñÿ òàêèé íîìåð j, ùî íåçàëåæíî âiä ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ùî íà-
ëåæàòü ñèìïëåêñó ç íåíóëüîâîþ j-îþ êîîðäèíàòîþ (xj(t0) ̸= 0)
âiäïîâiäíà j-òà êîìïîíåíòà ðîçâ'ÿçêó xj(t) → 1 ïðè t→ ∞, òîäi
ÿê ðåøòà êîìïîíåíò ïðÿìóþòü äî íóëÿ.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi ¹ ñè-
ñòåìîþ ñòðîãîãî âiäáîðó, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî j = 1, iíàêøå
ìîæíà ïåðåïîçíà÷èòè çìiííi. Ïðè öüîìó

lim
t→∞

x1(t) = 1, ÿêùî x1(0) ̸= 0.

Î÷åâèäíî, ùî ñèñòåìà ñòðîãîãî âiäáîðó ¹ òàêîæ ñèñòåìîþ íå-
ñòðîãîãî âiäáîðó. Íàâïàêè íå òàê. Ó âèïàäêó n = 2 ïîíÿòòÿ ñòðî-
ãîãî i íåñòðîãîãî âiäáîðiâ çáiãàþòüñÿ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñèñòåìè (7.1.1), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(7.1.4) i xi(t0) = 0, òî xi(t) ≡ 0 ïðè t > t0, à îòæå, óìîâè íåñòðîãîãî
âiäáîðó ïîòðiáíî ïåðåâiðÿòè ëèøå ïðè xi(t0) ̸= 0. Òîáòî ïîòðiáíî
ðîçãëÿäàòè ïî÷àòêîâi óìîâè, â ÿêèõ óñi êîìïîíåíòè ñòðîãî áiëüøi
çà íóëü.
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Íàâåäåìî äåêiëüêà òåîðåì ïðî óìîâè âiäáîðó äëÿ íåàâòîíîì-
íèõ i àâòîíîìíèõ ñèñòåì [41].

Òåîðåìà 7.5. Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (7.2.5), (7.2.6) áóëà ñè-
ñòåìîþ íåñòðîãîãî âiäáîðó, äîñèòü, ùîá iñíóâàëè íîìåðè i òà j,
òàêi, ùî âçäîâæ áóäü-ÿêî¨ ôàçîâî¨ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (7.2.5),
ùî âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâèì óìîâàì

xi(t0) = x0i , x0i ≥ 0, i = 1, n,

n∑
i=1

x0i = 1, (7.4.1)

äëÿ ÿêèõ 0 < x0i < 1, 0 < x0j < 1, âèêîíóâàëàñÿ óìîâà

∞∫
t0

(Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt = ∞. (7.4.2)

Çàóâàæèìî, ùî â òåîðåìi 7.5 óìîâó (7.4.2) ìîæíà çàìiíèòè íà
âèìîãó òîãî, ùîá ãðàíèöÿ

q = lim
t→+∞

(Φj(t, x(t))

xj(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
iñíóâàëà i áóëà ñòðîãî áiëüøîþ çà íóëü àáî äîðiâíþâàëà +∞.

Òåîðåìà 7.6. (Iíòåãðàëüíèé êðèòåðié ñòðîãîãî âiäáîðó). Äëÿ
òîãî, ùîá ñèñòåìà (7.2.5) ïðè óìîâàõ (7.2.6) áóëà ñèñòåìîþ
ñòðîãîãî âiäáîðó, íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá óçäîâæ áóäü-ÿêî¨ ôà-
çîâî¨ òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (7.2.5), ùî âiäïîâiäà¹ ïî÷àòêîâèì óìî-
âàì (7.4.1), äëÿ ÿêèõ 0 < x0i < 1, i = 1, n, âèêîíóâàëàñÿ ðiâíiñòü

∞∫
t0

(Φ1(t, x(t))

x1(t)
− Φi(t, x(t))

xi(t)

)
dt = ∞, i = 2, n.

Ïðèêëàä 7.7. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü íà ñòàíäàðòíîìó
ñèìïëåêñi âèãëÿäó

ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2 + x2x3 + x3 + x1x
2
3),

ẋ2 = x2x3 + x3 − x2(x1x2 + x2x3 + x3 + x1x
2
3),

ẋ3 = x1x
2
3 − x3(x1x2 + x2x3 + x3 + x1x

2
3),

283



ÿêà ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ìîäåëi (7.2.5).
Òóò Φ1 = x1x2, Φ2 = x2x3 + x3, Φ3 = x1x

2
3,

Φ1

x1
= x2,

Φ2

x2
= x3 +

x3
x2
,

Φ3

x3
= x3x1.

Îñêiëüêè 0 < x1 < 1 i
x3
x2

≥ 0, òî x3x1 < x3 i

Φ2

x2
>

Φ3

x3
. (7.4.3)

ßêùî x02 ̸= 0, òî

d

dt

(x3
x2

)
=
ẋ3x2 − ẋ2x3

x22
=

=

x2(Φ3(x)− x3
3∑

k=1

Φk(x))− x3(Φ2 − x2
3∑

k=1

Φk(x))

x22
=

=
x2Φ3(x)− x3Φ2(x)

x22
=
x3
x2

(Φ3(x)

x3
− Φ2(x)

x2

)
. (7.4.4)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (7.4.4), îäåðæó¹ìî

x3(t)

x2(t)
=
x03
x02

exp
( t∫

0

(Φ3(x)

x3
− Φ2(x)

x2

)
dt
)
.

Âðàõîâóþ÷è (7.4.3), âèñíîâó¹ìî, ùî
x3(t)

x2(t)
ìîíîòîííî ñïàäà¹, à

îòæå, iñíó¹ ñêií÷åííà ãðàíèöÿ

a = lim
t→+∞

x3(t)

x2(t)
, a ≥ 0.

ßêùî a > 0, òî

Φ3(x)

x3
− Φ2(x)

x2
< −a,

t∫
0

(Φ3(x)

x3
− Φ2(x)

x2

)
dt < −∞, lim

t→∞

x3(t)

x2(t)
= 0,
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ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, a ìîæå ìàòè ëèøå íóëüîâå
çíà÷åííÿ i lim

t→∞
x3(t) = 0.

Àíàëîãi÷íî ïðè x01 ̸= 0 ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

lim
t→∞

x2(t)

x1(t)
= 0 i lim

t→∞
x2(t) = 0.

Òîìó ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ñèñòåìîþ ñòðîãî âiäáî-
ðó.

Íàâåäåìî ùå êðèòåði¨ óìîâ ñòðîãîãî i íåñòðîãîãî âiäáîðó äëÿ
àâòîíîìíèõ ñèñòåì [41].

Òåîðåìà 7.7. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äâîõ àâòîíîìíèõ ðiâíÿíü
íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi

ẋ1 = F1(x1, x2), ẋ2 = F2(x1, x2). (7.4.5)

Òóò F1(x1, x2) + F2(x1, x2) = 0, F1(0, x2) ≥ 0, F2(x1, 0) ≥ 0.
Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (7.4.5) áóëà ñèñòåìîþ âiäáîðó (ñòðîãîãî
i íåñòðîãîãî), íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá äëÿ âñiõ 0 < x1 < 1
âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü

F1(x1, 1− x1) > 0.

Òåîðåìà 7.8. Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà

ẋi = Fi(x), i = 1, n,

íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi çàäîâîëüíÿëà óìîâó ñòðîãîãî âiäáîðó
(limx1(t) = 1, x1(0) ̸= 0), íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá âñþäè íà
ñèìïëåêñi S, çà âèíÿòêîì òî÷îê iç êîîðäèíàòàìè x1 = 0 i x1 = 1
âèêîíóâàëàñÿ íåðiâíiñòü F1(x) > 0.

Ðîçãëÿíåìî àâòîíîìíó ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi ó
âèãëÿäi

ẋi = Φi(x)− xi

n∑
j=1

Φj(x), i = 1, n, (7.4.6)

äå ôóíêöi¨ Φi(x) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (7.2.6) i ¹ äîäàòíî îäíîði-
äíèìè (Φi(λx) = λΦi(x), λ > 0).

Ïðàâèëüíi íàñòóïíi òåîðåìè.
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Òåîðåìà 7.9. Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (7.4.6) áóëà ñèñòåìîþ
ñòðîãîãî âiäáîðó, äîñòàòíüî, ùîá âñþäè íà ñèìïëåêñi S âèêîíó-
âàëèñÿ íåðiâíîñòi

Φ1(x)

x1
>

Φi(x)

xi
, i = 2, n,

ÿê òiëüêè x1 ̸= 0, xi ̸= 0.
Òåîðåìà 7.10. Äëÿ òîãî, ùîá ñèñòåìà (7.4.6) áóëà ñèñòåìîþ

âiäáîðó (ñòðîãîãî ÷è íåñòðîãîãî), íåîáõiäíî, ùîá ñèñòåìà ðiâíÿíü

Φ1(x)

x1
=

Φ2(x)

x2
= · · · = Φn(x)

xn

íå ìàëà ðîçâ'ÿçêiâ íà ñèìïëåêñi S.
Ïðèêëàä 7.8. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2 + x2x3 + x3x1),
ẋ2 = x2x3 − x2(x1x2 + x2x3 + x3x1),
ẋ3 = x3x1 − x3(x1x2 + x2x3 + x3x1).

(7.4.7)

Öÿ ñèñòåìà ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ñèñòåìè (7.4.6).
Òóò Φ1 = x1x2, Φ2 = x2x3, Φ3 = x3x1,

Φ1

x1
= x2,

Φ2

x2
= x3,

Φ3

x3
= x1.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

Φ1

x1
=

Φ2

x2
=

Φ3

x3

àáî x1 = x2 = x3, ùî òå ñàìå.
Íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi öÿ ñèñòåìà ìà¹ ðîçâ'ÿçîê x1 =

x2 = x3 =
1

3
, à îòæå, çà òåîðåìîþ 7.10 äàíà ñèñòåìà íå ¹ ñèñòåìîþ

âiäáîðó (íi ñòðîãîãî, íi íåñòðîãîãî).
Ïðè x3 = 0 ñèñòåìà (7.4.7) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2),
ẋ2 = −x2(x1x2).
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Öÿ ñèñòåìà òåæ ¹ ñèñòåìîþ òèïó (7.4.6), äëÿ ÿêî¨
Φ1

x1
= x2,

Φ2

x2
=

0,
Φ1

x1
>

Φ2

x2
, à îòæå, çà òåîðåìîþ 7.9, äàíà ñèñòåìà ¹ ñèñòåìîþ

ñòðîãîãî âiäáîðó, x1(t) → 1, x2(t) → 0 ïðè t → ∞, x01 ̸= 0, òîáòî
ïåðøèé âèä âèòiñíÿ¹ äðóãèé çà âiäñóòíîñòi òðåòüîãî.

Àíàëîãi÷íî ïðè x1 = 0 ñèñòåìà (7.4.7) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ñèñòå-
ìó

ẋ2 = x2x3 − x2(x2x3),
ẋ3 = −x3(x2x3)

ÿêà òåæ ¹ ñèñòåìîþ ñòðîãîãî âiäáîðó. Òóò x2(t) → 1, x3(t) → 0 ïðè
t → ∞, x02 ̸= 0, òîáòî äðóãèé âèä âèòiñíÿ¹ òðåòié çà âiäñóòíîñòi
ïåðøîãî.

Ïðè x2 = 0 ìàþòü ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ x3(t) → 1, x1(t) → 0
ïðè t→ ∞, x03 ̸= 0.

Ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (7.4.7) íà ñèìïëåêñi çîáðàæåíi íà ðèñ. 7.2.

Ïðè t → ∞ âîíè ïðÿìóþòü äî öåíòðà ñèìïëåêñà
(1
3
,
1

3
,
1

3

)
.

Óçäîâæ òðà¹êòîðié óñåðåäèíi ñèìïëåêñà âiäáið âiäñóòíié, àëå ñïî-
ñòåðiãà¹òüñÿ âçäîâæ òðà¹êòîðié, ùî ëåæàòü íà ìåæi ñèìïëåêñà.

7.5. Ïðèñòîñîâíiñòü áiîëîãi÷íèõ âèäiâ

Ïðèêëàäîì âèêîðèñòàííÿ òåîði¨ âiäáîðó ìîæå áóòè âèçíà÷åííÿ
ìiðè ïðèñòîñîâàíîñòi áiîëîãi÷íèõ âèäiâ.

×àðëç Äàðâií ñôîðìóëþâàâ ïðèíöèï âiäáîðó i ïðîäåìîíñòðó-
âàâ éîãî çíà÷åííÿ äëÿ åâîëþöi¨ i áiîëîãi¨. Çà Äàðâiíèì, ïðèðî-
äíèé âiäáið � öå âèæèâàííÿ íàéáiëüø ïðèñòîñîâàíîãî. Àëå ïîíÿò-
òÿ �íàéáiëüø ïðèñòîñîâàíèé�, éîãî ìàòåìàòè÷íå âèçíà÷åííÿ i ìî-
æëèâiñòü êiëüêiñíîãî âèìiðó íà ïðàêòèöi äîñi äî êiíöÿ íå ç'ÿñîâàíi
i ¹ ïðåäìåòîì îáãîâîðåííÿ, îñîáëèâî ñåðåä áiîëîãiâ. À äëÿ òîãî,
ùîá ðîçâ'ÿçóâàòè ïðàêòè÷íi ïðîáëåìè àáî ñòàâèòè êîìï'þòåðíi
åêñïåðèìåíòè, ïîòðiáíî ìàòè ìàòåìàòè÷íå âèçíà÷åííÿ âiäáîðó.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âiäáið ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïiñëÿ îá÷è-
ñëåííÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷åíîãî ôóíêöiîíàëà ïðèñòîñîâàíîñòi Φ äëÿ
êîæíîãî ç ñîðòiâ äî ðåïëèêàöi¨ äîïóñêàëàñÿ òiëüêè ïiäìíîæèíà
ñîðòiâ iç ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì Φ, òîáòî âiäáið � öå ïîñëiäîâíå
çàìiùåííÿ ñîðòiâ iíøèìè ñîðòàìè, ÿêi âîëîäiþòü áiëüøîþ ïðèñòî-
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ñîâàíiñòþ â êîíêóðåíöi¨ çà âèæèâàííÿ. Åêñòðåìàëüíi ïðèíöèïè
ìàþòü îñîáëèâå çíà÷åííÿ â òåîði¨ ïðîöåñiâ âiäáîðó ¨¨ åâîëþöi¨.

Ðèñ 7.2. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè (7.4.7) íà ñòàíäàðòíîìó
ñèìïëåêñi

Âiäáið ¹ îñíîâíèì ïðèíöèïîì ñàìîîðãàíiçàöi¨, âií çiãðàâ âà-
æëèâó ðîëü ó ïðîöåñi åâîëþöi¨ æèòòÿ íà Çåìëi. I äàðâiíiâñüêèé
ïðèíöèï åâîëþöi¨ � âèæèâàííÿ íàéáiëüø ïðèñòîñîâàíîãî � ìîæå
áóòè iíòåðïðåòîâàíèé ÿê çàäà÷à îïòèìiçàöi¨: ïðè çàäàíèõ åêîëî-
ãi÷íèõ óìîâàõ âèçíà÷èòè òîé âèä (÷è ñiìåéñòâî âèäiâ), ÿêèé ðåà-
ëiçó¹ ìàêñèìàëüíó ÷àñòîòó ñàìîâiäòâîðåííÿ.

Íåõàé ó ñòàöiîíàðíîìó ñåðåäîâèùi ñïiâiñíóþòü n áiîëîãi÷íèõ

âèäiâ, äëÿ ÿêèõ
n∑

i=1

xi(t) = C.

×èñåëüíiñòü îñîáèí i-ãî âèäó â ìîìåíò ÷àñó t ≥ 0 äîðiâíþ¹
xi(t), i = 1, n, òîäi äèíàìiêà ÷èñåëüíîñòåé ïðè öüîìó îïèñó¹òüñÿ
ðiâíÿííÿì
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ẋi = Gi(t, x)xi −
xi
C

n∑
j=1

Gj(t, x)xj , i = 1, n, (7.5.1)

äå Gi � êîåôiöi¹íò ðîçìíîæåííÿ i-ãî âèäó.
Ó ðàìêàõ öi¹¨ ìîäåëi â ðîáîòi [41] âèçíà÷åíèé ïîêàçíèê ïðè-

ñòîñîâàíîñòi
J(i) = ⟨Gi⟩,

äå ⟨Gi⟩ � ÷àñîâi ñåðåäíi ôóíêöi¨ Gi(t, x), òîáòî ⟨Gi⟩ =

lim
T→∞

T∫
0

Gi(t, x(t))

T
dt. Çãiäíî ç êðèòåði¹ì ïîðiâíÿííÿ âèäiâ, íàé-

áiëüø ïðèñòîñîâàíèì áóäå âèä, ó ÿêîãî âåëè÷èíà J(i) áóäå íàé-
áiëüøîþ.

Ç ÷àñîì âèæèâàþòü òi îðãàíiçìè, ó ÿêèõ êîåôiöi¹íò ðîçìíîæå-
ííÿ áiëüøèé i â ðåçóëüòàòi éîãî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìiðó ïðè-
ñòîñîâàíîñòi.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè êîåôiöi¹íòè Gi ëiíiéíî çàëåæàòü âiä
x, à ñàìå Gi = λixi, òîäi ìiðà ïðèñòîñîâàíîñòi J(i) = λi.

Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (7.5.1) íàáóâà¹ âèãëÿäó

ẋi = λixi −
xi
C

n∑
j=1

λjxj , i = 1, n, (7.5.2)

äå
n∑

i=1

xi(t) = 1,
n∑

i=1

xi(0) = C.

Ðiâíÿííÿ (7.5.2) â ëiòåðàòóði íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì Ôiøåðà�
Åéãåíà [113].

Ñïiââiäíîøåííÿ
n∑

i=1

xi(t) = C ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ìî-

æëèâiñòü ïðîòiêàííÿ â çàìêíåíié ñèñòåìi òiëüêè ïðîöåñiâ ïåðå-
òâîðåííÿ xi ↔ xj .

Ñèñòåìà (7.5.2) ìîæå áóòè ïðîiíòåãðîâàíà àíàëiòè÷íî:

xi(t) = C
xi(0) exp(λit)

n∑
j=1

xj(0) exp(λjt)

.
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Âîíà äîïóñêà¹ n ðiçíèõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ âèãëÿäó

x
(s)
1 = · · · = x

(s)
s−1 = x

(s)
s+1 = · · · = x(s)n = 0, x(s)s = C, s = 1, n.

Àëå ç óñiõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé ëèøå òîé,
ÿêèé âiäïîâiäà¹ íàéáiëüøîìó çíà÷åííþ λs: λs > λi, ∀i ̸= s. Îò-
æå, ðîçãëÿíóòà ñèñòåìà âîëîäi¹ òiëüêè îäíèì-¹äèíèì ñòiéêèì ñòà-
öiîíàðíèì ñòàíîì, ùî ðîçìiùåíèé â îäíié iç âåðøèí ñèìïëåêñà.
Òðà¹êòîði¨ ñèñòåìè ïðè t → ∞ àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóþòü äî öüîãî
ñòiéêîãî ñòàíó, òîáòî

x1(t), . . . , xs−1(t), xs+1(t), . . . , xn(t) → 0 ïðè t→ ∞,

xs(t) → C ïðè t→ ∞.

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü (7.5.2) ïðè n = 3:

λ1 = 0, 15;λ2 = 0, 1;λ3 = −0, 1;x0(0) = 45;x2(0) = 100;x3(0) = 165.

Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ öi¹¨ ñèñòåìè íàâåäåíà íà ðèñ. 7.2. ßê âèäíî
ç ãðàôiêà, x1(t) → x1(0) + x2(0) + x3(0) = 300 ïðè t → ∞, x2(t),
x3(t) → 0 ïðè t→ ∞.

Îòæå, âèæèâà¹ ïåðøèé âèä, ó ÿêîãî êîåôiöi¹íò ðîçìíîæåííÿ
ìàêñèìàëüíèé (λ1 > λ2 > λ3).

Ðèñ. 7.3. Ãðàôiêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (7.5.2)

7.6. Ïðîöåñè âiäáîðó â ìîäåëÿõ iç âiêîâîþ ñòðóêòóðîþ

Ó ðîçäiëi 6 ìè ðîçãëÿíóëè ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äèíàìiêè âiêî-
âî¨ ñòðóêòóðè, âîíà îïèñó¹ êiëüêiñòü îñîáèí âiêó τ , ùî iñíóþòü
ó ìîìåíò ÷àñó t. Ìîäåëü ÿâëÿëà ñîáîþ ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, ùî îïèñó¹ ôóíêöiþ âiêîâî¨ ùiëü-
íîñòi x(τ, t).
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Áóëî âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ñèñòåìíîãî ïàðàìåòðà P (áiîëîãi-
÷íîãî ïîòåíöiàëó), çíà÷åííÿ ÿêîãî âèçíà÷àþòü òðè ÿêiñíî ðiçíèõ
âèïàäêè. Ïðè P > 1 êiëüêiñòü íîâîíàðîäæåíèõ çà îäèíèöþ ÷àñó
áiëüøà çà êiëüêiñòü ïîìåðëèõ, òîáòî äîìiíóþòü ïðîöåñè âiäòâî-
ðåííÿ i ïðè âñiõ τ x(τ, t) → ∞ ïðè t → ∞. Íàâïàêè, ïðè P < 1
x(τ, t) → 0 ïðè t → ∞, âèä âèìèðà¹. Ïðè P = 1 îáèäâà ïðîöå-
ñè (íàðîäæóâàíiñòü i ñìåðòíiñòü) ïåðåáóâàþòü ó ðiâíîâàçi é iñíó¹
íåñêií÷åííî áàãàòî ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ. Òàêèì ÷èíîì, ìè îäåð-
æàëè ÿêiñíó õàðàêòåðèñòèêó äèíàìiêó îñîáèí óñåðåäèíi îêðåìîãî
âèäó â ïðèïóùåííi, ùî íàðîäæóâàíiñòü i ñìåðòíiñòü ¹ ëiíiéíèìè
ôóíêöiÿìè âiä ùiëüíîñòi âiêîâîãî ðîçïîäiëó x(τ, t).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìîäèôiêàöi¨ ó âèïàäêó, êîëè n âèäiâ ðîç-
âèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî äî ìîäåëi âiêîâî¨ ñòðóêòóðè i, êðiì òîãî,
âçà¹ìîäiþòü ÷åðåç ïðîöåñè âiäáîðó.

Ïåðø çà âñå ñèñòåìó n âèäiâ, ÿêi íå âçà¹ìîäiþòü îäèí ç îäíèì,
îïèøåìî ðiâíÿííÿìè

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −di(τ)xi(τ, t), τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0, (7.6.1)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

Íåõàé ïàðàìåòðè ñèñòåìè çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:
à) di(τ), bi(τ) � íåïåðåðâíi, íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ íà [0,∞) i

∞∫
0

di(ξ)dξ = ∞;

á) φi(τ) ∈ C1[0,∞)
∩
L1[0,∞), φi(τ) ≥ 0, τ ∈ [0,∞);

â) φi(0) =

∞∫
0

bi(τ)φi(τ)dτ , i = 1, 2, . . . , n.

Ïðè öèõ óìîâàõ iñíó¹ ¹äèíèé äîäàòíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè
(7.6.1). Êðiì öüîãî, áóäåìî ââàæàòè, ùî áiîëîãi÷íi ïîòåíöiàëè âñiõ
ïîïóëÿöié
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Pi =

∞∫
0

bi(τ) exp

(
−

τ∫
0

di(ξ)dξ

)
dτ > 1, (7.6.2)

i = 1, 2, . . . , n,

òîáòî êîæíèé iç âèäiâ, iñíóþ÷è îêðåìî (áåç êîíêóðåíöi¨), âèæèâà¹.
Ïðîñòèì ìåòîäîì óâåäåííÿ ïðîöåñiâ âiäáîðó â ñèñòåìó (7.6.1),

çà àíàëîãi¹þ ç ìîäåëëþ Åéãåíà [114], ¹ âèìîãà ïîñòiéíîñòi çàãàëü-
íî¨ êiëüêîñòi îñîáèí â åêîñèñòåìi, òîáòî

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ = C = const. (7.6.3)

Ìîäèôiêó¹ìî ñèñòåìó (7.6.1) òàê, ùîá äëÿ íå¨ âèêîíóâàëàñü
óìîâà (7.6.3). Öå ìîæíà çðîáèòè ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Òàêèé ðå-
çóëüòàò äîñÿãà¹òüñÿ çà ðàõóíîê ìîäèôiêàöi¨ àáî ôóíêöi¨ âèæè-
âàííÿ, àáî ôóíêöi¨ íàðîäæóâàííÿ îêðåìî. Àëå áiëüøèé iíòåðåñ
ñòàíîâèòü âèïàäîê, êîëè ðåãóëþâàííÿ ñèñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ ÷åðåç
ïðîöåñè íàðîäæóâàííÿ é âèæèâàííÿ îäíî÷àñíî.

Äëÿ öüîãî â ñèñòåìi (7.6.1) çàìiñòü ôóíêöié di(τ), bi(τ) ïiäñòà-
âèìî di(τ) +D(x1, . . . , xn), bi(τ) +B(x1, . . . , xn) âiäïîâiäíî, òîáòî
øóêàíó ñèñòåìó ïîáóäó¹ìî ó âèãëÿäi

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −[di(τ) +D(x1, . . . , xn)]xi(τ, t),

xi(0, t) =

∞∫
0

(bi(τ) +B(x1, . . . , xn))xi(τ, t)dτ, (7.6.4)

xi(τ, 0) = φi(τ), i = 1, 2, . . . , n.

Çíàéäåìî âèðàçè äëÿ D(x1, . . . , xn) òà B(x1, . . . , xn).
Ïðîäèôåðåíöiþâàâøè (7.6.3) çà ÷àñîì t i âðàõóâàâøè (7.6.4),

îäåðæèìî

0 =

n∑
i=1

∞∫
0

∂xi
∂t

dτ = −
n∑

i=1

∞∫
0

(
∂xi
∂τ

+ di(τ)xi+
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+D(x1, . . . , xn)xi

)
dτ = −

n∑
i=1

(
xi(0, t)+

+

∞∫
0

di(τ)xi(τ, t)dτ +D(x1, . . . , xn)×

×
∞∫
0

xi(τ, t)dτ

)
=

n∑
i=1

( ∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))xi(τ, t)dτ+

+(B(x1, . . . , xn)−D(x1, . . . , xn))

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

)
.

Çâiäñè ìà¹ìî

B(x1, . . . , xn) ≡ ⟨b⟩, D(x1, . . . , xn) ≡ ⟨d⟩,

äå, çà âèçíà÷åííÿì,

⟨b⟩ =

n∑
i=1

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

. (7.6.5)

Îòæå, îá'¹êòîì íàøîãî äîñëiäæåííÿ ¹ ñèñòåìà âèãëÿäó

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −[di(τ) + ⟨b⟩]xi(τ, t), τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫
0

(bi(τ) + ⟨d⟩)xi(τ, t)dτ, t > 0, (7.6.6)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

Àíàëiç ìîäåëi. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi (7.6.6) çâ'ÿçàíi
íåëiíiéíèìè âèðàçàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ â (7.6.5), òî ñèñòåìó
(7.6.6) â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè â ÿâíié àíà-
ëiòè÷íié ôîðìi, ìîæëèâèé ëèøå ¨¨ ÿêiñíèé àíàëiç.
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Òåîðåìà 7.11. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè à) � â) òà (7.6.2),
òîäi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (7.6.6) xi(τ, t) → 0 ïðè t → ∞, i ̸= m,
xm(τ, t) → Cρ0m(τ) ̸= 0 ïðè t → ∞, äå m � iíäåêñ, òàêèé, ùî
cm = max

i
ci, äå ci > 0 i âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

1 =

∞∫
0

(bi(τ) + di(τ)) exp

(
−

τ∫
0

di(ξ)dξ − ciτ

)
dτ, (7.6.7)

i = 1, 2, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. Óìîâè à), á), â) çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ¹äèíîãî
äîäàòíîãî ðîçâ'ÿçêó xi(τ, t) ñèñòåìè (7.6.6).

Äàëi ââåäåìî çàìiíó

xi(τ, t) = ni(t)ρi(τ, t), (7.6.8)

äå ni(t) =

∞∫
0

xi(τ, t)dτ , à ρi(τ, t) � íîðìîâàíà âiêîâà ñòðóêòóðà:

∞∫
0

ρi(τ, t)dτ = 1.

Ç óìîâè

d

dt
ni(t) =

∞∫
0

∂xi(τ, t)

∂t
dτ,

âðàõîâóþ÷è (7.6.6), îäåðæó¹ìî

dni(t)

dt
=

[ ∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ − ⟨b− d⟩

]
ni(t), (7.6.9)

ni(0) =

∞∫
0

φi(τ)dτ.
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Äèôåðåíöiþþ÷è (7.6.8) i âðàõîâóþ÷è (7.6.6) òà (7.6.9), ìà¹ìî

∂ρi
∂τ

+
∂ρi
∂t

= −

[
di(τ) +

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ + ⟨d⟩

]
ρi,

ρi(0, t) =

∞∫
0

(bi(τ) + di(τ))ρi(τ, t)dτ, (7.6.10)

ρi(τ, 0) = φi(τ)/

∞∫
0

φi(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , n.

Ââàæàòèìåìî, ùî

λi =

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ, (7.6.11)

i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (7.6.9) íà ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêàõ ρ0i (τ) ñè-
ñòåìè (7.6.10). Òîäi ðiâíÿííÿ (7.6.9) ïåðåïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

dni(t)

dt
= [λi − ⟨λ⟩]ni(t), (7.6.12)

äå ⟨λ⟩ =
n∑

i=1

λini(t)/

n∑
i=1

ni(t).

(7.6.12) ¹ ðiâíÿííÿì òèïó Åéëåðà�Ôiøåðà i, ÿê âiäîìî [113,

114], ni(t) → 0 ïðè t → ∞, i ̸= m, nm(t) → C =

n∑
i=1

ni(t), äå m

� iíäåêñ òîãî âèäó, äëÿ ÿêîãî λm = max
i
λi. Îòæå, ñòàöiîíàðíèé

ðîçâ'ÿçîê
(0, 0, . . . , n0m, . . . , 0) (7.6.13)

ñèñòåìè (7.6.9) àñèìïòîòè÷íî ñòiéêèé.
Äàëi çíàéäåìî ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè ρ0i (τ) ñèñòåìè (7.6.10). Íà

ïiäñòàâi (7.6.13) ðiâíÿííÿ äëÿ ρ0i (τ), i ̸= m, íå âèêëèêàþòü iíòåðå-
ñó, à ðiâíÿííÿ äëÿ ρ0m(τ) çàìèêà¹òüñÿ é íàáóâà¹ âèãëÿäó

dρ0m(τ)

dτ
=

[
dm(τ) +

∞∫
0

bm(τ)ρ0m(τ)dτ

]
ρ0m(τ), (7.6.14)
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ρ0m(0) =

∞∫
0

(bm(τ) + dm(τ))ρ0m(τ)dτ. (7.6.15)

Íåõàé

cm =

∞∫
0

bm(τ)ρ0m(τ)dτ. (7.6.16)

Òîäi ç (7.6.14) çíàõîäèìî

ρ0m(τ) = ρ0m(0) exp

(
−

τ∫
0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
. (7.6.17)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (7.6.17) â (7.6.15), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ cm

1 =

∞∫
0

(bm(τ) + dm(τ)) exp

(
−

τ∫
0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
dτ. (7.6.18)

Öå ðiâíÿííÿ ïðè óìîâi (7.6.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê cm > 0.

Ç óìîâè

∞∫
0

ρ0m(τ)dτ = 1 çíàõîäèìî

ρ0m(0) =

[ ∞∫
0

exp

(
−

τ∫
0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
dτ

]−1

, (7.6.19)

à öå îçíà÷à¹, ùî ρ0m(τ) çà ôîðìóëîþ (7.6.17) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíî-
çíà÷íî. Îòæå, âèä iç íîìåðîì m, äëÿ ÿêîãî

λ0m = max
i
λ0i , λ0i =

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρ
0
i (τ)dτ, (7.6.20)

âèæèâà¹, òîáòî

xm(τ, t) → Cρ0m(τ) ïðè t→ ∞,

xi(τ, t) → 0 ïðè t→ ∞, i ̸= m.
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Óìîâà âèæèâàííÿ m-ãî âèäó (7.6.20) ôîðìóëþ¹òüñÿ ÷åðåç âi-
äîìi ôóíêöi¨ di(τ), bi(τ).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñèñòåìè êîíêóðóþ÷èõ âèäiâ iç âiêîâîþ ñòðó-
êòóðîþ, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè (7.6.6) íà îñíîâi çàäàíèõ, çà-
ëåæíèõ âiä âiêó øâèäêîñòåé íàðîäæóâàííÿ òà âèæèâàííÿ, ñòà¹
ìîæëèâèì âèçíà÷èòè, ÿêèé iç âèäiâ âèæèâà¹ â ïðîöåñi âiäáîðó.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (7.6.16) � (7.6.18), äëÿ λ0i çíàõî-
äèìî

λ0i =

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρ
0
i (τ)dτ = 2ci − ρ0i (0).

Íåñêëàäíî ïîêàçàòè, ùî
dλ0i
dci

> 0 ïðè λ0i > 0. Îòæå, çíàéäåíî

çðó÷íi óìîâè äëÿ âèçíà÷åííÿ âèæèâàííÿ âèäiâ ó ïðîöåñàõ âiä-
áîðó. ßêùî îáìåæèòèñÿ âèäàìè ç λ0i > 0, òîáòî òàêèìè, ÿêi çà
âiäñóòíîñòi âiäáîðó ñàìi íå âèìèðàþòü, òî ìàêñèìóì âåëè÷èíè λ0i
äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ òîãî âèäó m, äëÿ ÿêîãî âåëè÷èíà cm òåæ ìàêñè-
ìàëüíà. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íà çàâåðøåííÿ ïðîäåìîíñòðó¹ìî âàæëèâiñòü âíóòðiøíüîâèäî-
âî¨ ñòðóêòóðè äëÿ ïðîöåñiâ âiäáîðó íà äâîõ ïðîñòèõ ìîäåëüíèõ
ïðèêëàäàõ.

Ïðèêëàä 7.9. Ðîçãëÿíåìî äâà ãiïîòåòè÷íèõ âèäè ç òàêèìè
çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ: di(τ), bi(τ), i = 1, 2:

1) b1(τ) = 2b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d(τ) = d0, τ ∈ [0,∞);
2) b2(τ) = b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d(τ) = d0/2, τ ∈ [0,∞)

i ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé iç âèäiâ âèæèâà¹ â ïðîöåñi âiäáîðó. Äëÿ öüîãî
íåîáõiäíî äîñëiäèòè, ÿêèé iç êîðåíiâ � c1 ÷è c2, � ùî âèçíà÷àþòüñÿ
ç ðiâíÿííÿ (7.6.7), áiëüøèé.

Ó âèïàäêó 1) ðiâíÿííÿ (7.6.7) ìà¹ âèãëÿä

1 =

τ0∫
0

2b0 exp

(
−(d0 + c1)τ

)
dτ +

∞∫
0

d0 exp

(
−(d0 + c1)τ

)
dτ,

àáî
c1 = 2b0(1− exp(−(d0 + c1)τ0)).
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Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ çàïèøåìî òàê:

exp(−(d0 + c1)τ0) = 1− 1

2b0
c1. (7.6.21)

Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó 2) îäåðæó¹ìî

exp

(
−

(
d0
2

+ c2

)
τ0

)
= 1− 1

b0
c2. (7.6.22)

Òåïåð ïîðiâíÿ¹ìî ìiæ ñîáîþ êîðåíi ðiâíÿíü (7.6.21), (7.6.22). Ãðà-
ôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ ðiâíÿíü ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.4. Ãðàôiêè
ôóíêöié, ùî ôiãóðóþòü ó ðiâíÿííi (7.6.21), ïîçíà÷àòèìåìî 1), à
òi, ùî ôiãóðóþòü ó ðiâíÿííi (7.6.22), � 2).

ßê âèäíî ç ðèñ. 7.4, c1 = max(c1, c2). Öå äà¹ ïiäñòàâó ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ïåðøèé âèä âèæèâà¹, à äðóãèé âèìèðà¹, òîáòî íà
âèæèâàííÿ ìà¹ áiëüøå øàíñiâ òîé âèä, ó ÿêîãî íàðîäæóâàíiñòü
áiëüøà, õî÷à i âèùà ñìåðòíiñòü. Âèä, ó ÿêîãî ìåíøà íàðîäæóâà-
íiñòü i ìåíøà ñìåðòíiñòü, âèìèðà¹.

-

6

e−
d0
2
τ0

e−d0τ0

1

c

1)
2)

1)
2)

c2 b0 2b0c1

Ðèñ. 7.4. Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü (7.6.21) òà (7.6.22)

Ïðèêëàä 7.10. Ïðîäåìîíñòðó¹ìî âàæëèâiñòü âðàõóâàííÿ
âíóòðiøíüîâèäîâî¨ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè äëÿ ïðîöåñiâ âiäáîðó ùå íà
îäíîìó ïðîñòîìó ïðèêëàäi, ùî îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ (7.6.6).

Ðîçãëÿíåìî òðè âèäè ç ïîñòiéíîþ ñìåðòíiñòþ

di(τ) = d0, i = 1, 2, 3

òà ç ðiçíîþ íàðîäæóâàíiñòþ

b1(τ) =


b0 +∆, τ ∈

[
0, τ02

)
,

b0 −∆, τ ∈
[
τ0
2 , τ0

]
,

0, τ > τ0;
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b2(τ) =


b0 −∆, τ ∈

[
0, τ02

)
,

b0 +∆, τ ∈
[
τ0
2 , τ0

]
,

0, τ > τ0;

b3(τ) = b0, τ ∈ [0, τ0].

Ãðàôiêè öèõ ôóíêöié çîáðàæåíi íà ðèñ. 7.5.
Äëÿ òîãî, ùîá ç'ÿñóâàòè, ÿêèé iç âèäiâ âèæèâà¹ â ïðîöåñi âiäáî-

ðó, íåîáõiäíî äîñëiäèòè, ÿêèé êîðiíü ðiâíÿííÿ (7.6.7) íàéáiëüøèé.

-

6
b0

τ0 τ

b3

-

6

b0

τ0 τ

b1

b0 +∆

b0 −∆
τ0
2

-

6

b0

τ0 τ

b2

b0 +∆

b0 −∆
τ0
2

Ðèñ. 7.5. Ãðàôiêè ôóíêöié íàðîäæóâàíîñòi

Ó íàøîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (7.6.7) ìà¹ âèãëÿä

1 =

τ0∫
0

bi(τ) exp

(
−d0τ − ciτ

)
dτ +

∞∫
0

d0 exp

(
−d0τ − ciτ

)
dτ,

àáî

ci = (ci + d0)

τ0∫
0

bi(τ) exp(−d0τ − ciτ)dτ. (7.6.23)

Âðàõîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ôóíêöié bi(τ), ïîáóäó¹ìî ðiâíÿííÿ
ïðè i = 1, 2.

Ïðè i = 1 ìà¹ìî

c1 = (c1 + d0)

τ0/2∫
0

(b0 +∆) exp(−d0τ − c0τ)dτ+
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+

τ0∫
τ0/2

(b0 −∆) exp(−d0τ − c1τ)dτ

àáî
c1 = b0(1− exp(−(c1 + d0)τ0))+

+∆

(
1 + exp(−(c1 + d0)τ0)− 2 exp

(
−(c1 + d0)

τ0
2

))
.

Àíàëîãi÷íî ïðè i = 2

c2 = b0(1− exp(−(c2 + d0)τ0))−

−∆

(
1 + exp(−(c2 + d0)τ0)− 2 exp

(
−(c2 + d0)

τ0
2

))
.

Ïðè i = 3
c3 = b0(1− exp(−(c3 + d0)τ0)).

Çðîáèìî ïiäñòàíîâêó

exp
(
−(ci + d0)

τ0
2

)
= pi, i = 1, 2, 3. (7.6.24)

Òîäi ïðèéäåìî äî ñèñòåìè

− 2

τ0
ln p1 − d0 + b0(p

2
1 − 1) = ∆(1− p21),

− 2

τ0
ln p2 − d0 + b0(p

2
2 − 1) = −∆(1− p22), (7.6.25)

− 2

τ0
ln p3 − d0 + b0(p

2
3 − 1) = 0.

Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (7.6.25) ïîäàíî íà ðèñ.7.6.
Ïîâåäiíêà êðèâèõ, ÿêi ôiãóðóþòü ó ïðàâié i ëiâié ÷àñòèíàõ ñè-

ñòåìè (7.6.25), ïîêàçó¹, ùî

p1 < p3 < p2.
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Îñêiëüêè çàìiíà (7.6.24) ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ ôóíêöi¹þ àðãóìåí-
òó c, ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi

c1 > c3 > c2. (7.6.26)

-

6

−∆

∆

−d

p1
p3p2 1

pi

Ðèñ. 7.6. Ãðàôi÷íå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (7.6.25)

Íåðiâíiñòü (7.6.26) äåìîíñòðó¹, ùî â ïðîöåñi âiäáîðó ïåðåìàãà¹
ïåðøèé âèä, â ÿêîãî øâèäêiñòü íàðîäæóâàííÿ áiëüøà â ìîëîä-
øîìó âiöi. Ïåðåâàãà äðóãîãî âèäó çà øâèäêiñòþ íàðîäæóâàííÿ â
ñòàðøîìó âiöi ïåðåä ïåðøèì i òðåòiì âèäàìè íå ìîæå çáiëüøèòè
øàíñè íà éîãî âèæèâàííÿ.

Áåç óðàõóâàííÿ âiêîâî¨ ñòðóêòóðè, òîáòî ó âèïàäêó äèíàìiêè
Åéãåíà, óñi òðè âèäè õàðàêòåðèçóþòüñÿ îäíàêîâèì ïàðàìåòðîì
âèæèâàííÿ

λi = b0 − d0, i = 1, 2, 3.

Òîìó íiÿêîãî âiäáîðó áè íå âiäáóëîñÿ i âèñíîâêè, ÿêi îäåðæóþòüñÿ
ç ìîäåëi Åéãåíà, ïîêàçàëè á, ùî âñi òðè âèäè áóäóòü ñïiâiñíóâàòè.

7.7. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

7.1. Ïåðåâiðèòè, ÷è âèêîíóþòüñÿ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè
íåâiä'¹ìíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ëîðåíöà

ẋ = σy − σx,
ẏ = rx− y − xz,
ż = xy − bz

à) çà âñiìà êîîðäèíàòàìè; á) çà ÷àñòèíîþ êîîðäèíàò.
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7.2. Ïåðåâiðèòè, ÷è âèêîíóþòüñÿ íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè
íåâiä'¹ìíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìîäåëi ïîÿâè ìóòàöié

ẋ = ax− kx,
ẏ = bx− ky + ay,
ż = by − kz,

äå a � êîåôiöi¹íò íàðîäæóâàíîñòi, b � êîåôiöi¹íò ïîÿâè ìóòàöi¨, k
� êîåôiöi¹íò ñìåðòíîñòi (a, b, k ≥ 0).

7.3. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ äàíà ñèñòåìà ñèñòåìîþ íà ñòàíäàðòíîìó
ñèìïëåêñi

à) ẋi = aixi − xi

n∑
j=1

ajxj , i = 1, n;

á) ẋi = aix
2
i − xi

n∑
j=1

ajx
2
j , i = 1, n;

â)
ẋ = −xy + z2,
ẏ = −xy + z2,
ż = 2xy − 2z2.

7.4. Çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ xi = z3i çâåñòè ñèñòåìó

żi = aizi − zi

n∑
j=1

ajz
3
j , i = 1, n,

äî ñèñòåìè íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi.
7.5. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæíà ñèñòåìó

ẋ1 = −x1x32 + 2x23,
ẋ2 = −3x1x

3
2 + 6x3,

ẋ3 = 2x1x
3
2 − 4x23,

çâåñòè äî ñèñòåìè íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi.
7.6. Ïðîiíòåãðóâàòè ñèñòåìó íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi

ẋi = aix
2
i

2∑
j=1

x2j − x2i

2∑
j=1

ajx
2
j , i = 1, 2.

Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò.
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7.7. Ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ ñèñòåìà íà ñòàíäàðòíîìó ñèìïëåêñi ñèñòå-
ìîþ âiäáîðó

à) ẋi = aix
3
i − xi

n∑
j=1

ajx
2
j , i = 1, n, a1 > a2 > · · · > an > 0;

á)
ẋ1 = x1x2 − x1(x1x2 + x2x3 + x1x3),
ẋ2 = x2x3 − x2(x1x2 + x2x3 + x1x3),
ẋ3 = x1x3 − x3(x1x2 + x2x3 + x1x3);

â) ẋi = ai(t)− xi
3∑

j=1
aj(t)xj , i = 1, 3, äå a1(t) = sin t+1, a2(t) =

2 cos t+ e−t2 , a3(t) =
sin 2t

1 + t
.

Ëiòåðàòóðà: [41, 42, 52, 54, 64].
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Ñåðåä óñiõ íàóê, ùî âiäêðèâàþòü ëþäñòâó
øëÿõ äî ïiçíàííÿ çàêîíiâ ïðèðîäè,

íàéìîãóòíiøà, íàéâåëè÷íiøà íàóêà � ìàòåìàòèêà.
Ñîôiÿ Êîâàëåâñüêà

Ðîçäië 8. Äèíàìi÷íi ìîäåëi ïðîñòîðîâî

ðîçïîäiëåíèõ åêîñèñòåì

8.1. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíàìiêè

ïîïóëÿöié iç ðîçïîäiëåíèìè ïàðàìåòðàìè

Ïðè ïîáóäîâi ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äåÿêèõ ïðîöåñiâ äîïóñòè-
ìî îáìåæèòèñÿ ðîçãëÿäîì ëîêàëüíî¨ òî÷êîâî¨ ñèñòåìè. Öå ìîæíà
çðîáèòè â òîìó âèïàäêó, êîëè ïðîöåñè â óñiõ òî÷êàõ ïðîñòîðó ïðî-
òiêàþòü îäíàêîâî. Ïîáóäîâà ëîêàëüíî¨ ìîäåëi � íåîáõiäíèé åòàï
ïðè ìîäåëþâàííÿ áóäü-ÿêî¨ ñèñòåìè. Óðàõóâàííÿ çâ'ÿçêiâ ìiæ
îêðåìèìè òî÷êàìè ïðîñòîðó, íàïðèêëàä äèôóçiéíèõ ïîòîêiâ ði-
çíèõ ðå÷îâèí, ìîæóòü ïðèâîäèòè äî òîãî, ùî ñèñòåìà â öiëîìó
íàáóäå íîâèõ âëàñòèâîñòåé. Òîìó ïîòðiáíî ïðîâîäèòè ìîäåëþâàí-
íÿ ïðîñòîðîâî-íåîäíîðiäíèõ ñèñòåì. Ïðîñòîðîâî ÷àñîâi ñòðóêòóðè
âèíèêàþòü ó ñèñòåìàõ ðiçíî¨ ïðèðîäè: ôiçè÷íèõ, õiìi÷íèõ, áiîëîãi-
÷íèõ. Ðåàëüíi ñèñòåìè çàçâè÷àé íåîäíîðiäíi â ïðîñòîði. Áiîëîãi÷íi
ïðîöåñè òåæ âiäáóâàþòüñÿ â ïðîñòîði òà ÷àñi.

8.1.1. Âèâåäåííÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨

Ó áiëüøîñòi ôiçiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ äèôóçiÿ âiäiãðà¹ îñíîâíó
ðîëü, íàïðèêëàä çàáåçïå÷ó¹ âíóòðiøíüîêëiòèííèé òðàíñïîðò ñóá-
ñòðàòiâ ÷åðåç ìåìáðàíè êëiòèí.

Ïåðåðîçïîäië ðå÷îâèí ó ëþäñüêîìó îðãàíiçìi âiäáóâà¹òüñÿ íå
òiëüêè çà ðàõóíîê áiîõiìi÷íèõ ðåàêöié, àëå i çà ðàõóíîê ïåðåìi-
ùåííÿ ìàñè ðå÷îâèíè iç çîâíiøíüîãî ïðîñòîðó â êëiòèíè i íàâïà-
êè. Òàêå ïåðåìiùåííÿ ðå÷îâèí ïîâ'ÿçàíå ç ðiçíèìè êîíöåíòðàöi-
ÿìè ðå÷îâèíè â ðiçíèõ ÷àñòèíàõ îðãàíiçìó, ïðè÷îìó ìîëåêóëè ç
áiëüøîþ éìîâiðíiñòþ âèõîäÿòü ç îáëàñòi ïiäâèùåíî¨ êîíöåíòðàöi¨,
íiæ çàõîäÿòü ó öþ îáëàñòü, çà ðàõóíîê ÷îãî âèðiâíþ¹òüñÿ êîíöåí-
òðàöiÿ ó âñié îáëàñòi. Öåé ïðîöåñ íàçèâà¹òüñÿ äèôóçi¹þ. Äèôóçiÿ
ìà¹ ìiñöå â áóäü-ÿêèõ ðå÷îâèíàõ: ãàçi, ðiäèíi òîùî.
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Äëÿ çðó÷íîñòi ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé âèïàäîê îäíîâè-
ìiðíî¨ äèôóçi¨. Íåõàé ðiäèíà ðîçìiùåíà â òðóáöi ç ïîñòiéíèì ïå-
ðåðiçîì. Ïðèïóñòèìî, ùî íà îäíîìó êiíöi òðóáêè êîíöåíòðàöiÿ
ðå÷îâèíè âèùà, íiæ íà äðóãîìó, òîäi êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè áóäå
ðiçíîþ äëÿ êîæíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó òðóáêè i áóäå çìiíþâà-
òèñÿ ç ÷àñîì. Ââàæàòèìåìî, ùî äëÿ âñiõ òî÷îê ïîïåðå÷íîãî ïåðå-
ðiçó êîíöåíòðàöiÿ â äàíèé ìîìåíò ÷àñó ïîñòiéíà. Ðîçãëÿíåìî äâà
ïåðåðiçè òðóáêè x = x1, x = x2 ïî îñi x (ðèñ. 8.1).

Ðèñ. 8.1. Îäíîâèìiðíà äèôóçiÿ

Òîäi ìàñà ìîëåêóë, ùî âèéäóòü iç ïåðåðiçó x1 i ïðîéäóòü ÷åðåç
ïåðåðiç x2, áóäå ïðîïîðöiéíîþ êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèíè â ïåðåðiçi
x1, òîáòî C1. Àíàëîãi÷íî ïîòiê ðå÷îâèíè ç ïåðåðiçó x2 â ïåðåðiç x1
ïðîïîðöiéíèé êîíöåíòðàöi¨ C2. Îáèäâà ïîòîêè ïðîïîðöiéíi ïëîùi
S ïåðåðiçó òðóáêè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðiäèíà îäíîðiäíà, òîá-
òî ïåðåìiùåííÿ ìîëåêóë âiäáóâà¹òüñÿ ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ â
îáèäâà íàïðÿìêè îñi Ox.

Òîäi çìiíó ìàñè ðå÷îâèíè â ÷àñi é â ïðîñòîði ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi òàêîãî áàëàíñîâîãî ñïiââiäíîøåííÿ:

∆m

∆t
= αS(C1 − C2) = −αS∆C,

äå α � êîåôiöi¹íò, ùî õàðàêòåðèçó¹ éìîâiðíiñòü ïðîõîäæåííÿ ìî-
ëåêóë ÷åðåç îáèäâà ïåðåðiçè.

Çðîçóìiëî, ùî ïàðàìåòð α òèì áiëüøèé, ÷èì áëèæ÷å ìiæ ñî-
áîþ ðîçìiùåíi ïåðåðiçè x1, x2, òîáòî ÷èì ìåíøà ðiçíèöÿ ∆x =

x2 − x1. ßê ïðàâèëî, ââàæàþòü, ùî α =
D

∆x
, äå D � äåÿêà ñòàëà.

Òîäi ç îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ìî

∆m

∆t
= −DS∆C

∆x
,
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àáî, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè ∆t→ 0 i ∆x→ 0, îäåðæó¹ìî

∂m

∂t
= −DS∂C

∂x
, (8.1.1)

äå
∂m

∂t
� êiëüêiñòü ðå÷îâèíè, ùî äèôóíäó¹ â îäèíèöþ ÷àñó ÷åðåç

ïëîùó S. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîòiê ðå÷îâèíè, ÿêà ìîæå áóòè êëiòè-
íàìè, äåÿêîþ êiëüêiñòþ ðåàãåíòà, ÷èñåëüíiñòþ îñîáèí ó ïîïóëÿ-
öi¨, ïðîïîðöiéíèé ãðàäi¹íòó êîíöåíòðàöi¨ öi¹¨ ðå÷îâèíè, âçÿòîãî ç
îáåðíåíèì çíàêîì. Çíàê ìiíóñ ïîêàçó¹, ùî äèôóçiéíèé ïîòiê íà-
ïðàâëåíèé ó ñòîðîíó çìåíøåííÿ êîíöåíòðàöi¨ (çàêîí Ôiêà).

Ðiâíÿííÿ (8.1.1) â ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ îïèñó¹ ïðîöåñ îäíîâè-
ìiðíî¨ äèôóçi¨, òîáòî äèíàìiêó êîíöåíòðàöi¨ C(t, x) â çàëåæíîñòi
âiä ÷àñó t òà êîîðäèíàòè x, i íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì äèôóçi¨ Ôiêà,
à ñòàëà D � êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨.

Ðiâíÿííÿ (8.1.1) � ïðîñòå é íàî÷íå. Ïðîòå äëÿ åêñïåðèìåíòàëü-
íîãî âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòà äèôóçi¨ D âîíî íå ãîäèòüñÿ, îñêiëüêè
âàæêî ñòâîðèòè òàêi óìîâè åêñïåðèìåíòó, ïðè ÿêèõ ìîæíà áóëî á
âèìiðÿòè êiëüêiñòü äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè.

Çíà÷íî ëåãøå âèìiðÿòè ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ âçäîâæ íàïðÿì-
êó äèôóçi¨ ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ ïiñëÿ ïî÷àòêó äîñëiäó àáî ç'ÿñóâàòè
çìiíó êîíöåíòðàöi¨ ç ÷àñîì ó ïåâíié òî÷öi äèôóíäóþ÷îãî ïðîñòî-
ðó. Òîìó íåîáõiäíî ìàòè ðiâíÿííÿ, ÿêå âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ
êîíöåíòðàöi¹þ C, êîîðäèíàòîþ x i ÷àñîì t.

Äëÿ âèâåäåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ðîçãëÿíåìî åëåìåíò îá'¹ìó
∆V = S∆x, ùî ðîçìiùåíèé ó òî÷öi x äèôóçiéíîãî ïðîñòîðó, i
ðiâíÿííÿ (8.1.1) ïåðåïèøåìî âiäíîñíî çìiíè êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâè-
íè â îá'¹ìi ∆V . Öÿ çìiíà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiçíèöåþ ïîòîêó ìîëåêóë,
ùî âõîäÿòü â îá'¹ì ÷åðåç ïåðåðiç x1, i ïîòîêó, ùî âèõîäèòü ç îá'¹ìó
÷åðåç ïåðåðiç x2:

∆
(∂m
∂t

)
= SD

(∂C2

∂x
− ∂C1

∂x

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ∆m = C∆V = CS∆x, îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìîæíà
ïåðåïèñàòè òàê:

∆x
∂C

∂t
= D

(∂C2

∂x
− ∂C1

∂x

)
.
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Ðîçäiëèìî öå ñïiââiäíîøåííÿ íà ∆x i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè
∆x→ 0, îäåðæèìî

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
. (8.1.2)

Öå i ¹ êëàñè÷íå ðiâíÿííÿ îäíîâèìiðíî¨ äèôóçi¨. Âîíî ñïðàâå-
äëèâå çà óìîâè, ùî äëÿ äàíîãî îá'¹ìó âèêîíó¹òüñÿ çàêîí çáåðå-
æåííÿ ìàñè i íå âiäáóâà¹òüñÿ æîäíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié çà ó÷àñòþ
äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè.

Äèôóçiéíi ìîäåëi äàþòü äîáðó óìîâó äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîñòîðî-
âîãî ðîçïîäiëó i çàñåëåííÿ íîâèõ òåðèòîðié ïîïóëÿöiÿìè êîìàõ i
òâàðèí. Ïðè âðàõóâàííi ðåàêöié ïåðåõîäÿòü äî íåîäíîðiäíîãî ðiâ-
íÿííÿ äèôóçi¨:

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
+ q, (8.1.3)

äå q õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü óòâîðåííÿ àáî çâ'ÿçóâàííÿ ìîëåêóë
ðå÷îâèíè â äàíié îáëàñòi.

Ùîá âèêîðèñòàòè (8.1.2), (8.1.3) äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîíêðåòíèõ
äèôóçiéíèõ çàäà÷, ñëiä çàäàòè ãðàíè÷íi òà ïî÷àòêîâi óìîâè.

Ïðîiëþñòðó¹ìî õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â îäíî-
ìó îêðåìîìó âèïàäêó. Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ïîìiñòèëè Q ÷àñòèí ó
òî÷êó x = 0 â ìîìåíò ÷àñó t = 0, òîáòî

C(x, 0) = Qδ(x),

äå δ(x) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà. Òîäi ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
îäåðæàíîãî ðiâíÿííÿ (8.1.2) ìà¹ âèãëÿä [43, 103]

C(x, t) =
Q

2(πDt)1/2
e−x2/4Dt, t > 0. (8.1.4)

Íà ðèñ. 8.2 ïîêàçàíî ÿêiñíó ïîâåäiíêó êîíöåíòðàöi¨ C(x, t) ÿê ôóí-
êöi¨ âiä x ïðè ðiçíèõ ìîìåíòàõ ÷àñó t.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ïðè Q = 1 C(x, t) ç (8.1.4) ìîæíà ií-
òåðïðåòóâàòè ÿê ùiëüíiñòü iìîâiðíîñòi òîãî, ùî îäíà ÷àñòèíà, ÿêà
â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó çíàõîäèëàñÿ ó âèõiäíîìó ïîëîæåííi, çà
÷àñ t ïåðåéäå â ïóíêò iç êîîðäèíàòîþ x.
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Ðèñ. 8.2. Ðîçïîäië êîíöåíòðàöi¨ ÷àñòèí (äèôóçiÿ âiäáóâà¹òüñÿ
çãiäíî ç ðiâíÿííÿì (8.1.4)). Ïàðàìåòðè: t1 = 1; t2 = 2; t3 = 3;

D = 3; Q = 1; x ∈ (−10; 10)

Ó âèïàäêó äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî ðîçïîäiëó C(x, 0) çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ïîäà¹òüñÿ â iíòåãðàëüíîìó âèãëÿäi ÿê
çãîðòêà

C(x, t) =

∞∫
−∞

C(x′, 0)
1

2
√
πDt

e
(
− (x− x′)2

4Dt

)
dx′.

ßêùî êîåôiöi¹íò äèôóçi¨D ¹ ôóíêöi¹þ êîíöåíòðàöi¨, òî (8.1.2)
çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
D(C)

∂C

∂x

)
. (8.1.5)

Ó òîìó ðàçi, êîëè äèôóçiÿ âiäáóâà¹òüñÿ âçäîâæ óñiõ òðüîõ îñåé
êîîðäèíàò, (8.1.5) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â ðiâíÿííÿ

∂C

∂t
=

∂

∂x

(
Dx

∂C

∂x

)
+

∂

∂y

(
Dy

∂C

∂y

)
+

∂

∂z

(
Dz

∂C

∂z

)
. (8.1.6)

äå C(x, y, z, t) � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè, ùî äèôóíäó¹ â ïðîñòîði,
àáî êîíöåíòðàöiÿ áiîìàñè ïåâíîãî âèäó ïîïóëÿöi¨, àáî óãðóïîâàí-
íÿ, ùî ïåðåìiùó¹òüñÿ â äåÿêîìó ñåðåäîâèùi.
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(8.1.1) � (8.1.6) � öå ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â íåðóõîìîìó ñåðåäî-
âèùi. ßêùî ðîçïîâñþäæåííÿ ðå÷îâèíè âiäáóâà¹òüñÿ â ðóõîìîìó
ñåðåäîâèùi, òî äèôóçiÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì âèãëÿäó

∂C

∂t
= D

(∂2C
∂x2

+
∂2C

∂y2
+
∂2C

∂z2

)
− ∂

∂x
(VxC)−

∂

∂y
(VyC)−

∂

∂z
(VzC),

(8.1.7)
äå Vx, Vy, Vz � ñêëàäîâi øâèäêîñòi ïåðåìiùåííÿ ñåðåäîâèùà, â ÿêî-
ìó çíàõîäèòüñÿ ðå÷îâèíà àáî îðãàíiçìè. Ðiâíÿííÿ (8.1.2), (8.1.5)�
(8.1.7) îïèñóþòü çìiíó â ïðîñòîði i ÷àñi êîíöåíòðàöi¨ ðå÷îâèí, êîëè
â ñèñòåìi âiäáóâà¹òüñÿ ¹äèíèé ïðîöåñ � äèôóçiÿ.

8.1.2. Óçàãàëüíåííÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨. Ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨

ç äèôóçi¹þ

Áiîëîãi÷íi òà õiìi÷íi ñèñòåìè õàðàêòåðíi òèì, ùî â íèõ, îêðiì
äèôóçi¨, âiäáóâàþòüñÿ ùå é iíøi ïðîöåñè. Íàïðèêëàä, â îäíîâè-
ìiðíîìó âèïàäêó ìîæëèâà íàÿâíiñòü ó äåÿêèõ ìiñöÿõ òðóáêè äæå-
ðåë àáî âèòîêiâ ðå÷îâèíè. Öå ïðèâîäèòü äî ïîÿâè íîâèõ ÷ëåíiâ ó
÷àñòèíàõ ðiâíÿíü (8.1.2) � (8.1.7).

ßêùî â ñåðåäîâèùi, äå âiäáóâà¹òüñÿ äèôóçiÿ, ¹ äæåðåëà äè-
ôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè i âiäîìà øâèäêiñòü õiìi÷íèõ ðåàêöié, òî â
îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ïðèõîäÿòü äî íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ âè-
ãëÿäó

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
+ F (C, x, t), (8.1.8)

äå C(x, t) � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè àáî ùiëüíiñòü ïîïóëÿöi¨, ôóí-
êöiÿ F (C, x, t) õàðàêòåðèçó¹ äiþ äæåðåëà ðå÷îâèíè, � öå øâèäêiñòü
óòâîðåííÿ àáî çâ'ÿçóâàííÿ ìîëåêóë, x � ïðîñòîðîâà çìiííà, t � ÷àñ.
Ç òî÷êè çîðó åêîëîãi¨, äîäàíîê F ìîæå îïèñóâàòè ïðîöåñè íàðî-
äæóâàíîñòi i ñìåðòíîñòi. Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ F ÷àñòî íåëiíiéíî
çàëåæèòü âiä êîíöåíòðàöi¨ C i ÿâíî íå çàëåæèòü âiä ÷àñó t.

Öå ðiâíÿííÿ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì ðåàêöi¨�äèôóçi¨. Ìîäåëi òè-
ïó ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ íàáóëè øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ â ìàòåìàòè-
÷íié åêîëîãi¨ âçà¹ìîäiþ÷èõ ïîïóëÿöié.

ßêùî äèôóçiÿ íà çàëåæèòü âiä êîîðäèíàòè ïðîñòîðó àáî âiä-

ñóòíÿ, òî ïðèõîäèìî äî ëîêàëüíîãî ðiâíÿííÿ
dC

dt
= F (C). Òàêå

ðiâíÿííÿ ùå íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì òî÷êîâî¨ ñèñòåìè.
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Ïðè ëîãiñòè÷íîìó ðîñòi ÷èñåëüíîñòi F (N) = rN
(
1 − N

K

)
, äå

N � çàãàëüíà ÷èñåëüíiñòü ïîïóëÿöi¨, r � ëiíiéíà øâèäêiñòü âiäòâî-
ðåííÿ ïîïóëÿöi¨, K � ¹ìíiñòü åêîëîãi÷íî¨ íiøi. Ç ðiâíÿííÿ (8.1.8),
îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

∂N

∂t
= rN

(
1− N

K

)
+D

∂2N

∂x2
. (8.1.9)

Öå ðiâíÿííÿ ¹ ïðèðîäíèì ðîçøèðåííÿì ìîäåëi Ôåðõþëüñòà ëî-
ãiñòè÷íîãî ðîñòó ïîïóëÿöi¨ íà âèïàäîê, êîëè ïîïóëÿöiÿ ðîçïîâñþ-
äæó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ëiíiéíî¨ äèôóçi¨.

Ðiâíÿííÿ (8.1.9) � ïðîñòiøà äèôóçiéíà ìîäåëü äëÿ ëîãiñòè÷íî¨
ìîäåëi ðîñòó ïîïóëÿöi¨, â ÿêié ç'ÿâëÿþòüñÿ ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó-
÷èõ õâèëü. Öå ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà. Âîíî íàçâàíî íà
÷åñòü Ôiøåðà, ÿêèé çàïðîïîíóâàâ îäíîâèìiðíó âåðñiþ äëÿ ìîäåëi
ðîçïîâñþäæåííÿ êîðèñíîãî ãåíà â ïîïóëÿöi¨, i Êîëìîãîðîâà, ÿêèé
äåòàëüíî âèâ÷àâ öå ðiâíÿííÿ é îòðèìàâ àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè.

Ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà � îäíå ç ïðîñòiøèõ íåëiíiéíèõ
ðiâíÿíü iç äèôóçi¹þ, â ÿêîìó âèíèêà¹ öiêàâèé òèï õâèëü. Îñíîâ-
íèé ìåòîä äîñëiäæåííÿ öüîãî ðiâíÿííÿ ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi âïëè-
âó äèôóçi¨ íà ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëü, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ó âiäñó-
òíîñòi äèôóçi¨. Öå âàæëèâå ç iñòîðè÷íî¨ i ïåäàãîãi÷íî¨ òî÷îê çîðó
ðiâíÿííÿ âèâ÷èìî äåòàëüíî.

Êëàñè÷íà ðîáîòà À.Ì. Êîëìîãîðîâà, I.Ã. Ïåòðîâñüêîãî,
Ì.Ñ. Ïiñêóíîâà [35] ñòàëà îñíîâîþ äëÿ áiëüø ñòðîãîãî àíàëiòè-
÷íîãî ïiäõîäó äî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà. Ïiçíiøå áóâ ðîçãëÿíóòèé øè-
ðîêèé êëàñ ðiâíÿíü (8.1.8), äå ôóíêöiÿ F (C) íàëåæàëà äî äåÿêîãî
êëàñó ôóíêöié [49, 93].

Àëå íàéáiëüø ðåàëiñòè÷íi òà öiêàâi ç òî÷êè çîðó áiîëîãi¨ ìîäåëi
âêëþ÷àòü ó ñåáå áiëüøå íiæ îäíó ïðîñòîðîâó çìiííó i áiëüøå îäíi-
¹¨ çàëåæíî¨ çìiííî¨, õî÷à iñíóþòü áàãàòîêîìïîíåíòíi ñèñòåìè, ùî
âðàõîâóþòü îñíîâíi âëàñòèâîñòi ðåàëüíèõ îá'¹êòiâ ìîäåëþâàííÿ,
ÿêi ìîæíà çâåñòè äî îäíîâèìiðíîãî îäíîêîìïîíåíòíîãî âèïàäêó.

ßêùî ðåàãåíò äèôóíäó¹ â óñi ñòîðîíè ç êîåôiöi¹íòîì D (D =
const) i âñåðåäèíi îá'¹ìó V ∈ R3, äå ïðîõîäèòü ðåàêöiÿ, ¹ äæåðåëà
äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè, òî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ çàïèøåòüñÿ ó ôîðìi

∂C

∂t
= D∇2C + F (C, x, t), (8.1.10)
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äå F (C, x, t) � äiÿ äæåðåëà, ÿêà çàëåæèòü âiä ïðîñòîðîâèõ êîîð-
äèíàò X = (x1, x2, x3), ÷àñó t, êîíöåíòðàöi¨ C; ∇2 � îïåðàòîð Ëà-
ïëàñà, ïðè÷îìó

∇2 =
∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
+

∂2

∂x23
.

ßêùî åêîëîãi÷íà ñèñòåìà ìiñòèòü êiëüêà âèäiâ, ùî âçà¹ìîäi-
þòü, òî çàãàëüíà ìîäåëü äèôóçiéíîãî ïðîöåñó â åêîëîãi÷íié ñèñòå-
ìi íà îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði ìà¹ âèãëÿä [43]

∂ui
∂t

=
∂

∂x

n∑
j=1

dij(u, x)
∂uj
∂x

+ Fi(u, x), i = 1, 2, . . . , n, (8.1.11)

äå u = (u1, u2, . . . , un) � âåêòîð ÷èñåëüíîñòi âèäiâ; x � ïðîñòîðîâà
çìiííà; t � ÷àñ; dii � êîåôiöi¹íòè äèôóçi¨; dij (i ̸= j) � êîåôiöi¹íòè
âçà¹ìíî¨ äèôóçi¨.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ âåëè÷èíè dij = const òà Fi ÿâíî íå çàëå-
æàòü âiä êîîðäèíàòè x, òîäi ìà¹ìî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

∂ui
∂t

=
n∑

j=1

dij
∂2uj
∂x2

+ Fi(u), i = 1, 2, . . . , n. (8.1.12)

Ðiâíÿííÿ
dui
dt

= Fi(u), i = 1, 2, . . . , n,

íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì òî÷êîâî¨ ñèñòåìè (iíøà íàçâà � ëîêàëüíi ðiâ-
íÿííÿ). Ç ðiâíÿíü Fi(u) = 0 ìîæíà çíàéòè îñîáëèâi òî÷êè u i,
ââàæàþ÷è, ùî u(x, t) = u+v(x, t), äëÿ ìàëèõ çáóðåíü îäåðæóâàòè
ëiíåàðèçîâàíó ñèñòåìó, ÿêà ïðè dii = di, dij = 0 (i ̸= j) ìà¹ âèãëÿä

∂vi
∂t

=
n∑

j=1

aijvj + di
∂2vi
∂x2

, aij =
∂Fi

∂uj

∣∣∣
u=u

, i = 1, 2, . . . , n.

Ðîçâ'ÿçîê ëiíåàðèçîâàíî¨ ñèñòåìè çíàõîäÿòü ó âèãëÿäi ñóïåðïîçè-
öi¨ õâèëü i òèì ñàìèì âèâ÷àþòü ñòiéêiñòü ñòàöiîíàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ
u.

Ùîá îäåðæàòè ùå áiëüø çàãàëüíèé âèãëÿä ðiâíÿíü (8.1.12),
ðîçãëÿíåìî ñèòóàöiþ, êîëè ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ âçà¹-
ìîäiþ÷èõ âèäiâ àáî õiìi÷íèõ ñïîëóê. Ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî âå-
êòîð êîíöåíòðàöié u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), . . . , un(x, t)). Êîæíà
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ç êîìïîíåíò äèôóíäó¹ çi ñâî¨ì êîåôiöi¹íòîì äèôóçi¨. Òîäi â îáëà-
ñòi Ω ∈ Rn ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨�äèôóçi¨ ìà¹ âèãëÿä

∂u

∂t
= F (u) +D∇2u, (8.1.13)

äå F (u) � âåêòîð-ôóíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹ ðåàêöiþ êîìïîíåíò,
F (u) = (f1(u), f2(u), . . . , fn(u)); D = (dij)

n
ij=1 � ìàòðèöÿ äèôóçi¨,

åëåìåíòè ÿêî¨ ñòàëi íåâiä'¹ìíi âåëè÷èíè (íàé÷àñòiøå D � äiàãî-
íàëüíà); ∇2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Ó ñêàëÿðíié ôîðìi ðiâíÿííÿ (8.1.13) ìà¹ âèãëÿä

∂ul
∂t

=
n∑

lj=1

dij
∂2ui
∂x2j

+ Fl(u1, u2, . . . , un), l = 1, 2, . . . , n. (8.1.14)

Òàêi ñèñòåìè ðiâíÿíü ìîæóòü îïèñóâàòè ðiçíi òèïè ïîâåäiíêè
ðîçïîäiëåíèõ ñèñòåì, çîêðåìà áiæó÷i õâèëi, ñòîÿ÷i õâèëi, ñèíõðîí-
íi àâòîêîëèâàííÿ, êâàçiñòîõàñòè÷íi õâèëi, ñòàöiîíàðíi íåîäíîðiäíi
ðîçïîäiëè.

Äëÿ ïîâíîãî îïèñó ïðîöåñó äèôóçi¨ íåîáõiäíî çàäàòè â ìîìåíò
÷àñó t = 0 ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷îâèíè (äàíi Êî-
øi)

u(x, 0) = φ(x) = (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)).

Êðiì öüîãî, ïîòðiáíî çàäàòè ðåæèì íà ìåæi ñåðåäîâèùà (ãðà-
íè÷íi óìîâè).

Íàé÷àñòiøå ãðàíè÷íi óìîâè äëÿ îáìåæåíîãî ñåðåäîâèùà ñòàâ-
ëÿòüñÿ â òàêèõ ôîðìàõ:

1. Íà ìåæi S îáìåæåíî¨ îáëàñòi Ω ïiäòðèìó¹òüñÿ çàäàíà êiëü-
êiñòü ðå÷îâèíè u0, òîäi u|S = u0. Öå ãðàíè÷íi óìîâè ïåðøîãî ðîäó
� óìîâè Äiðiõëå.

2. Íà S ïiäòðèìó¹òüñÿ çàäàíèé ñòàëèé ïîòiê ðå÷îâèíè, òîäi

∂u

∂n

∣∣∣
S
= −k.

Öå ãðàíè÷íi óìîâè äðóãîãî ðîäó � óìîâè Íåéìàíà, n � íîðìàëü
äî ïîâåðõíi ñåðåäîâèùà, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
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Ó âèïàäêó çàìêíåíî¨ ñèñòåìè íà ìåæi S îáëàñòi Ω âèêîíóþòüñÿ
îäíîðiäíi óìîâè Íåéìàíà (óìîâè íåïðîíèêíåííÿ)

∂u

∂n

∣∣∣
S
= 0.

3. Ðîçãëÿäàþòü i ãðàíè÷íi óìîâè òðåòüîãî ðîäó � çìiøàíi óìî-
âè âèãëÿäó (

u+
∂u

∂n

)∣∣∣
S
= f.

8.2. Îäíîâèìiðíi ïðîñòîðîâî íåîäíîðiäíi ìîäåëi

ðîçïîäiëó áiîìàñè îðãàíiçìiâ

Ó âèïàäêó îäíîâèìiðíîãî ïðîöåñó ðîçïîâñþäæåííÿ îðãàíiçìiâ
ó íåðóõîìîìó ñåðåäîâèùi (àáî ðîçïîâñþäæåííÿ çàáðóäíåííÿ) ìà-
¹ìî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
+ F (C, x, t), (8.2.1)

äå C(x, t) � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèíè àáî ãóñòèíà îðãàíiçìiâ, ùî ðîç-
ïîâñþäæóþòüñÿ â ñåðåäîâèùi; D � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨; F (C, x, t) �
ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ iíòåíñèâíiñòü äæåðåëà çàáðóäíåíü, àáî øâèä-
êiñòü áiîëîãi÷íîãî ÷è õiìi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ ðå÷îâèíè; x, t � ïðî-
ñòîðîâà é ÷àñîâà êîîðäèíàòè.

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íàéáiëüø ïðîñòi ìîäåëi, ùî îïèñóþòüñÿ
ðiâíÿííÿìè òèïó (8.2.1).

8.2.1. Ñòàöiîíàðíà ìîäåëü áåç çîâíiøíiõ äæåðåë

ßêùî ìiêðîîðãàíiçìè ðîçïîâñþäæóþòüñÿ â íåðóõîìîìó ñåðå-

äîâèùi, òî ñòàöiîíàðíà ìîäåëü öüîãî ïðîöåñó
(∂C
∂t

= 0
)
çà âiäñó-

òíîñòi â ñèñòåìi çîâíiøíiõ äæåðåë îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

∂2C

∂x2
= 0. (8.2.2)

Äàíèé ïðîöåñ ðîçãëÿäà¹òüñÿ íà âiäðiçêó [x1, x2]. Äëÿ çíàõîäæåííÿ
îäíîçíà÷íîãî ðîçâ'ÿçêó (8.2.2) äîïèøåìî ùå äîäàòêîâi óìîâè

C(x1) = C1, C(x2) = C2. (8.2.3)
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Iíòåãðóþ÷è (8.2.2), çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

C(x) = Ax+B,

äå A, B � íåâiäîìi ïàðàìåòðè.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (8.2.3), çíàõîäèìî

A =
C2 − C1

x1 − x1
, B =

C1x2 − C2x1
x1 − x1

.

ßêùî ââàæàòè, ùî x1 = 0, x2 = l, òî

C(x) =
C2 − C1

l
x+ C1. (8.2.4)

Ëiíiéíà ôóíêöiÿ (8.2.4) ¹ øóêàíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ñòà-
öiîíàðíîãî ïðîöåñó ðîçïîäiëó ìiêðîîðãàíiçìiâ (çàáðóäíåíü).

Ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨ ç äèôóçi¹þ ó ñòàöiîíàðíîãî âèïàäêó ìà¹ âè-
ãëÿä

D
∂2C

∂x2
= F (C, x).

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ çàäà¹ ñòàí ðiâíîâàãè.

8.2.2. Íåñòàöiîíàðíèé ðîçïîäië ìiêðîîðãàíiçìiâ

Íåñòàöiîíàðíèé ïðîöåñ ðîçïîâñþäæåííÿ ìiêðîîðãàíiçìiâ (àáî
çàáðóäíåíü) ó íåðóõîìîìó ñååðäîâèùi çà âiäñóòíîñòi çîâíiøíiõ
äæåðåë (êîíñåðâàòèâíi ðå÷îâèíè) îïèñó¹òüñÿ íåñòàöiîíàðíèì ðiâ-
íÿííÿì äèôóçi¨

D
∂2C

∂x2
=
∂C

∂t
, (8.2.5)

äå D � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨.
Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.2.5) âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî çà äîäà-

òêîâèõ óìîâ, ÿêi çàçâè÷àé çàäàþòüñÿ íà ìåæi îáëàñòi, â ÿêié âiä-
áóâà¹òüñÿ öåé ïðîöåñ.

Äîäàòêîâi óìîâè âiçüìåìî ó òàêîìó âèãëÿäi: çàäàíi çíà÷åííÿ
êîíöåíòðàöi¨ ìiêðîîðãàíiçìiâ â òî÷öi x = 0 i òî÷öi x = l

C(0, t) = C1, C(l, t) = C2, (8.2.6)

314



òîáòî íà ìåæi ñåðåäîâèùà ïiäòðèìó¹òüñÿ çàäàíà êiëüêiñòü ðå÷î-
âèíè. Öå óìîâè ïåðøîãî ðîäó � óìîâè Äiðiõëå.

Êðiì ãðàíè÷íèõ óìîâ (8.2.6), ïîòðiáíî ùå çàäàòè ïî÷àòêîâèé
ñòàí êîíöåíòðàöi¨ ïðè t = 0, òîáòî

C(x, 0) = C0(x). (8.2.7)

Äëÿ çíàõîäæåííÿ C(x, t) ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè êðàéîâó çàäà÷ó
(8.2.5) � (8.2.7), òîáòî íåîáõiäíî çíàéòè ôóíêöiþ C(x, t), ÿêà çàäî-
âîëüíÿòèìå ðiâíÿííÿ (8.2.5), ãðàíè÷íi óìîâè (8.2.6) òà ïî÷àòêîâó
óìîâó (8.2.7).

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.2.5) � (8.2.7) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

C(x, t) = u(x) + w(x, t), (8.2.8)

äå u(x) � öå ðîçâ'ÿçîê ñòàöiîíàðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

d2u

dx2
= 0, u(0) = C1,

du(0)

dt
= C2,

à ôóíêöiÿ w(x, t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i ç íóëüîâèìè ãðà-
íè÷íèìè óìîâàìè

D
∂2w

∂x2
=
∂w

∂t
, (8.2.9)

w(0, t) = 0, w(l, t) = 0,

w(x, 0) = C(x, 0)− u(x) = C0(x)− u(x),

ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ çíàõîäèòüñÿ ìåòîäîì Ôóð'¹, àáî çà ïåðåòâîðåííÿì
Ëàïëàñà, àáî ìåòîäîì ôóíêöié Ãðiíà. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (8.2.9) ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó [43, 103].

Øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê (8.2.8) çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

C(x, t) = C1 +
C2 − C1

l
x+

+2
∞∑
n=1

C0 − C1 − (C2 − C0)

nπ
(−1)n sin

nπx

l
e−

n2π2D
l2

t. (8.2.10)

Ïðè t→ ∞ ç (8.2.10) îäåðæèìî ñòàöiîíàðíèé ðîçâ'ÿçîê (8.2.4).
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8.2.3. Íåñòàöiîíàðíà äèôóçiÿ ç ïðîöåñàìè ïåðåòâîðåííÿ

ðå÷îâèí

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ðîçïîâñþäæåííÿ ìiêðîîðãàíiçìiâ (ðå÷î-
âèíè) ó âèïàäêó, êîëè êiíåòèêà ðîçêëàäó ðå÷îâèíè îïèñó¹òüñÿ ëi-
íiéíîþ ôóíêöi¹þ, ¹ êðàéîâîþ çàäà÷åþ:

D
∂2C

∂x2
− γC =

∂C

∂t
, γ > 0, (8.2.11)

C(0, t) = C1, C(l, t) = C2,

C(x, 0) = C0,

äå C1 � êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåíü, ùî ðîçïîâñþäæóþòüñÿ ó âîäíî-
ìó àáî ïîâiòðÿíîìó ñåðåäîâèùi; C2 � êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåíü íà
âiäñòàíi l âiä äæåðåëà çàáðóäíåíü; C0 � êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåíü
ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0.

Ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (8.2.11) øóêàþòü ó âèãëÿäi ñóìè

C(x, t) = u(x) + w(x, t),

äå u(x) � ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ñòàöiîíàðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

D
d2u

dx2
− γu = 0, (8.2.12)

u(0) = C1, u(l) = C2.

à w(x, t) � ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè ãðàíè÷íèìè
óìîâàìè, à ñàìå

D
∂2w

∂x2
− γw =

∂w

∂t
(γ > 0), (8.2.13)

w(0, t) = 0, w(l, t) = 0,

w(x, 0) = C(x, 0)− u(x) = C0 − u(x).

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ (8.2.12) i (8.2.13) ìîæíà çíàéòè â [103].

316



8.2.4. Îäíîâèìiðíi ìîäåëi ðîçïîâñþäæåííÿ ðå÷îâèíè â

ðóõîìîìó ñåðåäîâèùi

ßêùî ðå÷îâèíà àáî óãðóïîâàííÿ îðãàíiçìiâ ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ
â ðóõîìîìó ñåðåäîâèùi, òî â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó ìà¹ìî ìàòå-
ìàòè÷íó ìîäåëü öüîãî ïðîöåñó ó âèãëÿäi

D
∂2C

∂x2
− Vx

∂C

∂x
+ F (C, x, t) =

∂C

∂t
, (8.2.14)

äå C(x, t) � êîíöåíòðàöiÿ ðå÷îâèí àáî îðãàíiçìiâ, ùî ðîçïîâñþ-
äæóþòüñÿ â ðóõîìîìó ñåðåäîâèùi; D � êîåôiöi¹íò äèôóçi¨; Vx �
øâèäêiñòü ïåðåìiùåííÿ ñåðåäîâèùà; F (C, x, t) � ôóíêöiÿ, ùî îïè-
ñó¹ iíòåíñèâíiñòü äæåðåë çàáðóäíåíü, àáî øâèäêiñòü áiîëîãi÷íîãî
ïåðåòâîðåííÿ; x, t � ïðîñòîðîâà òà ÷àñîâà êîîðäèíàòè.

Íàéáiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè âiäáóâà¹òüñÿ ðîçïîâñþäæå-
ííÿ ðå÷îâèí àáî îðãàíiçìiâ ó ðóõîìîìó ñåðåäîâèùi çà íàÿâíî-
ñòi áiîëîãi÷íèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêi ìîæóòü ìîäåëþâàòè íàðîäæåííÿ
i ñìåðòíiñòü îðãàíiçìiâ, îïèñó¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, ùî
îäåðæó¹òüñÿ ç (8.2.14) i çàäà¹òüñÿ êðàéîâîþ çàäà÷åþ âèãëÿäó

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
− Vx

∂C

∂x
− γC, (8.2.15)

C(0, t) = C1,
∂C(l, t)

∂x
= −K,

C(x, 0) = C0(x),

äå C1 � êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåíü, ùî ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ â ñåðå-
äîâèùi; K � çíà÷åííÿ ãðàäi¹íòà êîíöåíòðàöi¨ â êiíöi äiëÿíêè, íà
ÿêó ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ çàáðóäíåííÿ (K = 0 âiäïîâiäà¹ âiäñóòíî-
ñòi ïîòîêó ìiêðîîðãàíiçìiâ ÷åðåç ìåæó ñåðåäîâèùà x = l); C0(x)
� êîíöåíòðàöiÿ çàáðóäíåíü ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.2.15) øóêà¹òüñÿ ó âèãëÿäi

C(x, t) = u(x) + w(x, t), (8.2.16)

äå u(x) � ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ñòàöiîíàðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

D
d2u

dx2
− Vx

du

dx
− γu = 0, (8.2.17)
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u(0) = C1,
du(l)

dx
= −K,

à w(x, t) � ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i ç âiäïîâiäíèìè êðàéîâèìè
óìîâàìè, à ñàìå

D
∂2w

∂x2
− Vx

∂w

∂x
− γw =

∂w

∂t
, (8.2.18)

w(0, t) = 0,
∂w(l, t)

∂x
= 0,

w(x, 0) = C(x, 0)− u(x) = C0 − u(x).

(8.2.17) � êðàéîâà çàäà÷à äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè. Çàäà÷à (8.2.18) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ
ìåòîäîì Ôóð'¹, ÿê i âiäïîâiäíi çàäà÷i, ùî íàâåäåíi âèùå. Äåòàëü-
íiøå îçíàéîìèòèñÿ ç ðîçâ'ÿçóâàííÿì öèõ çàäà÷ ìîæíà â [43, 103].
Òóò ó âèãëÿäi ÿâíî¨ ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi âèïèñàíà ìàòå-
ìàòè÷íà ìîäåëü äëÿ ÷èñåëüíîñòi îðãàíiçìiâ C(x, t), ùî ðîçïîâñþ-
äæóþòüñÿ â ðóõîìîìó ñåðåäîâèùi.

8.3. Ïðîñòiøi ìîäåëi ïîøèðåííÿ õâèëü â åêîëîãi¨

8.3.1. Õâèëi â ñèñòåìàõ ç äèôóçi¹þ

Õâèëi âiäiãðàþòü çíà÷íó ðîëü ó ðiçíèõ íàóêàõ, çîêðåìà â åêî-
ëîãi¨. Â áiîëîãi¨ âèíèêàþòü ÿâèùà, îñíîâîþ ðîçâèòêó ÿêèõ ¹ ïîÿâà
áiæó÷èõ õâèëü. Àíàëiç ðîçïîâñþäæåííÿ êîìàõ ïîêàçàâ, ùî ìàþòü
ìiñöå õâèëüîâi ïðîöåñè. Õâèëüîâi ïðîöåñè ìîæóòü áóòè îïèñàíi
ìàòåìàòè÷íî. Êiëüêiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ ëiòåðàòóðè ïðî õâèëüîâó
ïðèðîäó åêîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ íàäçâè÷àéíî øèðîêà. Âiäîìî, ùî
ðiâíÿííÿ ðåàêöié ç äèôóçi¹þ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òèïó ïåðiîäè÷íî¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi áiæó÷èõ õâèëü.

Ïîÿñíèìî äåÿêi òåðìiíè, ÿêi áóäóòü çóñòði÷àòèñÿ ïðè âèâ÷åííi
õâèëüîâèõ ðóõiâ.

Ôóíêöiÿ, ùî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

y = a cos ξ, ξ = kx− ωt+ α, (8.3.1)

âèðàæà¹ õâèëüîâó çìiíó äåÿêî¨ âåëè÷èíè y(x, t). Òóò a � çàäàíà
àìïëiòóäà êîëèâàíü; k � õâèëüîâå ÷èñëî, ùî ïîâ'ÿçàíå ç äîâæè-
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íîþ õâèëi λ ñïiââiäíîøåííÿì k = 2π/λ; ω � êðóãîâà ÷àñòîòà; α �
ïî÷àòêîâà ôàçà; x � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà; t � ÷àñ.

×àñòîòà Θ, ç ÿêîþ ïîâç íåðóõîìîãî ñïîñòåðiãà÷à ïðîáiãàþòü
ãðåáåíi õâèëi, äîðiâíþ¹

Θ =
v

λ
,

äå v � øâèäêiñòü ðóõó õâèëi.
Äëÿ ñïîñòåðiãà÷à, ùî ðóõà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ v ó íàïðÿì-

êó ðóõó õâèëi, õâèëÿ áóäå íåðóõîìîþ. Òîìó ξ = const, à çâiäñè

v =
dx

dt
=
ω

k
. Øâèäêiñòü v íàçèâàþòü ôàçîâîþ øâèäêiñòþ, âîíà

âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü ðóõó õâèëi (ãðåáåíÿ õâèëi). Õâèëÿ, ùî îïèñó-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (8.3.1), íàçèâà¹òüñÿ ãàðìîíiéíîþ.

Íà ðèñ. 8.1 çîáðàæåíi õâèëi, â ÿêèõ çìiíþ¹òüñÿ ôîðìà i øâèä-
êiñòü ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi.

Ç'ÿñó¹ìî, ùî îçíà÷à¹ �áiæó÷à õâèëÿ�. Òðàäèöiéíî ïiä áiæó÷îþ
õâèëåþ ðîçóìiþòü õâèëþ, ÿêà ðóõà¹òüñÿ áåç çìiíè ôîðìè. Òîáòî
ÿêùî ðîçâ'ÿçîê u(x, t) ¹ áiæó÷îþ õâèëåþ, òî ôîðìà ðîçâ'ÿçêó áóäå
îäíàêîâîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó t, à øâèäêiñòü ðîçïîâñþ-
äæåííÿ λ öi¹¨ ôîðìè áóäå ñòàëîþ.

Îïèøåìî áiæó÷i õâèëi ìàòåìàòè÷íî. Íåõàé çàäàíî ðiâíÿííÿ

F (x, t, u, u′, u′x, u
′
t, u

′′
xx, u

′′
tt, u

′′
xt) = 0, (8.3.2)

äå u(x, t) � íåâiäîìà ôóíêöiÿ; x � ïðîñòîðîâà çìiííà; t � ÷àñ.
Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òèïó áiæó÷î¨

õâèëi (8.3.2) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçîê

u(t, x) = y(ξ), ξ = x− λt, (8.3.3)

äå ïàðàìåòð λ âiäiãðà¹ ðîëü øâèäêîñòi ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi.
Òàêi ðîçâ'ÿçêè õàðàêòåðíi òèì, ùî ¨õíi ïðîôiëi â ðiçíi ìîìåíòè
÷àñó îäåðæóþòüñÿ øëÿõîì çñóâó.

Ïîøèðåííÿ âåëè÷èíè u(t, x) â ïðîñòîði é ÷àñi ÷àñòî íàçèâàþòü
�õâèëåþ�. Ïðè λ > 0 õâèëÿ ðóõà¹òüñÿ âçäîâæ Ox âïðàâî, ïðè
λ < 0 � âëiâî. Çíà÷åííÿ λ = 0 âiäïîâiäà¹ ñòàöiîíàðíîìó ðîçâ'ÿçêó.
Òîìó ìîæíà ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, ùî ðóõà¹òüñÿ çi
ñòàëîþ øâèäêiñòþ, â ÿêié ïðîôiëü ðîçâ'ÿçêó íå áóäå çìiíþâàòèñÿ.
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Ïîøóê ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨ õâèëi çäiéñíþ¹òüñÿ øëÿõîì
ïiäñòàíîâêè (8.3.3) â (8.3.2) ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

∂u

∂x
= y′,

∂u

∂t
= −λy′,

äå øòðèõ îçíà÷à¹ ïîõiäíó ïî ξ.
Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ñòàþòü çâè÷àé-

íèìè äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâíÿííÿìè âiäíîñíî y(ξ). Äëÿ òîãî, ùîá
ðîçâ'ÿçîê y(ξ) = u(x, t) ìàâ ôiçè÷íèé çìiñò, y(ξ) ïîâèííî áóòè
îáìåæåíèì ∀ξ, íåâiä'¹ìíèì i êiëüêiñíî âiäïîâiäàòè òèì îá'¹êòàì,
ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî (õiìi÷íi ðå÷îâèíè, ïîïóëÿöi¨, áàêòåði¨).

Ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ (8.2.5) íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ iç áiæó÷îþ õâèëåþ,
ùî ìàþòü ôiçè÷íèé çìiñò.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìè øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê (8.2.5) ó ôîðìi áiæó÷î¨
õâèëi C(x, t) = y(ξ), ξ = x− λt. Òîäi (8.2.5) íàáóäå âèãëÿäó

D
d2y

dξ2
+ λ

dy

dξ
= 0,

ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹ ôóíêöiÿ

y(ξ) = A+Be−λξ/D.

Îñêiëüêè y(ξ) ïîâèííî áóòè îáìåæåíèì äëÿ âñiõ ξ, òî B ìà¹ äîðiâ-
íþâàòè íóëþ. Iíàêøå åêñïîíåíòà áóäå íåîáìåæåíîþ. Òîäi ôóíêöiÿ
y(ξ) = A ñòàëà i íå ¹ õâèëüîâèì ðîçâ'ÿçêîì.

Íà âiäìiíó âiä öüîãî, ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ (8.2.1) ìîæå ìàòè
ðîçâ'ÿçêè ç áiæó÷èìè õâèëÿìè, ùî çàëåæàòü âiä ôóíêöi¨ ðåàêöi¨
� âçà¹ìîäi¨ F (C). Iç ïîøóêó òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ i ïî÷àëàñÿ ðîçðîáêà
ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨ ðåàêöié ç äèôóçi¹þ.

8.3.2. Õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�

Êîëìîãîðîâà

Îäíå ç ïðîñòiøèõ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òèïó �ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ� â
îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði, â ÿêîìó âèíèêàþòü õâèëi, � öå êëàñè÷íå
ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà

∂u

∂t
= ku(1− u) +D

∂2u

∂x2
, (8.3.4)
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äå k, D � äîäàòíi ñòàëi; u(x, t) � êîíöåíòðàöiÿ äèôóíäóþ÷î¨ ðå÷î-
âèíè.

Öå ðiâíÿííÿ � ïðîñòiøà äèôóçiéíà ìîäåëü äëÿ ëîãiñòè÷íî¨ ìî-
äåëi ðîñòó ïîïóëÿöi¨ (ìîäåëi Ôåðõþëüñòà), ÿêó ìè âèâ÷àëè â ðîç-
äiëi 2. (8.3.4) � öå îêðåìèé âèïàäîê (8.1.8) (òóò F = ku(1 − u)).
Ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ äà¹ S-ïîäiáíi ðîçâ'ÿçêè (õâèëi).

Ùîá ïîÿñíèòè õâèëüîâó ïðèðîäó ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, ðîç-
ãëÿíåìî ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

du

dt
= u(1− u)

ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ùî ìàþòü íåðiâíîìiðíèé ïðîñòîðîâèé
ðîçïîäië

u(0, x) =
1

1 + e−ρx
,

äå ρ � äîäàòíà ñòàëà, à x � ïðîñòîðîâà çìiííà, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ÿê ïàðàìåòð.

Ðîçâ'ÿçîê ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

u(t, x) =
1

1 + e−z
, z = ρx+ t,

i ÿâëÿ¹ ñîáîþ õâèëþ, ÿêà ðóõà¹òüñÿ âëiâî çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ

v =
1

ρ
(ðèñ. 8.3), îñêiëüêè òî÷êà x = 0, u =

1

2
ðóõà¹òüñÿ òàê,

ùî ρx + t = 0, òîáòî
dx

dt
= −1

ρ
. Â ñèñòåìi âiäëiêó, ùî ðóõà¹òüñÿ

âëiâî çi øâèäêiñòþ v =
1

ρ
, z = 0 çàâæäè ¹ ïî÷àòêîì êîîðäèíàò i

ðîçâ'ÿçêè ÿêiñíî ïîäiáíi (ðèñ. 8.3). Òàêi õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè ñòðó-
êòóðíî íåñòiéêi, ¨õ ôîðìà i øâèäêiñòü çàëåæàòü âiä ïî÷àòêîâèõ
äàíèõ.

Õî÷à òàêi ðîçãëÿäóâàíi õâèëi ñòðóêòóðíî íåñòiéêi, iñíóâàííÿ
ñòiéêèõ õâèëüîâèõ ÿâèù ¹ ôiçè÷íîþ ðåàëüíiñòþ. Òîìó íåîáõiäíî
çíàéòè ìåõàíiçìè, ùî ¨õ ïîðîäæóþòü.
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Ðèñ. 8.3. Òèïîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi áiæó÷î¨ õâèëi: 1

� ïðè x = 0; 2 � ïðè x =
1

ρ

Âiäîìî, ùî äèôóçiÿ ÷àñòî ìà¹ ñòàáiëiçóþ÷ó äiþ, äàëi ïîáà÷èìî
ïiäòâåðäæåííÿ öi¹¨ iäå¨. Òîìó îñíîâíà ìåòà äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ
(8.3.4) � âèçíà÷èòè âïëèâ äèôóçi¨ íà ðîçâ'ÿçêè, ùî ñïîñòåðiãàþ-
òüñÿ â ëîãiñòè÷íîìó ðiâíÿííi áåç äèôóçi¨.

Iñíóâàííÿ íåçàòóõàþ÷èõ áiæó÷èõ õâèëü ÿê ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿí-
íÿ ç äèôóçi¹þ (8.3.4) âïåðøå ïîêàçàíî àíãëiéñüêèì ìàòåìàòèêîì
Ð. Ôiøåðîì. Êëàñè÷íà ðîáîòà À.Ì. Êîëìîãîðîâà, I.Ã. Ïåòðîâñüêî-
ãî, Ì.Ñ. Ïiñêóíîâà [35], ÿêà ç'ÿâèëàñÿ ìàéæå îäíî÷àñíî ç ðîáîòîþ
Ôiøåðà, çàêëàëà îñíîâó äëÿ âèâ÷åííÿ çàãàëüíîãî êëàñó çàäà÷ âè-
ãëÿäó (ðiâíÿíü ðåàêöi¨ ç äèôóçi¹þ)

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ F (u), (8.3.5)

äå F (u) � çàäàíà ñêàëÿðíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ u.
Öi ðîáîòè çóìîâèëè âåëèêó êiëüêiñòü äîñëiäæåíü iç íåëiíiéíèõ

õâèëü ó ñèñòåìàõ iç äèôóçi¹þ â ðiçíèõ ãàëóçÿõ íàóêè, çîêðåìà â
ìàòåìàòè÷íié åêîëîãi¨.

Ìè äåòàëüíî âèâ÷èìî ìîäåëüíå ðiâíÿííÿ (8.3.4), îñêiëüêè âîíî
ñàìî ïî ñîái ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ i ¹ ïðîòîòèïîì óñiõ ðiâíÿíü
iç ðîçâ'ÿçêàìè òèïó áiæó÷èõ õâèëü.

ßêùî â ðiâíÿííi (8.3.4) ââåñòè íîâi áåçðîçìiðíi çìiííi x →√
k

D
x, t→ kt, òî âîíî íàáóäå âèãëÿäó

∂u

∂t
= u(1− u) +

∂2u

∂x2
. (8.3.6)
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Çîñåðåäæåíèé àíàëîã öüîãî ðiâíÿííÿ � öå ëîãiñòè÷íå ðiâíÿííÿ
du

dt
= u(1 − u). Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ íåðóõîìà ïëîùèíà u = 1 ¹

àòðàêòîðîì, òîáòî ñòiéêà (äëÿ áóäü-ÿêèõ äàíèõ u(0) > 0 u(t) → 1)
ïðè t→ ∞.

Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî íàÿâíiñòü îäíîðiäíî¨ äèôóçi¨, ÿêà
çóìîâëåíà âèïàäêîâèì ïåðåìiùåííÿì îñîáèí óçäîâæ ïðÿìî¨, íå
ïîâèííà ñèëüíî çìiíèòè äèíàìiêó ïîïóëÿöi¨. Îòæå, ìè õî÷åìî äî-
ñëiäèòè iñíóâàííÿ i ôîðìó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8.3.6) òèïó áiæó-
÷î¨ õâèëi, äëÿ ÿêèõ 0 ≤ u ≤ 1, i çíàéòè øâèäêiñòü ðîçïîâñþäæåííÿ
òàêèõ õâèëü.

ßêùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.3.4) òèïó áiæó÷î¨ õâèëi iñíó¹, òî
âií ìîæå áóòè çàïèñàíèé ó ôîðìi

u(x, t) = y(ξ), ξ = x+ λt. (8.3.7)

Çìiííà ξ (àâòîìîäåëüíà çìiííà) çâîäèòü ðiâíÿííÿ (8.3.6) äî
çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó. Äiéñíî
ôóíêöiÿ y(ξ) çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

λy′(ξ) = y(ξ)(1− y(ξ)) + y′′(ξ). (8.3.8)

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (8.3.6) iíâàðiàòíå âiäíîñíî çàìiíè x íà −x, òî
øâèäêiñòü ðîçïîâñþäæåííÿ õâèëi ìîæå áóòè ÿê äîäàòíîþ, òàê
i âiä'¹ìíîþ. Òîìó ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.3.8) (ÿêùî âií iñíó¹) ¹
õâèëÿìè, ÿêi ðóõàþòüñÿ ÿê ó äîäàòíîìó íàïðÿìêó îñi Ox, òàê i â
ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó.

Äàëi äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî λ > 0. Áóäåìî òåïåð
øóêàòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (8.3.8), ÿêi ïðè t→ ∞ âîëîäiþòü âëà-
ñòèâiñòþ ëîãiñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ, à ñàìå

lim
ξ→∞

y(ξ) = 1, lim
ξ→−∞

y(ξ) = 0. (8.3.9)

Êðiì öüîãî, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (8.3.8) ïîâèííi áóòè íå-
âiä'¹ìíîþ ôóíêöi¹þ çìiííî¨ ξ. Ôiøåð âñòàíîâèâ, ùî ðiâíÿííÿ
(8.3.6) ìà¹ íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨ õâèëi,
äëÿ ÿêèõ 0 ≤ u(x, t) ≤ 1 çi øâèäêîñòÿìè õâèëi λ ≥ λmin = 2.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (8.3.4) öÿ óìîâà ìà¹ âèãëÿä λ ≥ λmin = 2
√
kD.

Ùîá ïîêàçàòè, ùî ïðè λ ≥ λmin iñíóþòü õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè ó
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ôîðìi (8.3.7), âèêîðèñòà¹ìî äëÿ àíàëiçó ðiâíÿííÿ (8.3.8) ìåòîä
ôàçîâî¨ ïëîùèíè. Ïðè öüîìó øóêàòèìåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ iñíó¹
íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê y(ξ) òàêèé, ùî 0 ≤ y ≤ 1 i âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (8.3.9).

Ïîêëàäàþ÷è y′(ξ) = z(ξ), çàïèøåìî ðiâíÿííÿ (8.3.8) ó âèãëÿäi
ñèñòåìè

y′(ξ) = z(ξ), (8.3.10)

z′(ξ) = λz(ξ)− y(ξ)(1− y(ξ)),

òîäi ôàçîâi òðà¹êòîði¨ � öå ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

dz

dy
=
λz − y(1− y)

z
. (8.3.11)

Ñèñòåìà (8.3.10) ìà¹ äâi íåðóõîìi òî÷êè O(0, 0) i P (1, 0).
Ìàòðèöÿ ßêîái ñèñòåìè (8.3.10) â îêîëi òî÷êè O(0, 0) ìà¹ âè-

ãëÿä

A =

(
0 1
−1 λ

)
.

Âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

µ1,2 =
λ±

√
λ2 − 4

2
.

Ïðè λ ≥ 2 öÿ òî÷êà � íåñòiéêèé âóçîë, à ïðè 0 < λ < 2 � íå-
ñòiéêèé ôîêóñ. Îñòàííié âèïàäîê ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ ïðî íå-
âiä'¹ìíiñòü ôóíêöi¨ y(ξ), îñêiëüêè ïðè ðóñi íàâêîëî ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò ïî òðà¹êòîði¨ ôîêóñà ôàçîâà òî÷êà îáîâ'ÿçêîâî ïîòðàïëÿ-
òèìå â îáëàñòü, äå y(ξ) < 0. Òîìó çàëèøà¹òüñÿ ëèøå âàðiàíò, ïðè
ÿêîìó λ ≥ 2.

Ïðè λ < 2 iñíóþòü õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè, àëå âîíè íå ìàþòü
ôiçè÷íîãî çìiñòó, îñêiëüêè ïî÷àòîê êîîðäèíàò ¹ ôîêóñîì.

Àíàëiç ìàòðèöi ßêîái â òî÷öi P (1, 0) ïîêàçó¹, ùî öÿ íåðóõî-
ìà òî÷êà ¹ ñiäëîì ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ λ ≥ 0. Òðà¹êòîði¨ â
ôàçîâié ïëîùèíi (y, z) ÿêiñíî çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.4.
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Ðèñ. 8.4. Òðà¹êòîði¨ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8.3.11) (òåæ ñàìå, ùî
ðiâíÿííÿ (8.3.8)) ó ôàçîâié ïëîùèíi (y, z) ïðè λ > 2

Íàãàäà¹ìî, ùî, çãiäíî ç óìîâîþ (8.3.9), íà ôàçîâié ïëîùèíi
(y, z) øóêà¹òüñÿ òàêà ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ ñèñòåìè (8.3.10) (àáî ðiâ-
íÿííÿ (8.3.11)), âçäîâæ ÿêî¨ 0 ≤ y(ξ) ≤ 1.

Àíàëiç ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìè (8.3.10) ïîêàçó¹, ùî iñíó¹
¹äèíà òðà¹êòîðiÿ, ùî âîëîäi¹ öi¹þ âëàñòèâiñòþ � öå ñåïàðàòðèñà
ñiäëà òî÷êè P , ùî âèõîäèòü ç íåñòiéêîãî âóçëà O. Âñi iíøi ôàçîâi
òðà¹êòîði¨ íåîáìåæåíi çà çìiííîþ y (ðèñ. 8.4). Îòæå, ïðè λ ≥ 2
iñíó¹ ¹äèíà ôàçîâà òðà¹êòîðiÿ, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ â òî÷öi O(0, 0) i
ðóõà¹òüñÿ äî òî÷êè P (1, 0) â ñìóçi 0 ≤ y(ξ) ≤ 1, ïðè÷îìó y > 0, çà
âèíÿòêîì òî÷îê O i P . Öå îçíà÷à¹, ùî ðiâíÿííÿ (8.3.6) ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê u(x, t) = y(x + λt), λ > 0 , λ = const, ùî ¹ õâèëåþ, ÿêà
áiæèòü âëiâî, ïðè÷îìó

lim
t→∞

y(x+ λt) = 1, lim
t→−∞

y(x+ λt) = 0.

Íà ðèñ. 8.5 ïîêàçàíî òèïîâèé âèãëÿä áiæó÷î¨ õâèëi (ðîçâ'ÿçêó
y(ξ), ξ = x+ λt, λ > 2).

Ðèñ. 8.5. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà (8.3.6) òèïó
áiæó÷î¨ õâèëi (y(x+ λt), λ > 2)
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Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà ó öüîìó âèïàäêó ¹ ií-
âàðiàíòíèì âiäíîñíî çìiíè çíàêà x, òî ïîðÿä iç õâèëåþ, ùî ðóõà¹-
òüñÿ âëiâî, âèíèêà¹ õâèëÿ, ùî ðóõà¹òüñÿ âïðàâî (u(x, t) = y(x−λt),
λ > 0, y(∞) = 0, y(−∞) = 1).

Äëÿ õâèëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó y(x−λt) ðiâíÿííÿ (8.3.8) ìà¹ âèãëÿä

y′′ + λy′ + y(1− y) = 0,

à òðà¹êòîði¨ íà ôàçîâié ïëîùèíi y, z = y′ âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

dz

dy
=

−λz − y(1− y)

z
. (8.3.12)

Ïðè öüîìó iñíó¹ òðà¹êòîðiÿ, ùî éäå âiä òî÷êè (1, 0) äî òî÷êè (0, 0)
i ëåæèòü â îáëàñòi y ≥ 0, y′ ≤ 0, 0 ≤ y ≤ 1 ∀λ ≥ 2 (ðèñ. 8.6, à).
Íà ðèñ 8.6, á çîáðàæåíî õâèëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�
Êîëìîãîðîâà

à á
Ðèñ. 8.6. Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ ðiâíÿííÿ (8.3.11) äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó

áiæó÷î¨ õâèëi

Ðîçâ'ÿçîê ó ÷àñi òèïîâîãî ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà, ùî
ïî¹äíó¹ îáèäâi õâèëi, ìà¹ âèãëÿä, ïîäàíèé íà ðèñ. 8.7.

Òîáòî ÿêùî ìè ïî÷èíà¹ìî ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ u(x, 0), ÿêi äîðiâ-
íþþòü íóëþ ïîçà ñêií÷åííîþ îáëàñòþ, òî ðîçâ'ÿçîê u(x, t) ñòàíå
äâîìà áiæó÷èìè ôðîíòàìè, îäèí ç ÿêèõ áóäå ðóõàòèñÿ âëiâî, à ií-
øèé � âïðàâî i îáèäâà çi øâèäêiñòþ λ = 2. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî
u(x, 0) < 1, òî âèðàç u(1−u) ïðèâîäèòü äî òîãî, ùî ðîçâ'ÿçîê çáiëü-
øó¹òüñÿ äî îäèíèöi. Î÷åâèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x u(x, t) → 1 ïðè
t→ ∞.
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Ðèñ. 8.7. Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.3.6) äëÿ ðiçíèõ ìîìåíòiâ ÷àñó
t0 < t1 < t2 < t3

À.Ì. Êîëìîãîðîâ, I.Ã. Ïåòðîâñüêèé, Ì.Ñ. Ïiñêóíîâ äîâåëè, ùî
ïðè

u(x, 0) =

{
0, x < 0,
1, x > 0,

u(x, 0) =


1, x ≤ x1,
h(x), x1 < x < x2,
0, x ≥ x2,

(8.3.13)

äå x1, x2 � ñêií÷åííi, à ôóíêöiÿ h(x) íåïåðåðâíà. Ðiâíÿííÿ (8.3.6)
ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, i öåé ðîçâ'ÿçîê ðîçâèâà¹òüñÿ â ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (8.3.8) òèïó áiæó÷î¨ õâèëi çi øâèäêiñòþ λ = λmin.

8.3.3. Àñèìïòîòè÷íà ôîðìà i ñòiéêiñòü õâèëüîâèõ

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ôiøåðà

Åâîëþöiÿ â ÷àñi âiäïîâiäíîãî ïî÷àòêîâîãî ïðîôiëþ u(x, 0) äëÿ
ðiâíÿííÿ (8.3.6) ó ðîçâ'ÿçîê òèïó áiæó÷î¨ õâèëi iñòîòíî çàëåæèòü
âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. ßêùî âèáðàòè u(x, 0) çãiäíî ç (8.3.13), òî
ðåçóëüòàòîì åâîëþöi¨ áóäå õâèëÿ çi øâèäêiñòþ λmin.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ (8.3.11) äëÿ ôàçîâèõ òðà¹êòîðié. Ïîçíà-
÷èìî

ε =
1

λ2
, φ = λz (8.3.14)

i, îñêiëüêè λ ≥ λmin = 2, òî ε ≤ εmax = 0, 25.
Ðiâíÿííÿ (8.3.11) ôàçîâî¨ ïëîùèíè â íîâèõ çìiííèõ íàáóäå âè-

ãëÿäó

ε
dφ

dy
=
φ− y(1− y)

φ
. (8.3.15)
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Áóäåìî øóêàòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (8.3.15) ó ôîðìi

φ(y, ε) = g0(y) + εg1(y) + . . . . (8.3.16)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (8.3.16) â (8.3.15) i ïðèðiâíþâàííÿ ÷ëåíiâ ïðè
îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε ìà¹ìî:

ε0 : g0(y) = y(1− y),

ε1 : g1(y) = g0
dg0
dy

= y(1− y)(1− 2y),

ε2 : g2(y) =
dg0
dy

g1 +
dg1
dy

g0 =
d

dy
(y2(1− y)2(1− 2y)),

. . . . . . . . . . . .

Çâiäñè âèäíî, ùî êîæíå íàáëèæåííÿ çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi
óìîâè ∀ε. Òîìó öÿ çàäà÷à íå íàëåæèòü äî çàäà÷i ñèíãóëÿðíîãî
çáóðåííÿ, õî÷à é ìà¹ìî ìàëèé ïàðàìåòð ε ïðè ñòàðøié ïîõiäíié.

Òåïåð íà îñíîâi (8.3.14), (8.3.16) ìîæåìî çàïèñàòè àñèìïòîòè÷-
íèé ðîçêëàä äëÿ 0 < ε << 1 â òåðìiíàõ z i y

z(y, ε) = ε1/2y(1− y) + ε3/2y(1− y)(1− 2y)+ (8.3.17)

+ε5/2
d

dy
(y2(1− y)2(1− 2y)) +O(ε7/2).

Ùîá îäåðæàòè àñèìïòîòè÷íèé ïðîôiëü õâèëi ïðè ìàëèõ ε, ïiääà-
ìî ðîçòÿãó îêië ôðîíòà õâèëi. Äëÿ öüîãî ââåäåìî çìiííi

y(ξ) = h(η), η =
ξ

λ
= ε1/2ξ, ε =

1

λ2
. (8.3.18)

Îñêiëüêè ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ iíâàðiàíòíà âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî
çñóâó âçäîâæ îñi ξ, òî äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî

y(ξ)
∣∣∣
ξ=0

=
1

2
. Â íîâèõ çìiííèõ h, η ðiâíÿííÿ (8.3.8) ïðè λ > 0

i ãðàíè÷íi óìîâè (8.3.9) çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi

ε
d2h

dη2
− dh

dη
+ h(1− h) = 0, (8.3.19)

h(−∞) = 0, h(+∞) = 1, 0 < ε ≤ 1

λ2min

= 0, 25.
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Õî÷à ε ¹ ìíîæíèêîì ïðè ñòàðøié ïîõiäíié, çàäà÷à (8.3.19), ÿê
i çàäà÷à (8.3.15), ïðè ε → 0 íå ¹ çàäà÷åþ ñèíãóëÿðíîãî çáóðåííÿ,
îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê h(η), ùî áóäå îòðèìàíèé äàëi, iñòèííèé äëÿ
âñiõ η.

ßê i âèùå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8.3.19) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó çà
ñòåïåíÿìè ε

h(η, ε) = h0(η) + εh1(η) + . . . . (8.3.20)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (8.3.20) â (8.3.19) i ïðèðiâíþþ÷è ÷ëåíè ïðè îäíà-
êîâèõ ñòåïåíÿõ ε, îòðèìà¹ìî:

ε0 :
dh0
dη

= h0(1− h0), h0(0) =
1

2
⇒ h0(η) =

(
1 + e−η

)−1
,

ε1 :
dh1
dη

= (1− 2h0)h1 =
d2h0
dη2

, h0(0) = 0 ⇒

h1(η) =
1

eη(1+e−η)2
ln 4e−η

(1+e−η)2
.

Àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

y(ξ, ε) =
1

1 + e−ξ/λ

[
1 +

1

λ2
e−ξ/λ

(1 + e−ξ/λ)2
ln

4e−ξ/λ

(1 + e−ξ/λ)2

]
+O

( 1

λ4

)
.

(8.3.21)
ßê âèäíî ç (8.3.21), àñèìïòîòè÷íà ôîðìà íàéìåíø òî÷íà ïðè

λ = λmin = 2, àëå ðîçâ'ÿçîê (8.3.21) çáiãà¹òüñÿ ç ðîçâ'ÿçêîì, ùî
îäåðæàíèé Ôiøåðîì â [122], ç òî÷íiñòþ äî äåêiëüêîõ âiäñîòêiâ.

Ñòiéêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷èõ õâèëü. Äàëi íåîáõi-
äíî ðîçãëÿíóòè âàæëèâå ïèòàííÿ ïðî ñòiéêiñòü áiæó÷èõ õâèëü,
îñêiëüêè õâèëÿ ¹ ïåðåõiäíèì ïðîöåñîì âiä äåÿêîãî ïî÷àòêîâîãî
ïðîñòîðîâîãî ðîçïîäiëó ïîïóëÿöiéíî¨ ãóñòèíè äî ñòiéêîãî êiíöå-
âîãî ðåçóëüòàòó. Â äåÿêèõ âèïàäêàõ öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçãëÿäàòè
â ëiíiéíié ïîñòàíîâöi, ïðîâiâøè ëiíåàðèçàöiþ âèõiäíîãî ðiâíÿí-
íÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè â îêîëi àâòîíîìíîãî ðîçâ'ÿçêó, i äàëi
âèâ÷àòè ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíî¨ çàäà÷i ïðè t→ ∞ .

Âèâ÷èìî ïèòàííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8.3.6) âèãëÿäó
u(x, t) = y(x+λt) ç λ > λmin = 2, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (8.3.9).

Âiäîìî [51], ùî àñèìïòîòèêà çà ÷àñîì ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ôi-
øåðà äóæå ÷óòëèâà äî ïîâåäiíêè ïî÷àòêîâèõ äàíèõ u(x, 0) ïðè
|x| → ∞. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷èõ õâèëü íåñòiéêi
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äî ìàëèõ çáóðåíü ïðè |ξ| → ∞. Àëå îñêiëüêè äëÿ ïðàêòèêè âàæëè-
âi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ â ñêií÷åííèõ îáëàñòÿõ,
òî ðîçãëÿíåìî ñòiéêiñòü õâèëü ó âèïàäêàõ, êîëè çáóðåííÿ äîðiâíþ-
þòü íóëþ, çîâíi ñêií÷åííî¨ îáëàñòi, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå õâèëüîâèé
ôðîíò. Äëÿ öüîãî êëàñó çáóðåíü ïîêàæåìî àíàëiòè÷íî, ùî õâèëüî-
âi ðîçâ'ÿçêè ñòiéêi. Öåé ôàêò âàæëèâèé äëÿ ìîäåëþâàííÿ õâèëü
íà ÅÎÌ, îñêiëüêè ïðè çàñòîñóâàííi ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ áåðóòü ñêií-
÷åííi âiäðiçêè çìiíè íåçàëåæíî¨ çìiííî¨.

×èñëåííi ïðèêëàäè àíàëiçó ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîëîãi-
÷íèõ ñèñòåì, ùî âîëîäiþòü õâèëüîâèìè ðîçâ'ÿçêàìè, ìîæíà çíà-
éòè â [17, 51, 69, 93].

Ðiâíÿííÿ (8.3.6) â íåçàëåæíèõ çìiííèõ ξ = x+λt i t ìà¹ âèãëÿä

∂u

∂t
= u(1− u)− λ

∂u

∂ξ
+
∂2u

∂ξ2
. (8.3.22)

Ðîçãëÿíåìî λ ≥ λmin = 2 i ïîçíà÷èìî ÷åðåç yλ(ξ) � õâèëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (8.3.8) ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè (8.3.9).

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ìàëå çáóðåííÿ ðîçâ'ÿçêó yλ(ξ), òîáòî

u(ξ, t) = yλ(ξ) + εv(ξ, t), 0 < ε << 1. (8.3.23)

Ïiäñòàâèâøè (8.3.23) â (8.3.22) i ïðèðiâíÿâøè ÷ëåíè ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó ïî ε, îäåðæèìî ðiâíÿííÿ äëÿ v(ξ, t)

∂v

∂t
= (1− 2yλ(ξ))v − λ

∂v

∂ξ
+
∂2v

∂ξ2
. (8.3.24)

Ðîçâ'ÿçîê yλ(ξ) ñòiéêèé, ÿêùî äëÿ v âèêîíóþòüñÿ óìîâè

lim
t→∞

v(ξ, t) = 0, àáî lim
t→∞

v(ξ, t) = const
dyλ(ξ)

dξ
.

Ñòàíäàðòíî øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (8.3.24) ó âèãëÿäi

v(ξ, t) = g(ξ)e−µt. (8.3.25)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (8.3.25) ó (8.3.24), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ g(ξ):

g′′ − λg′ + [µ+ 1− 2yλ(ξ)]g = 0. (8.3.26)
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Îñêiëüêè ìè ââåëè îáìåæåííÿ, ùî v(ξ, t) âiäìiííå âiä íóëÿ
òiëüêè â ñêií÷åííié îáëàñòi, òî çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ g(ξ)
ìà¹ ãðàíè÷íi óìîâè âèãëÿäó

g(L) = g(−L) = 0, L > 0.

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêöiþ h(ξ) çà äîïîìîãîþ çàìiíè

g(ξ) = h(ξ)e
λξ
2 ,

ïðè öüîìó îäåðæèìî çàäà÷ó íà âëàñíi çíà÷åííÿ

h′′ +
[
µ−

(
2yλ(ξ) +

λ2

4
− 1
)]
h = 0, h(±L) = 0, (8.3.27)

äå

2yλ(ξ) +
λ2

4
− 1 ≥ 2yλ(ξ) > 0,

îñêiëüêè λ ≥ 2 yλ(ξ) > 0 ó ñêií÷åííié îáëàñòi −L ≤ ξ ≤ L.
ßê âiäîìî, â òàêîìó âèïàäêó âñi âëàñíi ÷èñëà µ çàäà÷i (8.3.27)

äiéñíi òà äîäàòíi, òîìó v(ξ, t) â (8.3.25) ïðè t→ ∞ ïðÿìó¹ äî íóëÿ.
Îòæå, õâèëüîâèé ðîçâ'ÿçîê yλ(ξ) ñòiéêèé òiëüêè âiäíîñíî ìà-

ëèõ çáóðåíü ó ñêií÷åííié îáëàñòi, àëå äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ öüîãî
äîñòàòíüî.

Òîé ôàêò, ùî õâèëi ñòiéêi äî çáóðåíü ó ñêií÷åííié îáëàñòi,
äà¹ çìîãó çðîçóìiòè, ÷îìó òèïîâèé åêñïåðèìåíò iç ÷èñëîâîãî ìî-
äåëþâàííÿ ðiâíÿííÿ Ôiøåðà�Êîëìîãîðîâà ïðèâîäèòü äî ñòiéêîãî
õâèëüîâîãî ôðîíòó çi øâèäêiñòþ λ = 2.

8.4. Îãëÿä äåÿêèõ iíøèõ ìîäåëåé ñèñòåìè

�ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ�

8.4.1. Õâèëi â óçàãàëüíåíié ëîãiñòè÷íié ïîïóëÿöi¨

Óçàãàëüíåíîþ ëîãiñòè÷íîþ íàçèâàþòü ïîïóëÿöiþ, â ÿêî¨ çàêîí
ðîñòó îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dN

dt
= F (N),

äå F (N) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè F (0) = F (K) = 0, F ′(0) = µ > 0,
F ′(N) < F ′(0) ∀N .

331



Ïîøèðåííÿ õâèëi â óçàãàëüíåíié ëîãiñòè÷íié ïîïóëÿöi¨ îïèñó-
¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

∂N

∂t
= F (N) +

∂2N

∂x2
, (8.4.1)

äå ôóíêöiÿ F (N) ìîæå áóòè óçàãàëüíåíîþ ëîãiñòè÷íîþ àáî òèïó
Îëëi.

ßêùî ââåñòè ïîçíà÷åííÿ

N

K
= u,

x√
D

= x′, F (N) = F (Ku) = φ(u),

òî â ïîçíà÷åííÿõ áåç øòðèõiâ (8.4.1) íàáóäå âèãëÿäó

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ φ(u). (8.4.2)

Ðîçâ'ÿçîê (8.4.2) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi àâòîìîäåëüíî¨ õâèëi, ùî
ïîøèðþþòüñÿ çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ v ñïðàâà íàëiâî i íå çìiíþ¹
ñâî¹¨ ôîðìè

u(x, t) = u(x+ vt) = y(ξ), ξ = x+ vt,

òîäi äëÿ y(ξ) ç ðiâíÿííÿ (8.4.2) ìà¹ìî çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ

v
dy

dξ
=
d2y

dξ2
+ φ(y) (8.4.3)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè

y(−∞) = 0, y(+∞) = 1. (8.4.4)

Ðiâíÿííÿ (8.4.3) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi ñèñòåìè ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó

dy

dξ
= p,

dp

dξ
= vp− φ(y).

(8.4.5)

Òî÷êè ðiâíîâàãè ñèñòåìè (8.4.5) � öå O(0, 0), P (1, 0). Ëiíåàðè-
çîâàíi ðiâíÿííÿ â îêîëi òî÷êè ðiâíîâàãè (y∗, 0), äå y∗ = 0, àáî
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y∗ = 1 ìàþòü âèãëÿä

dy

dξ
= p,

dp

dξ
= vp− φ′(y∗)y.

(8.4.6)

Õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8.4.6)

µ2 − vµ+ φ′(y∗) = 0

ìà¹ êîðåíi

µ1,2 =
1

2

(
v ±

√
D
)
, D = v2 − 4φ′(y∗).

Òîìó òî÷êà O(0, 0) ïðè D > 0, v > 0 � íåñòiéêèé âóçîë, à ïðè
D < 0, v > 0 � íåñòiéêèé ôîêóñ. Àëå òî÷êà ðiâíîâàãè O(0, 0) íå
ìîæå áóòè ôîêóñîì, áî òîäi ñïiðàëi áóäóòü çàõîäèòè ó âiä'¹ìíó
îáëàñòü çíà÷åíü N ÷è u. Òàêèì ÷èíîì, òî÷êà O(0, 0) � âóçîë i
v > 2

√
φ′(0).

Òî÷êà P , îñêiëüêè y∗ = 1 i µ1 · µ2 = φ′(1) < 0 ¹ ñiäëîâîþ.
×åðåç ñiäëîâó òî÷êó ïðîõîäèòü ëèøå äâi òðà¹êòîði¨ (ñåïàðàòðèñè).
I, ÿê ïîêàçàíî â [49], ëèøå îäíà ç íèõ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó O
(ðèñ. 8.4).

Îòæå, äëÿ v > 2
√
φ′(0) iñíó¹ ¹äèíà òðà¹êòîðiÿ, ÿêà âèõîäèòü ç

òî÷êè O(0, 0) i âõîäèòü ó òî÷êó P (1, 0). Âiäïîâiäíèé ¨é ðîçâ'ÿçîê
îïèñó¹ õâèëþ u(x + vt), ùî ïîøèðþ¹òüñÿ ñïðàâà íàëiâî çi øâèä-
êiñòþ v.

Ðîçâ'ÿçîê y(ξ) = u(x+ vt) ¹äèíèé iç òî÷íiñòþ äî ïåðåòâîðåííÿ
çñóâó: ÿêùî y(ξ) � ðîçâ'ÿçîê, òî ðîçâ'ÿçêîì áóäå i y(ξ + ξ0), äå
ξ0 = const.

8.4.2. Õâèëÿ â ëîãiñòè÷íié ïîïóëÿöi¨ ç òàêñèñîì

Ìîäåëi ðåàêöi¨�äèôóçi¨ îïèñóþòü ïðîñòîðîâó åâîëþöiþ ïîïó-
ëÿöié ó ïðèïóùåííi, ùî ðóõ ó ïðîñòîði àáñîëþòíî âèïàäêîâèé
(áóäü-ÿêèé íàïðÿì ðóõó ðiâíîéìîâiðíèé, áðîóíiâñüêèé ðóõ). Àëå
â äåÿêèõ âèïàäêàõ òàêå ïðèïóùåííÿ íåðåàëiñòè÷íå. ×àñòî iíäè-
âiäóóìè ïîïóëÿöi¨ ðåàãóþòü íà äåÿêèé ñèãíàë i íàïðÿì ¨õ ïåðå-
ìiùåííÿ â ïðîñòîði çàëåæèòü âiä öüîãî ñèãíàëà. Òàêèé ðóõ, ùî
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âèêëèêàíèé äi¹þ çîâíiøíüîãî ñèãíàëó, íàçèâà¹òüñÿ òàêñèñîì (âiä
ãðåöüêîãî taxis � ïîðÿäîê, ðîçìiùåííÿ çà ïîðÿäêîì). ßêùî íàïðÿ-
ìîê ðóõó ìîäåëþ¹òüñÿ ïiä äi¹þ õiìi÷íèõ ðå÷îâèí, òî öåé ïðîöåñ
íàçèâà¹òüñÿ õåìîòàêñèñîì. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî, íà âiäìiíó âiä
äèôóçi¨, õåìîòàêñèñ âèêëþ÷à¹ ðóõ ââåðõ ïî ãðàäi¹íòó êîíöåíòðà-
öi¨. Öå ìîæå áóòè, íàïðèêëàä, íàïðÿìîê çáiëüøåííÿ êîíöåíòðàöi¨
¨æi, àáî íàïðÿìîê çìåíøåííÿ øêiäëèâî¨ ðå÷îâèíè.

Õåìîòàêñèñ âàæëèâèé íå òiëüêè â åêîëîãi¨ êîìàõ i òâàðèí, âií
âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ó áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñàõ. Íàïðèêëàä, ïðè ïî-
òðàïëåííi áàêòåði¨ â îðãàíiçì, ¨¨ àòàêóþòü êëiòèíè, ùî ðóõàþòüñÿ
äî äæåðåëà çàðàæåííÿ çà ðàõóíîê õåìîòàêñèñó. Ëåéêîöèòè ðóõà-
þòüñÿ â êðîâi â íàïðÿìêàõ äæåðåëà çàïàëåííÿ. Áàãàòî ïðèêëàäiâ
ç òàêñèñîì ìîæíà çíàéòè â [17, 49, 51].

Ïðèïóñòèìî, ùî îñîáèíè â äåÿêîìó àðåàëi ïåðåìiùóþòüñÿ â
ïåâíîìó íàïðÿìêó çi øâèäêiñòþ w i íàïðÿìîê çáiãà¹òüñÿ ç íà-
ïðÿìîì ðóõó õâèëi (çëiâà íàïðàâî, òîáòî w < 0), òîäi ðiâíÿííÿ
äèíàìiêè ïîïóëÿöi¨ ìà¹ âèãëÿä [49]

∂N

∂t
− w

∂N

∂x
= D

∂2N

∂x2
+ F (N), (8.4.7)

äå F (N) � ôóíêöiÿ ëîêàëüíîãî ðîñòó óçàãàëüíåíî¨ ëîãiñòè÷íî¨ ïî-
ïóëÿöi¨. ßêùî âèêîíàòè çàìiíè çìiííèõ

N

K
= u, φ(u) =

F (Ku)

D
, ν =

λ

D
, θ =

ω

D
, ξ = x+ λt,

òî ðiâíÿííÿ (8.4.7) ìîæíà çâåñòè äî ñèñòåìè

du

dξ
= p,

dp

dξ
= (ν − θ)p− φ(u).

(8.4.8)

Ñèñòåìó (8.4.8) ìîæíà âèâ÷àòè ìåòîäîì ôàçîâî¨ ïëîùèíè àíà-
ëîãi÷íî ñèñòåìi (8.3.10) (áiëüø äåòàëüíå îçíàéîìëåííÿ iç öèìè äî-
ñëiäæåííÿìè ¹ â [49]).
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8.4.3. Õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè â ðîçïîäiëåíié ñèñòåìi

�õèæàê�æåðòâà�

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòîðîâó ìîäåëü õèæàê�æåðòâà ç óðàõóâàííÿì
âíóòðiøíüîâèäîâî¨ êîíêóðåíöi¨ æåðòâ

∂u

∂t
= au

(
1− u

k

)
− buv +D1

∂2u

∂x2
,

∂v

∂t
= cuv − dv +D2

∂2v

∂x2
,

(8.4.9)

äå u(x, t), v(x, t) � ùiëüíiñòü ïîïóëÿöi¨ æåðòâ òà õèæàêiâ ó òî÷öi ç
êîîðäèíàòîþ x ó ìîìåíò ÷àñó t, x ∈ R, t > 0, D1, D2 � âåëè÷èíè
êîåôiöi¹íòiâ äèôóçi¨ æåðòâ i õèæàêiâ âiäïîâiäíî.

ßêùî ââåñòè íîâi çìiííi

u′ =
u

k
, v′ =

bv

a
, t′ = at, x′ =

√
a

D2
x

i ïîçíà÷åííÿ

D =
D1

D2
, α =

ck

a
, β =

D

ck
,

òî ñèñòåìà (8.4.9) íàáóäå âèãëÿäó

∂u

∂t
= u(1− u− v) +D

∂2u

∂x2
,

∂v

∂t
= αv(u− β) +

∂2v

∂x2
.

(8.4.10)

Áóäåìî ðîçøóêóâàòè ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (8.4.10) ó âèãëÿäi ái-
æó÷èõ õâèëü. Äëÿ öüîãî ââàæàòèìåìî, ùî u(x, t) = U(ξ), v(x, t) =
V (ξ), ξ = x + λt, λ > 0. Òîäi ñèñòåìà (8.4.10) ïåðåéäå â ñèñòåìó
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dU

dξ
= U(1− U − V ) +D

d2U

dξ2
,

c
dV

dξ
= αV (U − β) +

d2V

dξ2
.

(8.4.11)

Ñèñòåìà (8.4.11) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó, ÿêó çíîâó ìîæíà âèâ÷àòè ìåòîäîì ôàçîâî¨ ïëîùè-
íè. Áiëüø äåòàëüíå âèâ÷åííÿ öi¹¨ ñèñòåìè íàâåäåíî â [17].

Âiäïîâiäíà ëîêàëüíà ñèñòåìà âèâ÷àëàñÿ â ðîçäiëi 3.
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8.4.4. Ïðèêëàäè iíøèõ ìîäåëåé ðåàêöi¨ ç äèôóçi¹þ

Ó ïiäðó÷íèêó ç ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨ [51], à òàêîæ ó ìîíîãðà-
ôi¨ [93] ðîçãëÿäàþòüñÿ ìîäåëi ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ ó âèïàäêó, êîëè
êîåôiöi¹íò äèôóçi¨ D çàëåæèòü âiä ÷èñåëüíîñòi ïîïóëÿöi¨ u.

Â îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó òàêi ìîäåëi ìàþòü âèãëÿä

∂u

∂t
= F (u) +

∂

∂x

(
D(u)

∂u

∂x

)
, (8.4.12)

äå, ÿê ïðàâèëî, D(u) = D0u
m, D0,m = const. Ôóíêöiÿ F (u) ìà¹

äâà íóëüîâèõ ñòàíè: u = 0, u = 1, íàïðèêëàä F (u) = kup(1 − uq),
äå p, q � äîäàòíi ñòàëi. Òîáòî ðîçãëÿäàþòüñÿ ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= up(1− uq) +

∂

∂x

(
um

∂u

∂x

)
. (8.4.13)

Ïðèïóñòèâøè, ùî m = 0, p = 1 (â öüîìó âèïàäêó ìîæíà çíà-
éòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê), îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

∂u

∂t
= u(1− uq) +

∂2u

∂x2
, q > 0, (8.4.14)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî âiäøóêó¹òüñÿ ó âèãëÿäi áiæó÷î¨ õâèëi ó ôîðìi

u(x, t) = y(ξ), ξ = x− λt, y = (−∞) = 1, y(∞) = 0,

äå λ > 0 � øâèäêiñòü õâèëi, ÿêó ìè ïîâèííi âèçíà÷èòè.
Äëÿ y(ξ) îäåðæó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

L(y) ≡ y′′ + λy′ + y(1− yq) = 0,

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî âiäøóêóþòü ó âèãëÿäi

y(ξ) =
1

(1 + aebξ)s
, ξ = x− λt.

Ó [51] âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
y(−∞) = 1, y(∞) = 0, îäåðæó¹òüñÿ ïðè

s =
2

q
, b =

q

(2(q + 2))
1
2

, λ =
q + 4

(2(q + 2))
1
2

.
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Iíøèé êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (8.4.13) ìîæíà çíàéòè
ïðè m = 0, p = q + 1 i q > 0, òîáòî äëÿ ðiâíÿííÿ [51]

∂u

∂t
= uq+1(1− uq) +

∂2u

∂x2
.

Áiëüø öiêàâèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ (8.4.13) ìà¹ìî òîäi, êîëè p =
q = 1, m = 1. Ïðè öüîìó ðiâíÿííÿ (8.4.13) íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂u

∂t
= u(1− u) +

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
. (8.4.15)

Öå íåòðèâiàëüíèé ïðèêëàä ðîñòó ïîïóëÿöi¨ ç äèôóçi¹þ, ùî çà-
ëåæèòü âiä ùiëüíîñòi. Ôiçè÷íèé çìiñò ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïîïó-
ëÿöiÿ ïðè çáiëüøåííi ÷èñåëüíîñòi øâèäøå ðîçïîâñþäæó¹òüñÿ â
îáëàñòi ç áiëüø íèçüêîþ ùiëüíiñòþ.

Ðîçâ'ÿçîê (8.4.15) âiäøóêóþòü ó âèãëÿäi áiæó÷î¨ õâèëi u(x, t) =
y(ξ), ξ = x − λt. Äëÿ y(ξ) îäåðæó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
âèãëÿäó

(yy′)′ + λy′ + y(1− y) = 0.

Íà ôàçîâié ïëîùèíi y, y′ ìà¹ìî ñèñòåìó

y′ = z,
yz′ = −λz − z2 − y(1− y).

Íàñ öiêàâëÿòü õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè, äëÿ ÿêèõ y(−∞) = 1,
y(∞) = 0 (ïðèïóñêà¹ìî, ùî y′(ξ) < 0). Äëÿ äðóãîãî ðiâíÿííÿ â
òî÷öi y = 0 ìà¹ìî ñèíãóëÿðíiñòü. Ùîá ïîçáóòèñÿ ¨¨, ââåäåìî íîâó
çìiííó η.

y
d

dξ
=

d

dη
⇒ dy

dη
= yz,

dz

dη
= −cz − z2 − y(1− y). (8.4.16)

Òåïåð ñèíãóëÿðíîñòi íåìà¹ i ñèñòåìó (8.4.16) ìîæíà âèâ÷àòè
ìåòîäàìè ôàçîâî¨ ïëîùèíè.

Ñòàöiîíàðíèìè òî÷êàìè íà ïëîùèíi y, z = y′ ¹ òî÷êà (0, 0),
(1, 0), (0,−λ). Ëiíiéíèé àíàëiç â îêîëi (1, 0), (0,−λ) ïîêàçó¹, ùî
öi îñîáëèâi òî÷êè ìàþòü òèï ñiäëî, òîäi ÿê òî÷êà (0, 0) � ñòiéêèé
âóçîë.
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Áiëüø äåòàëüíèé àíàëiç ñåïàðàòðèñ i ôàçîâèõ òðà¹êòîðié [49,

51, 93] ïîêàçó¹, ùî áiæó÷i õâèëi iñíóþòü ïðè λ ≥ λmin =
1√
2
.

Ôàçîâi òðà¹êòîði¨ òà áiæó÷i õâèëi çîáðàæåíi íà ðèñ. 8.8. Áiæó÷i
õâèëi ïðè λ = λmin òà λ > λmin ìàþòü ðiçíi âëàñòèâîñòi.

Ðèñ. 8.8. ßêiñíà ïîâåäiíêà ôàçîâèõ òðà¹êòîðié ðiâíÿííÿ (8.4.16)
à � λ = λmin, á � λ > λmin òà âiäïîâiäíi ¨ì áiæó÷i õâèëi

Ðîçãëÿíåìî ùå ðiâíÿííÿ ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ (8.3.5) äëÿ ïîïóëÿ-
öié òèïó Îëëi.

Äîñi ôóíêöi¨ F (u) ìàëè ëèøå äâi òî÷êè ðiâíîâàãè. Àëå ôóí-
êöi¨ F (u) ÷àñòî ìàþòü òðè i áiëüøå òî÷îê ðiâíîâàãè. Íà ðèñ. 8.9
íàâåäåíî ïðèêëàä ôóíêöi¨ F (u), äëÿ ÿêî¨ ðiâíÿííÿ (8.4.16) ìà¹ ÷î-
òèðè ñòàöiîíàðíèõ ñòàíè. Õâèëüîâi ÿâèùà, çâ'ÿçàíi ç òàêèìè F (u),
çíà÷íî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ðîçãëÿíóòèõ âèùå.

Ðèñ. 8.9. Ãðàôiê ôóíêöi¨ F (u), äëÿ ÿêî¨ ðiâíÿííÿ (8.4.16) ìà¹
÷îòèðè ñòàöiîíàðíèõ ñòàíè.

Áóäåìî øóêàòè õâèëüîâi ðîçâ'ÿçêè çâè÷íèì ñïîñîáîì: çàäàìî
u(x, t) = y(ξ), ξ = x− λt. Òîäi äëÿ y(ξ) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

y′′ + λy′ + F (y) = 0.
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Íà ôàçîâié ïëîùèíi (y, y′) îòðèìó¹ìî ñèñòåìó

y′ = z,
z′ = −λz − F (y),

ÿêà ìà¹ ÷îòèðè îñîáëèâèõ òî÷êè: (0, 0), (u1, 0), (u2, 0), (u3, 0).
Ëiíåàðèçàöiÿ â îêîëi òî÷îê ñïîêîþ (ui, 0) äà¹ ñèñòåìó

d(y − ui)

dt
= z,

dz

dt
= −λz − F ′(ui)(y − ui).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî êëàñèôiêàöiþ îñîáëèâèõ òî÷îê

(0, 0) : F (0) > 0 ⇒ ñòiéêèé

{
ôîêóñ, λ2 < 4F ′(0), λ > 0,
âóçîë, λ2 > 4F ′(0), λ > 0,

(u2, 0) : F
′(u2) > 0 ⇒ ñòiéêèé

{
ôîêóñ, λ2 < 4F ′(u2), λ > 0,
âóçîë, λ2 > 4F ′(u2), λ > 0,

(ui, 0) : F
′(ui) < 0 ⇒ ñiäëî äëÿ âñiõ λ, i = 1, 3.

ßêùî λ < 0, òî òî÷êè (0, 0) i (u2, 0) íåñòiéêi, òèï îñîáëèâèõ
òî÷îê òîé ñàìèé.

Ïîâíèé àíàëiç iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷èõ õâèëü äëÿ
ðiçíèõ λ ãðîìiçäêèé. Ìè ëèøå çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ðîçãëÿíóòè
0 ≤ u ≤ u1, òî öÿ îáëàñòü ïðè λ2 ≥ 4max(F ′(0), F (u2)) âêëþ÷à¹
â ñåáå ñòiéêèé âóçîë íà ïî÷àòêó êîîðäèíàò i ñiäëî â òî÷öi y = u1
(äèâ. ðèñ. 8.4). Òîìó ëîãi÷íî ïðèïóñòèòè, ùî iñíó¹ õâèëÿ, ÿêà iäå
âiä y(−∞) = u1 äî y(∞) = 0, i øâèäêiñòü õâèëi λ ≥ 2

√
F ′(0).

Àíàëîãi÷íî â îáëàñòÿõ u1 ≤ y ≤ u2, u2 ≤ y ≤ u3 iñíóþòü iíøi
ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨ õâèëi (ðèñ. 8.10). Ïðè çìiíi λ ç'ÿâëÿþòüñÿ
é iíøi ìîæëèâi çâ'ÿçêè ìiæ îñîáëèâèìè òî÷êàìè.

Áiëüø äåòàëüíî iç õâèëüîâèìè åôåêòàìè â ïîïóëÿöiÿõ òèïó
Îëëi ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ â [49, 93].
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Ðèñ. 8.10. Ìîæëèâi õâèëüîâi ôðîíòè â îáëàñòÿõ 0 < y < u1,
u1 < y < u2, u2 < y < u3

Ïîçà íàøèì ðîçãëÿäîì çàëèøàþòüñÿ ñèñòåìè ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ
â îáìåæåíié îáëàñòi. Ìåòîä áiæó÷èõ õâèëü äà¹ ìîæëèâiñòü çíàõî-
äèòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ
çìiíè ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x. ßêùî ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ âiäáóâà¹òüñÿ
â îáìåæåíié îáëàñòi, òî íåîáõiäíî çàäàâàòè êðàéîâi óìîâè i çà-
éìàòèñÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿì êðàéîâèõ çàäà÷. ×àñòî äëÿ òàêèõ çàäà÷
âiäøóêóþòü ïðîñòîðîâî îäíîðiäíi òà ïðîñòîðîâî íåîäíîðiäíi ñòà-
öiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè i âèâ÷àþòü ¨õ ñòiéêiñòü. Ïðèêëàäè òàêèõ çàäà÷
ìîæíà çíàéòè â [17].

8.5. Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

8.1. Ðîçãëÿíóòè áåçðîçìiðíå ðiâíÿííÿ ðåàêöi¨ ç äèôóçi¹þ

∂u

∂t
= u2(1− u) +

∂2u

∂x2
.

Îòðèìàòè çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåí-
íÿ ðîçâ'ÿçêiâ òèïó áiæó÷î¨ õâèëi, âðàõîâóþ÷è òå, ùî u(x, t) = y(ξ),
ξ = x− λt.

Çâåñòè öå ðiâíÿííÿ äî ñèñòåìè ðiâíÿíü íà ôàçîâié ïëîùèíi
(y, z) äå z = y′. Ïîáóäóâàòè ôàçîâèé ïîðòðåò.

Óâiâøè çìiííi y(ξ) = h(η), η =
ξ

λ
k
√
εξ, îòðèìàòè àñèìïòîòè÷-

íèé ðîçêëàä äëÿ h(η).
8.2. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ðiâíÿííÿ ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ

∂u

∂t
= uq+1(1− uq) +

∂2u

∂x2
,
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äå q > 0, iñíó¹ òî÷íèé õâèëüîâèé ðîçâ'ÿçîê. Äëÿ öüîãî âiäøóêàéòå
ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

u(x, t) = y(ξ) =
1

(1 + aebξ)s
, ξ = x− λt,

äå λ � øâèäêiñòü õâèëi; a, b, s � äîäàòíi ñòàëi.
8.3. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê òèïó áiæó÷î¨ õâèëi äëÿ íåëiíiéíîãî ðiâ-

íÿííÿ
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
u
∂u

∂x

)
.

8.4. Ðiâíÿííÿ ðåàêöiÿ�äèôóçiÿ ç óðàõóâàííÿì âïëèâó íåëiíié-
íî¨ êîíâåíöi¨ ìà¹ âèãëÿä

∂u

∂t
+
∂h(u)

∂x
= F (u) +

∂2u

∂x2
,

äå h(u) � çàäàíà ôóíêöiÿ, F (u) � ëîãiñòè÷íà ôóíêöiÿ.
Â ïðîñòîìó âèïàäêó, êîëè h(u) = ku, k < 0, ðiâíÿííÿ íàáóâà¹

âèãëÿäó
∂u

∂t
+ ku

∂u

∂x
= u(1− u) +

∂2u

∂x2
.

Äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ çíàéòè ðîçâ'ÿçêè òèïó áiæó÷î¨ õâèëi, à
ñàìå u(x, t) = y(ξ), ξ = x− λt.

Ïîáóäóâàòè çâè÷àéíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè

lim
ξ→∞

y(ξ) = 0, lim
ξ→−∞

y(ξ) = 1.

Âèêîíàòè ëiíiéíèé àíàëiç ìåòîäîì ôàçîâî¨ ïëîùèíè, ïîêàçàòè,
ùî ïðè λ ≥ 2 iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè ç áiæó÷îþ õâèëåþ.

8.5. Ðîçãëÿíóòè çàäà÷ó ïîøèðåííÿ áiæó÷î¨ õâèëi â ëîãiñòè÷íié
ïîïóëÿöi¨, â ÿêié ôóíêöiÿ ëîêàëüíîãî ðîñòó ìà¹ âèãëÿä

F (N) = rN

(
1−

(
N

k

)γ)
, γ > 0.

Çíàéòè ôîðìó õâèëi u(ξ), ξ = x+λt, äå u(−∞) = 0, u(+∞) = 1.

Ðîçìiñòèòè õâèëþ òàê, ùîá u(x) =
1

2
ïðè x = 0. Ïîáóäóâàòè çàëå-

æíiñòü u(x) ïðè ðiçíèõ γ.
Ëiòåðàòóðà: [17, 35, 49, 51, 69, 70, 78, 84, 93, 97, 103].

341



Ç êîæíèì äåñÿòèëiòòÿì ìåòîäè,
ÿêi âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòèêó,

äåäàëi ÷àñòiøå é åôåêòèâíiøå áóäóòü
çàñòîñîâóâàòèñÿ äëÿ âèâ÷åííÿ ÿâèù

òà ïðîöåñiâ, ùî âiäáóâàþòüñÿ
â ëþäñüêîìó ñóñïiëüñòâi.

Ìèêèòà Ìîiñ¹¹â

Ðîçäië 9. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ

åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì

9.1. Îñíîâíi åëåìåíòè åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì

9.1.1. Åêîëîãi÷íi ïðîáëåìè, çóìîâëåíi àíòðîïîãåííîþ

äi¹þ

Åêîíîìi÷íèé ðîçâèòîê ëþäñòâà äî ñåðåäèíè ÕÕ ñò. ïîâíiñòþ
iãíîðóâàâ çàêîíè áiîñôåðè. Åêîíîìiêà âèõîäèëà ç óìîâè íåîáìå-
æåíîñòi ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ i íå âðàõîâóâàëà åêîëîãiçàöiþ ôàêòî-
ðiâ. Àëå òàêå iñíóâàííÿ áóëî ìîæëèâèì, ïîêè åêîíîìi÷íå çðîñòà-
ííÿ ÷åðåç ùå íå âèñîêi îáñÿãè âèðîáíèöòâà i ìîæëèâîñòi ñàìîðå-
ãóëÿöi¨ áiîñôåðè íå âèêëèêàëè ãëîáàëüíèõ åêîíîìi÷íèõ çìií.

Ïðàêòè÷íî äî ïî÷àòêó ÕÕ ñò. áiîñôåðà âiäíîâëþâàëà íàâêî-
ëèøí¹ ñåðåäîâèùå çà ñâî¨ìè ïîêàçíèêàìè. Àëå ïiñëÿ äðóãî¨ ñâi-
òîâî¨ âiéíè ïîìiòíî çáiëüøèâñÿ àíòðîïîãåííèé âïëèâ íà ïðèðîäíi
åêîñèñòåìè â ðåçóëüòàòi êîëîñàëüíîãî ðîçâèòêó âèðîáíè÷èõ ñèë,
çðîñòàííÿ âèðîáíèöòâà (çà 1950-2000 ðð. ïðèáëèçíî â 6 ðàçiâ).
Öèâiëiçàöiÿ ïåðåâèùèëà äîïóñòèìi åêîëîãi÷íi ìåæi äi¨ íà ïðèðî-
äó. Öi ïðîöåñè ïðèâåëè äî òîãî, ùî íèíi ñèñòåìà ïðèðîäè é ñó-
ñïiëüñòâà ñòàëà êðèõêîþ i áàëàíñó¹ íà ãðàíi, çà ÿêîþ íåìèíó÷à
êàòàñòðîôà. Îñêiëüêè çìiíè ñòàëè ãëîáàëüíèìè, òî âiä õàðàêòå-
ðó âçà¹ìîäi¨ ñóñïiëüñòâà é ïðèðîäè ñòàëà çàëåæàòè äîëÿ âñüîãî
ëþäñòâà. Òiëüêè â îñòàííi ðîêè ïðèéøëî óñâiäîìëåííÿ òîãî, ùî
áåç àäàïòàöi¨ åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó äî ïðèðîäíèõ çàêîíîìiðíî-
ñòåé ëþäñòâî î÷iêó¹ êàòàñòðîôà. Ñàìå ñüîãîäíi, ÿê íiêîëè ðàíiøå,
ëþäñòâî ïîòðåáó¹ çàõèñòó âiä ãëîáàëüíî¨ åêîëîãi÷íî¨ êðèçè, ÿêà
çàãðîæó¹ iñíóâàííþ ñàìîãî æèòòÿ íà Çåìëi.
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Îäíèì iç ïåðøèõ óñâiäîìèâ öþ íîâó ðåàëüíiñòü âåëèêèé â÷å-
íèé Â. I. Âåðíàäñüêèé. Âií ïiäêðåñëþâàâ, ùî ëþäñòâî ñòàëî ïî-
òóæíîþ ãåîëîãi÷íîþ ñèëîþ, çäàòíîþ çäiéñíèòè ãëîáàëüíi çìiíè
íà ïëàíåòi. Ñåðåä öèõ çìií íàéáiëüø àêòóàëüíi: çìiíà êëiìàòó, çà-
áðóäíåííÿ ïîâiòðÿíîãî áàñåéíó, ðóéíóâàííÿ îçîíîâîãî øàðó, âè-
ñíàæåííÿ çàïàñiâ ïðiñíî¨ âîäè, çàáðóäíåííÿ ãiäðîñôåðè ñóøi òà
âîä ñâiòîâîãî îêåàíó, çàáðóäíåííÿ òà åðîçiÿ  ðóíòiâ, âèñíàæåííÿ
ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ, çíèùåííÿ ëiñiâ, çóáîæiííÿ áiîëîãi÷íîãî ði-
çíîìàíiòòÿ, òåõíîãåííi êàòàñòðîôè, ñòèõiéíi áiäè òà ií.

Ó çâ'ÿçêó iç öèì áiîñôåðà ÿê îáëàñòü iñíóâàííÿ ïåðåòâîðþ¹-
òüñÿ â íîîñôåðó, ñôåðó Ðîçóìó. Íîîñôåðà, çà Âåðíàäñüêèì, � öå
òàêèé ñòàí áiîñôåðè, â ÿêié ïîâèíåí ïðîÿâëÿòèñÿ ðîçóì i ñïðÿìî-
âàíà äiÿëüíiñòü ëþäèíè. Ç òåîði¨ íîîñôåðè Âåðíàäñüêîãî âèïëè-
âà¹ âàæëèâèé ïðèíöèï ñóìiñíî¨ êîåâîëþöi¨ ñóñïiëüñòâà é ïðèðîäè,
íåîáõiäíiñòü ãàðìîíi÷íîãî ðîçâèòêó ëþäñòâà é áiîñôåðè.

9.1.2. Ïîíÿòòÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè

Òðèâàëèé ïåðiîä ó íîâiòíié iñòîði¨ íàóêè ïðî âèðîáíè÷i ïðî-
öåñè òà ïðèðîäíi ñèñòåìè (åêîíîìiêà é åêîëîãiÿ) ðîçâèâàëèñü íå-
çàëåæíî îäíà âiä îäíî¨, ðîçðîáëÿþ÷è ñâié àïàðàò äîñëiäæåííÿ. Ó
70-õ ðîêàõ ñòàëî çðîçóìiëèì, ùî íå ìîæíà ðîçãëÿäàòè åêîíîìiêó
îêðåìî âiä åêîëîãi¨, à íåîáõiäíî çàáåçïå÷èòè åêîëîãi÷íî îði¹íòî-
âàíèé ðiñò åêîíîìiêè. Äëÿ ïåðåõîäó äî íîâî¨ åêîíîìiêè ïîòðiáíî
åêîíîìi÷íó ñèñòåìó çàìiíèòè åêîëîãî-åêîíîìi÷íîþ.

Âçà¹ìîäiÿ ëþäñüêîãî ñóñïiëüñòâà i ïðèðîäíîãî ñåðåäîâèùà ïî-
âèííà âèâ÷àòèñü ó ðàìêàõ ¹äèíî¨ åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè.
Âèíèêëà íåîáõiäíiñòü äîñëiäæóâàòè åêîíîìi÷íó òà åêîëîãi÷íó ñè-
ñòåìè ÿê öiëiñíó åêîëîãî-åêîíîìi÷íó ñèñòåìó, îñêiëüêè âîíà âî-
ëîäi¹ íîâèìè åìåðäæåíòíèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî íå çâîäÿòüñÿ äî
ñóìè âëàñòèâîñòåé åëåìåíòiâ ñèñòåìè.

Ïiä åêîëîãî-åêîíîìi÷íîþ ñèñòåìîþ ðîçóìiþòü iíòåãðàöiþ
åêîíîìiêè é åêîëîãi¨, ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ âçà¹ìîïîâ'ÿçàíå ñïiëü-
íå ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìi÷íî¨ é åêîëîãi÷íî¨ ñèñòåì. Åêîëîãî-
åêîíîìi÷íà ñèñòåìà � öå ïðîöåñ äiàëåêòè÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ äâîõ ïiä-
ñèñòåì, åêîíîìi÷íî¨ òà åêîëîãi÷íî¨, ç ìåòîþ çáåðåæåííÿ i âiäòâî-
ðåííÿ ïðèðîäè, çàáåçïå÷åííÿ åêîíîìi÷íîãî ïîòåíöiàëó.
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Îñíîâíà âëàñòèâiñòü åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè � çðiâíîâà-
æåíiñòü, çáàëàíñîâàíiñòü ¨¨ ïðèðîäíî¨ i âèðîáíè÷î¨ ñèñòåì. Ãî-
ëîâíîþ ôóíêöi¹þ åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè ¹ âçà¹ìîïiäòðèì-
êà ñòðóêòóðè i ôóíêöié öèõ ïiäñèñòåì, òîáòî äîòðèìàííÿ òàêèõ
ðiâíiâ îáìiíó, ïðè ÿêèõ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ íîðìàëüíå âiäòâîðåííÿ
âñiõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè. Åêîëîãî-åêîíîìi÷íà ñèñòåìà ñïðèÿ¹ ðà-
öiîíàëüíîìó âèêîðèñòàííþ ïðèðîäíîãî ðåñóðñíîãî ïîòåíöiàëó ç
ìåòîþ çáåðåæåííÿ òà ðîçâèòêó åêîñèñòåì ó ïðîöåñi âèðîáíè÷î-
ãîñïîäàðñüêî¨ äiÿëüíîñòi. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ ðàöiîíàëüíîãî âè-
êîðèñòàííÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ ïðèâåëî äî íåîáõiäíîñòi ðîçðîáêè
ìåòîäiâ óïðàâëiííÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèìè ñèñòåìàìè.

Ãóìàíiçàöiÿ åêîíîìiêè ÷åðåç çðiâíîâàæåííÿ ¨¨ ç ïðèðîäîþ
i çáåðåæåííÿ îïòèìàëüíèõ óìîâ iñíóâàííÿ ðîáèòü åêîëîãî-
åêîíîìi÷íó ñèñòåìó ãîëîâíîþ ôîðìîþ ðîçâèòêó ñóñïiëüñòâà. Ðîç-
âèòîê åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè âèìàãà¹ åôåêòèâíîãî óïðàâ-
ëiííÿ, ïðè ÿêîìó âñi åëåìåíòè ñèñòåìè ðîçâèâàþòüñÿ çáàëàíñîâà-
íî. Ðîçâèòîê åêîíîìiêè òà åêîíîìi÷íå çðîñòàííÿ ìà¹ âiäáóâàòèñÿ
â ìåæàõ äîïóñòèìèõ ìîæëèâîñòåé ïðèðîäíîãî ñåðåäîâèùà.

9.1.3. Êîíöåïöiÿ ñòiéêîãî ðîçâèòêó

Óñâiäîìëåííÿ óòðàòè áiîñôåðîþ ¨¨ ñòiéêîñòi òà ïîâ'ÿçàíà iç
öèì çàãðîçà iñíóâàííÿ ëþäñòâà çóìîâèëè ðîçðîáêó ó 80-õ ðîêàõ
êîíöåïöi¨ ñòiéêîãî (ñòàëîãî) ðîçâèòêó. Òåðìií ¾ñòiéêèé ðîçâèòîê¿
óâåäåíèé â 1992 ð. åêîëîãàìè. Íèíi öÿ êîíöåïöiÿ ïðèéíÿòà ÿê
ñòðàòåãiÿ ñâiòîâîãî ðîçâèòêó. Ñòiéêèé ðîçâèòîê ñòàâ âiäïîâiääþ
íà ãëîáàëüíi âèêëèêè, ùî âèíèêëè â ðåçóëüòàòi âèñíàæåííÿ ðå-
ñóðñíîãî ïîòåíöiàëó ïëàíåòè i çàáðóäíåííÿ íàâêîëèøíüîãî ñåðå-
äîâèùà. Ñòiéêèé ðîçâèòîê ïðîäåìîíñòðóâàâ íåîáõiäíiñòü ôîðìó-
âàííÿ íîâî¨ åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè, îñíîâíîþ ðèñîþ ÿêî¨ ïîâèííî
áóòè âðàõóâàííÿ åêîëîãi÷íèõ ôàêòîðiâ. Ðîçâèòîê åêîíîìiêè ìà¹
âiäáóâàòèñÿ â ìåæàõ äîïóñòèìèõ ìîæëèâîñòåé ïðèðîäíîãî ñåðå-
äîâèùà.

Ñòiéêèé ðîçâèòîê � öå òàêèé ñòàí åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñè-
ñòåìè ïðè ÿêîìó âñi åëåìåíòè çáàëàíñîâàíi é ðîçâèâàþòüñÿ áåç
øêîäè îäèí äëÿ îäíîãî, òîáòî çàáåçïå÷ó¹òüñÿ âiäïîâiäíiñòü õàðà-
êòåðó ðîçâèòêó ñóñïiëüñòâà i ñòàíó ïðèðîäíîãî ñåðåäîâèùà. Ñòié-
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êiñòü åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ¨¨ çäàòíiñòü äî
ñàìîçáåðåæåííÿ â ðåçóëüòàòi ðîçâèòêó.

Çãiäíî ç åêîëîãi÷íèì ïiäõîäîì, ñòiéêèé ðîçâèòîê � öå òàêèé
ðîçâèòîê, ÿêèé íå âèâîäèòü ãëîáàëüíó öèâiëiçàöiþ çà ìåæi áiîëî-
ãi÷íî¨ ¹ìêîñòi áiîñôåðè i íå âèêëèêà¹ â áiîñôåði ïðîöåñiâ ðóéíó-
âàííÿ é äåãðàäàöi¨. Ïðîäîâæåííÿ äåãðàäàöi¨ áiîñôåðè íåìèíó÷å
ïðèçâåäå äî åêîëîãi÷íî¨ êàòàñòðîôè.

Òåðìií �ñòiéêèé ðîçâèòîê� íåîáõiäíî òðàêòóâàòè ÿê ðîçðîáêó i
ðåàëiçàöiþ ñòðàòåãi¨ ñóñïiëüñòâà äëÿ äîñÿãíåííÿ ñòàíó ðiâíîâàãè.
Ñòiéêèé ðîçâèòîê � öå íîâà ìîäåëü âçà¹ìîäi¨ ëþäåé iç ïðèðîäîþ,
íîâèé ñïîñiá æèòòÿ, ìèñëåííÿ, êóëüòóðè. Äëÿ âèæèâàííÿ Homo
sapiens ïîòðiáíà íîâà ôiëîñîôiÿ, ïîëiòèêà, ìîðàëüíi iìïåðàòèâè.
Êîíöåïöiÿ ñòiéêîãî ðîçâèòêó ¹ îäíèì ç ÿñêðàâèõ ïðèêëàäiâ ñè-
ñòåìíîãî ïiäõîäó äî ðîçðîáêè òåîðié ðîçâèòêó öèâiëiçàöi¨.

Ó ðîçâèòêó åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè (ÿê i â iíøèõ) ìî-
æíà ïðîñòåæèòè iñíóâàííÿ ìíîæèíè òðà¹êòîðié ïîâåäiíêè, ÿêi çó-
ìîâëåíi íàñëiäêàìè ïðèéíÿòèõ ðiøåíü, à òàêîæ ðÿäîì çîâíiøíiõ
îá'¹êòèâíèõ óìîâ. Ç ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ íà ïðàêòèöi ðåàëiçó¹òüñÿ
òiëüêè îäèí.

Îñíîâíà çàäà÷à åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî äîñëiäæåííÿ � ðåàëiçà-
öiÿ é ðîçðîáêà ìåõàíiçìó çàáåçïå÷åííÿ ñòðàòåãi¨ ñòiéêîãî ðîçâè-
òêó. Îäíèì ç îñíîâíèõ ïðèíöèïiâ êîíöåïöi¨ åêîëîãi÷íî¨ ñòiéêîñòi
åêîíîìiêè ¹ ïî¹äíàííÿ ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íîãî i åêîëîãi÷íîãî ðîç-
âèòêó ñóñïiëüñòâà ïðè óìîâi ðàöiîíàëüíîãî âèêîðèñòàííÿ ïðèðî-
äíèõ ðåñóðñiâ.

9.1.4. Ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ

åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì

ßñíî, ùî çäiéñíèòè êiëüêiñíèé àíàëiç íàñëiäêiâ àíòðîïîãåí-
íî¨ äiÿëüíîñòi íåìîæëèâî áåç âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-
ëåé i êîìï'þòåðiâ (íàòóðíèé åêñïåðèìåíò ìîæå áóòè íàäòî äîðî-
ãèì, íåáåçïå÷íèì àáî âçàãàëi íåìîæëèâèì). Òîìó ÷èìðàç áiëüøî¨
àêòóàëüíîñòi íàáóâàþòü åêîíîìi÷íi ìîäåëi, ùî âðàõîâóþòü åêî-
ëîãi÷íèé ôàêòîð. Ùîá êîîðäèíóâàòè åêîíîìi÷íó àêòèâíiñòü äëÿ
çáåðåæåííÿ óìîâ æèòòÿ íà ïëàíåòi, ïîòðiáíî ñòâîðþâàòè íîâi êëà-
ñè ìîäåëåé.
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Ñêëàäíiñòü ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ
ñèñòåì ïîÿñíþ¹òüñÿ ñêëàäíiñòþ îá'¹êòiâ ìîäåëþâàííÿ, ÿêèé
âêëþ÷à¹ öiëèé ðÿä ïðèðîäíèõ âèðîáíè÷èõ i áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ.
Âàæëèâèì çàâäàííÿì àíàëiçó åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì ¹ âè-
çíà÷åííÿ âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ ïàðàìåòðàìè âèðîáíè÷èõ ïðîöåñiâ i
çìiíàìè â íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèùi.

Ïðèíöèïîâîþ ïðîáëåìîþ åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî ìîäåëþâàííÿ
¹ ïðîáëåìà iíôîðìàöiéíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Öÿ ïðîáëåìà ïðèâîäèòü
äî ñòâîðåííÿ ñèñòåì ìîíiòîðèíãó � ñèñòåì ñïîñòåðåæåííÿ òà êîí-
òðîëþ çà íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì. Òðóäíîùi, ùî âèíèêàþòü
îêðåìî ïðè ìîäåëþâàííi åêîíîìi÷íèõ i åêîëîãi÷íèõ ñèñòåì áà-
ãàòîêðàòíî çðîñòàþòü ó âèïàäêó ïîáóäîâè åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ
ñèñòåì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðåàëiçó¹òüñÿ ïîåòàïíèé ïåðåõiä âiä ìîäå-
ëåé ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè òà ìàòåìàòè÷íî¨ åêîëîãi¨ äî åêîëîãî-
åêîíîìi÷íèõ ìîäåëåé.

Òîìó íà ñüîãîäíi ìà¹ìî äâà îñíîâíèõ íàïðÿìêè ïîáóäîâè ìà-
òåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì:

� âðàõóâàííÿ åêîëîãi÷íîãî ôàêòîðó â åêîíîìiêî-ìàòåìàòè÷íèõ
ìîäåëÿõ,

� âðàõóâàííÿ âèðîáíè÷îãî ôàêòîðó â ìîäåëÿõ åêîñèñòåì.
Ïðèêëàäîì ìîäåëi åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè ïåðøîãî íà-

ïðÿìêó ¹ ìîäåëü Â. Ëåîíòü¹âà i Äæ. Ôîðäà, ìîäèôiêàöiÿ ñòàòè-
÷íî¨ ìîäåëi ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó. Çà äîïîìîãîþ öi¹¨ ìîäåëi ìî-
æíà îïèñàòè ïîòiê çàáðóäíåíü ó íàâêîëèøíüîìó ñåðåäîâèùi, âëà-
ñòèâèé êîæíîìó âèäó âèðîáíèöòâà. Â öþ ñõåìó âêëþ÷åíi ïîòîêè
çàáðóäíåííÿ ðå÷îâèí ðiçíèõ òèïiâ, ùî âèíèêàþòü ó âèðîáíè÷èõ
ãàëóçÿõ. Îïèñàíà ìåòîäèêà äîçâîëÿ¹ ïðîâåñòè àíàëiç ïðÿìî¨ é íå-
ïðÿìî¨ äi¨ ãàëóçåé i îá'¹êòiâ òîïëèâíî-åíåðãåòè÷íèõ êîìïëåêñiâ íà
íàâêîëèøí¹ ñåðåäîâèùå. Ïðèêëàäàìè ìîäåëåé äðóãîãî íàïðÿìó ¹
ìîäåëi �çáîðó âðîæàþ�, ÿêi ðîçãëÿäàëèñü â ðîçäiëàõ 2,3.

Ðîçðiçíÿþòü åêîëîãî-åêîíîìi÷íi ìîäåëi òðüîõ òèïiâ: áàëàíñîâi,
îïòèìiçàöiéíi òà iìiòàöiéíi. Ìîäåëü Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà íàëåæèòü
äî áàëàíñîâèõ ìîäåëåé, ìîäåëü îïòèìàëüíîãî çáîðó âðîæàþ � äî
îïòèìiçàöiéíèõ, ìîäåëü Äæ. Ôîððåñòåðà ñâiòîâî¨ äèíàìiêè � äî
iìiòàöiéíèõ.

Ìîäåëü Ôîððåñòåðà áóëà ïåðøîþ ãëîáàëüíîþ ìîäåëëþ, ùî
äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ïîâåäiíêó ñêëàäíèõ ñòðóêòóð âçà¹ìî-
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ïîâ'ÿçàíèõ çìiííèõ, ñâiòîâi òåíäåíöi¨, âèÿâëÿòè ïåðñïåêòèâè ðîç-
âèòêó òà ïðîáëåìè, ùî âåäóòü äî êðèçè.

Ìîäåëü ñêëàäà¹òüñÿ ç 5-òè ðiâíiâ: íàðîäîíàñåëåííÿ, ïðîìèñëî-
âå âèðîáíèöòâî, ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêå âèðîáíèöòâî, ïðèðîäíèé
ðåñóðñ, ñòàí ïðèðîäíîãî ñåðåäîâèùà � i ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñèñòåìó äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ âèâ÷åííÿ ïðèðîäíîãî ñåðåäîâèùà ïîòðiáíèé òàêèé ìå-
òîä ìîäåëþâàííÿ, ÿêèé áè äàâàâ ìîæëèâiñòü âðàõóâàòè âåëè÷åçíó
êiëüêiñòü âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ çìiííèõ i äîçâîëèâ áè îá'¹äíàòè äàíi
áàãàòüîõ ðiçíèõ äèñöèïëií. Îêðiì öüîãî, òðåáà âèâ÷àòè íå îêðåìi
åëåìåíòè, à ¨õ âçà¹ìîäiþ.

Îäíèìè ç âèçíàíèõ ìåòîäiâ ïiçíàííÿ çàêîíîìiðíîñòåé ðîçâè-
òêó ñóñïiëüñòâà é ïðèðîäè ¹ ñèñòåìíèé ïiäõiä. Ñèñòåìíèé ïiäõiä �
öå ÿêiñíî áiëüø âèñîêèé, ïîðiâíÿíî ç âóçüêî íàïðàâëåíèì, ìåòîä
íàóêîâîãî ïiçíàííÿ, îñêiëüêè âií áàçó¹òüñÿ íà ïiçíàííi çàãàëüíîãî.
Îñíîâè ñèñòåìíîãî àíàëiçó ïðîöåñiâ âçà¹ìîäi¨ ñóñïiëüñòâà é ïðè-
ðîäè çàêëàäåíi Â. Âåðíàäñüêèì. Íàéáiëüøi äîñëiäæåííÿ, çðîáëåíi
Âåðíàäñüêèì ó ãàëóçi ïðèðîäíè÷èõ íàóê, îïèðàëèñü íà ìåòîäîëî-
ãiþ ñèñòåìíîãî ïiäõîäó ïðè âèâ÷åííi åâîëþöi¨ ðîçâèòêó ïðèðîäè
é ñóñïiëüñòâà. Ïîíÿòòÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ ñèñòåìè äà¹ ìîæëè-
âiñòü çäiéñíèòè ñèñòåìíèé ïiäõiä ïðè äîñëiäæåííi ïðîáëåìè âçà¹-
ìîäi¨ âèðîáíè÷î¨ äiÿëüíîñòi ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì.

ßêùî äëÿ îáðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ, ïðåäñòàâëåííÿ ðå-
çóëüòàòiâ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìï'þòåð, òî ìîäåëþâàííÿ íàçèâà¹-
òüñÿ êîìï'þòåðíèì, àáî êîìï'þòåðíî-îði¹íòîâàíèì. Êîìï'þòåðíå
ìîäåëþâàííÿ øèðîêî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ìàòåìàòè÷íîìó ìîäå-
ëþâàííi ïðîöåñiâ i ÿâèù.

Äëÿ âèâ÷åííÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì ïîòðiáíèé òàêèé
ìåòîä ìîäåëþâàííÿ, ÿêèé áè äàâàâ ìîæëèâiñòü óðàõóâàòè âåëè÷å-
çíó êiëüêiñòü âçà¹ìîïîâ'ÿçàíèõ çìiííèõ i îá'¹äíàòè ðiçíîìàíiòíi
äàíi. Äî òîãî æ ïîòðiáíî âèâ÷àòè íå îêðåìi åëåìåíòè, à ¨õ âçà¹-
ìîäiþ. Êîìï'þòåðíi òåõíîëîãi¨ äîçâîëÿþòü öå çäiéñíèòè.

Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ðàçîì iç ñó÷àñíîþ îá÷èñëþâàëü-
íîþ òåõíiêîþ ðîáèòü ðåàëüíèì îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò,
ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïðîâîäèòè ñåðiþ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ �
òèì ñàìèì äîñëiäæóâàòè âëàñòèâîñòi îá'¹êòà, ïåðåâiðÿòè ïðèïó-
ùåííÿ, ïðîãðàâàòè ðiçíîìàíiòíi ñöåíàði¨, ïðîãíîçóâàòè ïîâåäiíêó
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îá'¹êòà, îòðèìóâàòè êiëüêiñíèé ïðîãíîç íàñëiäêiâ ïðèéíÿòòÿ ði-
çíèõ àëüòåðíàòèâíèõ ðiøåíü. Âèâ÷åííÿ ïîâåäiíêè ìîäåëi äîïîìà-
ãà¹ çíàéòè øëÿõè äîñÿãíåííÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòó íà ìîäåëi.

Îòæå, àêòóàëüíiñòü åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî ìîäåëþâàííÿ âèìà-
ãà¹ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü, îñêiëüêè àáñòðàãóâàííÿ âiä ðåàëü-
íèõ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì äî ¨õ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé i,
íàâïàêè, ïåðåõiä âiä ÿêiñíîãî àíàëiçó ìîäåëåé äî âèñíîâêiâ ïðî
ðåàëüíi åêîëîãî-åêîíîìi÷íi ñèñòåìè � îäèí ç íàéáiëüø åôåêòèâ-
íèõ ìåòîäiâ âèâ÷åííÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ ïðîöåñiâ. Ñòâîðåííÿ
çàñîáiâ ìîäåëþâàííÿ òà àíàëiçó åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ âçà¹ìîäi¨ i
ñòàëîãî ðîçâèòêó ¹ îäíi¹þ ç íàéãîëîâíiøèõ çàäà÷ ñüîãîäåííÿ.

Î÷åâèäíî, ùî ìîäåëüíèé àíàëiç ìà¹ íå òiëüêè íàóêîâó, à é
çíà÷íó ïðàêòè÷íó öiííiñòü. Íàïðèêëàä, êîðèñòóþ÷èñü ìîäåëÿìè
åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî áàëàíñó, ìîæíà âïðîâàäæóâàòè ðèíêîâi ìå-
õàíiçìè åêîëîãiçàöi¨ âèðîáíèöòâà, âèðîáëÿòè ïðàâèëüíó åêîëîãî-
åêîíîìi÷íó ïîëiòèêó äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ñòàëîãî ðîçâèòêó. Ñòâîðå-
ííÿ çàñîáiâ ìîäåëþâàííÿ òà àíàëiçó ïðîöåñiâ åêîëîãî-åêîíîìi÷íèõ
ñèñòåì ¹ îäíi¹þ ç íàéãîëîâíiøèõ çàäà÷.

Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, ìîæíà ðåçþìóâàòè, ùî îñíîâíå çàâäà-
ííÿ åêîëîãî-åêîíîìi÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá íà-
â÷èòèñü îïèñóâàòè äèíàìiêó åêîñèñòåì â óìîâàõ àíòðîïîãåííîãî
âïëèâó çà äîïîìîãîþ ìåòîäiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ.

9.2. Ìiæãàëóçåâi åêîëîãî-åêîíîìi÷íi áàëàíñîâi ìîäåëi

9.2.1. Ìiæãàëóçåâi áàëàíñîâi ìîäåëi

Åôåêòèâíå ôóíêöiîíóâàííÿ åêîíîìiêè ïåðåäáà÷à¹ íàÿâíiñòü
áàëàíñó ìiæ îêðåìèìè ãàëóçÿìè. Êîæíà ãàëóçü ïðè öüîìó âè-
ñòóïà¹ äâîÿêî: ç îäíîãî áîêó, ÿê âèðîáíèê ïðîäóêöi¨, ç iíøîãî �
ÿê ñïîæèâà÷ ïðîäóêöi¨, âèðîáëåíî¨ iíøèìè ãàëóçÿìè.

Ðîçðîáêà ìîäåëåé ìiæãàëóçåâîãî áàëàíñó íàëåæèòü îäíîìó ç
íàéâèäàòíiøèõ ó÷åíèõ ÕÕ ñò., ëàóðåàòó Íîáåëiâñüêîãî ïðåìi¨ çà
1972 ð. Âàñèëþ Ëåîíòü¹âó. Â ïðàöÿõ Ëåîíòü¹âà ìîäåëü ìiæãàëó-
çåâîãî áàëàíñó ç'ÿâèëàñÿ â 1936 ð. Âîíà áóäó¹òüñÿ çà òàêèõ ïðè-
ïóùåííÿõ:

• åêîíîìi÷íà ñèñòåìà (åêîíîìiêà êðà¨íè) ïðåäñòàâëåíà ñóêó-
ïíiñòþ n ãàëóçåé i â êîæíié ãàëóçi iñíó¹ ¹äèíà òåõíîëîãiÿ âèðî-
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áíèöòâà. Òàêi ãàëóçi íàçèâàþòüñÿ �÷èñòèìè� (íàïðèêëàä, ÷èñòèìè
ãàëóçÿìè ¹ ìàøèíîáóäóâàííÿ, åíåðãåòèêà, ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî,
òîùî);

• êîæíà ãàëóçü âèðîáëÿ¹ ¹äèíèé îäíîðiäíèé ïðîäóêò i íå äîïó-
ñêà¹òüñÿ çàìiùåííÿ ó âèðîáíèöòâi îäíèõ âèäiâ ïðîäóêöi¨ iíøèìè;

• âñÿ âèðîáëåíà âàëîâà ïðîäóêöiÿ ïîäiëÿ¹òüñÿ íà ïðîìiæíó òà
êiíöåâó;

• íîðìè âèðîáíè÷èõ çàòðàò íå çàëåæàòü âiä îáñÿãó âèãîòîâëå-
íî¨ ïðîäóêöi¨.

Ìiæãàëóçåâi áàëàíñè, çàëåæíî âiä îäèíèöü âèìiðþâàííÿ åêî-
íîìi÷íèõ ïîêàçíèêiâ, ìîæíà áóäóâàòè â íàòóðàëüíié (ì3, òîíè,
øòóêè òîùî), íàòóðàëüíî-âàðòiñíié òà âàðòiñíié ôîðìàõ. Ðîçãëÿ-
íåìî ìiæãàëóçåâèé áàëàíñ ó âàðòiñíié ôîðìi.

Ðîçïîäië ïðîäóêöi¨ êîæíîãî åêîíîìi÷íîãî àãåíòà â ìiæãàëóçå-
âîìó áàëàíñi êðà¨íè ìîæíà îïèñàòè ðiâíÿííÿì

xi =

n∑
j=1

xij + yi, i = 1, 2, . . . , n, (9.2.1)

äå xi � âàëîâà ïðîäóêöiÿ, âèðîáëåíà i-þ ãàëóççþ; xij � êiëüêiñòü
ïðîäóêöi¨ i-¨ ãàëóçi, ÿêà ñïîæèâà¹òüñÿ j-þ ãàëóççþ çà ïåâíèé ïå-
ðiîä ÷àñó (íàïðèêëàä, çà ðiê), òîáòî ðÿäîê xi1, xi2, . . . , xin îïèñó¹

ïîñòàâêè i-¨ ãàëóçi âñiì ãàëóçÿì åêîíîìiêè, òàê ùî
n∑

j=1

xij � öå ïðî-

äóêöiÿ âèðîáíè÷îãî ñïîæèâàííÿ (ïðîìiæíà ïðîäóêöiÿ); yi � êií-
öåâà ïðîäóêöiÿ i-¨ ãàëóçi, òîáòî ïðîäóêöiÿ íåâèðîáíè÷îãî ñïîæè-
âàííÿ, ÿêà âêëþ÷à¹ â ñåáå ïðèðiñò çàïàñiâ, îñîáèñòå ñïîæèâàííÿ
íàñåëåííÿ, âèòðàòè íà óòðèìàííÿ äåðæàâíîãî àïàðàòó, îáîðîíó,
îñâiòó òîùî.

Àíàëiçóþ÷è áàëàíñîâi òàáëèöi, Ëåîíòü¹â ïîêàçàâ, ùî êîëè íå
çìiíþ¹òüñÿ òåõíîëîãiÿ âèðîáíèöòâà, òî ìîæíà òàê ðîçáèòè âèðî-
áíèêiâ ïðîäóêöi¨ íà ãàëóçi, ùî âiäíîøåííÿ

xij
xj

= aij , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n, (9.2.2)

ìîæóòü áóòè îöiíåíi ñòàòèñòè÷íî i ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ çàëèøà-
þòüñÿ ïîñòiéíèìè (ñëàáêî çàëåæàòü âiä ÷àñó), íåçâàæàþ÷è íà òå,
ùî ñàìi âåëè÷èíè xij , xj ìîæóòü ïî-ðiçíîìó çìiíþâàòèñÿ â ÷àñi.
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Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ñòàëiñòü êîåôiöi¹íòiâ aij çáåðiãà¹òüñÿ ëè-
øå ïðè ãðóáié êëàñèôiêàöi¨ ãàëóçåé. Ó ÑØÀ ïiñëÿ äðóãî¨ ñâiòîâî¨
âiéíè ïiä êåðiâíèöòâîì Ëåîíòü¹âà áóëà ñêëàäåíà áàëàíñîâà òà-
áëèöÿ, ùî ìiñòèòü 400 ãàëóçåé åêîíîìiêè. Ïðàêòèêà ïîêàçó¹, ùî
êîëè êiëüêiñòü ãàëóçåé ó áàëàíñi ïåðåâèùó¹ òèñÿ÷ó, òî ñïiââiäíî-
øåííÿ (9.2.2) ïåðåñòàþòü áóòè ñòiéêèìè. Ïðè÷èíà òàêîãî ÿâèùà
ùå íåâiäîìà.

Çíà÷åííÿ aij íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè ïðÿìèõ ìàòåðiàëü-
íèõ âèòðàò, âîíè ïîêàçóþòü âèòðàòè ïðîäóêöi¨ i-¨ ãàëóçi íà âè-
ðîáíèöòâî îäèíèöi ïðîäóêöi¨ j-¨ ãàëóçi, iíàêøå öå íîðìè âèòðàò.

Ç (9.2.2) ìà¹ìî, ùî xij = aijxj , òîäi ñïiââiäíîøåííÿ (9.2.1)
íàáóâàþòü âèãëÿäó

xi =

n∑
j=1

aijxj + yi, i = 1, 2, . . . , n, (9.2.3)

àáî â ìàòðè÷íié ôîðìi

x = Ax+ y, (9.2.4)

äå x = (x1, x2, . . . , xn)
T � âåêòîð âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨; y =

(y1, y2, . . . , yn)
T � âåêòîð êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨; A = (aij)

n
i,j=1 � ìà-

òðèöÿ êîåôiöi¹íòiâ ïðÿìèõ ìàòåðiàëüíèõ âèòðàò (ìàòðèöÿ Ëåîí-
òü¹âà).

Îòæå, âåêòîðè âàëîâèõ òà êiíöåâèõ âèïóñêiâ ïðîäóêöi¨
ïîâ'ÿçàíi ëiíiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì (9.2.4), ÿêå â åêîíîìi÷íî-
ìàòåìàòè÷íié ëiòåðàòóði ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìîäåëëþ ìiæãàëó-
çåâîãî áàëàíñó (iíøà íàçâà � ìîäåëü Ëåîíòü¹âà, àáî ìîäåëü
�çàòðàòè�âèïóñê�).

Òàêi ìîäåëi ãîäÿòüñÿ çà óìîâ ñòàáiëüíî¨ åêîíîìiêè, êîëè åêîíî-
ìi÷íà ñèñòåìà åâîëþöiîíó¹ ïîâîëi. Äëÿ îïèñó êðèçîâèõ ïðîöåñiâ,
êîëè âåëèêi çìiíè â åêîíîìiöi âiäáóâàþòüñÿ çà ìàëi ïðîìiæêè ÷à-
ñó, âîíè íåïðèäàòíi. Äèíàìiêó ñèñòåìè â öüîìó âèïàäêó îïèñóþòü
iíøi ìîäåëi.

Íàéãîëîâíiøîþ ÷àñòèíîþ ðîáîòè ïðè ñòâîðåííi ìîäåëi (9.2.4),
ÿê âiäçíà÷à¹ ñàì Ëåîíòü¹â, ¹ òðóäîìiñòêèé çáið äàíèõ òà ïîáóäîâà
ìàòðèöi A. Âîíà áóäó¹òüñÿ â ïðîöåñi äîâãîòðèâàëîãî êðîïiòêîãî
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àíàëiçó ãîñïîäàðñüêèõ çâ'ÿçêiâ ó ñôåði âèðîáíèöòâà, ðîçïîäiëó é
ñïîæèâàííÿ ïðîäóêöi¨.

Äëÿ ôîðìóëè (9.2.4) ìîæíà îäèí ðàç ðîçðàõóâàòè åëåìåíòè
ìàòðèöi A é äàëi êîðèñòóâàòèñÿ íåþ äëÿ âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêiâ
ìiæ âàëîâèì âèïóñêîì x i êiíöåâîþ ïðîäóêöi¹þ y.

Îñêiëüêè ìàòðèöþ A ââàæà¹ìî âiäîìîþ, òî â ðàìêàõ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (9.2.4) ìîæíà ðîçãëÿäàòè äâi çàäà÷i: 1) âåêòîð x �
âiäîìèé i ïîòðiáíî çíàéòè âåêòîð y (öå çàäà÷à çâiòíîãî áàëàí-
ñó); 2) âåêòîð y � ôiêñîâàíèé, à íåîáõiäíî ðîçðàõóâàòè âåêòîð
x (öå çàäà÷à ïëàíîâîãî áàëàíñó). Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ëèøå çàäà-
÷ó ïîáóäîâè ïëàíîâîãî áàëàíñó. Âîíà ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi íå-
âiä'¹ìíîãî âåêòîðà âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨ x, ùî çäàòíèé çàáåçïå÷èòè
íàïåðåä çàäàíèé âåêòîð êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨ y, ÿêèé, çà âèçíà÷åí-
íÿì, íåâiä'¹ìíèé.

Âèíèêà¹ çàäà÷à îá ðóíòóâàííÿ ìîäåëi ïëàíîâîãî áàëàíñó.
Âèçíà÷åííÿ 9.1. Ìàòðèöÿ A ≥ 0 (âñi åëåìåíòè ÿêî¨ íå-

âiä'¹ìíi) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäóêòèâíîþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòî-
ðà y ≥ 0 iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (9.2.4) x ≥ 0.

ßêùî A � ïðîäóêòèâíà, òî ìîäåëü Ëåîíòü¹âà òåæ íàçèâà¹òüñÿ
ïðîäóêòèâíîþ. Ïðîäóêòèâíà ìîäåëü Ëåîíòü¹âà � öå ìîäåëü åêî-
íîìiêè, ÿêà ìîæå iñíóâàòè ñàìîñòiéíî (âèðîáíè÷à ñèñòåìà ñàìà
áóäå ïðàöþâàòè).

Ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó, ïðîáëåìà iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñè-
ñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (9.2.4) ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹-
òüñÿ iñíóâàííÿì ìàòðèöi (E−A)−1, äå E � îäèíè÷íà n×n ìàòðè-
öÿ. Îäíàê òiëüêè iñíóâàííÿ ìàòðèöi (E − A)−1 íå ãàðàíòó¹ äëÿ
áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî âåêòîðà y íåâiä'¹ìíiñòü âåêòîðà x, äå

x = (E −A)−1y. (9.2.5)

Çi ñïiââiäíîøåííÿ (9.2.5) âèäíî, ùî óìîâà ïðîäóêòèâíîñòi ìà-
òðèöi åêâiâàëåíòíà iñíóâàííþ íåâiä'¹ìíî¨ ìàòðèöi B = (E−A)−1,
òîáòî ìà¹ âèêîíóâàòèñÿ óìîâà (E −A)−1 ≥ 0.

Ìàòðèöþ B ïðè öüîìó íàçèâàþòü ìàòðèöåþ ïîâíèõ ìàòåði-
àëüíèõ âèòðàò. Åëåìåíò bij � öå êiëüêiñòü âàëîâî¨ ïðîäóêöi¨ i-¨
ãàëóçi, ÿêà íåîáõiäíà äëÿ âèïóñêó îäèíèöi êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨ j-¨
ãàëóçi ç óðàõóâàííÿì ÿê ïðÿìèõ, òàê i íåïðÿìèõ (îïîñåðåäêîâà-
íèõ) âèòðàò.
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Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ïîâ'ÿçàíèé ç òåîði¹þ
íåâiä'¹ìíèõ ìàòðèöü. Íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi ïîäiëÿþòüñÿ íà äâà êëà-
ñè: ðîçêëàäíi òà íåðîçêëàäíi.

Âèçíà÷åííÿ 9.2. Íåâiä'¹ìíà ìàòðèöÿ A = (aij)
n
i,j=1) íàçèâà-

¹òüñÿ ðîçêëàäíîþ, ÿêùî ìàòðèöþ A îäíî÷àñíîþ ïåðåñòàíîâêîþ
ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

A =

(
A11 0
A21 A22

)
,

äå A11, A22 � êâàäðàòíi ìàòðèöi.
Óñi iíøi íåâiä'¹ìíi ìàòðèöi íàçèâàþòüñÿ íåðîçêëàäíèìè.

Ñôîðìóëþ¹ìî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi
Ëåîíòü¹âà.

Òåîðåìà 9.1. Êðèòåðié ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà.
Äëÿ ïðîäóêòèâíîñòi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà ç íåâiä'¹ìíîþ íåðîçêëà-
äíîþ ìàòðèöåþ A = (aij)

n
i,j=1 íåîáõiäíî é äîñòàòíüî, ùîá ìà-

òðèöÿ A ìàëà äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ λA, òàêå, ùî 0 < λA < 1,
λA > |λk|, k = 1,m.

9.2.2. Ìîäåëü åêîëîãî-åêîíîìi÷íî¨ âçà¹ìîäi¨. Ìîäåëü

Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà

Îñêiëüêè îñíîâíèì äæåðåëîì çàáðóäíåííÿ ¹ âèðîáíèöòâî, òî
öåé ôàêò îáîâ'ÿçêîâî ïîâèíåí áóòè âiäîáðàæåíèé ó ìîäåëÿõ
âèðîáíè÷î-åêîíîìi÷íèõ ñèñòåì, çîêðåìà ó áàëàíñîâèõ ìiæãàëóçå-
âèõ ìîäåëÿõ. Îäíi¹þ ç òàêèõ ìîäåëåé ¹ ìîäåëü Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà.

Öÿ ìîäåëü îïèñó¹ îäíî÷àñíî äâà ïðîöåñè: ïðîöåñ âèðîáíèöòâà
ìàòåðiàëüíèõ áëàã, òîáòî îñíîâíå âèðîáíèöòâî, òà ïðîöåñ çíèùå-
ííÿ çàáðóäíþâà÷iâ, ùî âèíèêàþòü ïðè öüîìó � äîïîìiæíå âèðî-
áíèöòâî.

Ðiâíÿííÿ öi¹¨ ìîäåëi óòâîðþþòü ñèñòåìó

x = A11x+A12y + c,
y = A21x+A22y − d,

(9.2.6)

äå x ∈ Rn
+ � âåêòîð âàëîâîãî (îñíîâíîãî) âèðîáíèöòâà; âåêòîð

y ∈ Rm
+ � âåêòîð çíèùóâàíèõ çàáðóäíþâà÷iâ, ùî âèíèêàþòü â
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îñíîâíîìó i äîïîìiæíîìó âèðîáíèöòâàõ; c ∈ Rn
+ � âåêòîð êiíöåâî¨

ïðîäóêöi¨; d ∈ Rm
+ � âåêòîð íåçíèùóâàíèõ çàáðóäíþâà÷iâ.

A11 =
(
a11ij

)n,n
i,j=1

� òåõíîëîãi÷íà êâàäðàòè÷íà ìàòðèöÿ çàòðàò

ïðîäóêöi¨ i íà âèïóñê îäèíèöi ïðîäóêöi¨ j; A12 =
(
a12is

)n,m
i,s=1

� ìà-

òðèöÿ, ùî âèçíà÷à¹ ÷àñòêó ïðîäóêöi¨ i íà çíèùåííÿ îäèíèöi çà-

áðóäíþâà÷à s; A21 =
(
a21lj

)m,n

l,j=1
� ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ âèïóñêó çà-

áðóäíþâà÷à l ïiä ÷àñ âèïóñêó îäèíèöi ïðîäóêöi¨ j; A22 =
(
a22ls

)m,m

l,s=1

� êâàäðàòíà ìàòðèöÿ âèïóñêó çàáðóäíþâà÷à l ïiä ÷àñ çíèùåííÿ
îäèíèöi çàáðóäíþâà÷à s.

Ç ðåàëüíîãî çìiñòó ìîäåëi (9.2.6) âèïëèâà¹, ùî âñi êîìïîíåí-
òè âåêòîðiâ x, y, c, d òà åëåìåíòiâ ìàòðèöü íåâiä'¹ìíi. Êîæíà ç
ðiâíîñòåé ñèñòåìè (9.2.6) ìà¹ î÷åâèäíèé çìiñò. Ïåðøå ðiâíÿííÿ ¹
óçàãàëüíåííÿì ìîäåëi Ëåîíòü¹âà � âîíî âiäîáðàæà¹ ðîçïîäië ïðî-
äóêöi¨ ìàòåðiàëüíîãî âèðîáíèöòâà íà çàòðàòè â îñíîâíîìó òà äî-
ïîìiæíîìó âèðîáíèöòâàõ i ïðîäóêöi¨ íåâèðîáíè÷îãî ñïîæèâàííÿ.
Äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9.2.6) îçíà÷à¹, ùî âñå çíèùåíå çàáðó-
äíåííÿ ¹ ðiçíèöåþ ìiæ âèðîáëåíèì çàáðóäíåííÿì A21x + A22y â
îñíîâíîìó òà äîïîìiæíîìó âèðîáíèöòâàõ i íåçíèùåíèì çàáðóäíå-
ííÿì d.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü (9.2.6) ñòàòè÷íà, îñêiëüêè âñi âåëè÷èíè, ùî
âõîäÿòü äî íå¨, îñåðåäíåíi íà äåÿêîìó ïðîìiæêó ÷àñó, íàïðèêëàä
çà ðiê.

ßêùî ââåñòè äî ðîçãëÿäó áëîê-ìàòðèöþ

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
i âåêòîðè z = (x, y)T , ω = (c,−d)T , òî ñèñòåìà (9.2.6) çàïèøåòüñÿ
ó âèãëÿäi îäíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (ñèìâîë T îçíà÷à¹ òðàíñïî-
íóâàííÿ):

z = Az + ω. (9.2.7)

Öå ðiâíÿííÿ çà âèãëÿäîì íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä îñíîâíîãî ðiâíÿ-
ííÿ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà (9.2.4), àëå ïðè öüîìó îñíîâíà âiäìiííiñòü
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òåïåð âåêòîð ω íå ¹ íåâiä'¹ìíèì � ÷àñòèíà éîãî
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êîîðäèíàò, ùî âiäïîâiäà¹ âèðîáíèöòâó áëàã, íåâiä'¹ìíà, à ÷àñòè-
íà, ùî âiäïîâiäà¹ çàáðóäíþâà÷àì � íåäîäàòíà. Âåêòîð z ïîâèíåí
áóòè íåâiä'¹ìíèì.

Ïðè äîñëiäæåííi ìîäåëi Ëåîíòü¹âà çíàõîäÿòü óìîâè íà ìà-
òðèöþ A, ïðè ÿêèõ ñèñòåìà (9.2.4) ìàëà íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè ïðè
áóäü-ÿêié ïðàâié ÷àñòèíi, iíøèìè ñëîâàìè, âèçíà÷àþòü, äëÿ ÿêèõ
ìàòðèöü A ìîæíà çàáåçïå÷èòè áóäü-ÿêèé êiíöåâèé ïðîäóêò.

Äëÿ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà âèâ÷àþòü iñíóâàííÿ íå-
âiä'¹ìíîãî ðîçâ'ÿçêó, ââàæàþ÷è, ùî ìàòðèöÿ A òà âåêòîðè c, d
çàäàíi, òîáòî çàäàþòüñÿ òåõíîëîãi¨ âèðîáíèöòâà, ïëàíîâèé âåêòîð
êiíöåâî¨ ïðîäóêöi¨ òà äîïóñòèìèé âåêòîð íåçíèùåíîãî çàáðó-
äíåííÿ. Ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìi çíà÷åííÿ êîìïîíåíò âåêòîðà d
ìîæóòü ââàæàòèñÿ ñòàíäàðòàìè ÿêîñòi äîâêiëëÿ àáî âèçíà÷àòèñÿ
ç ðåàëüíèõ òåõíiêî-åêîíîìi÷íèõ ìîæëèâîñòåé.

Iíêîëè â ìîäåëi Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà ðîçãëÿäàþòü òàêó çàäà÷ó:
äëÿ ÿêèõ ìàòðèöü A ñèñòåìà (9.2.6) äëÿ áóäü-ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî
âåêòîðà c áóäå ìàòè íåâiä'¹ìíi ðîçâ'ÿçêè ïðè íàéìåíøîìó íå-
âiä'¹ìíîìó âåêòîði d. Òàêà çàäà÷à íåäîâèçíà÷åíà, òîìó ¨¨ íåîá-
õiäíî äîâèçíà÷àòè.

Äîñëiäæåííÿ ìîäåëi (9.2.6) ïðèíöèïîâî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä äî-
ñëiäæåííÿ êëàñè÷íî¨ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà, îñêiëüêè âåêòîð ω =
(c,−d)T ìà¹ âiä'¹ìíi êîìïîíåíòè. Òîìó ïðîäóêòèâíiñòü ìàòðèöi
A (iñíóâàííÿ ìàòðèöi (E − A)−1, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâiä'¹ìíèõ
åëåìåíòiâ), ùå íå ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ íåâiä'¹ìíîãî ðîçâ'ÿçêó z çà-
äà÷i (9.2.7).

Âèçíà÷åííÿ 9.3. Ìîäåëü Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà ç ìàòðèöåþ A ≥
0 (àáî ñàìà ìàòðèöÿ) íàçèâà¹òüñÿ ïðîäóêòèâíîþ, ÿêùî ñèñòåìà
(9.2.6) ìà¹ õî÷à á îäèí íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê (x, y, d) äëÿ áóäü-
ÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî âåêòîðà c.

Â ðîáîòi [29] äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 9.2. Íåõàé A ∈ R(m+n)×(m+n) � íåâiä'¹ìíà ìàòðè-

öÿ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà. Òîäi öÿ ìîäåëü ïðîäóêòèâíà òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè ρ(A11) < 1, äå ρ(·) � ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ρ(A11) < 1, òîäi iñíó¹ íåâiä'¹ìíà (E −
A11)

−1.
Äëÿ òîãî, ùîá ç'ÿñóâàòè óìîâè iñíóâàííÿ íåâiä'¹ìíèõ
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ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè (9.2.6), ïîïåðåäíüî ðîçâ'ÿæåìî öþ ñèñòåìó
ôîðìàëüíî.

Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9.2.6) çíàõîäèìî:

x = (E −A11)
−1A11y + (E −A1)

−1c. (9.2.8)

Ïiäñòàâëÿþ÷è öåé âèðàç äëÿ çìiííî¨ x â äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè
(9.2.6), îäåðæó¹ìî

y = A1y +A2c− d,

äå A1 = A21(E−A11)
−1A12+A22, A2 = A21(E−A11)

−1 � íåâiä'¹ìíi
ìàòðèöi.

Îäåðæàíå ñïiââiäíîøåííÿ âèêîíó¹òüñÿ, çîêðåìà, ïðè y = 0,
d = A2c, òîäi x = (E −A11)

−1c ≥ 0.
Íàâïàêè, ïðèïóñòèìî, ùî ìîäåëü Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà ïðîäó-

êòèâíà. Íåõàé c > 0 � âåêòîð çRm
+ , (x, y, d) � íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (9.2.6). Ðîçãëÿíåìî çíîâó ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (9.2.6).
Ç íüîãî, ïåðø çà âñå, âèïëèâà¹, ùî x > 0, îñêiëüêè y ≥ 0 i ìàòðè-
öÿ A12 íåâiä'¹ìíà i âåêòîð A12y + c ñòðîãî äîäàòíèé. Öå îçíà-
÷à¹, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü A11x ≤ x. Ç öi¹¨ íåðiâíîñòi ìà¹ìî
ρ(A11) < 1. �

Çà äîïîìîãîþ ìîäåëi Ëåîíòü¹âà�Ôîðäà ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà
çàäà÷à âèçíà÷åííÿ âàëîâèõ âèïóñêiâ ïðîäóêöi¨ áàãàòîãàëóçåâî¨
åêîíîìiêè ç óðàõóâàííÿì çàòðàò íà ÷àñòêîâó ëiêâiäàöiþ çàáðó-
äíåíü.

Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó îáåðíåíèõ ìàòðèöü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ
ñèñòåìè (9.2.7) ìîæëèâå ëèøå ó âèïàäêó íåâåëèêèõ ðîçìiðíîñòåé
m i n. Äëÿ âåëèêèõ m i n öåé ìåòîä ìîæå ïðèçâåñòè äî ñïîòâî-
ðåííÿ ðåçóëüòàòiâ i âíàñëiäîê íàêîïè÷åíèõ ïîõèáîê (íàïðèêëàä,
ïðè âåëèêié êiëüêîñòi îá÷èñëåíü, êîëè ìàòðèöÿ E−A1 áëèçüêà äî
âèðîäæåíî¨).

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (9.2.7) áiëüø âèïðàâäàíèé ìåòîä
ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.

Íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó z îá÷èñëÿþòüñÿ çà ðåêóðåíòíîþ ôîð-
ìóëîþ

zk+1 = Azk + ω, k = 0, 1, 2, . . . . (9.2.9)

Â êóðñi àëãåáðè äîâåäåíà òåîðåìà: ÿêùî áóäü-ÿêà íîðìà ∥A∥ ìà-
òðèöi A ìåíøà çà îäèíèöþ, òî ðiâíÿííÿ (9.2.7) äëÿ áóäü-ÿêîãî
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âåêòîðà ω ∈ En+m ìà¹ ¹äèíèé íåâiä'¹ìíèé ðîçâ'ÿçîê z = z∗.
Äî öüîãî ðîçâ'ÿçêó çáiãà¹òüñÿ çà âiäïîâiäíîþ íîðìîþ i ìåòîä

ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü (9.2.9). Ïðè áóäü-ÿêîìó ïî÷àòêîâîìó íà-
áëèæåííi z0 ìà¹ ìiñöå àïðiîðíà îöiíêà

∥zk+1 − z∗∥ ≤ ∥A∥k

1− ∥A∥
∥z1 − z0∥. (9.2.10)

Ç ôîðìóëè îöiíêè ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó (9.2.10) ìîæíà âèçíà-
÷èòè êiëüêiñòü iòåðàöié, ÿêi ïîòðiáíî ïðîâåñòè äëÿ îá÷èñëåííÿ
ðîçâ'ÿçêó ç òî÷íiñòþ ε

∥A∥N

1− ∥A∥
∥z1 − z0∥ = ε.

Çâiäñè çíàõîäèìî îöiíêó íåîáõiäíî¨ êiëüêîñòi iòåðàöié

N = ln
(ε(1− ∥A∥)

∥z1 − z0∥

) 1

ln ∥A∥
. (9.2.11)

Ç ôîðìóëè äëÿ êiëüêîñòi iòåðàöié N áà÷èìî, ùî ÿêùî íîðìà ∥A∥
áëèçüêà äî îäèíèöi, òî äëÿ äîñÿãíåííÿ íåîáõiäíî¨ òî÷íîñòi ïîòði-
áíî ïðîâåñòè âåëèêó êiëüêiñòü iòåðàöié. Àëå ÿêùî âäàëî âèáðàòè
z0, òî êiëüêiñòü N ìîæíà çìåíøèòè. ×èì áiëüøå ÷èñëî N , òèì
áiëüøèé îá'¹ì îá÷èñëþâàëüíî¨ ðîáîòè, ÿêèé ðiçêî çðîñòà¹ ç ðîñòîì
ðîçìiðó ìàòðèöü, ùî â ñâîþ ÷åðãó ìîæå âèêëèêàòè íàêîïè÷åííÿ
îá÷èñëþâàëüíî¨ ïîõèáêè i ñïîòâîðåííÿ ðîçâ'ÿçêó z∗.

Äåòàëüíèé ðîçðàõóíîê äëÿ åêîíîìiêè ç âåëèêîþ êiëüêiñòþ ãà-
ëóçåé i âèäiâ çàáðóäíåíü íåäîöiëüíèé, îñêiëüêè òàêi ìîäåëi âèìà-
ãàþòü âåëèêî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ðîáîòè i â íèõ íå âðàõîâàíi ñóïóòíi
åêîëîãî-åêîíîìi÷íi ôàêòîðè, ùî çíèæóþòü çíà÷èìiñòü îäåðæàíèõ
ðåçóëüòàòiâ.

Òîìó íèíi öi ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îäåðæàííÿ äåÿêèõ
àãðåãîâàíèõ îöiíîê, óñâiäîìëþþ÷è òå, ùî öi îöiíêè îòðèìàíi íà
îñíîâi âåëèêèõ îáñÿãiâ äàíèõ.

Ïðèêëàä 9.1. Íåõàé àïðiîði çàäàíi ìàòðèöi äëÿ ðîçðàõóíêiâ
çà ìîäåëëþ Ëåîíòü¹âà-Ôîðäà:

A11 =

 0, 3 0, 3 0, 2
0, 2 0, 2 0, 2
0, 1 0, 2 0, 1

 , A12 =

 0, 09 0, 06
0, 07 0, 07
0, 08 0, 06

 ,
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A21 =

(
0, 04 0, 03 0, 043
0, 07 0, 08 0, 08

)
, A22 =

(
0, 08 0, 09
0, 1 0, 08

)
,

cT = (80 85 70), dT = (20 15).

Ïîòðiáíî çíàéòè iòåðàöiéíèì ìåòîäîì âåêòîðè x òà y.
Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Çà äîïóñòèìó ïîõèáêó îá÷èñëåíü âiçüìåìî

÷èñëî ε = 0, 001. Âèêîðèñòà¹ìî iòåðàöiéíó ñõåìó (9.2.9) ç îöiíêîþ
ïîõèáêè (9.2.10) i åâêëiäîâîþ ôîðìîþ ìàòðèöi

∥A∥ =
(∑

i,j

a2ij

)1/2
.

Ó íàøîìó âèïàäêó ∥A∥ = 0, 69 < 1.
Çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ ïðèéìåìî âåêòîð zT0 = (0 0 0 0 0). Òîäi

ïåðøà iòåðàöiÿ ìà¹ âèãëÿä z1 = Az0 + ω =

=


0, 3 0, 3 0, 2 0, 09 0, 06
0, 2 0, 2 0, 2 0, 07 0, 07
0, 1 0, 2 0, 1 0, 08 0, 06
0, 04 0, 03 0, 043 0, 08 0, 09
0, 07 0, 08 0, 05 0, 1 0, 08




0
0
0
0
0

+


80
85
70
20
15

 =


80
85
70
20
15

 .

Íîðìà âåêòîðà ∥z1−z0∥ = 138, 4, òîäi ç (9.2.11) ìîæíà âèçíà÷èòè,
íà ÿêié iòåðàöi¨ áóäå äîñÿãíóòà òî÷íiñòü ε. Ïðè N = 35 ìà¹ìî
∥z35 − z∗∥ < ε.

Çàïèøåìî çíàéäåíi ðåçóëüòàòè öi¹¨ iòåðàöi¨

zT35 = (273, 671 228, 099 168, 697 56, 061 72, 590).

Îòæå, øóêàíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

x∗ =

 273, 671
228, 099
168, 697

 , y∗ =

(
56, 061
72, 590

)
.

ßêùî ïåðåéòè äî ìîäåëi Ëåîíòü¹âà, òîáòî ïîêëàñòè

A11 =

 0 0
0 0
0 0

 , A11 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0

 , A11 =

(
0 0
0 0

)
,
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òî ðîçâ'ÿçîê äîñÿãà¹òüñÿ íà 27 iòåðàöi¨ i äîðiâíþ¹

xT = (245, 280 205, 229 150, 637).

ßê âèäíî, çíà÷åííÿ åëåìåíòiâ âåêòîðà x ¹ äåùî ìåíøèìè íiæ â
ìîäåëi Ëåîíòü¹âà-Ôîðäà, òîáòî ïðè çíèùåííi çàáðóäíåíü âàëîâèé
âèïóñê ãàëóçåé åêîíîìiêè çðîñòà¹.

Åêîíîìi÷íà iíòåðïåòàöiÿ îäåðæàíîãî ðîçâ'ÿçêó òàêà: âèõiäíi
äàíi çàäà÷i, ùî îïèñóþòü òåõíîëîãi¨ ç ïåâíèì ðiâíåì âiäõîäiâ ïî-
êàçóþòü, ùî ïîòðiáíî çàáîðîíèòè âiäïîâiäíi ðåñóðñè òà ¨õ ëiêâi-
äàöiþ. Òàêi ðîçðàõóíêè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ îöiíêè åêî-
ëîãi÷íî¨ áåçïåêè iíâåñòèöiéíèõ ïðîåêòiâ.

9.3. Ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ ãëîáàëüíèõ ïðîöåñiâ

9.3.1. Ìîäåëü Ôîððåñòåðà �Ñâiòîâà äèíàìiêà�

Ó 70-õ ðð. ÕÕ ñò. ñòàëî çðîçóìiëèì, ùî åêîíîìi÷íi ïðîáëå-
ìè íå ìîæíà ðîçâ'ÿçóâàòè áåç óðàõóâàííÿ âïëèâó ãîñïîäàðñüêî¨
äiÿëüíîñòi ëþäèíè íà äîâêiëëÿ. Íå ìîæíà ðîçãëÿäàòè åêîíîìiêó
îêðåìî âiä åêîëîãi¨. Òîìó â åêîíîìiöi âèíèêàþòü ïðîáëåìè íîâîãî
ïëàíó � öå çàáåçïå÷åííÿ æèòò¹äiÿëüíîñòi ëþäåé, çíèæåííÿ ðiâíÿ
çàáðóäíåííÿ, çìåíøåííÿ òåõíîãåííîãî íàâàíòàæåííÿ íà ïðèðîäó.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðîáëåì ðîçâèòêó öèâiëiçàöi¨ â óìîâàõ
îáìåæåíîñòi çåìíèõ ðåñóðñiâ ó öåé ÷àñ ó êðà¨íàõ Çàõîäó âèíè-
êà¹ íèçêà îðãàíiçàöié. Âàæëèâó ðîëü ñåðåä íèõ íà òîé ÷àñ âiäi-
ãðàâ Ðèìñüêèé êëóá (íåóðÿäîâà, íåêîìåðöiéíà îðãàíiçàöiÿ), ÿêèé
îá'¹äíàâ ïîëiòèêiâ ç åêîíîìi÷íî ðîçâèíóòèõ êðà¨í i áóâ ñòâîðåíèé
äëÿ äîñëiäæåíü ãëîáàëüíèõ ïðîáëåì ëþäñòâà.

×ëåíè êëóáó çðîçóìiëè, ùî ñóòî åêîíîìi÷íèé ïiäõiä íå ìîæå
çàáåçïå÷èòè êiëüêiñíèé àíàëiç ïåðñïåêòèâ åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó,
íå äà¹ ìîæëèâîñòi ðîçâ'ÿçóâàòè ñêëàäíi ïðîáëåìè âçà¹ìîäi¨ ëþä-
ñòâà i íàâêîëèøíüîãî ñåðåäîâèùà, à íàéêðàùîþ ôîðìîþ âèâ÷åí-
íÿ öèõ ïðîáëåì ¹ âèêîðèñòàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ. Òî-
ìó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé åêîíî-
ìi÷íîãî ðîçâèòêó â óìîâàõ ðàöiîíàëüíîãî ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ.

Ó 1970 ð. íà ÷åðãîâié ñåñi¨ Ðèìñüêîãî êëóáó ïðîôåñîðîâi
Ìàññà÷óñåòñüêîãî òåõíîëîãi÷íîãî óíiâåðñèòåòó Äæ. Ôîððåñòåðó
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(îäíîìó ç ïðîâiäíèõ ñïåöiàëiñòiâ ó ãàëóçi óïðàâëiííÿ) çàïðîïîíó-
âàëè ðîçðîáèòè ãëîáàëüíó ìîäåëü ðîçâèòêó ñâiòó.

Íà îñíîâi òåîði¨ ñèñòåì, àïàðàòó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i
êîìï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ íèì áóëè ñòâîðåíi ìîäåëi ñâiòîâî¨
äèíàìiêè �Ñâiò-1� òà �Ñâiò-2� (1971�1972 ðð.), ÿêi çàïî÷àòêóâàëè
ïðîöåñè ãëîáàëüíîãî ìîäåëþâàííÿ.

Îïèñ ìîäåëi, àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ i âèñíîâêè îïóáëi-
êîâàíi Äæ. Ôîððåñòåðîì ó êíèçi �Ñâiòîâà äèíàìiêà� [106], ùî âè-
éøëà ó ñâiò 1971 ðîêó. Ó íié àâòîð óïåðøå ñïðîáóâàâ îïèñàòè
îñíîâíi ïðîöåñè åêîíîìiêè, äåìîãðàôi¨, ðîñòó çàáðóäíåííÿ â ïëà-
íåòàðíîìó ìàñøòàái íà îñíîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi.

Ó êîíöåïòóàëüíié ìîäåëi Ôîððåñòåð âèîêðåìëþ¹ íàéáiëüø
iñòîòíi ñâiòîâi ïðîöåñè:

1) çðîñòàííÿ íàðîäîíàñåëåííÿ;
2) ïðîìèñëîâå çðîñòàííÿ;
3) íåñòà÷à ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ;
4) çðîñòàííÿ âiäõîäiâ âèðîáíèöòâà;
5) íåñòà÷à ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ.
Âiäïîâiäíî äî öèõ ôàêòîðiâ, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âêëþ÷à¹

ï'ÿòü îñíîâíèõ ãëîáàëüíèõ çìiííèõ, ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó:
P (t) � êiëüêiñòü ëþäåé íà Çåìëi â ìîìåíò ÷àñó t;
K(t) � êàïiòàëîâêëàäåííÿ â ïðîìèñëîâiñòü i ñiëüñüêå ãîñïîäàð-

ñòâî;
X(t) � ÷àñòêà iíâåñòèöié ó ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî;
R(t) � íåâiäíîâëþâàíi ïðèðîäíi ðåñóðñè;
Z(t) � çàãàëüíà êiëüêiñòü çàáðóäíåíü.
Çà îäèíèöþ ÷àñó áåðåòüñÿ îäèí ðiê, çà îäèíèöþ êàïiòàëó K(t)

� êàïiòàë, ùî ïðèïàäàâ íà äóøó íàñåëåííÿ â 1970 ð. Îäèíèöÿ
çàáðóäíåííÿ � öå êiëüêiñòü çàáðóäíåííÿ, ùî ïðèïàäàëà íà îäíó
ëþäèíó â 1970 ð. Îäèíèöåþ ðåñóðñiâ ââàæà¹òüñÿ ði÷íå âèêîðè-
ñòàííÿ ðåñóðñiâ íà îäíó ëþäèíó â 1970 ð. Òîáòî çìiííi K(t), R(t),
Z(t) � íîðìîâàíi çà âåëè÷èíàìè îïîðíîãî 1970 ð. X(t) ∈ [0; 1] �
áåçðîçìiðíà âåëè÷èíà.

Âçà¹ìîäiÿ ïðèðîäè i âèðîáíèöòâà îïèñó¹òüñÿ äèôåðåíöiàëüíè-
ìè ðiâíÿííÿìè òàêîãî òèïó:

dy

dt
= y+ − y−,
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äå y+ � äîäàòíèé òåìï çðîñòàííÿ âåëè÷èíè y, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå
âñi ôàêòîðè, ÿêi âèêëèêàþòü ðiñò çìiííî¨ y; y− � ïîêàçó¹ âiä'¹ìíèé
òåìï øâèäêîñòi çìiíè y, ùî âêëþ÷à¹ âñi ôàêòîðè, ÿêi âèêëèêàþòü
ñïàäàííÿ çìiííî¨ y.

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ñâiòîâî¨ äèíàìiêè ñêëàäàþòü ï'ÿòü äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó

dP

dt
= BR(t)−DR(t), (9.3.1)

dR

dt
= −NR(t), (9.3.2)

dK

dt
= K+(t)−K−(t), (9.3.3)

dZ

dt
= Z+(t)− Z−(t), (9.3.4)

dX

dt
= X+(t)−X−(t), (9.3.5)

äå BR(t) � êiëüêiñòü ëþäåé, ÿêi íàðîäèëèñÿ çà ðiê t; DR(t) � êiëü-
êiñòü ëþäåé, ÿêi ïîìåðëè çà ðiê t; NR(t) � çìåíøåííÿ êiëüêîñòi
ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ çà îäèíèöþ ÷àñó (â ðiê t) óíàñëiäîê âèêîðè-
ñòàííÿ ¨õ äëÿ ïîòðåá âèðîáíèöòâà; K+(t) � êiëüêiñòü íîâèõ âèðî-
áíè÷èõ ôîíäiâ, ÿêi ñòâîðåíi çà îäèíèöþ ÷àñó (â ðiê t) óíàñëiäîê
iíâåñòèöié; K−(t) � çìåíøåííÿ êiëüêîñòi âèðîáíè÷èõ ôîíäiâ çà
îäèíèöþ ÷àñó ÷åðåç àìîðòèçàöiþ; Z+(t) � êiëüêiñòü àíòðîïîãåí-
íèõ âèêèäiâ çàáðóäíþâà÷iâ ó íàâêîëèøí¹ ñåðåäîâèùå çà îäèíè-
öþ ÷àñó (â ðiê t); Z−(t) � çìåíøåííÿ êiëüêîñòi çàáðóäíþâà÷iâ çà
îäèíèöþ ÷àñó â ðåçóëüòàòi ïåðåðîáêè çàáðóäíþâà÷iâ òà ¨õ ñàìî-
î÷èùåííÿ; X+(t) � ïðèðiñò ÷àñòêè ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêîãî êàïi-
òàëó; X−(t) � çìåíøåííÿ ÷àñòêè ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêîãî êàïiòàëó
çà îäèíèöþ ÷àñó (â ðiê t).

Óñi ïåðåðàõîâàíi õàðàêòåðèñòèêè, ùî ôiãóðóþòü ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi ñïiââiäíîøåíü (9.3.1) � (9.3.5), ¹ ôóíêöiÿìè ï'ÿòè çìiííèõ, à
òàêîæ áàãàòüîõ çîâíiøíiõ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþ-
âàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ iç ìîäåëëþ öi ôóíêöi¨ íåîáõiäíî êîíêðåòè-
çóâàòè. Äëÿ ¨õ êîíêðåòèçàöi¨ äî ðîçãëÿäó ââîäÿòü ðÿä äîïîìiæíèõ
õàðàêòåðèñòèê.
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Íàïðèêëàä, ñïiââiäíîøåííÿ, ùî âèçíà÷à¹ øâèäêiñòü (òåìï) íà-
ðîäæóâàíîñòi BR(t), ìà¹ âèãëÿä

BR(t) = P (t) ·BRF (t) ·BRM(t) ·BRC(t) ·BRZ(t) ·BRN,
äå BRF (t) � ïàðàìåòð, ùî âðàõîâó¹ òåìï íàðîäæóâàíîñòi âiä âiä-
íîñíîãî ðiâíÿ õàð÷óâàííÿ FR(t), ÿêèé äîðiâíþ¹ ðåàëüíié êiëü-
êîñòi ïðîäóêòiâ õàð÷óâàííÿ íà äóøó íàñåëåííÿ FPC(t), ÿêà òåæ
çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi ôîíäiâ ó ñiëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâi X(t), à
òàêîæ êîåôiöi¹íòiâ, ùî îïèñóþòü çìåíøåííÿ âèðîáíèöòâà ïðî-
äóêòiâ óíàñëiäîê çàáðóäíåííÿ FPM(Z(t)) òà çáiëüøåííÿ ãóñòèíè
íàñåëåííÿ FCM(P (t)), òîáòî FR(t) = FPC(t) ·FPM(t) ·FCM(t);

BRM(t) � çàëåæíiñòü òåìïó íàðîäæóâàíîñòi âiä ìàòåðiàëü-
íîãî ðiâíÿ æèòòÿ MS(t), ÿêèé òåæ çàëåæèòü âiä êiëüêîñòi âè-
ðîáíè÷èõ ôîíäiâ íà äóøó íàñåëåííÿ â ïðîìèñëîâîñòi i ñiëüñüêî-
ìó ãîñïîäàðñòâi, âiä ÷àñòêè ôîíäiâ ó ñiëüñüêîìó ãîñïîäàðñòâi âiä
êîåôiöi¹íòà NR(t), ùî âðàõîâó¹ çìåíøåííÿ åôåêòèâíîñòi ôîíäiâ
ó ïðîìèñëîâîìó âèðîáíèöòâi ÷åðåç çìåíøåííÿ êiëüêîñòi ïðèðî-
äíiõ ðåñóðñiâ i çáiëüøåííÿ òðóäîçàòðàò íà ¨õ âèäîáóâàííÿ, òîáòî

MS(t) =
K(t)

P (t)

1−X(t)

1−X(1970)
NR(t);

BRC(t) � êîåôiöi¹íò, ùî îïèñó¹ çàëåæíiñòü òåìïó íàðîäæó-
âàíîñòi âiä âiäíîñíî¨ ãóñòèíè íàñåëåííÿ Pt/P (1970) (P (1970) =
3, 6 · 109), òîáòî öå ãóñòèíà íàñåëåííÿ â ÷àñòêàõ ãóñòèíè, ùî ìàëà
ìiñöå â 1970 ð.;

BRZ(t) � çàëåæíiñòü òåìïó íàðîäæóâàíîñòi âiä âiäíîñíîãî ðiâ-

íÿ çàáðóäíåííÿ ZR(t), äå ZR(t) =
Z(t)

Z(1970)
. Çíà÷åííÿ Z(1970) ââà-

æà¹òüñÿ òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íàñåëåííÿ â 1970 ð., òîáòî
3, 6 · 109, îñêiëüêè ðiâåíü çàáðóäíåííÿ íà îäíó ëþäèíó â 1970 ð.
áåðåòüñÿ çà îäèíèöþ;

BRN = 0, 04 � êîåôiöi¹íò íàðîäæóâàíîñòi â 1970 ð.
Ïîäiáíèì ñïîñîáîì âèçíà÷àþòüñÿ iíøi çàëåæíîñòi, ùî ôiãóðó-

þòü ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ìîäåëi.
Ðîçðàõóíêè ïî ìîäåëi ïðîâîäèëèñÿ ç 1900 ïî 2100 ðð. 1970 ð.

áóâ âçÿòèé çà îïîðíèé. Äàíi ñòàòèñòèêè çà 1900�1970 ðð. âèêîðè-
ñòîâóâàëèñÿ äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ ìîäåëi.

Äàíèìè ðîçðàõóíêiâ çà 1900�1970 ðð. ïîñëóãîâóâàëèñÿ äëÿ âå-
ðèôiêàöi¨ ìîäåëi (âîíè çiñòàâëÿëèñÿ ç íàÿâíîþ ñòàòèñòèêîþ) i çíà-
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õîäæåííÿ ìàëî âiäîìèõ ïàðàìåòðiâ, òîáòî âiäòâîðåííÿ iíôîðìà-
öi¨, ÿêî¨ íå âèñòà÷àëî. Ïàðàìåòðè ìîäåëi é ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ
ïiäáèðàëèñÿ òàê, ùîá ðîçðàõóíêîâi äàíi íå íàäòî âiäðiçíÿëèñÿ âiä
ðåàëüíèõ äàíèõ íà iíòåðâàëi 1900�1970 ðð. (òîìó äîâîäèëîñÿ çà-
äà÷i ðîçâ'ÿçóâàòè âïåðåä äî 1970 ð. i íàçàä äî 1900 ð.).

Ðîçðàõóíêè ïî ìîäåëi ç 1970 ïî 2100 ðð. âèêîðèñòîâóâàëèñÿ
äëÿ ïðîãíîçó. Îñíîâíi âèñíîâêè ç ïðîãíîçó Ôîððåñòåðà ïîëÿãà-
þòü ó òàêîìó. Çà óìîâè çáåðåæåííÿ ñó÷àñíèõ òåíäåíöié ðîçâèòêó
ñóñïiëüñòâà (70-òi ð. ÕÕ ñò.) íåìèíó÷à ñåðéîçíà êðèçà ó âçà¹ìîäi¨
ëþäèíè i ñåðåäîâèùà â ÕÕI ñò. Öþ êðèçó àâòîð ïîÿñíèâ ñóïåðå÷íi-
ñòþ ìiæ îáìåæåíiñòþ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ i ðîñòîì êàïiòàëó, ùî
âêëàäà¹òüñÿ â ïðîìèñëîâiñòü i ñiëüñüêå ãîñïîäàðñòâî. Ðiñò êàïi-
òàëó ïðèçâîäèòü äî ðîçòðà÷óâàííÿ ðåñóðñiâ. Âèñíàæåííÿ ïðèðî-
äíèõ ðåñóðñiâ âiäáóäåòüñÿ äî 2100 ð., õî÷à â 1970 ð. çàïàñ ðåñóðñiâ
ñòàíîâèâ 95 % âiä ðiâíÿ 1900 ð.

Ñàìå öåé ðiñò ðàçîì iç ðîñòîì íàñåëåííÿ ïðèçâîäèòü äî ïðè-
ðîäíîãî çàáðóäíåííÿ ñåðåäîâèùà (çàáðóäíåííÿ äî 2050 ð. çðîñòå
â 33 ðàçè ïîðiâíÿíî ç 1900 ð.) i, ÿê íàñëiäîê, çðîñòàííÿ ñìåðòíîñòi
íàñåëåííÿ (çðîñòàííÿ ÷èñåëüíîñòi íàñåëåííÿ çìåíøèòüñÿ çàäîâãî
äî 2100 ð. i äîñÿãíå â 2100 ð. 1,44 ìëðä ëþäåé).

Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî áóëî ðîçãëÿíóòî áàãàòî ðiçíèõ ñöåíàði-
¨â ïðîãíîçó, ÿêi âiäðiçíÿëèñÿ âèõiäíèìè äàíèìè, ðîñòîì óðîæàé-
íîñòi, êîíòðîëåì íàðîäæóâàíîñòi, ïðîãíîç äëÿ æèòò¹äiÿëüíîñòi
ëþäèíè áåç êîíòðîëþ íàä çàáðóäíåííÿì áóâ ïåñèìiñòè÷íèì.

Ïðîãíîç çà öèìè ñöåíàðiÿìè ñâiä÷èòü, ùî âíàñëiäîê íàêîïè-
÷åííÿ çàáðóäíåíü i çìåíøåííÿ ðåñóðñíîãî ïîòåíöiàëó íåìèíó÷å
íàñòàíå êðèçà çà âñiìà åêîíîìi÷íèìè é åêîëîãi÷íèìè ïîêàçíèêà-
ìè � çàãðîçà êàòàñòðîôè íå ìîæå áóòè âiäñóíóòà çà 2100 ð.

Äëÿ âiäòåðìiíóâàííÿ ñâiòîâî¨ êàòàñòðîôè íåîáõiäíî âæèòè çà-
õîäè äëÿ åêîëîãi÷íî¨ é åêîíîìi÷íî¨ ñòàáiëüíîñòi, íàñëiäêîì ÿêî¨
ïîâèííà ñòàòè ãëîáàëüíà ðiâíîâàãà, êîëè çìiííi ñèñòåìè âèéäóòü
íà ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ.

9.3.2. Ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi Ôîððåñòåðà

Îäðàçó ïiñëÿ îïóáëiêóâàííÿ ìîäåëi Ôîððåñòåðà ðiçíèìè àâòî-
ðàìè áóëè çðîáëåíi ñïðîáè ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi ç ìåòîþ âèÿâëåííÿ
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ìîæëèâèõ ïåðñïåêòèâ åâîëþöi¨ ëþäñòâà é ïîøóêó øëÿõiâ, ùî äî-
çâîëÿòü óíèêíóòè ãëîáàëüíî¨ êðèçè.

Îäíi¹þ ç ìîäèôiêàöié ¹ ìîäåëü Ìåäîóçà (ó÷íÿ Ôîððåñòåðà)
�Ñâiò-3�. Îñòàííÿ âåðñiÿ ìîäåëi (1992 ð.) óæå âêëþ÷à¹ â ñåáå 10
âçà¹ìîçâ'ÿçàíèõ ñåêòîðiâ. Ó ìîäåëi �Ñâiò-3� áóëî ââåäåíî ïðèáëè-
çíî â 4 ðàçè áiëüøå âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ (279 ðiâíÿíü), íiæ ó ìîäåëi
�Ñâiò-2� (82 ðiâíÿííÿ).

Ðîçðàõóíêè çà ìîäåëëþ �Ñâiò-3� ïîêàçàëè, ùî ¨õ ïðîãíîçè ÿêi-
ñíî áëèçüêi äî âèñíîâêiâ ìîäåëi �Ñâiò-2�: òóò òåæ ïðîãíîçó¹òüñÿ
íåìèíó÷à êàòàñòðîôà ÷åðåç çìåíøåííÿ ðåñóðñiâ i çðîñòàííÿ êiëü-
êîñòi çàáðóäíåíü. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè çáåðåæåííi ñó÷àñíèõ òåí-
äåíöié íåìèíó÷å íàñòàíå ãëîáàëüíà êðèçà.

Àíàëiç ðåçóëüòàòiâ, ùî îäåðæàíi çà ìîäåëÿìè �Ñâiò-2�, �Ñâiò-
3�, çìóñèëè ãðîìàäñüêiñòü çàìèñëèòèñÿ íàä ìîæëèâèìè ãëîáàëü-
íèìè êðèçàìè. Öi ìîäåëi äàëè ïîòóæíèé ïîøòîâõ äëÿ ïîäàëüøèõ
äîñëiäæåíü ó ãàëóçi ñèñòåìíî¨ äèíàìiêè. Ñüîãîäíi çàâäÿêè ðîç-
ðîáöi îá'¹êòî-çîði¹íòîâàíèõ ìîâ ïðîãðàìóâàííÿ ñòàëî ìîæëèâèì
ñòâîðåííÿ âåëèêèõ ìîäåëåé, ùî âêëþ÷àþòü òèñÿ÷i çìiííèõ, ÿêi
ìîæóòü äîñòàòíüî äåòàëüíî îïèñóâàòè äèíàìiêó ñêëàäíèõ ñèñòåì.

Iç ñó÷àñíèõ ñèñòåìíî-äèíàìi÷íèõ ìîäåëåé âàðòî âiäçíà÷èòè
ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi �Ñâiò-3�: ìîäåëü ÌÄÓ, ìîäåëü �ãîðîâà, ìî-
äåëü Ìàõîâà òà ií.

Ó ìîäåëi ÌÄÓ óñêëàäíþþòüñÿ ðiâíÿííÿ ìîäåëi ñâiòîâî¨ äèíà-
ìiêè, íàïðèêëàä, äëÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ ïðîïîíó¹òüñÿ âæå 4 äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ç óðàõóâàííÿì îñíîâ-
íèõ áàëàíñîâèõ ñêëàäîâèõ ðåñóðñíî¨ áàçè: ïîòåíöiéíî âèêîðèñòî-
âóâàíèõ ðåñóðñiâ, íîâèõ ðåñóðñiâ, âiäíîâëþâàëüíèõ ðåñóðñiâ, âè-
òðà÷åíèõ ðåñóðñiâ.

Ìîäåëü �ãîðîâà âiäêðèëà íîâèé íàïðÿì ó ãàëóçi ñèñòåìíîãî
ìîäåëþâàííÿ � ìîäåëþâàííÿ ç óïðàâëiííÿì. Ó ìîäåëi �ãîðîâà
ç ìåòîþ çàïîáiãàííÿ ãëîáàëüíié êðèçi ââîäÿòüñÿ óïðàâëÿþ÷i ïà-
ðàìåòðè. Äî òîãî æ ïðèïóñêà¹òüñÿ ìîæëèâiñòü âïëèâó íà ìàòå-
ðiàëüíèé ðiâåíü æèòòÿ, âiäíîñíå çàáðóäíåííÿ, ðiâåíü õàð÷óâàííÿ
øëÿõîì ðîçïîäiëó êàïiòàëîâêëàäåíü. Ïåðåâàãà òàêî¨ ìîäåëi ïîëÿ-
ãà¹ â òîìó, ùî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ìîæëèâiñòü óïðàâëiííÿ â ÷àñi ç ìåòîþ
ïîëiïøåííÿ ãëîáàëüíî¨ ñèòóàöi¨. Áóëî ïîêàçàíî, ùî âiäïîâiäíèì
ïiäáîðîì êðèòåðiþ îïòèìàëüíîñòi ìîæíà îäåðæàòè òàêó äèíàìi-
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÷íó ìîäåëü, â ÿêié êðèçà íå íàñòàíå äî êiíöÿ XXI ñò.
Ïðàêòè÷íi ðåêîìåíäàöi¨ öi¹¨ ìîäåëi ïîëÿãàþòü ó íåîáõiäíîñòi

ñòâîðèòè ïîòóæíó iíäóñòðiþ âiäíîâëåííÿ ðåñóðñiâ, î÷èùåííÿ çà-
áðóäíåíü i ïðîâåäåííÿ ðåêóëüòèâàöi¨ çåìåëü. Ñàìå äëÿ âèçíà÷åííÿ
âiäðàõóâàíü ó öi òåõíîëîãi¨ i ðîçâ'ÿçóâàëàñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëiííÿ.

Ó ìîäèôiêàöi¨ ìîäåëi Ìàõîâà ðîáëÿòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ÿêi äî-
çâîëÿþòü ïîäîëàòè ïðîöåñè âè÷åðïàííÿ íåâiäíîâëþâàëüíèõ ðå-
ñóðñiâ i çàáðóäíåííÿ äîâêiëëÿ. Ââàæà¹òüñÿ, ùî ðîçâèòîê òåõíîëî-
ãié äîçâîëèòü ïîñòóïîâî çíèæóâàòè âèêîðèñòàííÿ ðåñóðñiâ i âè-
ðîáíè÷i âiäõîäè íà 20-40 % êîæíi 20�30 ðîêiâ. Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî
â íåäàëåêîìó ìàéáóòíüîìó ç'ÿâèòüñÿ ìîæëèâiñòü øâèäêîãî î÷è-
ùåííÿ çàáðóäíåíü ÷åðåç ñòâîðåííÿ ïîòóæíî¨ ïðîìèñëîâî¨ ãàëóçi ç
óòèëiçàöi¨ âiäõîäiâ. Òîáòî àïðiîði çàäà¹òüñÿ äåÿêèé ãiïîòåòè÷íèé
ñöåíàðié ðîçâèòêó. Ðåçóëüòàòè ìîäåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ ïîêàçàëè,
ùî â òàêié ñèñòåìi ìîæíà äîñÿãòè âèõîäó çìiííèõ íà äåÿêèé êâà-
çiñòàöiîíàðíèé ðåæèì, ïðè÷îìó âèõiä ðîçâ'ÿçêiâ íà ñòàöiîíàð âiä-
áóäåòüñÿ íå ðàíiøå 2050 ð. Ïî÷àòêîì óïðàâëiííÿ ïåðåäáà÷àëîñÿ
îáðàòè 2000 ð., îñêiëüêè âiäòåðìiíóâàííÿ óïðàâëiííÿ â ÷àñi âiä-
ñóâà¹ âèõiä ðîçâ'ÿçêiâ íà ñòàöiîíàð i íàâiòü ìîæå ìàòè íåãàòèâíi
íàñëiäêè. Ó âèïàäêó, êîëè óïðàâëiííÿ ïî÷íåòüñÿ ç 2030 ð., ñèñòåìà
íå âñòèãíå ñòàáiëiçóâàòèñÿ é íàñòàíå ñèñòåìíà êðèçà: ìàòåðiàëü-
íèé ðiâåíü æèòòÿ âïàäå, êiëüêiñòü íàñåëåííÿ çìåíøèòüñÿ, õî÷à
ïðè öüîìó ïðèðîäíi ðåñóðñè íå âèñíàæàòüñÿ.

Â Îá÷èñëþâàëüíîìó öåíòði ÐÀÍ äëÿ àíàëiçó ãëîáàëüíèõ ïðî-
öåñiâ áóâ çàïðîïîíîâàíèé ïiäõiä, ùî áàçóâàâñÿ íà ïðèíöèïi, çà
ÿêèì ëþäèíà i âñÿ ¨¨ äiÿëüíiñòü � öå ñêëàäîâà ÷àñòèíà çàãàëüíèõ
ïðîöåñiâ ó áiîñôåði. Ãëîáàëüíà ìîäåëü áiîñôåðè � öå ñïðîáà ñó-
ìiñíî îïèñàòè çìiíè äåÿêèõ õàðàêòåðèñòèê áiîñôåðè ïðè ðiçíèõ
âàðiàíòàõ ñîöiàëüíî-åêîíîìi÷íîãî ðîçâèòêó, à îñíîâíå � öå âiäøó-
êàííÿ òèõ øëÿõiâ, êðèòåði¨â i ïðèíöèïiâ, ÿêi á ìîãëè çàáåçïå÷èòè
ìîæëèâiñòü ñòàáiëüíîãî ðîçâèòêó ëþäñòâà é áiîñôåðè.

Ïðè îïèñi áiîñôåðè âèäiëÿëèñÿ òðè áëîêè: àòìîñôåðà, îêåàí i
ðåãiîíè ñóøi. Ñòàí êîæíîãî áëîêó îïèñàíî íàáîðîì äåÿêèõ çìií-
íèõ, ÿêi â ñóêóïíîñòi ñêëàäàþòü âåêòîð ôàçîâèõ çìiííèõ ìîäåëi.
Íàïðèêëàä, ôàçîâi çìiííi áëîêó �ðåãiîíè ñóøi�: íàñåëåííÿ, çàáðó-
äíåííÿ, òðàâ'ÿíà ðîñëèííiñòü, ñiëüñüêîãîñïîäàðñüêà ðîñëèííiñòü,
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òâàðèíè, ãóìóñ, ìiíåðàëüíi ðåñóðñè, åíåðãåòè÷íi ðåñóðñè.
Ìîäåëü îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî âiäîáðàæàþòü çâ'ÿçêè ìiæ êîìïîíåí-
òàìè áiîñôåðè. Â ìîäåëi ïðèáëèçíî 400 êîåôiöi¹íòiâ, ùî âèìàãà-
þòü êiëüêiñíîãî âèçíà÷åííÿ i áëèçüêî 200 çâ'ÿçêiâ, ÿêi ïîòðiáíî
îïèñàòè ìàòåìàòè÷íî.

Ç ìîäåëëþ ìîæíà ïðîâîäèòè îá÷èñëþâàëüíi åêñïåðèìåíòè. Ó
ïåðøîìó ç íèõ áóëî ïîñòàâëåíî ïèòàííÿ, ÿê áóäóòü çìiíþâàòèñÿ
ïàðàìåòðè áiîñôåðè â ðàçi çáåðåæåííÿ ñó÷àñíèõ òåíäåíöié ðîç-
âèòêó ñâiòó. Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ ïîêàçàëè, ùî çàáðóäíåíiñòü
àòìîñôåðè ðiçêî çðîñòàòèìå i äî 2115 ð. çáiëüøèòüñÿ â 4 ðàçè, ïðè
öüîìó ñåðåäíÿ òåìïåðàòóðà çà 200 ðîêiâ íå âèéäå çà ìåæi 13-17◦.
Ñóêóïíiñòü äi¨ çàáðóäíåííÿ îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà i çìåíøåííÿ
áiëêîâî¨ êîìïîíåíòè ðàöiîíó ïðèçâåäå äî ðiçêîãî ñïàäó êiëüêîñòi
íàñåëåííÿ. Öÿ ìîäåëü êîðèñíà äëÿ âèâ÷åííÿ ðiçíèõ ãiïîòåòè÷íèõ
ñèòóàöié, îñêiëüêè ïðîâåñòè ïðÿìi åêñïåðèìåíòè íàä áiîñôåðîþ
àáî íàä ¨¨ ïiäñèñòåìîþ íåìîæëèâî. Íàïðèêëàä, ç îá÷èñëþâàëüíèõ
åêñïåðèìåíòiâ îäåðæàëè, ùî ïàðàìåòðè áiîñôåðè ìîæóòü çàëèøà-
òèñÿ â äiàïàçîíi, ïðèäàòíîìó äëÿ æèòòÿ ëþäèíè, ÿêùî çáiëüøèòè
êàïiòàëîâêëàäåííÿ ó âiäíîâëåííÿ ïðèðîäíèõ ðåñóðñiâ ó 2 ðàçè, à
â áîðîòüáó iç çàáðóäíåííÿì ç 2000 ð. � ó 10 ðàçiâ.

Â 1983 ð. áóâ ïðîâåäåíèé îá÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò äëÿ
îöiíêè ãëîáàëüíèõ êëiìàòè÷íèõ íàñëiäêiâ ÿäåðíî¨ âiéíè ïðè îáìi-
íi ÿäåðíèìè óäàðàìè çàãàëüíîþ ïîòóæíiñòþ 5000 ìåãàòîíí. Ðå-
çóëüòàòè ïîêàçàëè, ùî ñîòíi ìiëüéîíiâ òîíí ïèëó, ïiäíÿòîãî â
àòìîñôåðó, ïîïië, ñàæà âiä çãîðiëèõ ìiñò i ëiñiâ ÷åðåç 1,5�2 ìiñÿöi
óòâîðÿòü ñóöiëüíó õìàðó, ñêðiçü ÿêó íå çìîæå ïðîíèêàòè ñâiòëî.
Íà Çåìëi íàñòàíå �ÿäåðíà çèìà� íåçàëåæíî âiä òîãî, â ÿêié ãåîãðà-
ôi÷íié òî÷öi ñòàíåòüñÿ âèáóõ, ïî÷íåòüñÿ ïîõîëîäàííÿ, çàìåðçíóòü
óñi äæåðåëà ïðiñíî¨ âîäè, åêîëîãi÷íi çâ'ÿçêè áóäóòü ðîçiðâàíi, âiä-
áóäåòüñÿ ïîâíå âèìèðàííÿ íàçåìíî¨ áiîòè, íà ïåðåâàæíié ÷àñòè-
íi òåðèòîði¨ iíòåíñèâíiñòü ðàäiàöi¨ ïåðåâèùóâàòèìå ìàêñèìàëüíî
äîïóñòèìèé ðiâåíü, ðàäiàöiÿ äîïîâíèòüñÿ ðåíòãåíiâñüêèì âèïðîìi-
íþâàííÿì Ñîíöÿ, îñêiëüêè øàð îçîíó áóäå çíèùåíèé. Áiîñôåðà,
ÿêà âèíèêíå ïiñëÿ ÿäåðíî¨ âiéíè, áóäå ìàëî ïðèäàòíîþ äëÿ æèòòÿ
ëþäèíè.

Òóò ìè ðîçãëÿíóëè ìîäåëi ãëîáàëüíèõ ïðîöåñiâ íà îñíîâi ñè-
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ñòåìíîãî ïiäõîäó é ïîáà÷èëè, ùî çàäà÷à ïîäiáíèõ ìîäåëåé � äà-
âàòè îöiíêè çìiíi òåíäåíöié ðîçâèòêó â ðåçóëüòàòi òèõ ÷è iíøèõ
ïðèéíÿòèõ ðiøåíü, âèÿâëÿòè ìîæëèâiñòü íåáåçïå÷íèõ åêîëîãi÷íèõ
ñèòóàöié. Çàóâàæèìî, ùî òàêi äîñëiäæåííÿ âèìàãàþòü òiñíîãî
ñïiâðîáiòíèöòâà ñïåöiàëiñòiâ ðiçíèõ ãàëóçåé íàóêè: ôiçèêiâ, ìàòå-
ìàòèêiâ, áiîëîãiâ, êëiìàòîëîãiâ, åêîíîìiñòiâ, ïðîãðàìiñòiâ, òîáòî
ìiæäèñöèïëiíàðíîãî ïiäõîäó.

Ëiòåðàòóðà: [23, 29, 37, 40, 45, 60, 65, 67, 82, 102, 106].
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