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Роздiл 1. Математичнi моделi динамiки вi-
кової структури iзольованих попу-
ляцiй

1.1. Лiнiйна модель динамiки вiкової структури

1.1.1. Побудова математичної моделi динамiки вiкової
структури

Основною характеристикою вiкового складу будемо вважати
вiкову щiльнiсть її чисельностi, яка, як i всi iншi параметри по-
пуляцiї, в наших дослiдженнях є функцiєю вiку τ i часу t, тобто
функцiєю x(τ, t). В кожнiй популяцiї величина вiку iснування осо-
бин реально змiнюється в деяких скiнченних межах. Але, щоб не
виникало задачi визначення цих меж, припустимо, що вiк τ i час
t змiнюються вiд нуля до нескiнченностi (так склалось й iсторич-
но).

Функцiя x(τ, t) є такою, що для двох вiкiв τ1 ≤ τ2 чисельнiсть
особин вiку вiд τ1 до τ2 в момент часу t визначається виразом

τ2∫
τ1

x(τ, t)dτ.

З iншого боку, якщо X(τ, t) – кiлькiсть особин вiку вiд нуля
до τ , то вiкову частину x(τ, t) можна визначити за формулою

x(τ, t) =
∂

∂τ
X(τ, t).

Основними факторами, якi призводять до змiни чисельностi
популяцiї є процеси народжування та вимирання. Визначимо те-
пер основнi характеристики цих процесiв – щiльнiсть народжу-
вання та щiльнiсть смертностi.
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Щiльнiстю народжуваностi B(τ, t, x) будемо називати таку
функцiю трьох змiнних τ , t, x, що для будь-яких вiкiв τ1, τ2,
τ1 ≤ τ2 i моментiв часу t1, t2, t1 ≤ t2 величина

τ2∫
τ1

t2∫
t1

B(τ, t, x)dτdt

дає кiлькiсть новонароджених особин вiд батькiв вiку τ ∈ [τ1, τ2]

за час t ∈ [t1, t2].
Аналогiчно вводимо i густину смертностi D(τ, t, x). Це озна-

чає, що кiлькiсть особин вiку τ ∈ [τ1, τ2], якi вимирають за час
t ∈ [t1, t2] дорiвнює

τ2∫
τ1

t2∫
t1

D(τ, t, x)dτdt.

Перейдемо до побудови математичної моделi динамiки вiко-
вої структури (надалi ДВС), яка представляє собою систему двох
рiвнянь.

Зафiксуємо деякий момент часу t + ∆t i розглянемо вiковий
дiапазон [τ, τ + ∆τ ]. Тодi загальна чисельнiсть особин з такою
ознакою становить

τ+∆τ∫
τ

x(τ, t+∆t)dτ,

або з точнiстю до величин другого порядку малостi при малих ∆τ

ця кiлькiсть дорiвнює x(τ, t+∆t)∆τ . Аналогiчно в момент часу t
для цiєї частини популяцiї матимемо кiлькiсть x(τ −∆t, t)∆τ .

При малих ∆τ , ∆t, виходячи з визначення функцiї виживання,
зазначимо, що за час ∆t вiдбулася змiна цiєї кiлькостi особин на
величину D(τ, t, x)∆τ∆t.

Припустимо, що чисельнiсть особин, що попадають у вiкову
групу вiд τ до τ +∆τ в момент часу t+∆t дорiвнює чисельностi
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особин вiку τ −∆t до τ −∆t+∆τ (на ∆t молодшi) в момент часу
t мiнус тих, якi вибули з цiєї вiкової групи за час ∆t (рис. 1.1).

Тому при малих ∆τ , ∆t з точнiстю до величин другого поряд-
ку малостi правильним є спiввiдношення

x(τ, t+∆t)∆τ − x(τ −∆t, t)∆τ = −D(τ, t, x)∆τ∆t. (1.1.1)

Знак мiнус у правiй частинi указує на зменшення чисельностi
за рахунок вимирання.

Рис. 1.1. Змiна вiкового дiапазону особин за час ∆t.

Додамо i вiднiмемо в лiвiй частинi величину x(τ, t)∆τ i подi-
лимо одержане спiввiдношення на ∆τ∆t. Отримаємо

x(τ, t+∆t)− x(τ, t)

∆t
+
x(τ, t)− x(τ −∆t, t)

∆t
= −D(τ, t, x). (1.1.2)

В рiвняннi (1.1.2) перейдемо до границi при ∆t→ 0, в резуль-
татi чого воно набуде вигляду

∂x

∂t
+
∂x

∂τ
= −D(τ, t, x). (1.1.3)

Це рiвняння будемо називати рiвнянням виживання. Воно досить
добре описує динамiку замкненої популяцiї, коли на її поведiнку
не впливають взаємодiї особин iнших популяцiй. Моделi з взає-
модiями розглядатимуться в роздiлi 2.
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Побудуємо ще рiвняння народжуваностi. В момент часу t чи-
сельнiсть новонароджених (τ = 0) з одного боку дорiвнює x(0, t),
а з iншого –

∞∫
0

B(τ, t, x)dτ,

тому приходимо до рiвняння

x(0, t) =

∞∫
0

B(τ, t, x)dτ. (1.1.4)

Це i є рiвняння народжуваностi.
Рiвняння (1.1.3), (1.1.4) в лiтературi називають рiвняннями

Мак-Кендрiка фон Фоерстера [?].
На початку будемо вважати величини щiльностi народжуван-

ня i вимирання пропорцiйними щiльностi чисельностi популяцiї
x(τ, t), тобто

B(τ, t, x) = b(τ, t)x(τ, t),

D(τ, t, x) = d(τ, t)x(τ, t),

де b(τ, t), d(τ, t) – вiдповiдно коефiцiєнти народжуваностi i смерт-
ностi в популяцiї.

При таких припущеннях остаточно запишемо систему рiвнянь
(1.1.3), (1.1.4) у виглядi

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x, τ, t > 0

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0
(1.1.5)

при початкових умовах

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0, (1.1.6)
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де φ(τ) – початковий вiковий розподiл чисельностi популяцiї,
φ(τ) ∈ C[0,∞].

Перше рiвняння (рiвняння виживання) досить добре описує
динамiку вiкової структури у випадку вiдсутностi взаємодiй мiж
особинами рiзних вiкiв. Моделi з взаємодiями розглядатимуться
нижче.

Друге рiвняння в (1.1.5) (рiвняння народжуваностi) можна
розглядати як граничну умову для першого рiвняння в частин-
них похiдних.

Будемо вважати, що функцiя початкового розподiлу узгодже-
на з рiвнянням народжування, тобто

x(0, 0) = φ(0) =

∞∫
0

b(τ, 0)φ(τ)dτ. (1.1.7)

Iнакше функцiя x(τ, t) була б розривною вздовж характеристики
t = τ .

Отже, ми прийшли до нелокальної задачi, яка є модельною
для широкого класу рiзних популяцiйних задач.

Задача полягає в тому, щоб знайти регулярний всюду в областi
Ω = {(τ, t) : 0 < t < T, T > 0, 0 < τ < ∞}, за виключенням, мож-
ливо, характеристики t = τ , розв’язок x(τ, t) рiвняння (1.1.5)1,
який неперервний в Ω i задовольняє умови (1.1.5)2 i (1.1.6). Цю за-
дачу будемо розглядати при умовах d(τ, t) ∈ C(Ω), b(τ, t) ∈ C(Ω),
φ(τ) ∈ C[0,∞) i називатимемо популяцiйною задачею.

1.1.2. Динамiка вiкового складу в стацiонарному середо-
вищi

Гiпотеза стацiонарностi середовища означає, що коефiцiєнти
народжуваностi i смертностi b(τ, t), d(τ, t) не залежать вiд часу,
тобто

b(τ, t) = b(τ), d(τ, t) = d(τ).
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Тодi стацiонарна модель, яку необхiдно дослiдити, набуває вигля-
ду

∂x

∂t
+
∂x

∂τ
= −d(τ)x(τ, t),

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ,

x(τ, 0) = φ(τ).

(1.1.8)

Для системи (1.1.8) легко можна знайти простiшi розв’язки,
якi не змiнюються з часом, тобто є стацiонарними. Позначимо
стацiонарнi розв’язки через x̄(τ), тодi для визначення x̄(τ) маємо
систему

dx̄

dτ
= −d(τ)x̄(τ),

x̄(0) =

∞∫
0

b(τ)x̄(τ)dτ.

З першого рiвняння цiєї системи знаходимо

x̄(τ) = x̄(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
,

а друге рiвняння дає умову iснування стацiонарних розподiлiв вi-
кового складу у виглядi

1 =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ.

При цiй умовi iснує безлiч стацiонарних розв’язкiв x̄(τ), але
який з них буде реалiзовано визначається умовою

x(0) =

∞∫
0

b(τ)φ(τ)dτ.

11



Для повного розв’язання системи (1.1.8) застосуємо метод вi-
докремлення змiнних. Розв’язок x(τ, t) задачi (1.1.8) шукатимемо
у виглядi

x(τ, t) = X(τ) · T (t). (1.1.9)

Пiдставляючи (1.1.9) в перше рiвняння системи (1.1.8), маємо

dX

dτ
· T +X · dT

dt
= −d(τ)X · T. (1.1.10)

Подiливши (1.1.10) на добуток XT i, вiдокремивши змiннi,
одержуємо

1

X
· dX
dτ

+ d(τ) = − 1

T
· dT
dt

= −λ.

Звiдси знаходимо, що

T (t) = T (0)eλt, X(τ) = X(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e−λτ ,

або

x(τ, t) = T (0)X(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
eλ(t−τ),

тобто загальний розв’язок рiвняння виживання можна записати
у виглядi

x(τ, t) = Ω(t− τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
, (1.1.11)

де Ω – невiдома функцiя, що має бiологiчний змiст. Дiйсно, з
(1.1.11) знаходимо

x(0, t) = Ω(t),

тобто Ω(t) – це щiльнiсть новонароджених особин в момент часу t.
Пiдставивши тепер (1.1.11) в рiвняння народжуваностi систе-

ми (1.1.8) i в початкову умову, одержимо спiввiдношення

Ω(t) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
Ω(t− τ)dτ,
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Ω(−τ) = φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ)dξ
.

Введемо позначення

K(τ) = b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
, φ̄(τ) = φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ)dξ
, (1.1.12)

тодi цi спiввiдношення перепишемо у видi

Ω(t) =

∞∫
0

K(τ)Ω(t− τ)dτ, Ω(−τ) = φ̄(τ) (1.1.13)

Функцiя K(τ) вiдiграє у всiх подальших дослiдженнях важ-
ливу роль. Як буде показано нижче, вона характеризує репродук-
тивнi властивостi популяцiї в цiлому, поєднуючи в собi як характе-
ристики народжування, так i характеристики виживання. Багато
важливих рис динамiки вiкової структури популяцiї будуть визна-
чатися не розподiлами b(τ) i d(τ) окремо, а системною функцiєю
K(τ).

Представимо iнтеграл у (1.1.13) у виглядi
∞∫
0

=

t∫
0

+

∞∫
t

. Оскiль-

ки при t < τ <∞, t− τ < 0, то з урахуванням (1.1.13) маємо
∞∫
t

K(τ)Ω(t− τ)dτ =

∞∫
t

K(τ)φ̄(τ − t)dτ =

∞∫
0

K(τ + t)φ̄(τ)dτ ≡ Ψ(t).

(1.1.14)
Тодi з (1.1.13), враховуючи (1.1.14), одержуємо iнтегральне

рiвняння виду

Ω(t) =

t∫
0

K(τ)Ω(t− τ)dτ +G(t), (1.1.15)

яке є рiвнянням вiдновлення i при умовi, що функцiї b(τ), d(τ) ∈
C[0,∞) i b(τ), d(τ) ≥ 0 при τ ∈ [0,∞) має неперервний невiд’ємний
розв’язок Ω(t) ∈ C[0, T ], T > 0.
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Застосуємо до рiвняння (1.1.15) перетворення Лапласа. Позна-
чимо зображення за Лапласом функцiй Ω(t), K(t), Ψ(t) через Ω∗,
K∗, Ψ∗. Тодi згiдно з теоремою про згортку

Ω∗ = K∗Ω∗ +G∗.

Звiдси зображення за Лапласом Ω∗ має вигляд має

Ω∗ =
G∗

1−K∗ .

Оскiльки Ω∗ – мероморфна функцiя, то її оригiнал за теоре-
мою про розклад [?] визначається за формулою

Ω(t) =
∞∑
j=1

cje
λjt, (1.1.16)

де λj – полюси функцiї комплексного змiнного Ω∗(λ), а cj – лишки
функцiї Ω∗(λ) у вiдповiдних полюсах [ ]

ci = res
λj

Ω∗(λ).

Тодi загальний розв’язок системи (1.1.8), як слiдує з (1.1.11), з
урахуванням (1.1.16) має вигляд

x(τ, t) = e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ ∞∑
j=1

cje
λj(t−τ), (1.1.17)

де λj – коренi рiвняння

1−K∗(λ) = 0,

тобто рiвняння

1−
∞∫
0

K(τ)e−λτdτ = 0. (1.1.18)
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За бiологiчним змiстом функцiя K(τ) – невiд’ємна i дорiв-
нює нулю поза межами скiнченного iнтервала, так що iнтеграл в
(1.1.18) iснує. Функцiя F (λ) = 1−K∗(λ) має нескiнченну кiлькiсть
коренiв, як цiла функцiя зверх степеневого порядку зростання.

Покладемо в (1.1.18) λj = αj + iβj , тодi для дiйсної i уявної
частини (1.1.18) одержимо рiвняння

∞∫
0

K(τ)e−αjτ cosβjτdτ = 1,

∞∫
0

K(τ)e−αjτ sinβjτdτ = 0.

(1.1.19)

При змiнi βj на −βj рiвняння (1.1.19) не змiнюються. Це озна-
чає, що кожному кореню λj рiвняння (1.1.18) вiдповiдає спряже-
ний йому корiнь λj . Отже, вираз (1.1.17) є дiйсним.

Оскiльки F ′(λ) =

∞∫
0

τK(τ)e−λτdτ > 0, то функцiя F (λ) є мо-

нотонно зростаючою як функцiя дiйсної змiнної λ i змiнюється
вiд −∞ до 1 i серед коренiв λj рiвняння (1.1.18) є єдиний дiйсний
корiнь λmax. Покажемо, що дiйснi частини всiх решти коренiв λj
є меншими за λmax.

В першому рiвняннi (1.1.19) проведемо оцiнку

∞∫
0

K(τ)e−αjτ cosβjτdτ <

∞∫
0

K(τ)e−αjτdτ. (1.1.20)

Вiднiмаючи перше рiвняння (1.1.19) i нерiвнiсть (1.1.20), одер-
жуємо

1−
∞∫
0

K(τ)e−αjτdτ < 0.
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Оскiльки

1−
∞∫
0

K(τ)e−λmaxτdτ = 0,

то завдяки монотонностi функцiї F (λ) на дiйснiй осi маємо

αj < λmax, j = 2, 3, . . . . (1.1.21)

Згiдно з умовою (1.1.21) в розв’язку (1.1.17) при великих зна-
ченнях t можна нехтувати всiма членами суми, крiм головного
члена ceλmax(t−τ). Отже, асимптотична поведiнка розв’язку x(τ, t)
при t→ ∞ має вигляд

x(τ, t) ≈ ceλmaxte−λmaxτe
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
. (1.1.22)

Щоб остання формула мала бiологiчний змiст потрiбно показа-
ти, що коефiцiєнт c в доданку з eλmaxt в розкладi (1.1.17) додатний.
Дiйсно, коефiцiєнт c = res

λmax

Ω∗(λ).

Оскiльки це простий полюс, то

c = res
λmax

Ω∗(λ) =
G∗(λmax)

−dK∗

dλ

∣∣
λ=λmax

.

Через те, що G∗(λmax) =

∞∫
0

e−λmaxtG(t)dt > 0, а

dK∗

dλ

∣∣∣∣
λ=λmax

= −
∞∫
0

τK(τ)e−λmaxτdτ < 0,

маємо, що c > 0.
Знак λmax, як видно з (1.1.22) визначає динамiку популяцiї.

Значення λmax = 0, що рiвнозначно умовi
∞∫
0

K(τ)dτ = 1, вiдповi-

дає асимптотично зрiвноваженiй чисельностi

lim
t→∞

x(τ, t) = ce
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
,
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тобто вiковий розподiл прямує до деякого стацiонарного розподi-
лу.

Якщо F (0) = 1−
∞∫
0

K(τ)dτ < 0, тобто
∞∫
0

K(τ)dτ > 1 i λmax > 0,

то популяцiя зростає при t→ ∞, а якщо
∞∫
0

K(τ)dτ < 1 (λmax < 0),
то – вимирає.

Рис. 1.2.

Отже, величина λmax а значить i значення виразу H =
∞∫
0

K(τ)dτ є важливою характеристикою популяцiї. Характер ко-

ренiв λmax в залежностi вiд значення H показаний на рис. 1.2.
λmax – це показник експоненти процесу розмноження–вимирання.
Величину H, яка вбирає в себе параметри народжуваностi i ви-
мирання називають бiологiчним потенцiалом.

Значення H = 1 є критичним, оскiльки при H < 1 популя-
цiя стає приреченою на вимирання не залежно вiд початкового
розподiлу φ(τ).

I в сучасних умовах, коли антропогенному навантаженню пiд-
даються цiлi екосистеми, коли забруднення оточуючого середо-
вища є важливим лiмiтуючим фактором дослiдження критичних
точок набуває особливої актуальностi. Наближення до критичних
точок викликає зростання навантаження на бiологiчнi системи i
перебудову її якiсної поведiнки.

Дослiдження критичних точок бiологiчних систем – необхiд-
ний крок в пiзнаннi законiв екологiчної рiвноваги.

Труднощi експериментального вивчення критичних точок бiо-
логiчних систем обумовлюють необхiднiсть застосування засобiв
математичного та iмiтацiйного моделювання для розв’язування
таких задач.
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1.1.3. Властивостi розв’язкiв стацiонарної задачi

Покажемо, що нерiвномiрною вiковою структурою можуть бу-
ти викликанi коливання чисельностi популяцiї.

Подамо загальний розв’язок (1.1.17) системи (1.1.8) у виглядi

x(τ, t) = e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ

ceλmax(t−τ) +
∞∑
j=2

cje
αj(t−τ) cosβj(t− τ)

 ,
(1.1.23)

де αj , βj , j = 2, . . . коренi системи (1.1.19).
Коефiцiєнти cj визначаються з початкової умови. Дiйсно, з

(1.1.8) маємо

x(τ, 0) = e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ

ce−λmaxτ +

∞∑
j=2

cje
−αjτ cosβjτ

 = φ(τ).

(1.1.24)
Це означає, що коефiцiєнти c, c2, . . . є коефiцiєнтами розкла-

ду функцiї φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ)dξ
в ряд по експонентам з показниками

λmax, λ2, λ3, . . .. Якщо початковий розподiл спiвпадає з асимпто-
тичним, тобто

φ(τ) = ce
−λmaxτ−

τ∫
0

d(ξ)dξ
, (1.1.25)

то в розкладi (1.1.24) всi коефiцiєнти c2, c3, . . . перетворюються в
нуль, а отже маємо чисто експоненцiальну змiну всього вiкового
складу з показником λmax.

Оскiльки в цьому випадку загальна чисельнiсть популяцiї

N(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dt =

∞∫
0

ce
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
eλmax(t−τ)dτ =

∞∫
0

φ(τ)dτeλmaxt =

= N(0)eλmaxt, де N(0) =

∞∫
0

φ(τ)dτ,
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то маємо експоненцiальну змiну i загальної чисельностi популяцiї,
яка спостерiгалася в моделi Мальтуса.

Отже, при вiковому розподiлi, що вiдповiдає стану рiвноваги,
загальна чисельнiсть популяцiї описується тiєю ж залежнiстю, що
й без урахування вiкової структури.

Якщо початковий розподiл φ(τ) вiдмiнний вiд стану рiвнова-
ги, то для загальної чисельностi популяцiї, як слiдує з (1.1.23),
правильним є спiввiдношення

N(t) = c̄eλmaxt +

∞∑
i=2

c̄je
αit,

де

c̄ = c

∞∫
0

e−λmaxτe
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ,

c̄j = cj

∞∫
0

e−αjτe
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
cosβj(t− τ)dτ.

Набiр чисел βj , що є коренями системи (1.1.19), це – спектр
всеможливих частот коливань вiкового складу i загальної чисель-
ностi популяцiї. Перiоди цих коливань очевидно визначаються за
формулою

Tj =
2π

βj
, j = 2, 3, . . . .

Великi частоти (малi перiоди) не мають бiологiчного змiсту.
Найбiльш важливими є коливання з великими перiодами. Наве-
демо оцiнку максимально можливого перiоду коливань. Для цього
припустимо, що носiй функцiї K(τ) це вiдрiзок τ ∈ [τ1, τ2], τ1 < τ2.
Тут τ1 –вiк статевої зрiлостi, а τ2 – верхня межа репродуктивного
вiку.
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Тодi з другого рiвняння системи (1.1.19) маємо

τ2∫
τ1

K(τ)e−αjτ sinβjτdτ = 0.

Оскiльки K(τ) ≥ 0 на промiжку [τ1, τ2], то, для рiвностi iнтегра-
ла нулю, sinβjτ повинен хоча б один раз змiнити знак на цьому
промiжку. З цiєї вимоги одержуємо оцiнку максимального перiоду
коливань

Tmax ≤ 2τ2.

Якщо вiдомий явний вигляд функцiїK(τ), то цю оцiнку можна
уточнювати.

Дослiдження, проведенi в цьому пунктi, дозволяють ствер-
джувати, що в багатьох випадках коливання чисельностi попу-
ляцiї можуть бути обгрунтованi вiковою структурою популяцiї,
що вiдрiзняється вiд (1.1.25). В той же час коливання чисельностi
популяцiї може бути викликано iншими механiзмами. В дiйсностi
природа коливань чисельностi популяцiї значно складнiша, нiж
це випливає з побудованої моделi динамiки вiкової структури.

Iснує обширна бiологiчна лiтература, яка присвячена колив-
ним процесам в динамiцi чисельностi популяцiї. Розроблено ряд
математичних моделей, що виявляють суть мiжвидових i внут-
рiшньовидових механiзмiв, якi приводять до коливань чисельностi
популяцiї з часом. Серед них моделi коливання чисельностi через
перiодичну змiну параметрiв середовища проживання, моделi ко-
ливань чисельностi внаслiдок мiжвидових взаємодiй (наприклад,
модель "хижак–жертва") та iн.

Можна стверджувати, що реальнi коливання викликаються
сукупною дiєю рiзних факторiв. Тому особливий iнтерес набу-
ває вивчення моделей, що враховують декiлька вiдомих причин
виникнення коливань, наприклад, моделi взаємодiї популяцiй хи-
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жака та жертви з урахуванням їх вiкової структури. Такi питання
розглядатимуться в роздiлi 2.

Вище було показано, що динамiка вiкового складу популяцiї
визначається характером коренiв рiвняння (1.1.18), а саме знаком
λmax.

Якщо припустити, що величини коефiцiєнтiв народжуваностi
b(τ) i виживання d(τ) є постiйними (тобто b(τ) = b = const, d(τ) =
d = const), то рiвняння (1.1.18) набуває вигляду

∞∫
0

be−dτe−λτdτ = 1,

або
b

d+ λ
= 1.

Звiдки λ = b− d.
При постiйних b(τ) i d(τ) систему (1.1.8) можна переписати у

видi
∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d · x,

x(0, t) = b

∞∫
0

x(τ, t)dτ,

x(τ, 0) = φ(τ).

(1.1.26)

Якщо проiнтегрувати перше рiвняння по τ в межах вiд 0 до ∞,
припустивши, що x(∞, t) = 0, то одержимо

d

dt

∞∫
0

x(τ, t)dτ − x(0, t) = −d
∞∫
0

x(τ, t)dτ.

Ввiвши в розгляд величину

N(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dτ,
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останнє рiвняння, враховуючи друге та третє рiвняння системи
(1.1.26), запишемо як

dN

dt
= (b− d)N

з початковою умовою

N(0) =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

Звiдси λ = b− d =
dN

Ndt
, N(t) = N(0)eλt.

Величину λ можна трактувати як показник експоненцiальної
змiни чисельностi популяцiї, λ характеризує вiдносну швидкiсть
приросту чисельностi популяцiї при стацiонарнiй вiковiй струк-
турi.

Бiльш складним є випадок, коли народжуванiсть зосередже-
на на скiнченному iнтервалi [τ1, τ2] (репродуктивний вiк), тобто
величина коефiцiєнта народжуваностi задається функцiєю

b(τ) =


0, 0 ≤ τ < τ1,

b, τ1 ≤ τ ≤ τ2,

0, τ2 < τ <∞.

Будемо вважати коефiцiєнт смертностi постiйним, тобто d(τ) =

d = const, тодi рiвняння (1.1.18) має вигляд

b

τ2∫
τ1

e−(d+λ)τdτ = 1.

Тут λmax = λmax(τ1, τ2). Визначимо вплив значень τ1, τ2 на змiнну
λmax. Якщо продиференцiювати останнє рiвняння по τ1, то одер-
жимо

−e−(d+λmax)τ1 −
τ2∫

τ1

e−(d+λmax)τ · τdτ ∂λmax

∂τ1
.
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Звiдси
∂λmax

∂τ1
=

−e−(d+λmax)τ1

τ2∫
τ1

τe−(d+λmax)τ

dτ , аналогiчно
∂λmax

∂τ2
=

e−(d+λmax)τ2

τ2∫
τ1

τe−(d+λmax)τ

dτ . Оцiнюючи знаки одержаних виразiв, бачимо, що

при зменшеннi τ1 i збiльшеннi τ2 величина λmax збiльшується, тоб-
то при розширеннi репродуктивного промiжку λmax збiльшується,
а при його звуженнi λmax зменшується. Причому змiна вiку τ1,
тобто початку репродуктивного вiку має бiльший вплив на вели-
чину λmax, нiж змiна вiку τ2 (закiнчення репродуктивного вiку),
оскiльки ∣∣∣∣∣ ∂λmax

∂τ1
∂λmax
∂τ2

∣∣∣∣∣ = e(d+λmax)(τ2−τ1) > 1,

а саме вiдношення похiдних ∂λmax
∂τ1

i ∂λmax
∂τ2

експоненцiально зростає
при зростаннi довжини репродуктивного промiжку. Очевидно, що
це має мiсце при d+ λmax > 0.

1.1.4. Динамiка вiкового складу в нестацiонарному сере-
довищi

Якщо популяцiя перебуває в нестацiонарному середовищi, то
характеристики народжуваностi й смертностi залежатимуть не
тiльки вiд вiку, але й вiд часу. Рiвняння динамiки, як випливає з
(1.1.5), (1.1.6), мають вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ,

x(τ, 0) = φ(τ).

(1.1.27)

Знайдемо розв’язки цiєї системи i розглянемо деякi їх особливостi.
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Загальний розв’язок рiвняння виживання системи (1.1.27) має
вигляд

x(τ, t) = Ω(t− τ)e
−

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
. (1.1.28)

Аналогiчно, як це було зроблено в п. 1.1.2., введемо позначення

K(τ, t) = b(τ, t)e
−

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
, φ̄(τ) = φ(τ)e

τ∫
0

d(ξ,−τ+ξ)dξ
. (1.1.29)

Пiдставимо тепер загальний розв’язок рiвняння виживання
(1.1.28) в рiвняння народжуваностi i початкову умову системи
(1.1.27). В позначеннях (1.1.29) одержимо

Ω(t) =
∞∫
0

K(τ, t)Ω(t− τ)dτ,

Ω(−τ) = φ̄(τ).

(1.1.30)

Якщо iнтеграл в (1.1.30) подати у виглядi суми iнтегралiв

(
∞∫
0

=

t∫
0

+

∞∫
t

), то одержимо рiвняння

Ω(t) =

t∫
0

K(τ, t)Ω(t− τ)dτ + χ(t), (1.1.31)

де

χ(t) =

∞∫
t

K(τ, t)φ̄(τ − t)dτ =

∞∫
0

K(τ + t, t)φ̄(τ)dτ, (1.1.32)

а φ(τ) визначене в (1.1.12). Отже, задача iнтегрування системи
рiвнянь (1.1.27) звелась до iнтегрування нестацiонарного iнте-
грального рiвняння вiдновлення (1.1.31). Для побудови розв’язкiв
рiвняння (1.1.31) можна використати метод послiдовних набли-
жень. Покладаючи

Ω0(t) = χ(t),
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Ωk+1(t) =

t∫
0

K(τ, t)Ωk(t− τ)dτ, k = 0, 1, . . . ,

розв’язок рiвняння (1.1.31) можна записати у виглядi

Ω(t) =

∞∑
k=0

Ωk(t). (1.1.33)

Безпосередньою пiдстановкою переконуємося, що ряд (1.1.33) за-
довольняє рiвняння (1.1.31).

Доведемо тепер збiжнiсть ряду (1.1.33). Для цього наведемо
наступнi оцiнки. Враховуючи вирази (1.1.29) i (1.1.32), маємо

χ(t) =

∞∫
t

b(τ, t)e
−

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
φ(τ − t)e

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
dτ =

=

∞∫
t

b(τ, t)φ(τ − t)dτ ≤ b̄

∞∫
t

φ(τ − t)dτ = b̄

∞∫
0

φ(ξ)dξ = b̄N0,

де N0 – загальна чисельнiсть популяцiї в момент часу t = 0, а
b̄ = sup

τ,t∈[0,∞)
b(τ, t).

За означенням функцiї Ωk(t) на скiнченному iнтервалi часу
t ∈ [0, T ] одержимо наступнi оцiнки

Ω0(t) ≤ b̄N0,

Ω1(t) ≤ b̄2N0T,

Ω2(t) ≤
1

2
b̄3N0T

2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ωk(t) ≤
1

k!
b̄k+1T k,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

25



Тому

Ω(t) =
∞∑
k=0

Ωk(t) ≤ b̄N0

(
1 + bT + . . .+

(bT )k

k!
+ . . .

)
=

= N̄0b̄e
b̄T . (1.1.34)

А це означає, що ряд (1.1.33) рiвномiрно збiгається при t ∈ [0, T ],
T > 0.

Крiм того, оцiнка (1.1.34) показує, що чисельнiсть новонарод-
жених зростає не швидше експоненти з показником b̄. Цей факт
має просту бiологiчну iнтерпритацiю. Чисельнiсть популяцiї зрос-
тає завжди повiльнiше, нiж би вона зростала, якщо була би вiд-
сутня смертнiсть, а народжуванiсть була би максимальною.

Для загальної чисельностi популяцiї справедлива така ж сама
оцiнка, як i для новонароджених, оскiльки

N(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dτ =

∞∫
0

Ω(t− τ)e
−

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
dτ ≤

≤
∞∫
0

Ω(t− τ)dτ = N0b̄e
b̄t

∞∫
0

e−b̄τdτ = N0e
b̄t.

Наведений метод послiдовних наближень дозволяє одержати
важливi оцiнки розв’язку нестацiонарної системи (1.1.27), якщо
вiдомi оцiнки коефiцiєнтiв народжуваностi i смертностi. Нехай
для коефiцiєнтiв b(τ, t) i d(τ, t) мають мiсце оцiнки

b1(τ) ≤ b(τ, t) ≤ b2(τ),

d2(τ) ≤ d(τ, t) ≤ d1(τ).
(1.1.35)

Тодi для функцiї K(τ, t) з (1.1.29) правильною є нерiвнiсть

K1(τ) ≤ K(τ, t) ≤ K2(τ),
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де

Ki(τ) = bi(τ)e
−

τ∫
0

di(ξ)dξ
, i = 1, 2.

Якщо тепер ввести в розгляд два допомiжних набори функцiй
за формулами

Ω
(i)
0 (t) =

∞∫
t

Ki(τ)φ̄i(τ − t)dτ,

Ω
(i)
k+1(t) =

t∫
0

Ki(τ)Ω
(i)
k (t− τ)dτ, i = 1, 2, k = 1, 2, . . . ,

де φ̄i(τ) = φ(τ)e

τ∫
0

di(ξ)dξ
, i = 1, 2, . . . , то очевидно, що

Ω
(1)
k (t) ≤ Ωk(t) ≤ Ω

(2)
k (t), k = 0, 1, 2, . . . .

Тому для розв’язку Ω(t) нестацiонарного рiвняння вiдновлення
правильною є оцiнка

Ω(1)(t) ≤ Ω(t) ≤ Ω(2)(t),

де Ω(1)(t), Ω(2)(t) – розв’язки стацiонарних рiвнянь вiдновлення з
ядрами K1(τ), K2(τ) вигляду

Ω(i)(t) =

t∫
0

Ki(τ)Ω
(i)(t− τ) +Gi(t), i = 1, 2,

де Gi(t) =
∞∫
0

Ki(τ + t)φ̄i(τ)dτ. Далi, враховуючи формулу (1.1.28),

маємо оцiнку
x1(τ, t) ≤ x(τ, t) ≤ x2(τ, t), (1.1.36)

де x1(τ, t), x2(τ, t) – розв’язки вiдповiдних стацiонарних систем
рiвнянь типу (1.1.8), тобто

xi(τ, t) = Ω(i)(t− τ)e
−

τ∫
0

di(ξ)dξ
, i = 1, 2.
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Далi оцiнки (1.1.36) можна використовувати для прогнозу iнтер-
вала значень розв’язку нестацiонарної задачi x(τ, t) у випадку,
коли вiдомi оцiнки параментiв b(τ, t) i d(τ, t) типу (1.1.35).

Зокрема, асимптотично при великих t отримаємо

c1e
λ
(1)
max(t−τ)e

−
τ∫
0

d1(ξ)dξ
≤ x(τ, t) ≤ c2e

λ
(2)
max(t−τ)e

−
τ∫
0

d2(ξ)dξ
,

де λ(1)max, λ
(2)
max – вiдповiдно дiйснi коренi рiвнянь

∞∫
0

K1(τ)e
−λτdτ = 1,

∞∫
0

K2(τ)e
−λτdτ = 1.

1.1.5. Моделi збору врожаю та мiграцiї

В своїй дiяльностi людина використовує рiзнi природнi ресур-
си. Мета такої дiяльностi полягає в тому, щоб зiбрати врожай ко-
рисної бiомаси не порушивши стiйкостi екосистеми. Врожай – це
та кiлькiсть бiомаси, яка забирається з даної популяцiї. Експлуа-
тацiю популяцiї можна проводити двома стратегiями.

Стратегiя 1 враховує стан системи, тобто збiр урожаю про-
порцiйний чисельностi x(τ, t), при цьому модель збору урожаю є
системою з оберненим зв’язком. Такi моделi називаються мягки-
ми.

Стратегiя 2 передбачає директивну квоту, тобто маємо жорст-
ке планування. При цьому, при бiльших квотах вiдбору особин
в популяцiї, вона може бути знищена за скiнченний час, якою б
багаточисельною популяцiя не була в початковий момент часу.

Розглянемо одну з найпростiших моделей збору урожаю чи мi-
грацiї особин з вiковою структурою. Моделi, що враховують збiр
урожаю одержуються з моделi (1.1.27) шляхом додавання в рiв-
няння виживання додаткових членiв.
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Згiдно з стратегiєю 1, коли з популяцiї вiдбираються особини
пропорцiїйно її щiльностi, маємо рiвняння виживання у виглядi

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x− p(τ, t)x, (1.1.37)

де p(τ, t) – коефiцiєнт збору урожаю.
Рiвняння (1.1.37) має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d̂(τ, t)x(τ, t),

де d̂(τ, t) = d(τ, t) + p(τ, t), яке з точнiстю до позначень спiвпадає
з системою (1.1.27). Дослiдження такої моделi проведено вище.

Бiльш цiкавим є випадок збору урожаю в популяцiї з жорст-
кою iнтенсивнiстю m(τ, t), що не залежить вiд щiльностi чисель-
ностi популяцiї.

В цьому випадку модель збору урожаю набуває вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ, t)x(τ, t) +m(τ, t),

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ,

x(τ, 0) = φ(τ).

(1.1.38)

Тут m(τ, t) виступає як управлiння при експлуатацiї популяцiї.
Рiвняння (1.1.38) описують ще i процеси мiграцiї. Значення

m(τ, t) > 0 вiдповiдає притоку особин вiку τ в момент часу t i
вiдтоку особин, якщо m(τ, t) < 0.

Наведемо розв’язування системи рiвнянь (1.1.38). Перш за все
знайдемо частинний розв’язок x̃ рiвняння виживання, що вiдпо-
вiдає неоднорiдному члену m(τ, t). Будемо шукати цей розв’язок
у виглядi

x̃ = m̃(τ, t)e
−

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
. (1.1.39)
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Пiдставляючи (1.1.39) в рiвняння виживання системи (1.1.38),
отримаємо

∂m̃

∂τ
+
∂m̃

∂t
= m̄(τ, t), (1.1.40)

де m̄(τ, t) = m(τ, t)e

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
.

Одним з частинних розв’язкiв рiвняння (1.1.40) є

m̃(τ, t) =

τ∫
0

m̄(ξ, t− τ + ξ)dξ.

Отже, частинний розв’язок x̃(τ, t) має вигляд

x̃(τ, t) =

τ∫
0

m̄(ξ, t− τ + ξ)dξe
−

τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
.

Тодi загальний розв’язок x(τ, t) системи (1.1.38) складаєть-
ся з суми загального розв’язку однорiдної системи i частинного
розв’язку неоднорiдної системи, тобто

x(τ, t) =

Ω(t− τ) +

τ∫
0

m̄(ξ, t− τ + ξ)dξ

 e− τ∫
0

d(ξ,t−τ+ξ)dξ
,

(1.1.41)
Пiдставляючи загальний розв’язок (1.1.41) в друге та третє рiв-
няння (1.1.38), отримуємо iнтегральне рiвняння вигляду

Ω(t) =

t∫
0

K(τ, t)Ω(t− τ)dτ + χ(t) + ˜̃m(t), (1.1.42)

де χ(t) визначається формулою (1.1.32), а ˜̃m може бути записана
як

˜̃m =

∞∫
0

K(τ, t)

τ∫
0

m̄(ξ, t− τ + ξ)dξdτ.
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Рiвняння (1.1.42) з точнiстю до позначень спiвпадає з (1.1.31),
тому його розв’язок може бути одержаний способом, що описаний
в п. 1.1.4..

Пiсля пiдстановки знайденого розв’язку Ω(t) в (1.1.41) оста-
точно отримаємо розв’язок неоднорiдної системи рiвнянь (1.1.38).

Значно простiше розв’язок (1.1.41) може бути знайдений у ви-
падку стацiонарного середовища, тобто при стацiонарних пара-
метрах народжуваностi b(τ) та виживання d(τ). Iнтегральне рiв-
няння для Ω(t) в цьому випадку має вигляд аналогiчний (1.1.15).

Ω(t) =

t∫
0

K(τ)Ω(t− τ)dτ +Ψ(t) + ˜̃m(t), (1.1.43)

Застосовуючи перетворення Лапласа до (1.1.43), можна знай-
ти оригiнал Ω(t) як в п. 1.1.2. у виглядi ряду експонент. Присут-
нiсть доданка ˜̃m змiнить тiльки значення коефiцiєнтiв c, c2, c3, . . ..

Асимптотично при t→ ∞ маємо

x(τ, t) =

ceλmax(t−τ) +

τ∫
0

m̄(ξ, t− τ + ξ)dξ

 e− τ∫
0

d(ξ)dξ
, (1.1.44)

Як видно з формули (1.1.44), величина x(τ, t) може ставати
вiд’ємною величиною, що з бiологiчної точки зору означає, що
друга стратегiя збору урожаю може приводити до зникнення по-
пуляцiї.

Тому вибiр значень параметра m(τ) є надзвичайно важливим
моментом управлiння експлуатацiєю популяцiї. Збiльшуючи квоту
вилову m(τ) не можна перейти критичний рiвень.

На рис. 1.3 бачимо, що вiдбудеться з популяцiєю при збiль-
шеннi m(τ). Це приводить до повного знищення популяцiї. Систе-
ма без оберненого зв’язку (тобто зв’язку прийнятих рiшень вiд
реального стану справ) розвалюється при спробi збiльшити збiр
урожаю.
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Рис. 1.3. Динамiка новонароджених особин при: а) m(τ) =, б)
m(τ) =

1.1.6. Модельний приклад

В областi D = {(τ, t) : 0 < τ < 1, 0 < t < 1} розглянемо модель
динамiки вiкової структури гiпотетичної популяцiї вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −αx, (1.1.45)

x(0, t) = C

1∫
0

x(τ, t)dτ, (1.1.46)

x(τ, 0) = b, (1.1.47)

де α, b, c – невiд’ємнi сталi, причому α, c ∈ (0, 1).
В областi τ > t розв’язок рiвняння (1.1.45) має вигляд

x(τ, t) = Ω(t− τ)e−ατ , (1.1.48)

де Ω(τ) = x(0, t) – кiлькiсть новонароджених в момент часу t.
Розв’язок рiвняння (1.1.45) в областi τ ≥ t, використовуючи

iнтегрування вздовж характеристик τ = t+ q, q > 0, знаходимо у
виглядi

x(τ, t) = be−αt, τ ≥ t. (1.1.49)

Використовуючи умову (1.1.46) i враховуючи вирази (1.1.48),
(1.1.49), для Ω(t) одержуємо рiвняння

Ω(t) = c

t∫
0

Ω(t− τ)e−αtdτ + c

1∫
t

be−αtdτ,

або

Ω(t) = c

t∫
0

Ω(t)e−α(t−τ)dτ + cbe−αt(1− t). (1.1.50)
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Для розв’язування рiвняння (1.1.50) використаємо метод по-
слiдовних наближень. Для цього покладемо Ω0(t) = cbe−αt(1 − t)

i органiзуємо iтерацiйний процес

Ωk+1(t) = c

t∫
0

Ωk(τ)e
−α(t−τ)dτ.

Послiдовно знаходимо

Ω1(t) = c

t∫
0

Ω0(τ)e
−α(t−τ)dτ = c

t∫
0

cbe−ατ (1− τ)e−α(t−τ)dτ =

= c2be−αt
(
t− t2

2

)
,

Ω2(t) = c

t∫
0

Ω1(τ)e
−α(t−τ)dτ = c

t∫
0

c2be−ατ
(
τ − τ2

2

)
e−α(t−τ)dτ =

= c3be−αt
( t2
2
− t3

2 · 3

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Оскiльки ряд Ω(t) =

∞∑
k=0

Ωk(t) є розв’язком iнтегрального рiв-

няння (1.1.50), то

Ω(t) = Ω0(t) + Ω1(t) + Ω2(t) + · · · =

= cbe−αt(1− t) + c2be−αt
(
t− t2

2

)
+ c3be−αt

( t2
2
− t3

2 · 3

)
+ . . . ,

або

Ω(t) = cbe−αt
(
1 + ct+

c2t2

2
+ · · ·+−t

(
1 +

ct

2
+
c2t2

2 · 3
+ . . .

))
=

= cbe−αt
(
ect − t

−1 + 1 + ct+ c2t2

2 + c2t3

2·3 + . . .

ct

)
=
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= cbe−αt
(
ect − ect − 1

c

)
= be−αt(1 + ect(c− 1)).

Тому, виходячи з формул (1.1.48) можемо записати розв’язок
x(τ, t) в областi t > τ

x(τ, t) = Ω(t− τ)e−ατ = be−α(t−τ)(1 + ec(t−τ)(c− 1))e−ατ =

= be−αt(1 + (c− 1)ec(t−τ)) = be−αt + (c− 1)be−αt · ec(t−τ) =

= be−αt + b(c− 1)ec(t−α)t · e−cτ .

Отже, розв’язок задачi (1.1.45)–(1.1.47) в областi D має вигляд

x(τ, t) =

{
be−αt, τ ≥ t,

b(c− 1)e(c−α)te−cτ + be−αt, τ < t.

1.2. Модель динамiки вiкової структури з мiжвiко-
вою конкуренцiєю

1.2.1. Формулювання моделi

В п. 1.1. розглянута лiнiйна модель динамiки вiкової струк-
тури у випадку, коли коефiцiєнт виживання d(τ, t, x) не залежав
вiд щiльностi x. Бiльш реалiстичними є випадки, коли коефiцiєнт
смертностi є функцiєю щiльностi вiкового розподiлу. За аналогiєю
з моделлю Ферхюльста–Пiрла, що описує динамiку загальної чи-
сельностi популяцiї, вважатимемо цю функцiю лiнiйною. Тобто
замiсть рiвнянь (1.1.5), (1.1.6) розглядатимемо системи рiвнянь,
якi описують динамiку вiкового складу при наявностi лiмiтуючих
факторiв, а саме за умов мiжвiкової конкуренцiї:

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= − (d(τ, t) + p(τ, t)x)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t ≥ 0, (1.2.1)
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x(τ, 0) = φ(τ), τ > 0.

Параметри d(τ, t), b(τ, t), як i вище, функцiї природної смерт-
ностi i народжування, φ(τ) – початковий розподiл вiкового складу
популяцiї, p(τ, t) – коефiцiєнт лiмiтування всерединi групи особин
вiку τ .

Рiвняння (1.2.1) є узагальненням логiстичної моделi динамiки
популяцiї на випадок урахування вiкового розподiлу особин. Ця
модель вивчалась в працi [...]. Випадок, коли d(τ, t) = 0 розгляну-
тий в роботi [...].

Параметри системи (1.2.1), виходячи з бiологiчних мiркувань,
задовольняють умови:

1) d(τ, t), p(τ, t) ∈ C(R+, R+), R+ = [0,∞);
2) b(τ, t) неперервна по t, iнтегрована i кусково-неперевна по τ

в областi R∗ ×R+;
3) φ(τ) iнтегрована i неперервна на R+;
4) d(τ, t), p(τ, t), b(τ, t) ≥ 0, φ(τ) ≥ 0, τ, t ∈ R+.
Лiву частину в (1.2.1) будемо розумiти як похiдну по напрямку

t = τ , оскiльки час i вiк особин змiнюються на одинакову величи-
ну.

Для коректностi використання побудованих моделей необхiд-
но переконатись в тому, що наведенi рiвняння володiють рядом
властивостей, якi дозволяють застосувати їх для опису динамiки
популяцiї. До таких властивостей належать iснування, єдинiсть i
невiд’ємнiсть розв’язкiв.

1.2.2. Iснування i єдинiсть розв’язкiв

Використовуючи iнтегрування рiвнянь вздовж характеристик,
побудуємо загальний вигляд розв’язку системи рiвнянь (1.2.1).

При t > τ виконаємо замiну t = τ + q, q > 0, тодi x(τ, t) =
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x(τ, τ+q) ≡ x̂(τ) i перше рiвняння системи (1.2.1) набуває вигляду

dx̂

dτ
= −

[
d̂(τ) + p̂(τ)x̂

]
x̂, (1.2.2)

де d̂(τ) = d(τ, τ + q), p̂(τ) = p(τ, τ + q).
Iнтегруючи (1.2.2) знаходимо

x̂(τ) =
x̂(0)Λ(τ)

x̂(0) +
τ∫
0

p̂(ξ)Λ(ξ)dξ

, (1.2.3)

де Λ(τ) = e
−

τ∫
0

d̂(ξ)dξ
.

Повертаючись до попереднiх позначень, маємо

x(τ, τ + q) =
x(0, q)e

−
τ∫
0

d(s,s+q)ds

x(0, q) +
τ∫
0

p(ξ, ξ + q)e
−

ξ∫
0

d(s,s+q)ds
dξ

.

Враховуючи той факт, що q = t− τ , введемо позначення

Λ(τ, t) = exp

−
τ∫

0

d(s, t− τ + s)ds

 ,

P (τ, t) =

τ∫
0

p(ξ, t− τ + ξ)Λ(ξ, t− τ + ξ)dξ, (1.2.4)

x(0, t) = Ψ(t), t ≥ τ,

тодi

x(τ, t) =
Ψ(t− τ)

1 + P (τ, t)Ψ(t− τ)
Λ(τ, t), t ≥ τ. (1.2.5)

Аналогiчно при t < τ за допомогою замiни τ = t+q знаходимо

x(τ, t) =
φ(τ − t)

1 + P̃ (τ, t)φ(τ − t)
Λ̃(τ, t), t < τ, (1.2.6)
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де

Λ̃(τ, t) = e
−

t∫
0

d(τ−t+ξ,ξ)dξ
,

P̃ (τ, t) =

t∫
0

p(τ − t+ ξ, ξ)Λ̃(τ − t+ ξ, ξ)dξ. (1.2.7)

При t < τ розв’язок x(τ, t) повнiстю вiдомий, а для знаход-
ження розв’язку x(τ, t) в областi t ≥ τ потрiбно знайти функцiю
Ψ(t).

З рiвняння (1.2.5) при τ = 0 маємо, що Ψ(t) = x(0, t). Це
означає, що функцiя Ψ(t) має бiологiчну iнтерпретацiю, а саме її
значення в момент часу t задають щiльнiсть новонароджених.

Враховуючи (1.2.5), (1.2.6), з другого рiвняння системи (1.2.1)
одержимо рiвняння для знаходження Ψ(t). Маємо

Ψ(t) =

t∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ +

∞∫
t

b(τ, t)x(τ, t)dτ =

=

t∫
0

b(τ, t)Λ(τ, t)
Ψ(t− τ)

1 + P (τ, t)Ψ(t− τ)
dτ+

+

∞∫
t

b(τ, t)Λ̃(τ, t)
φ(τ − t)

1 + P̃ (τ, t)φ(τ − t)
dτ,

або

Ψ(t) =

t∫
0

K(τ, t)Ψ(t− τ)

1 + P (τ, t)Ψ(t− τ)
dτ +G(t), (1.2.8)

де
K(τ, t) = b(τ, t)Λ(τ, t), (1.2.9)

G(t) =

∞∫
0

b(τ + t, t)Λ̃(τ + t, t)
φ(τ)

1 + P̃ (τ + t, t)φ(τ)
dτ.
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Очевидно, виходячи з бiологiчних мiркувань, що G(t) дорiв-
нює нулю для достатньо великих t.

Виконанi дослiдження можна сформулювати у виглядi теоре-
ми.

Теорема 1.2.1. Нехай виконанi умови 1)–4). Тодi, якщо x(τ, t)
розв’язок задачi (1.2.1), то вiн має вигляд (1.2.5), (1.2.6), де Ψ(t)

– розв’язок iнтегрального рiвняння (1.2.8) i навпаки: якщо ψ(t)
задовольняє умови (1.2.8), то x(τ, t), визначене в (1.2.5), (1.2.6),
є розв’язком задачi (1.2.1).

Доведення першої частини теореми уже наведено. Доведення
оберненого твердження проводиться шляхом безпосередньої пiд-
становки (1.2.5), (1.2.6) в (1.2.1) з урахуванням (1.2.8).

Правильною є наступна теорема про iснування та єдинiсть
розв’язку задачi (1.2.1).

Теорема 1.2.2. Нехай виконанi умови 1)–4), тодi iнте-
гральне рiвняння при t ∈ R+ має єдиний розв’язок в класi непе-
рервних невiд’ємних функцiй.

Доведення. Використаємо iтерацiї Пiкара, утворюючи послi-
довнiсть Ψk(t) з Ψ0(t) = G(t) за формулою

Ψk+1 =

t∫
0

K(τ, t)Ψk(t− τ)

1 + P (τ, t)Ψk(t− τ)
dτ, k = 0, 1, . . . .

Аналогiчно як це зроблено в п. 1.1.3 можна одержати оцiнку

G(t) =

∞∫
0

b(τ + t, t)φ(τ)dτ ≤ b̂N0,

де b̂ = sup
τ,t∈R+

b(τ, t),N0 =

∞∫
0

φ(τ)dτ . Оскiльки 1+P̂ (τ+t, t)φ(τ) ≥ 1,

а Λ̃(τ+t, t) ≤ 1, то Ψ1(t) на промiжку [0, T ] задовольняє нерiвностi

Ψ1(t) ≤ b̂2N0T.
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Аналогiчно
Ψk(t) ≤

1

k!
b̂k+1N0T

k.

Розв’язок Ψ(t) рiвняння (1.2.8) вiдшукуємо у формi

Ψ(t) =
∞∑
k=1

Ψk(t). (1.2.10)

З наведених вище оцiнок випливає, що ряд
∞∑
k=1

Ψk(t) є рiвно-

мiрно збiжним, оскiльки правильною є оцiнка

Ω(t) ≤ b̃N0

1 + b̂T + . . .+

(
b̂T
)k

k!
+ . . .

 = N0b̂e
b̂T .

Отже, ряд (1.2.10) в дiйсностi є розв’язком рiвняння (1.2.8).
Наведемо ще один спосiб побудови розв’язкiв нелiнiйного iн-

тегрального рiвняння вiдновлення (1.2.8). Цей спосiб має бiльш
природнiй бiологiчний змiст. Цей спосiб базується на тому фактi,
що величина τ1 (вiк статевої зрiлостi) в реальних умовах завжди
додатнiй, так що рiвняння (1.2.8) можна переписати у виглядi

Ψ(t) =

t∫
τ1

K(τ, t)Ψ(t− τ)

1 + P (τ, t)Ψ(t− τ)
dτ +G(t), t > 0. (1.2.11)

Як видно з формули (1.2.11), що для того, щоб знайти Ψ(t) в
момент часу t ≤ τ1 потрiбно знайти Ψ(t − τ) для вiд’ємних аргу-
ментiв, тобто Ψ(−τ).

Ψ(−τ) можна знайти з початкової умови x(τ, 0) = φ(τ).

Враховуючи (1.2.5), з початкової умови маємо

φ(τ) =
Ψ(−τ)

1 + P (τ, 0)Ψ(−τ)
Λ(τ, 0).
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Звiдси знаходимо

Ψ(−τ) = φ(τ)

Λ(τ, 0)− P (τ, 0)φ(τ)
, τ > 0. (1.2.12)

Отже, знаючи Ψ(−τ) для вiд’ємних аогументiв, за формулою
(1.2.11) можемо знайти Ψ(t) для t ∈ [0, τ1]. Позначимо його через
Ψ1(t).

Дальше визначимо послiдовнiсть функцiй

Ψk+1(t) =

t∫
τ1

K(τ, t)Ψk(t− τ)

1 + P (τ, t)Ψk(t− τ)
dτ +G(t), k = 1, 2, . . . .

Тодi розв’язок iнтегрального рiвняння можна записати у
виглядi

Ψ(t) =



Ψ1(t), 0 ≤ t ≤ τ1,

Ψ2(t), τ1 ≤ t ≤ 2τ1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Ψk(t), (k − 1)τ1 ≤ t ≤ kτ1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Пояснимо тепер бiологiчний змiст функцiй Ψk(t). Функцiя
Ψ1(t) описує динамiку кiлькостi новонароджених при 0 ≤ t ≤ τ1,
тобто вiд початкового моменту часу до моменту часу, коли особи-
ни народженi в початковий момент часу досягнуть статевої зрiло-
стi, тобто вiку τ1. Функцiя Ψ2(t) описує динамiку кiлькостi ново-
народжених для t ∈ [τ1, 2τ1], тобто вiд моменту статевої зрiлостi
новонароджених особин i до моменту, коли їх нащадки вступлять
в репродуктивний вiк.

Отже, бiологiчний змiст функцiй Ψk(t) полягає в тому, що во-
ни описують динамiку чисельностi новонароджених в k-тому по-
колiннi, де пiд поколiнням прийнято називати вiковий вiдрiзок
довжиною τ1.
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1.2.3. Iснування стацiонарних розв’язкiв та їх стiйкiсть

Розглянемо модель динамiки вiкового складу з лiмiтуючими
факторами в стацiонарному середовищi.

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= − [d(τ) + p(τ)x]x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0. (1.2.13)

Тут b(τ), d(τ) – коефiцiєнти народжування та виживання, p(τ) –
параметр, що описує ефект мiжвiкової взаємодiї.

Стацiонарний розподiл вiкового складу x̄(τ) очевидно задо-
вольняє задачi

dx̄

dτ
= − [d(τ) + p(τ)x̄(τ)] x̄(τ),

x̄(0) =

∞∫
0

b(τ)x̄(τ)dτ. (1.2.14)

Аналогiчно (1.2.4), (1.2.9), введемо позначення

Λ(τ) = exp

−
τ∫

0

d(ξ)dξ

 ,

P (τ) =

τ∫
0

p(ξ)Λ(ξ)dξ, (1.2.15)

K(τ) = b(τ)Λ(τ).

З першого рiвняння (1.2.14) знаходимо

x̄(τ) =
x̄0Λ(τ)

1 + x̄0P (τ)
, (1.2.16)

де x̄0 = x̄(0).
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Правильною є теорема.
Теорема 1.2.3. Нехай виконуються умови:
а) d(τ), p(τ) ∈ C(R+);
б) b(τ) – iнтегрована i кусково-неперервна на R+;
в) або p(0) ̸= 0, або p(τ) ≡ 0 на вiдрiзку [0, α], причому

α∫
0

K(τ)dτ < 1 i iснує таке ε, що на вiдрiзку (α;α+ ε) p(τ) ̸= 0;

г) b(τ), d(τ), p(τ) ≥ 0, τ ∈ R+.
Тодi для iснування додатного стацiонарного розв’язку x̄(τ),

необхiдно i досить, щоб

∞∫
0

K(τ)dτ > 1, (1.2.17)

причому цей розв’язок єдиний.
Достатнiсть. Пiдставимо (1.2.16) у друге рiвняння системи

(1.2.13). Для знаходження величини x̄0 одержуємо рiвняння

Φ(x̄0) = 1, (1.2.18)

де

Φ(x) =

∞∫
0

K(τ)

1 + xP (τ)
dτ, (1.2.19)

Зауважимо, що iнтеграл в (1.2.19) iснує при припущеннях, зробле-
них в теоремi, i збiгається рiвномiрно вiдносно x ∈ R+, а значить
є неперервним по параметру x в областi iснування.

За теоремою про граничний перехiд пiд знаком невласного
iнтеграла, що залежить вiд параметра, при x → ∞ маємо або
Φ(x) → 0, або

Φ(x) →
α∫

0

K(τ)dτ

42



монотонно, оскiльки похiдна Φ′(x) < 0.
Звiдси, враховуючи, що

Φ(0) =

∞∫
0

K(τ)dτ > 1,

маємо iснування єдиного додатнього кореня x̄0 рiвняння (1.2.18).
Отже, iснування єдиного додатного стацiонарного розв’язку
(1.2.16) доведено.

Необхiднiсть. Доведення проведемо вiд протилежного. Нехай
виконана одна з двох умов

∞∫
0

K(τ)dτ = 1, (1.2.20)

∞∫
0

K(τ)dτ < 1. (1.2.21)

У випадку (1.2.20) стацiонарний розв’язок є тривiальним,
оскiльки рiвняння (1.2.18) має лише єдиний корiнь x̄0 = 0.

Цiкавим є випадок (1.2.21), оскiльки рiвняння (1.2.18) має
тiльки вiд’ємнi коренi x̄0. В той же час розв’язок x̄(τ) з формули
(1.2.16) може набувати i додатнiх значень. В роботi [...] показано,
що такого бути не може.

У випадку не виконання умови в) теореми 1.3.3 правильною є
теорема.

Теорема 1.2.4. Нехай виконуються умови а), б), г) теореми
1.2.3, а α – максимальна точка така, що p(τ) = 0, τ ≤ α; тодi,
якщо

α∫
0

K(τ)dτ = 1, b(τ) = 0, τ > α,
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то iснує нескiнченно багато стацiонарних розв’язкiв вигляду
(1.2.16); якщо

α∫
0

K(τ)dτ > 1,

α∫
0

K(τ)dτ = 1

i правiше вiдрiзка [0, α] iснує множина ненулевої мiри, де b(τ) ̸=
0, то не iснує ненульових стацiонарних розв’язкiв.

Доведення цiєї теореми аналогiчно доведенню теореми 1.2.3.
Вивчимо тепер питання стiйкостi отриманих стацiонарних

розв’язкiв.
Означення. Стацiонарний розв’язок x̄(τ) системи (1.2.1)

називається стiйким за Ляпуновим, якщо ∀ε > 0 знайдеться
δε > 0 таке, що для всiх δ ∈ (0, δε) з умови |φ(τ)− x̄(τ)| < δ,
τ ∈ R+ слiдує нерiвнiсть |x(τ, t, φ)− x̄(τ)| < ε ∀t > 0, τ ∈ R+.

Для цього введемо в розгляд величину вiдхилення вiкового
складу популяцiї вiд стацiонарного розподiлу

ξ(τ, t) = x(τ, t)− x̄(τ).

З точнiстю до нескiнченно малих другого порядку маємо

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= − [d(τ) + 2p(τ)x̄(τ)] ξ, τ, t > 0,

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ, t > 0. (1.2.22)

Використовуючи метод вiдокремлення змiнних в (1.2.22), одер-
жимо ξ(τ, t) = x(τ)ezt. При цьому

x(τ) = x(0)
Λ(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−zτ , (1.2.23)

а показники z є коренями трансцендентного рiвняння

F (z) = 1,
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де

F (z) =

∞∫
0

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−zτdτ (1.2.24)

При умовах теореми 1.2.3 iнтеграл (1.2.24) iснує для z, для
яких виконується умова

Rezτ ≥ −
τ∫

0

d(ξ)dξ (1.2.25)

при достатньо великих τ .
Зауважимо, що, якщо d(τ) → ∞ при τ → ∞ або

τ−1

τ∫
0

d(ξ)dξ → ∞ при τ → ∞ (1.2.26)

то умова (1.2.25) виконана для Rez ∈ (−∞,∞).
Наведемо теореми про стiйкiсть стацiонарних розв’язкiв.
Теорема 1.2.5. Якщо виконуються умови теореми 1.2.3 i

умова (1.2.26), то додатний стацiонарний розв’язок є асимпто-
тично стiйкий.

Доведення. Визначимо характер коренiв рiвняння (1.2.24),
для чого спочатку функцiю F (z) розглянемо як функцiю дiйсно-
го аргументу z. Аналогiчно властивостям функцiї Φ(x) з (1.2.19)
маємо неперервнiсть функцiї F (z) в областi її визначення i пря-
мування F (z) до нуля при z → ∞, причому монотонно, оскiльки
F ′(z) < 0.

При умовi (1.2.26) F (z) → ∞ при z → −∞.
Враховуючи (1.2.24) i (1.2.18), одержуємо

F (0) =

∞∫
0

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2dτ <

∞∫
0

K(τ)

1 + x̄0P (τ)
dτ = 1,

а це означає, що рiвняння F (z) = 1 має єдиний дiйсний вiд’ємний
корiнь z∗ < 0 (рис. 1.2.1)
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Рис. 1.2.1. Демонстрацiя iснування дiйсних коренiв рiвняння
(1.2.24)

Оскiльки функцiя 1 − F (z) є цiлою функцiєю надстепеневого
порядку росту, то вона має нескiнченну кiлькiсть комплексних
коренiв, причому спряжених. Для будь-якого кореня ẑ = α+ iβ

F (z) = 1 =

∞∫
0

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−ατ cosβτdτ <

<

∞∫
0

K(τ)

1 + x̄0P (τ)
e−ατdτ = F (α).

При цьому внаслiдок монотонностi функцiї F (z) дiйсного ар-
гументу маємо α < z∗, тому головний член асимптотики ξ(τ, t)

має вигляд
ξ(τ, t) = x∗(τ)ez

∗t,

де x∗(τ) розв’язок (1.2.23), що вiдповiдає z = z∗.
Отже, теорема про стiйкiсть ненульового стацiонарного

розв’язку доведена.
Теорема 1.2.6. Тривiальний розв’язок при умовах (1.2.20),

(1.2.21), (1.2.26) асимптотично cтiйкий, а при умовi (1.2.17) –
нестiйкий.
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Доведення цiєї теореми аналогiчно доведенню теореми 1.2.5,
при цьому рiвняння для характеристичних показникiв має вигляд

∞∫
0

K(τ)e−zτdτ = 1.

Зауважимо, що якщо носiй функцiї b(τ) знаходиться на вiдрiз-
ку [τ1, τ2], тодi максимальний перiод коливань T < 2τ2, оскiльки
з (1.2.24) маємо

τ2∫
τ1

K(τ)

[1 + x̄0P (τ)]
2 e

−ατ sinβτdτ = 0.

1.2.4. Збурення стацiонарних розв’язкiв

Розглянемо питання збурення стацiонарних розв’язкiв при
варiацiї коефiцiєнта народжуваностi, тобто при замiнi b(τ) на
b(τ) + δb(τ). З (1.2.17) маємо

∞∫
0

δb(τ)Λ(τ)dτ > 1−
∞∫
0

K(τ)dτ.

Цьому спiввiдношенню повиннi задовольняти всеможливi варiацiї
δb(τ) для того, щоб не допустити вимирання популяцiї.

При варiацiї параметра b(τ) на величину δb(τ), так що b(τ) +
δb(τ) ≥ 0 з (1.2.16) знаходимо

δx̄(τ) = δx̄0
Λ(τ)

(1 + x̄0P (τ)) (1 + (x̄0 + δx̄0)P (τ))
,

де x̄(τ) – стацiонарний розв’язок, що вiдповiдає параметру b(τ).
При цьому, враховуючи (1.2.18), (1.2.19), видно, що x̄0 + δx̄0 ≥ 0

для b(τ) + δb(τ) ≥ 0, а знаки δx̄0, δx̄(τ) спiвпадають зi знаком
виразу

∞∫
0

δb(τ)Λ(τ)

1 + x̄0P (τ)
dτ.
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Нехай 0 ≤ b1(τ) ≤ b(τ) ≤ b2(τ), а x̄1(τ), x̄2(τ) – додатнi стацiо-
нарнi розв’язки, що вiдповiдають b1(τ), b2(τ) (можливо x̄1(τ) = 0),
тодi правильною є оцiнка

x̄1(τ) ≤ x̄(τ) ≤ x̄2(τ).

У випадку варiацiї усiх параметрiв, тобто

0 ≤ b̄(τ) = b(τ) + δb(τ),

0 ≤ d̄(τ) = d(τ) + δd(τ), (1.2.27)

0 ≤ p̄(τ) = p(τ) + δp(τ),

умова для виживання популяцiї набуває вигляду

∞∫
0

K(τ)Λδ(τ)dτ +

∞∫
0

δb(τ)Λ(τ)Λδ(τ)dτ > 1, (1.2.28)

де

Λδ(τ) = exp

−
τ∫

0

δd(ξ)dξ

 .

Зауважимо, що оскiльки умова (1.2.28) не залежить вiд p(τ),
то збурюючи тiльки коефiцiєнт p(τ), такщо p(τ) ≥ 0, τ ∈ R+, не
можна попередити вимирання популяцiї, або навпаки привести
популяцiю до вимирання (теоретично). Коефiцiєнт p(τ) впливає
лише на величину стацiонарного розподiлу.

У випадку (1.2.27) маємо

δx̄(τ) =
Λ(τ)Y (τ)

(1 + (x̄0 + δx̄0)P (τ)) (1 + x̄0P (τ))
,

де

Y (τ) = Λδ(τ) (1 + x̄0P (τ)) (x̄0 + δx̄0)− x̄0
(
1 + (x̄0 + δx̄0)P̄ (τ)

)
,
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P̄ (τ) =

τ∫
0

p̄(ξ)Λ(τ)Λδ(τ)dξ

i при цьому δx̄0 має знак виразу
∞∫
0

b̄(τ)Λ(τ)Λδ(τ)

1 + x̄0P̄ (τ)
dτ − 1.

Зауважимо, що δx̄(τ) може змiнювати знак в точках, якi є
нулями функцiї Y (τ). Це не мало мiсця у випадку варiацiї одного
параметра b(τ).

При оцiнках усiх параметрiв

0 ≤ b1(τ) ≤ b(τ) ≤ b2(τ),

0 ≤ d1(τ) ≤ d(τ) ≤ d2(τ) (1.2.29)

0 ≤ p1(τ) ≤ p(τ) ≤ p2(τ)

з рiвняння (1.2.18), внаслiдок монотонностi Φ(x̄0), маємо x̄01 ≤
x̄0 ≤ x̄02, так що x̄0i, i = 1, 2 є коренями рiвнянь

∞∫
0

bi(τ)Λi(τ)

1 + x̄0iPi(τ)
dτ = 1,

де

Λi(τ) = exp

−
τ∫

0

d3−i(ξ)dξ

 ,

Pi(τ) =

τ∫
0

p3−i(ξ)Λ3−i(ξ)dξ, i = 1, 2.

Для x(τ) правильною є оцiнка x1(τ) < x(τ) < x2(τ), де

xi(τ) =
x0iΛi(τ)

1 + x0iPi(τ)
.

Зауважимо, що якщо коефiцiєнти b(τ, t), d(τ, t), p(τ, t) задо-
вольняють умови обмеження (1.2.28), то асимптотично для вели-
ких t x̄1(τ) ≤ x̄(τ, t) ≤ x̄2(τ).
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1.2.5. Приклад числового розв’язування

При числовому розв’язуваннi рiвняння (1.2.8) застосовується
метод послiдовних наближень, або метод послiдовних вiдновлень,
змiст якого полягає в обчисленнi Ψ(t) послiдовно на вiдрiзках
довжиною τ0, де τ0 – початковий вiк репродуктивного перiоду:
b(τ, t) = 0 при τ ∈ [0, τ0].

Розглянемо гiпотетичну популяцiю. Нехай

d(τ) = c > 0, p(τ) = m > 0, b(τ) =

{
n, τ ≤ A,

0, τ > A.

Стацiонарний розподiл при цьому має вигляд

x(τ) =
x̄0 exp(−cτ)

1 + x̄0
(
m
c (1− exp(−cτ))

) ,
де x̄0 – корiнь рiвняння

x̄0 =
a

m
ln
(
1 + x̄0

m

c
(1− exp(−Ac))

)
. (1.2.30)

Умова iснування ненульового стацiонарного розв’язку (iсну-
вання ненульового кореня рiвняння (1.2.30)) – це виконання нерiв-
ностей c < n i A > A∗, де

A∗ = −1

c
ln
(
1− c

n

)
.

При A < A∗ стацiонарний розподiл є нульовим. Оскiльки
Ψ(0) = G(0) вiдомо, то Ψ(t) з (1.2.8) можна обчисляти послiдовно
з деяким кроком по t за допомогою квадратурних формул.

При обчисленнях зi значеннями параметрiв

m = 0.2, c = 0.125, n = 0.25, A = 10, φ(τ) =

{
2− 0.2τ, τ ≤ 10,

0, τ > 10,

знайдемо A∗ = 5.5451, x̄0 = 8.4184 (горизонтальна лiнiя на рис.

1.2.2). Бiологiчний потенцiал
∞∫
0

K(τ)dτ = 1.42699 > 1. Результати
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розрахунку Ψ(τ) = x(0, t) поданi в графiчнiй формi на рис. 1.2.2,
при цьому розрахунок проводився з кроком h = 0.025.

Рис. 1.2.2. Графiк функцiї Ψ(τ) = x(0, t)

1.3. Аналiз моделi динамiки вiкової структури по-
пуляцiй з урахуванням внутрiшньовидової кон-
куренцiї

1.3.1. Вступ

Вище в п. 1.1 була розглянута лiнiйна модель динамiки вiко-
вої структури. Бiльш реальними є моделi, що враховують вплив
конкуренцiї мiж особинами, яка виникає при умовах нестачi ре-
сурсiв для процесiв народжування та виживання. В цьому ви-
падку функцiї народжування та виживання залежать не тiльки
вiд параметра τ , але й вiд фазової змiнної x. Це приводить до
квазiлiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
першого порядку.

Модель, що враховує мiжвiкову конкуренцiю, вивчалася в
п. 1.2. В даному пунктi дослiджується модель динамiки вiкової
структури бiологiчних, що враховує внутрiшньовидову конкурен-
цiю.

51



1.3.2. Формулювання моделi

Дослiдження цiєї моделi сприяє бiльше глибокому розумiнню
закономiрностей розвитку бiологiчних популяцiй.

Модель, що враховує наявнiсть внутрiшньовидової конкурен-
цiї, має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ, t) +

∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds
]
x,

τ, t > 0, (21)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ, t > 0, (22)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0. (23)

В цiй моделi основною характеристикою вiкової структури є
густина чисельностi популяцiї x(τ, t) (або густина бiомаси) так, що
∞∫
0

x(τ, t)dτ = N(t) визначає загальну кiлькiсть особин популяцiї в

момент часу t. Параметри d(τ, t), b(τ, t) – це функцiї, що визнача-
ють природну смертнiсть та народжуванiсть особин вiку τ в мо-
мент часу t, функцiя a(τ, s, t) описує ефект конкуренцiї мiж особи-

нами вiкiв τ та s в момент часу t так, що вираз
∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds

задає швидкiсть зменшення чисельностi особин вiку τ внаслiдок
конкуренцiї з усiма особинами бiологiчного угруповання.

Задачу (21) – (23) надалi називатимемо популяцiйною задачею.
Зробимо такi припущеннi вiдносно параметрiв моделi (2):
а) d(τ, t), b(τ, t) ∈ C(R+,R+), φ(τ) ∈ C1(R+) ∩ L1(R+), R+ =

[0,∞);
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б) d(τ, t), b(τ, t), φ(τ) ≥ 0 для всiх τ, t ≥ 0;
в) a(τ, s, t) – неперервна, невiд’ємна й обмежена в областi τ , s,

t ≥ 0;
г) b(τ, t) має компактний носiй при кожному t ≥ 0 (графiк

функцiї b(τ, t) при фiксованому t ≥ 0 наведений на рис. 1);

д) φ(0) =
∞∫
0

b(τ, 0)φ(τ)dτ .

Рис. 1.3.1
Будемо розглядати ще лiмiтованi популяцiї, тобто популяцiї,

для яких при будь-якому t > 0 iснує τ0 ∈ (τ1(t), τ2(t)) таке, що
a(τ0, s, t) > 0 при s ∈ (τ1(t), τ2(t)).

1.3.3. Iснування та єдинiсть розв’язку популяцiйної за-
дачi

Для дослiдження системи (2) застосуємо метод iнтегрування
вздовж характеристик. При t > τ виконаємо замiну t = τ + q,
q > 0, тодi x(τ, t) = x(τ, τ + q) = x̂(τ). При цьому рiвняння (21)
набуде вигляду

dx̂

dτ
= −(d(τ, τ + q) + S(τ, τ + q))x̂(τ),
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де

S(τ, t) =

∞∫
0

a(τ, s, t)x(s, t)ds,

або
dx̂

dτ
= −(d̂(τ) + Ŝ(τ))x̂(τ), (1.3.3)

де
d̂(τ) = d(τ, τ + q), Ŝ(τ) = S(τ, τ + q).

Iнтегруючи (1.3.3), знаходимо

x̂(τ) = x̂(0)e
−

τ∫
0

(ŝ(ξ)+Ŝ(ξ))dξ
,

або в змiнних τ , t отримуємо

x(τ, t) = Ω(t− τ)e
−
(

τ∫
0

d(ξ,ξ+t−τ)dξ+
τ∫
0

S(ξ,ξ+t−τ)dξ

)
, (1.3.4)

де Ω(t) = x(0, t) – густина новонароджених особин.
Аналогiчно, при t ≤ τ за допомогою замiни τ = t + q, q > 0

знаходимо

x(τ, t) = φ(τ − t)e
−
(

t∫
0

d(ξ+τ−t,ξ)+
t∫
0

S(ξ+τ−t,ξ)dξ

)
. (1.3.5)

У спiввiдношеннях (1.3.4), (1.3.5) невiдомими є Ω(t), S(τ, t).
Одержимо iнтегральнi рiвняння для цих невiдомих.
Для компактностi їх запису введемо позначення:

B(τ, t) =


e
−

t∫
0

d(ξ+τ−t,ξ)dξ
, t ≤ τ,

e
−

τ∫
0

d(ξ,ξ+t−τ)dξ
, t > τ,

(1.3.6)

K(τ, t) = b(τ, t)B(τ, t), (1.3.7)
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P(τ, t) =



t∫
0

S(ξ + τ − t, ξ)dξ, t ≤ τ,

τ∫
0

S(ξ, ξ + t− τ)dξ, t > τ.

(1.3.8)

Спiввiдношення (1.3.4), (1.3.5) у нових позначеннях перепишемо
у виглядi

x(τ, t) =

{
φ(τ − t)B(τ, t)e−P(τ,t), t ≤ τ,

Ω(t− τ)B(τ, t)e−P(τ,t), t > τ.
(1.3.9)

Пiдставляючи (1.3.9) в (22), одержимо

Ω(t) =

t∫
0

K(τ, t)Ω(t− τ)e−P(τ,t)dτ+

+

∞∫
t

K(τ, t)φ(τ − t)e−P(τ,t)dτ,

або

Ω(t) =

t∫
0

K(τ, t)Ω(t− τ)e−P(τ,t)dτ +G(t), (1.3.10)

де

G(t) =

∞∫
0

K(t+ τ, t)φ(τ)e−P(t+τ,t)dτ.

Аналогiчно виписуємо рiвняння для S(τ, t) у виглядi

S(τ, t) =

t∫
0

a(τ, s, t)B(s, t)e
−

s∫
0

S(ξ,ξ+t−s)dξ
×

×Ω(t− s)ds+

∞∫
0

a(τ, t+ s, t)B(s+ t, t)

55



×e
−

t∫
0

S(ξ+s,ξ)dξ
φ(s)ds.

Позначимо в першому iнтегралi t − s = s′ i збережемо для s′

позначення s. Отримаємо

S(τ, t) =

t∫
0

A(τ, t− s, t)e
−

t−s∫
0

S(ξ,ξ+s)dξ
Ω(s)ds+

+

∞∫
0

Φ(τ, t+ s, t)e
−

t∫
0

S(ξ+s,ξ)dξ
ds, (1.3.11)

де
A(τ, s, t) = a(τ, s, t)B(s, t),

Φ(τ, s, t) = A(τ, s, t)φ(s− t).

Доведемо таке твердження.
Теорема. Якщо виконуються умови а) – д), то популяцiй-

на задача має єдиний невiд’ємний розв’язок x(τ, t) ∈ C([0,∞) ×
[0, T ]), диференцiйовний вздовж характеристик t = τ .

Доведення. Нехай C1
+[0, T ] = {f ∈ C1[0, T ], f ≥ 0, T > 0}.

Враховуючи формули (1.3.4), (1.3.5) для доведення теореми до-
статньо довести, що iнтегральнi рiвняння (1.3.10), (1.3.11) мають
єдиний розв’язок в класi додатних диференцiйовних функцiй.

Розглянемо спочатку рiвняння (1.3.10), яке при фiксованому
S(τ, t) є лiнiйним iнтегральним рiвнянням Вольтерри вiдносно
Ω(t), а значить за умов а) – г) має єдиний невiд’ємний розв’зок
Ω(t) ∈ C1

+[0, T ]. Позначимо цей розв’язок через Ω(S)(t). Тодi рiв-
няння (1.3.11) можна переписати у виглядi

S = Ψ(S), (1.3.12)

де

Ψ(S) =

t∫
0

A(τ, t− s, t)e
−

t−s∫
0

S(ξ,ξ+s)dξ
Ω(s)ds+
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+

∞∫
0

Φ(τ, t+ s, t)e
−

t∫
0

S(ξ+s,ξ)dξ
ds. (1.3.13)

Доведемо, що оператор Ψ, визначений формулою (1.3.13), має
єдину нерухому точку в просторi

H = {S, S ∈ C+[0,∞)× [0, T ],

∥S − Φ∥ ≤ r, r > 0},

де

Φ =

∞∫
0

a(τ, t+ s, t)φ(s)ds,

∥S∥ = max
t∈[0,T ]

sup
τ∈[0,∞)

|S(τ, t)|.

Покажемо, що Ψ вiдображає простiр H в себе i є стискаючим.
Для всiх S ∈ H з (1.3.10) одержуємо оцiнку

Ω(S)(t) ≤ β0

t∫
0

Ω(S)(τ)dτ + β0Φ, (1.3.14)

де

β0 = ∥b(τ, t)∥, Φ =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

Згiдно з лемою Гронуола-Беллмана з (1.3.14) випливає, що

Ω(S)(t) ≤ β0Φe
β0t. (1.3.15)

Використовуючи (1.3.11), (1.3.15) знаходимо

|S(τ, t)− Φ(τ, t)| ≤
t∫

0

A(τ, t− s, t)×
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×e
−

t−s∫
0

S(ξ,ξ+s)dξ
Ω(s)ds+

+

∞∫
0

a(τ, t+ s, t)φ(s)|B(t+ s, t)− 1|ds ≤

≤ aΦ∥B(t+ s, t)− 1∥+ aΦ(eβ0T − 1),

де
a = max

t∈[0,T ]
sup

τ,s∈[0,∞)
|a(τ, s, t)|.

Враховуючи нерiвнiсть

|ez − 1| ≤ |z|e|z|

i позначення (1.3.6), одержуємо

∥B(t+ s, t)− 1∥ ≤ ∥d(τ, t)∥Te∥d(τ,t)∥T .

Тепер за рахунок вибору достатньо малого T > 0 можна за-
безпечити виконання нерiвностi ∥S − Φ∥ < r.

Доведемо, що вiдображення S = Ψ(S) є стискаючим для до-
статньо малих T > 0. Для цього виберемо S1, S2 ∈ H i оцiнимо
∥Ψ(S1)−Ψ(S2)∥.

Для цього покладемо

Ψ(S1)−Ψ(S2) = Q1 +Q2 +Q3,

де

Q1 =

t∫
0

A(τ, t− s, t)Ω(S1)(s)
(
e
−

s∫
0

S1(ξ,ξ+s)dξ
−

−e
−

s∫
0

S2(ξ,ξ+s)dξ)
ds,

Q2 =

t∫
0

A(τ, t− s, t)e
−

s∫
0

S2(ξ,ξ+s)dξ
×
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×(Ω(S1)(s)− Ω(S1)(s))ds,

Q3 =

∞∫
0

Φ(τ, t+ s, t)
(
e
−

t∫
0

S1(ξ+s,ξ)dξ
−

−e
−

t∫
0

S2(ξ+s,ξ)dξ)
ds.

Оцiнимо ∣∣∣e− t∫
0

S1(ξ+s,ξ)dξ
− e

−
t∫
0

S2(ξ+s,ξ)dξ∣∣∣ =
= e

−
t∫
0

S1(ξ+s,ξ)dξ∣∣∣1− e

t∫
0

(S1(ξ+s,ξ)−S2(ξ+s,ξ))dξ∣∣∣ ≤
≤ e

∣∣∣ t∫
0

(S1(ξ+s,ξ)−S2(ξ+s,ξ))dξ

∣∣∣
×

×
∣∣∣ t∫
0

(S1(ξ + s, ξ)− S2(ξ + s, ξ))dξ
∣∣∣ ≤

≤ CT∥S1 − S2∥,

де C – деяка стала.
Тим самим для Q1, Q3 одержимо оцiнку

∥Q1∥+ ∥Q3∥ ≤ K1T∥S1 − S2∥,

де K1 – деяка стала.
Подiбним чином оцiнимо ∥Q2∥. Тодi ∥Q2∥ ≤ K2T∥S1 − S2∥, де

K2 – деяка стала. Звiдси

∥Ψ(S1)−Ψ(S2)∥ ≤ (K1 +K2)T∥S1 − S2∥.

Значення T можна вибрати так, щоб (K1 +K2)T < 1.
Таким чином, вiдображення S = Ψ(S) є стискаючим. Звiдси

випливає, що рiвняння (1.3.12) має один й тiльки один розв’язок,
який можна продовжити до будь-якого T > 0.
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Зауваження. Для неперервностi частинних похiдних
∂x

∂τ
,

∂x

∂t
в областi t ≥ 0, τ ≥ 0, t ̸= τ потрiбно вимагати iснуван-

ня неперервних похiдних d′t, d′τ , a′t, a′τ , b′τ , b′t, φ′
τ .

1.3.4. Iснування та єдинiсть стацiонарних розв’язкiв по-
пуляцiйної задачi

При моделюваннi динамiки поведiнки бiологiчних угруповань
особливу роль вiдiграють стацiонарнi режими, оскiльки саме цi
режими найчастiше реалiзуються в природi. Тому їх дослiдження
має конкретне практичне значення як iстотний крок на шляху
розумiння природних процесiв.

Стацiонарнi розв’язки x(τ) рiвнянь (21), (22) визначаються з
системи

∂x

∂τ
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s)ds
]
x, (161)

x(0) =

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ. (162)

Для спрощення викладок припустимо, що a(τ, s) = γ(τ)p(s),
тодi (161) набуде вигляду

dx

dτ
= −[d(τ) + γ(τ)S]x, (1.3.17)

де

S =

∞∫
0

p(s)x(s)ds. (1.3.18)

Розв’язком рiвняння (1.3.17) є функцiя

x(τ) = x(0)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ−S
τ∫
0

γ(ξ)dξ
. (1.3.19)
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Пiдставляючи (1.3.19) в (162), одержимо, що крiм нульового
розв’язку, iснує ще нетривiальний стацiонарний розв’язок. Для
його знаходження маємо рiвняння

1 = Φ(S), (1.3.20)

де

Φ(S) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ−S
τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ.

Оскiльки Φ′(S) < 0 при S ≥ 0 i Φ(0) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ , то

рiвняння (1.3.20) має єдиний корiнь S > 0 при умовi, що Φ(0) > 1

(рис. 2).

Рис. 1.3.2
Використовуючи позначення (1.3.18), для значення x(0), що

фiгурує в розв’язку (1.3.19), маємо

x(0) =
S

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ

,

тобто ненульовий стацiонарний розв’язок задачi (1.3.17), (162) на-
буває вигляду

x(τ) = S
e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

τ∫
0

γ(ξ)dξ

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
e
−S

τ∫
0

γ(ξ)dξ
dτ

.
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Вiн iснує при умовi, що бiологiчний потенцiал

P =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
dτ > 1.

1.3.5. Приклад

Розглянемо систему вигляду

∂x

∂τ
+
dx

dt
= −

[(
α− 1

α

)
+

∞∫
0

x(s, t)ds
]
x(τ, t),

x(0, t) =

∞∫
0

αx(τ, t)dτ,

де α – деяка константа, що задовольняє умову α > 1.
Безпосередньою перевiркою переконуємося, що це рiвняння

має стацiонарний розв’язок x(τ) = e−ατ .

Бiологiчний потенцiал при цьому P =
α2

α2 − 1
> 1.

1.3.6. Iснування стацiонарних розв’язкiв популяцiйної
задачi

При моделюваннi динамiки поведiнки бiологiчних популяцiй
особливу роль вiдiграють стацiонарнi режими, оскiльки саме цi
режими частiше всьго реалiзуються в природi. Тому їх дослiджен-
ня має конкретне практичне значення як iстотнiй крок на шляху
розумiння природнiх процесiв.

Розглянемо модель (1) в стацiонарному середовищi та вико-
наємо дослiдження iснування стацiонарних станiв i їх стiйкостi.
Вона має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s, t)ds
]
x,
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τ, t > 0, (1.3.21)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1.3.22)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Рiвняння (2) описує процес виживання популяцiї, крайова умо-
ва (1.3.22) – процес народжування. Функцiї d(τ), b(τ) характери-
зують процеси виживання та народжування, а функцiя φ(τ) задає
початковий розподiл вiкового складу при t = 0.

Стацiонарнi розв’язки x(τ) рiвнянь (1.3.21), (1.3.22) знаходять-
ся з системи

dx

dτ
= −

[
d(τ) +

∞∫
0

a(τ, s)x(s)ds
]
x, (1.3.23)

x(0) =

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ. (1.3.24)

Для спрощення викладок припустимо, що a(τ, s) = γ(τ)p(s),
при цьому (1.3.23) набуде вигляду

dx

dτ
= −

[
d(τ) + γ(τ)

∞∫
0

p(s)x(s)ds
]
x. (1.3.25)

Позначимо
∞∫
0

p(s)x(s)ds = c. (1.3.26)

Тодi розв’язок рiвняння (1.3.23) можна записати у виглядi

x(τ) = x(0)e
−

τ∫
0

d(s)ds
e
−c

τ∫
0

γ(s)ds
. (1.3.27)
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Пiдставляючи (1.3.27) в (1.3.24) одержимо, що крiм нульово-
го розв’язку x(τ) = 0 може ще iснувати нетривiальний додатний
стацiонарний розв’язок.

Вiн визначається параметром c, що знаходиться з рiвняння

1 = Φ(c), (1.3.28)

де

Φ(c) =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(s)ds
e
−c

τ∫
0

γ(s)ds
dτ.

Оскiльки Φ′(c) < 0 i Φ(0) =
∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(s)ds
dτ , то рiвняння (1.3.28)

має єдиний додатний корiнь c∗ при умовi, що Φ(0) > 1 (рис. 1.3.3).

Рис. 1.3.3
З позначення (1.3.26) знаходимо значення x(0), що однозначно

визначає стацiонарний розподiл x(τ). Маємо

x(0) =
c∗

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(s)ds
e
−c∗

τ∫
0

γ(s)ds
dτ

,

а отже,

x(τ) =
c∗e

−
τ∫
0

d(s)ds
e
−c

τ∫
0

γ(s)ds

∞∫
0

p(τ)e
−

τ∫
0

d(s)ds
e
−c∗

τ∫
0

γ(s)ds
dτ

. (1.3.29)
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Стацiонарний розв’язок iснує за умови, що

µ =

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

d(s)ds
dτ > 1. (1.3.30)

Таким чином, доведена теорема
Теорема 1. Нехай параметри d(τ), a(τ, s), b(τ) системи

(1.3.21), (1.3.22) задовольняють умови а) – г) i µ > 1, тодi iс-
нує єдиний додатний стацiонарний розв’язок, який записується
у виглядi (1.3.29).

Зауважимо, що величину µ називають бiологiчним потенцiа-
лом. Вона вбирає в себе параметри, що характеризують процеси
природного виживання i народжування. Саме значення парамет-
ра µ визначає поведiнку динамiки чисельностi популяцiї.

1.3.7. Стiйкiсть стацiонарних розв’язкiв

Дослiдження стiйкостi стацiонарних станiв екосистем є однiєю
з основних задач популяцiйної екологiї, оскiльки стiйкiсть стацiо-
нарних розв’язкiв по вiдношенню до малих збурень може служити
ознакою реалiзацiї вiдповiдного режиму в реальних бiологiчних
угрупуваннях.

Нехай iснує стацiонарний розв’язок x(τ) популяцiйної задачi
(1.3.21), (1.3.22). Для дослiдження стiйкостi стацiонарного роз-
подiлу покладемо x(τ, t) = x(τ) + ξ(τ, t).

Лiнеаризацiя в околi нульового стацiонарного розв’язку дає
лiнiйнi моделi динамiки вiкової структури, якi вивчалися в робо-
тах [?, ?]. В них встановлено, що нульовий розв’язок при µ < 1 є
асимптотично стiйким.

Для ненульового стацiонарного розв’язку x(τ) одержуємо
одержуємо рiвняння першого наближення вигляду

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −

[
d(τ) + c∗γ(τ)

]
ξ−
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−γ(τ)
∞∫
0

p(s)ξ(s, t)ds, (1.3.31)

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ. (1.3.32)

Будемо шукати розв’язок задачi (1.3.31), (1.3.32) у виглядi

ξ(τ, t) = ξ(τ) · T (t).

Тодi для T (t) маємо T (t) = eλt, а ξ(τ) визначатиметься з рiвнянь

∂ξ

∂τ
= −(λ+ d(τ) + c∗γ(τ))ξ − qγ(τ), (1.3.33)

ξ(0) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ)dτ, (1.3.34)

де

q =

∞∫
0

p(s)ξ(s)ds. (1.3.35)

Розв’язком рiвняння (1.3.33) є функцiя

ξ(τ) =
(
ξ(0)−

−q
τ∫

0

γ(s)Λ+(s)eλ(s−τ)ds
)
Λ−(τ),

де

Λ±(τ) = e
±

τ∫
0

d(s)ds
· e

±c∗
τ∫
0

γ(s)ds
.

З позначення (1.3.35) знаходимо, що q = ξ(0) · q, де

q =

∞∫
0

p(τ)Λ−(τ)e−λτdτ

1 +
∞∫
0

p(τ)Λ−(τ)
τ∫
0

γ(s)Λ+(s)eλ(s−τ)dsdτ

.
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Тодi

ξ(τ) = ξ(0)
(
1− q

τ∫
0

γ(s)Λ+(s)eλ(s−τ)ds
)
Λ−(τ).

З (1.3.34) одержуємо характеристичне рiвняння вигляду

1 =

∞∫
0

b(τ)
(
1− q

τ∫
0

γ(s)×

×Λ+(s)eλ(s−τ)ds
)
Λ−(τ)dτ. (1.3.36)

Якщо коренi рiвняння (1.3.36) мають вiд’ємнi дiйснi частини,
то всi розв’язки ξ(τ, t) = ξ(τ)eλt прямують до нуля при t→ ∞, це
означає, що x(τ, t) → x(τ) при t→ ∞, τ ∈ [0,∞).

Цiлком неочевидно, що при µ > 1 рiвняння (1.3.36) має коренi
λ з Reλ < 0.

Тому для доведення того факту, що ξ(τ, t) → 0 при t → ∞
застосуємо прямий метод Ляпунова. Такий пiдхiд запропоновано
в [?].

Для вивчення стiйкостi нетривiальних стацiонарних розв’язкiв
розглянемо функцiонал

v(ξ) =
1

2

[ ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ
]2
> 0, (1.3.37)

де ω(τ) – функцiя, яку потрiбно визначити.
Похiдна по часу функцiоналу (1.3.37), в силу збурених рiв-

нянь, має вигляд

dv

dt
=

∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ×

×
∞∫
0

(dω
dτ

+ ω(0)b(τ)− (d(τ) + c∗γ(τ))ω(τ)−
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−p(τ)
∞∫
0

ω(τ)x(τ)γ(τ)dτ
)
ξ(τ, t)dτ.

Виберемо ω(τ) з умови

dω

dτ
+ ω(0)b(τ)− (d(τ) + c∗γ(τ))ω(τ)−

−p(τ)
∞∫
0

ω(τ)x(τ)γ(τ)dτ = −hω,

де h – деяка константа.
Легко бачити, що це рiвняння допускає розв’язки при h > 0.

Тодi
dv

dt
= −h

[ ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ
]2
< 0.

А це означає, що функцiонал v(ξ) задовольняє умови тео-
реми про асимптотичну стiйкiсть нульового розв’язку системи
(1.3.31), (1.3.32). Тому ненульовi стацiонарнi розв’язки x(τ) систе-
ми (1.3.24), (1.3.25) за умови, що вони iснують (тобто при µ > 1)
асимптотично стiйкi за першим наближенням за нормою

ρ(ξ) =
[ ∞∫
0

ξ(τ)dτ
]2
.

Приклад. Розглянемо модельну систему вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
=

= −
(
d+

∞∫
0

x(τ, t)dτ
)
x(τ, t), d = α− 1

α
, (1.3.38)

x(0, t) =

∞∫
0

αx(τ, t)dτ, (1.3.39)
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де α – деяка стала, що задовольняє умову α > 1.
Ненульовий стацiонарний розв’язок x(τ) системи (1.3.38),

(1.3.39) знаходиться з системи

dx

dτ
= −[d+ c]x, c =

∞∫
0

x(τ)dτ,

x(0) = α

∞∫
0

x(τ)dτ

i має вигляд x(τ) = e−ατ , x(0) = 1, причому c∗ =
1

α
.

Ненульовий стацiонарний розв’язок iснує, якщо

Φ(0) = α

∞∫
0

e−(α− 1
α
)τdτ > 1,

тобто правильною є нерiвнiсть
α2

α2 − 1
> 1, яка виконується при

α > 1.
При дослiдженнi стiйкостi стацiонарного розв’язку x(τ) для

вiдхилення ξ(τ, t) = x(τ, t)− x(τ) одержуємо систему вигляду

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
=

= −
(
αξ + e−ατ

∞∫
0

ξ(τ, t)dτ, (1.3.40)

ξ(0, t) = α

∞∫
0

ξ(τ, t)dτ. (1.3.41)

Розв’язок (1.3.40), (1.3.41) ξ(τ, t) шукаємо у виглядi ξ(τ, t) =

ξ(τ)eλτ .
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Рiвняння для ξ(τ) має вигляд

dξ

dτ
+ (λ+ α)ξ + qe−ατ = 0, (1.3.42)

ξ(0) = α

∞∫
0

ξ(τ)dτ, (1.3.43)

де

q =

∞∫
0

ξ(τ)dτ. (1.3.44)

З рiвняння (1.3.42) маємо

ξ(τ) =
(
ξ(0)− q

eλτ − 1

λ

)
e−(λ+α)τ . (1.3.45)

Тодi з позначення (1.3.44) знаходимо

q =
ξ(0)αλ

αλ(λ+ α) + λ+ α+ 1
. (1.3.46)

Враховуючи (1.3.45), (1.3.46), з (1.3.43) одержуємо рiвняння
для характеристичних коренiв λ у виглядi

1 = α

∞∫
0

e−(λ+α)τ×

×
(
1− α

αλ(α+ λ) + α+ λ+ 1
(eλτ − 1)

)
dτ. (1.3.47)

Спрощуючи (1.3.47), одержуємо рiвняння

αλ2 + (α2 + 1)λ+ 2α+ 1 = 0,

яке має коренi з Reλ < 0.
Таким чином, доведена асимптотична стiйкiсть розв’язку

x(τ) = e−ατ для системи (1.3.38), (1.3.39) при умовi, що α > 1.
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1.4. Метод функцiй Ляпунова в задачах стiйкостi вi-
кової структури

1.4.1. Вступ

Як видно з розглянутих вище пунктiв, основною задачею був
якiсний аналiз наведених систем диференцiальних рiвнянь i в пер-
шу чергу дослiдження стiйкостi стацiонарних розв’язкiв.

Варто зауважити, що в екологiчних дослiдженнях використо-
вується рiзне розумiння термiну стiйкiсть. Наприклад, пiд стiй-
кiстю системи можуть розумiти незмiннiсть її властивостей в часi.
Досить повний огляд iснуючих в екологiї концепцiй стiйкостi на-
ведений в роботi [?].

Але широке застосування математичних моделей для дослiд-
ження динамiчних екосистем привело до того, що пiд стiйкiстю
все частiше стали розумiти стiйкiсть за Ляпуновим розв’язкiв мо-
дельних систем диференцiальних рiвнянь [?].

Поняття стiйкостi популяцiйних структур у нас повнiстю
спiвпадає з означенням стiйкостi за Ляпуновим стацiонарних
розв’язкiв вiдповiдних динамiчних систем.

Для дослiдження стiйкостi положення рiвноваги динамiчних
систем варто пiдкреслити важливу роль прямого методу Ляпуно-
ва. В задачах популяцiйної динамiки вiн має широке застосуван-
ня. Справа в тому, що збурення, якi дiють в бiологiчних угрупу-
ваннях у бiльшостi випадкiв не можна вважати малими i в резуль-
татi виникає нова задача або визначення областi притягання, або
знаходження вiдповiдних оцiнок цiєї областi. Основним методом
розв’язування таких задач є метод функцiй Ляпунова. Згiдно з
теоремою Ляпунова про стiйкiсть повинна iснувати деяка функ-
цiя з властивостями функцiї Ляпунова.

Крiм того, функцiї Ляпунова при дослiдженнi екологiчних си-
стем часто задають ентропiйнi конструкцiї, що дозволяють сфор-
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мулювати рiзнi екстремальнi принципи виживання популяцiї i
визначити напрям еволюцiї угрупування.

Нинi в популяцiйнiй динамiцi iснує ряд тверджень, що базу-
ються на iснуваннi функцiй Ляпунова зi знаковизначеною похiд-
ною, наприклад фундаментальна теорема природнього вiдбору
Фiшера [?].

Зарад детально зупинимося на питаннi iснування функцiо-
налiв, типу функцiй Ляпунова, що мають знаковизначену похiд-
ну, оскiльки наявнiсть такої функцiї дозволяє не тiльки прове-
сти якiсне дослiдження диференцiальної системи, але й часто дає
можливiсть отримати змiстовну фiзичну iнтерпритацiю.

Проведемо дослiдження стiйкостi стацiонарних процесiв дина-
мiки вiкового складу другим методом Ляпунова.

1.4.2. Прямий метод Ляпунова для лiнiйної моделi

На початку розглянемо лiнiйну модель динамiки вiкової струк-
тури (1.2.8). Для вивчення стiйкостi тривiального розв’язку рiв-
няння (1.2.8) запровадимо в розгляд функцiонал

v(x) =
1

2

∞∫
0

u(τ)x2(τ, t)dτ, (1.4.1)

де u(t) – функцiя, яка буде визначена нижче згiдно з вимогами
прямого методу Ляпунова.

Для похiдної за часом функцiонала (1.4.1) в силу рiвнянь
(1.2.8), маємо

dv

dt
=

∞∫
0

[
1

2

du

dτ
− d(τ)u(τ)

]
x2(τ, t)dτ+

+
u(0)

2

 ∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ

2

− 1

2

[
u(τ)x2(τ, t)

]
τ=∞ .
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Нехай u(τ) задовольняє рiвняння

1

2

du

dτ
− d(τ)u = −h(τ), h(τ) ≥ 0, h(τ) ̸≡ 0.

Тодi

u(τ) =

u(0)− 2

τ∫
0

h(s) exp

− s∫
0

d(ξ)dξ

 ds
 exp

2 τ∫
0

d(s)ds

 ,
dv

dτ
= −

∞∫
0

h(τ)x2(τ, t)dτ+
u(0)

2

 ∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ

2

−1

2
[u(τ)x(τ, t)]τ=∞ .

Виберемо u(0) i h(τ) так, щоб виконувались умови

u(0)− 2

∞∫
0

h(τ) exp

−2

τ∫
0

d(s)ds

 dτ > 0, (1.4.2)

−
∞∫
0

h(τ)x2(τ, t)dτ +
u(0)

2

∞∫
0

b2(τ)dτ

∞∫
0

x2(τ, t)dτ < 0. (1.4.3)

Для похiдної функцiонала, використовуючи нерiвнiсть Кошi-
Буняковського i враховуючи (1.4.3), отримуємо оцiнку

dv

dt
≤

∞∫
0

[
u(0)

∞∫
0

b2(τ)dτ − 2h(τ)
]
x2(τ, t)dτ−

−1

2
(u(τ)x2(τ, t))

∣∣∣
τ=∞

< 0.

Тодi функцiонал (1.4.1) задовольняє умови теореми про асимп-
тотичну стiйкiсть [?], а значить тривiальний розв’язок системи
(1.2.8) є асимптотично стiйким за нормою

ρ(x) =

∞∫
0

x2(τ, t)dτ.

73



Покажемо, що з умов (1.4.2), (1.4.3) випливає умова стiйкостi,
яка одержана в п. 1.1.2,

H < 1, H =

∞∫
0

K(τ)dτ, K(τ) = b(τ) exp

−
τ∫

0

d(s)ds

 . (1.4.4)

Дiйсно, для виконання (1.4.3) достатньо, щоб

2h(τ) > u(0)

∞∫
0

b2(τ)dτ,

тодi з (1.4.2) на основi нерiвностi Кошi-Буняковського маємо

1 >

∞∫
0

b2(τ)dτ

∞∫
0

exp

−2

τ∫
0

d(s)ds

 dτ ≥

 ∞∫
0

K(τ)dτ

2

.

Звiдки одержуємо умову (1.4.4).
Покажемо, що тепер при H > 1 нульовий розв’язок є нестiй-

ким. Для цього розглянемо функцiонал

v(x) =

∞∫
0

ω(τ)x(τ, t)dτ, (1.4.5)

де функцiю ω(τ) виберемо так, щоб вiн задовольняв теоремi про
нестiйкiсть [?]. Враховуючи рiвняння (1.2.8), маємо

dv

dt
=

∞∫
0

[
dω

dτ
− d(τ)ω(τ) + ω(0)b(τ)

]
x(τ, t)dτ − [ω(τ)x(τ, t)]τ=∞.

Для функцiї ω(τ) вiзьмемо розв’язок рiвняння

dω

dτ
− d(τ)ω(τ) + ω(0)b(τ) = λω, λ = const > 0,

ω(τ) = ω(0)

1− τ∫
0

K(s) exp(−λs)ds

 exp

λτ + τ∫
0

d(s)ds

 .
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Нехай λ = λ∗, де λ∗ – єдиний дiйсний додатний, при H > 1,
корiнь рiвняння (1.1.18).

Тодi
dv

dt
= λ∗v − [ω(τ)x(τ, t)]τ=∞.

Приймаючи до уваги, що

lim
τ→∞

ω(τ) = lim
ω(0)b(τ)

λ∗ + d(τ)
<∞, x(∞, t) = 0,

остаточно одержимо
dv

dt
= λ∗v,

i функцiонал (1.4.5) задовольняє умови теореми про нестiйкiсть.
Таким чином, на основi прямого методу Ляпунова встановле-

но, що умова (1.4.4) є необхiдною i достатньою умовою стiйкостi
тривiального розв’язку.

При H = 1 система (1.2.8) має сiмейство стацiонарних
розв’язкiв

x̄(τ) = x̄0 exp

− τ∫
0

d(s)ds

 , (1.4.6)

для яких x̄0 приймає будь-якi додатнi значення. Для таких
розв’язкiв рiвняння збурених процесiв мають той же вигляд, що i
(1.2.8). В цьому випадку похiдна за часом вiд функцiонала (1.4.1)
постiйно вiд’ємна, а значить нетривiальний стацiонарний процес
стiйкий за мiрою ρ(x) [?].

Всiм стацiонарним розв’язкам (1.2.8) можна дати геометричну
iнтерпретацiю на площинi параметрiвH i x̄0 (рис. 1.5.1). Тривiаль-
ному процесу вiдповiдає промiнь x̄0 = 0, H > 0. Нетривiальним
процесам вiдповiдає промiнь H = 1, x̄0 > 0. Точка (1, 0) є точ-
кою бiфуркацiї, в якiй вiдбувається змiна структури розв’язкiв
системи, тобто змiна характеру стiйкостi на кривiй стацiонарних
процесiв. Знаки +, − вiдповiдають вiдповiдно стiйким i нестiйким
процесам.
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Рис. 1.5.1. Бiфуркацiя розв’язкiв системи (1.2.8)

1.4.3. Прямий метод Ляпунова в моделях ДВС з мiжвi-
ковою конкуренцiєю

Розглянемо випадок, коли рiвняння динамiки мають вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −[d(τ) + p(τ)x]x, d(τ), p(τ) ≥ 0, τ ∈ [0,∞), (1.4.7)

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ)x(τ, t)dτ.

Це рiвняння має стацiонарний розв’язок

x̄(τ) = x̄0 exp

−
τ∫

0

d(s)ds

1 + x̄0

τ∫
0

P (s)ds

−1

, (1.4.8)

де

P (τ) = p(τ) exp

−
τ∫

0

d(s)ds

 ,

а x̄0 визначається з рiвняння

x̄0

1−
∞∫
0

K(τ)

1 + x̄0

τ∫
0

P (s)ds

−1

dτ

 = 0. (1.4.9)
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Звiдси видно, що крiм тривiального розв’язку рiвняння (1.4.7)
можуть мати i нетривiальнi розв’язки.

При H > 1, як ми бачили в п. 1.2, iснує єдиний стацiонарний
розв’язок (1.4.8).

Для збуреного процесу покладемо x(τ, t) = x̄(τ) + ξ(τ, t), тодi
рiвняння для ξ(τ, t) набувають вигляду

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −[d(τ) + 2px̄(τ) + p(τ)ξ]ξ, τ, t > 0,

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ.

Дослiдимо стiйкiсть нетривiального розв’язку (1.4.8). Для цьо-
го розглянемо функцiонал

v(ξ) =
1

2

∞∫
0

u(τ)ξ2(τ, t)dτ, (1.4.10)

де функцiю u(τ), як i ранiше, необхiдно визначити.
Для похiдної за часом функцiонала (1.4.10) в силу збурених

рiвнянь одержуємо нерiвнiсть

dv

dt
≤ −q(ξ)−

∞∫
0

u(τ)p(τ)ξ3(τ, t)dτ,

q(ξ) =

∞∫
0

h(τ)ξ2(τ, t)dτ − u(0)

2

∞∫
0

b2(τ)dτ

∞∫
0

ξ2(τ, t)dτ+

+
1

2
[u(τ)ξ2(τ, t)]τ=∞,

−h(τ) = 1

2

du

dτ
− [d(τ) + 2p(τ)x̄(τ)]u, h(τ) ≥ 0, h(τ) ̸≡ 0.
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Визначивши з останнього спiввiдношення u(τ), одержимо

u(τ) =

u(0)− 2

τ∫
0

h(s) exp

−2

s∫
0

(d(η)+

+2p(η)x̄(η)
)
dη

)
ds

)
exp

2

τ∫
0

(d(s) + 2p(s)x̄(s)) ds

 .

Тепер очевидно, що при умовах

u(0)−
∞∫
0

h(τ) exp

−2

τ∫
0

(d(s) + 2p(s)x̄(s)) ds

 dτ > 0,

2h(τ) > u(0)

∞∫
0

b2(τ)dτ (1.4.11)

функцiонали v(ξ), q(ξ) – додатньо визначенi.
Умови (1.4.11), використовуючи нерiвнiсть Кошi–

Буняковського, можна привести до вигляду

∞∫
0

K(τ)

1 + x̄0

τ∫
0

p(s)ds

−2

dτ < 1.

Це i є достатнi умови асисмптотичної стiйкостi розв’язку (1.4.8)
по нормi ρ(ξ). Ця нерiвнiсть при H > 1 виконується завжди.

Аналогiчно як i вище можна показати, що тривiальний
розв’язок задачi (1.4.7) при H < 1 асимптотично стiйкий, а при
H > 1 – нестiйкий. На рис. 1.5.2 геометрично поданi графiки
початкового значення x̄0 для стацiонарних розв’язкiв i указано
знаками + i − характер стiйкостi на вiтках кривих стацiонарних
процесiв.
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Точка, для якоїH = 1, x̄0 = 0 є точкою бiфуркацiї. Зауважимо,
що у випадку, коли

α∫
0

K(τ)dτ = 1, p(τ) ≡ 0, τ ∈ [0, α]

крива ненульових стацiонарних розв’язкiв вироджується в про-
мiнь H = 1, x̄0 = 0 (рис. 1.5.1).

Розглянемо випадок, коли рiвняння виживання має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

d(τ) + ∞∫
0

γ(s)x(s, t)ds

x, d(τ), γ(τ) ≥ 0, (1.4.12)

а рiвняння народжування таке ж саме як i в (1.2.8). Тодi така си-
стема крiм тривiального розв’язку, при H > 1, допускає додатний
стацiонарний розв’як

x̄(τ) = x̄0 exp

−λ∗τ −
τ∫

0

d(s)ds

 ,

де

x̄0 = λ∗

 ∞∫
0

γ(τ) exp

−
τ∫

0

d(s)ds− λ∗τ

 dτ

−1

.

Рiвняння для збурення ξ(τ, t) розв’язку x(τ, t) має вигляд

∂ξ

∂t
+
∂ξ

∂τ
= −

λ∗ + d(τ) +

∞∫
0

γ(s)ξ(s, t)ds

 ξ+

+x(τ)

∞∫
0

γ(s)ξ(s, t)ds

 , (1.4.13)

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ.
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Для вивчення стiйкостi нетривiальних стацiонарних розв’язкiв
розглянемо функцiонал

v(ξ) =
1

2

 ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ

2

, (1.4.14)

де функцiю ω(τ) необхiдно визначити.
Вважатимемо, що γ(τ) ∈ C[0,∞). Похiдна за часом функцiо-

нала (1.4.14) в силу збурених рiвнянь (1.4.13) має вигляд

dv

dt
=

∞∫
0

dω
dt

+ ω(0)b(τ)− (λ∗ + d(τ))ω(τ)− γ(τ)

∞∫
0

ω(τ)x̄(τ)dτ

×

×ξ(τ, t)dτ
∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ −

 ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ

2 ∞∫
0

γ(s)ξ(s, t)ds.

Виберемо функцiю ω(τ) з умови

dω

dτ
−(λ∗+d(τ))ω(τ)−γ(τ)

∞∫
0

x̄(τ)ω(τ)dτ+ω(0)b(τ) = hω, h = const.

Легко бачити, що це рiвняння допускає розв’язок лише при
h < 0, наприклад при h = −λ∗. Тодi

dv

dt
= −2λ∗v −

 ∞∫
0

ω(τ)ξ(τ, t)dτ

2 ∞∫
0

γ(τ)ξ(τ, t)dτ.

А значить функцiонал (1.4.14) задовольняє умови теореми про
асимптотичну стiйкiсть i ненульовi стацiонарнi розв’язки при умо-
вi, що вони iснують, є асимтотично стiйкими за мiрою

ρ(ξ) =

 ∞∫
0

ξ(τ, t)dτ

2

.
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Ненульовий стацiонарний розв’язок, як i вище при H < 1,
асимптотично стiйкий i нестiйкий при H > 1. Бiфуркацiйна дiа-
грама має вигляд, що поданий на рис. 1.5.2.

Рис. 1.5.2. Бiфуркацiя розв’язкiв системи з конкурентною дiєю

Точка (1, 0) є точкою бiфуркацiї. При переходi значення H че-
рез 1 нульовий розв’язок перестає бути стiйким, зате з’являється
ненульовий стiйкий стацiонарний розв’язок.

1.5. Нелiнiйна модель динамiки вiкової структури
популяцiй

1.5.1. Постановка задачi

Позначимо кiлькiсть особин вiку τ в момент часу t через
x(τ, t). Так що вираз

N(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dτ (1.5.1)

визначає загальну чисельнiсть популяцiї в момент часу t.
Вище вивчалася лiнiйна модель динамiки вiкового складу та

деякi її узагальнення. Такi моделi довгий час були об’єктом до-
слiдження i використання їх на практицi.
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Але функцiї народжування та виживання, що фiгурують в мо-
делi, можуть залежити не тiльки вiд τ , t, але й вiд фазової змiнної
x(τ, t) i вiд деяких функцiоналiв таких, наприклад, як загальна
чисельнiсть популяцiї. Тим самим ми приходимо до нелiнiйних
моделей.

Моделi, якi враховують нелiнiйностi дозволяють вiдшу-
кати механiзми, що забезпечують стабiлiзацiю розв’язкiв до
нетривiальних станiв рiвноваги, а їх стiйкiсть по вiдношенню до
малих збурень може служити ознакою реалiзацiї вiдповiдного ре-
жиму в реальних бiологiчних угрупуваннях.

Iстотнє просунення вперед в областi математичного моделю-
вання динамiки популяцiї з вiковою структурою, що враховує
нелiнiйнi взаємодiї, вважають роботу [3], в якiй дослiджується ди-
намiка вiкового складу у випадку, коли µ = µ(τ,N), b = b(τ,N),
де N(t) – загальна чисельнiсть популяцiї.

В роботах [2 - 4] вивчаються умови iснування та єдиностi
розв’язку цiєї задачi, iснування стацiонарних розв’язкiв та їх стiй-
кiсть, розглядаються рiзнi приклади.

Але бiльш реальним може бути процес, при якому коефiцiєнти
виживання та народжування залежать не вiд загальної чисель-
ностi, а вiд деякої зваженої чисельностi, тобто µ = µ(τ, S1(t)),
b = b(τ, S2(t)), де

S1(t) =

∞∫
0

γ1(s)ρ(s, t)ds, S2(t) =

∞∫
0

γ2(s)ρ(s, t)ds. (1.5.2)

Це пояснюється тим, що на процеси народжування та вижи-
вання можуть впливати лише деякi вiковi групи, причому з рiз-
ною iнтенсивнiстю.

Таким чином, узагальнена модель динамiки вiкової структури
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має вигляд

∂ρ

∂τ
+
∂ρ

∂t
= −µ(τ, S1(t))ρ, t, τ > 0,

ρ(0, t) =

∞∫
0

b(τ, S2(t))ρ(τ, t)dτ, t > 0,

ρ(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0,

(1.5.3)

де S1(t), S2(t) визначенi в (2).
Спiввiдношення (1.5.3)2 є нелокальною нелiнiйною граничною

умовою i саме тому одновимiрна задача (1.5.3) має розв’язки з
непростою поведiнкою.

Задачу (1.5.3) в подальшому будемо називати популяцiйною
задачею.

Зробимо деякi припущення вiдносно коефiцiєнтiв системи
(1.5.3):

а) µ(τ, S), b(τ, S) ∈ C(R+,R+), S ≥ 0, φ(τ) ∈ C1(R1) ∩ L(R+),
R+ = [0,∞);

б) µ′S(τ, S), b
′
S(τ, S) iснують для всiх τ ≥ 0, S ≥ 0;

в) µ(τ, S), b(τ, S), µ′S(τ, S), b
′
S(τ, S) як функцiї τ , S є обмеже-

ними в R+ × R+,
∞∫
0

µ(τ, S)dτ = ∞, S ≥ 0;

г) φ(τ) ≥ 0, µ(τ, S) ≥ 0, b(τ, S) ≥ 0 для всiх τ ≥ 0, S ≥ 0;

д) φ(0) =
∞∫
0

b(τ, S2)φ(τ)dτ , S2 =

∞∫
0

γ2(s)φ(s)ds;

ж) γi(τ) – неперервнi i обмеженi, γi(τ) ≥ 0, τ ∈ R+, i = 1, 2.

1.5.2. Iснування та єдинiсть розв’язку задачi (1.5.3)

Для дослiдження системи (1.5.3) використаємо метод iнтегру-
вання вздовж характеристик. При t > τ зробимо замiну t = τ + q

(q > 0), тодi ρ(τ, t) = ρ(τ, τ + q) = ρ̂(τ) i рiвняння (1.5.3)1 набуде
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вигляду
dρ̂(τ)

dτ
= −µ(τ, S1(τ + q))ρ̂(τ).

Iнтегруючи його, знаходимо

ρ̂(τ) = ρ̂(0)e
−

τ∫
0

µ(ξ,S1(ξ+q))dξ
,

або, повертаючись до змiнних τ , t, одержуємо

ρ(τ, t) = B(t− τ)e
−

τ∫
0

µ(ξ,S1(t−τ+ξ))dξ
, t > τ, (1.5.4)

де B(t) = ρ(0, t) – густина новонароджених особiв. Аналогiчно,
при t ≤ τ , зробивши замiну τ = t+ q, встановлюємо, що

ρ(τ, t) = φ(τ − t)e
−

τ∫
0

µ(ξ+τ−t,S1(ξ))dξ
, t ≤ τ. (1.5.5)

В спiввiдношеннях (1.5.4), (1.5.5) невiдомими є B(t), S1(t),
S2(t). Пiдставляючи (1.5.4), (1.5.5) в (1.5.3)2 , (1.5.2) одержуємо
iнтегральнi рiвняння для B(t), S1(t), S2(t) вигляду

B(t) =

t∫
0

b(t− τ, S2(t))K(t, t− τ, S1)B(τ)dτ+

+

∞∫
0

b(τ + t, S2(t))L(t, t+ τ, S1)φ(τ)dτ, (1.5.6)

S1(t) =

t∫
0

γ1(t−τ)B(τ)K(t, t−τ, S1)dτ+
∞∫
0

γ1(t+τ)L(t, t+τ, S1)φ(τ)dτ,

(1.5.7)

S2(t) =

t∫
0

γ2(t−τ)B(τ)K(t, t−τ, S1)dτ+
∞∫
0

γ2(t+τ)L(t, t+τ, S1)φ(τ)dτ,

(1.5.8)
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де

K(t, τ, S1) = e
−

t∫
t−τ

µ(ξ+τ−t,S1(ξ))dξ

,

L(t, τ, S1) = e
−

t∫
0

µ(τ−t+ξ,S1(ξ))dξ
.

(1.5.9)

Справедливе таке твердження.
Теорема 1.5.1. Якщо виконуються умови а) - ж), то попу-

ляцiйна задача (1.5.3) має єдиний невiд’ємний розв’язок ρ(τ, t) ∈
C([0,∞)× [0, T ]), а при t ̸= τ ρ(τ, t) ∈ C1([0,∞)× [0, T ]), T > 0.

Доведення. Нехай C1
+[0, T ] = {f ∈ C1[0, T ], f ≥ 0}. Врахову-

ючи формули (1.5.4), (1.5.5), для доведення теореми 1 достатньо
довести, що iнтегральнi рiвняння (1.5.6) - (1.5.8) мають єдиний
розв’язок B(t), S1(t), S2(t) ∈ C1

+[0, T ].
Розглянемо спочатку рiвняння (1.5.6), яке для фiксованих

S1(t), S2(t) ∈ C1
+[0, T ] є лiнiйним iнтегральним рiвнянням Воль-

тера вiдносно B(t), а значить при умовах а) - д) iснує єдиний
розв’язок B(t) ∈ C1[0, T ], T > 0 B(t) ≥ 0, оскiльки другий до-
данок в (1.5.6) є невiд’ємною, диференцiйовною функцiєю по t.
Позначимо цей розв’язок через

B(t) = B(S1, S2)(t), (1.5.10)

тодi рiвняння (1.5.7), (1.5.8) можна подати у виглядi

S1 = Ψ1(S1, S2)(t),

S2 = Ψ2(S1, S2)(t),
(1.5.11)

де

Ψ1(S1, S2)(t) =

t∫
0

γ1(t− τ)B(S1, S2)(τ)K(t, t− τ, S1)dτ+

+

∞∫
0

γ1(t+ τ)L(t, t+ τ, S1)φ(τ)dτ, (1.5.12)
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Ψ2(S1, S2)(t) =

t∫
0

γ2(t− τ)B(S1, S2)(τ)K(t, t− τ, S1)dτ+

+

∞∫
0

γ2(t+ τ)L(t, t+ τ, S1)φ(τ)dτ. (1.5.13)

Вважаючи Ψ1, Ψ2 компонентами вектора Ψ, S1, S2 компонен-
тами вектора S, можемо записати систему рiвнянь (1.5.11) в век-
торнiй формi

S = Ψ(S)(t). (1.5.14)

Доведемо, що оператор Ψ визначений в (1.5.12), (1.5.13) має єдину
нерухому точку.

Позначимо через

∥Si∥ = max
t∈[0,T ]

|Si(t)|, i = 1, 2 та ∥S∥ = max(∥S1∥, ∥S2∥),

H = {S1, S2 ∈ C+[0, T ], ∥S − Φ∥ ≤ r, r > 0},

де r – вектор з компонент r1, r2, Φ – вектор з компонент Φ1, Φ2,
а Φi(t) знаходимо з спiввiдношення

Φi(t) =

∞∫
0

γi(t+ ξ)φ(ξ)dξ.

Покажемо, що вiдображення Ψ вiдображає H в себе i є стис-
куючим.

Розглянемо простiр Ω = {(τ, S)|τ ≥ 0, S ∈ H}. Згiдно з умова-
ми в), г), ж) отримуємо оцiнки:

µ0 = sup
(τ,S1)∈Ω

µ(τ, S1), µ1 = sup
(τ,S1)∈Ω

µS1(τ, S1),

b0 = sup
(τ,S2)∈Ω

b(τ, S2), b1 = sup
(τ,S2)∈Ω

bS2(τ, S2), (1.5.15)
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γ1 = sup
τ≥0

γ1(τ), γ2 = sup
τ≥0

γ2(τ).

Для всiх S ∈ H iз (1.5.10) та (1.5.6), враховуючи (1.5.15), одер-
жуємо

B(S1, S2)(t) ≤ β0

t∫
0

B(S1, S2)(τ)dτ + β0Φ, Φ =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

(1.5.16)
Згiдно з лемою Гронуолла-Белмана з (1.5.16) одержуємо нерiв-

нiсть
B(S1, S2)(t) ≤ β0Φe

β0t. (1.5.17)

Використовуючи (1.5.7), знаходимо

|S1(t)− Φ1(t)| =
t∫

0

γ1(t− τ)B(S1, S2)(τ)K(t, t− τ, S1)dτ+

+

∞∫
0

γ1(t+ τ)φ(τ)|L(t, t+ τ, S1)− 1|dτ ≤

≤ γ1β0Φ

t∫
0

eβ0τdτ + γ1

∞∫
0

|L(t, t+ τ, S1)− 1|φ(τ)dτ ≤

≤ γ1Φ(e
β0T − 1) + γ1Φ sup

τ≥0
t∈[0,T ]

|L(t, t+ τ, S1)− 1|.

Враховуючи позначення (1.5.9), (1.5.15) i нерiвнiсть |ez−1| ≤ |z|e|z|

одержуємо
sup
τ≥0

t∈[0,T ]

|L(t, t+ τ, S1)− 1| ≤ µ0Te
µ0T .

Таким чином, за рахунок пiдбору достатньо малого T > 0 мож-
на забезпечити справедливiсть нерiвностi ∥S1 − Φ1∥ ≤ r1.

Аналогiчно – ∥S2 − Φ2∥ ≤ r2, а значить, ∥S − Φ∥ ≤ r, тобто
вiдображення Ψ вiдображає простiр H в себе.
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Доведемо, що вiдображення S = Ψ(S) є стискуючим для до-
статньо малих T > 0. Для цього виберемо S, Ŝ ∈ H i розглянемо

∥Ψ(S)−Ψ(Ŝ)∥ = max(∥Ψ1(S)−Ψ1(Ŝ)∥, ∥Ψ2(S)−Ψ2(Ŝ)∥).

Спочатку оцiнимо ∥Ψ1(S)−Ψ1(Ŝ)∥. Для цього покладемо

Ψ1(S)−Ψ1(Ŝ) = P +Q+R, (1.5.18)

де

P =

t∫
0

γ1(t− τ)B(S1, S1)(τ)(K(t, t− τ, S1)−K(t, t− τ, Ŝ1))dτ,

Q =

t∫
0

γ1(t− τ)K(t, t− τ, Ŝ1)(B(S1, S1)(τ)− B(Ŝ1, Ŝ2)(τ))dτ,

(1.5.19)

R =

∞∫
0

γ1(t+ τ)φ(τ)(L(t, t+ τ, S1)− L(t, t+ τ, Ŝ1))dτ.

Враховуючи спiввiдношення (1.5.9), (1.5.15), одержимо

|L(t, t+ τ, S1)− L(t, t+ τ, Ŝ1)| = e
−

t∫
0

µ(τ−t+ξ,S1)dξ
×

×

∣∣∣∣∣∣1− e

t∫
0

(µ(τ−t+ξ,S1)−µ(τ−t+ξ,Ŝ1))dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(µ(τ − t+ ξ, S1)− µ(τ − t+ ξ, Ŝ1))dξ

∣∣∣∣∣∣ e|
t∫
0

(µ(τ−t+ξ,S1)−µ(τ−t+ξ,Ŝ1))dξ|
≤

≤ µ1Te
2µ0T |S1 − Ŝ1|.

Аналогiчно

|K(t, t− τ, S1)−K(t, t− τ, Ŝ1)| ≤ µ1Te
2µ0T |S1 − Ŝ1|.
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Тим самим з (1.5.19) для P , R одержуємо оцiнки

∥P∥+ ∥R∥ ≤ K1T∥S1 − Ŝ1∥, (1.5.20)

де K1 – деяка константа.
Оцiнимо ∥Q∥, для цього позначимо через

q(t) = B(S1, S1)(t)− B(Ŝ1, Ŝ2)(t).

З спiввiдношень (1.5.6), (1.5.10) отримуємо

q(t) =

t∫
0

b(t−τ, S2(t))K(t, t−τ, S1)(B(S1, S2)(τ)−B(Ŝ1, Ŝ2)(τ))dτ+

+

t∫
0

(b(t−τ, S2(t))K(t, t−τ, S1)−b(t−τ, Ŝ2(t))K(t, t−τ, Ŝ1))B(Ŝ1, Ŝ2)(τ)dτ+

+

∞∫
0

(b(τ + t, S2)L(t, t+ τ, S1)− b(τ + t, Ŝ2)L(t, t+ τ, Ŝ1))φ(τ)dτ.

Позначивши два останнiх доданки через f(t), з останнього
спiввiдношення знаходимо

q(t) =

t∫
0

b(t− τ, S2(t))K(t, t− τ, S1)q(τ) + f(t)

i враховуючи (1.5.9), (1.5.15), одержимо, що |q(t)| ≤ β0

t∫
0

|q(τ)|dτ+

|f(t)|, або

|q(t)| ≤ |f(t)|+ β0

t∫
0

|f(τ)|eβ0(t−τ)dτ. (1.5.21)

Для f(t), аналогiчно як це зроблено вище можна отримати
оцiнку

∥f∥ ≤ K0∥S1 − Ŝ1∥, (1.5.22)

89



де K0 – константа, яка залежить вiд β0, β1, µ0, µ1, T .
Використовуючи оцiнки (1.5.21), (1.5.22) отримуємо, що ∥Q∥ ≤

K2T∥S1 − Ŝ1∥, де K2 деяка константа. Звiдси

∥Ψ1(S1, S1)−Ψ1(Ŝ1, Ŝ2)∥ ≤ (K1 +K2)T∥S1 − Ŝ1∥.

Число T мoжна пiдiбрати так, щоб (K1 +K2)T < 1.
Аналогiчно можна встановити, що

∥Ψ2(S1, S1)−Ψ2(Ŝ1, Ŝ2)∥ ≤ (K1 +K2)T∥S2 − Ŝ2∥.

Таким чином, встановлено, що вiдображення S = Ψ(S) є стис-
куючим. Теорему доведено.

1.5.3. Iснування стацiонарних розв’язкiв популяцiйної
задачi

При моделюваннi динамiки поведiнки бiологiчних угрупувань
особливу роль вiдiграють стацiонарнi режими, оскiльки саме цi
режими частiше всьго реалiзуються в природi i їх дослiдження
має конкретне практичне значення як iстотнiй крок на шляху ро-
зумiння природнiх процесiв.

Стацiонарнi розв’язки ρ(τ) задачi (1.5.3) визначаються з рiв-
нянь

dρ(τ)

dτ
= −µ(τ, S1)ρ,

ρ(0) =

∞∫
0

b(τ, S2)ρ(τ)dτ,
(1.5.23)

де

S1 =

∞∫
0

γ1(τ)ρ(τ)dτ, S2 =

∞∫
0

γ2(τ)ρ(τ)dτ. (1.5.24)

Позначимо через Λ(τ, S1) = e
−

τ∫
0

µ(ξ,S1)
dξ.
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Знайдемо розв’язок рiвняння (1.5.23)1 i пiдставимо його в
(1.5.23)2 i в (1.5.24), тодi отримаємо

ρ(τ) = ρ(0)Λ(τ, S1), (1.5.25)

ρ(0) =

1−
∞∫
0

b(τ, S2)Λ(τ, S1)dτ

 = 0, (1.5.26)

S1 = ρ(0)

∞∫
0

γ1(τ)Λ(τ, S1)dτ, S2 = ρ(0)

∞∫
0

γ2(τ)Λ(τ, S1)dτ.

(1.5.27)
З спiввiдношень (1.5.26) маємо, що або ρ(0) = 0, тодi ρ(τ) ≡ 0,

або
∞∫
0

b(τ, S2)Λ(τ, S1)dτ = 1. (1.5.28)

З системи рiвнянь (1.5.27), (1.5.28) можна знайти параметри
ρ(0), S1, S2, якi однозначно визначають стацiонарний розв’язок
ρ(τ) популяцiйної задачi.

Таким чином, справедливе таке твердження.
Теорема 1.5.2. Нехай функцiї b(τ, s), µ(τ, s) є невiд’ємнi непе-

рервнi i обмеженi для τ, s ∈ R+, тодi необхiдною i достатньою
умовою iснування стацiонарного розв’язку задачi (1.5.23) є су-
мiснiсть системи (1.5.27), (1.5.28) при S1, S2 > 0. Якщо iснує
єдиний розв’язок цiєї системи, то iснує єдиний стацiонарний

розв’язок (1.5.25) з ρ(0) = S1/

∞∫
0

γ1(τ)Λ(τ, S1)dτ .

Дослiдити систему (1.5.27), (1.5.28) в загальному випадку на
предмет iснування i єдиностi розв’язкiв є неможливим, тому мож-
на розглядати лише деякi частковi випадки, наприклад, якщо

b(τ, S2) = b(τ), µ(τ, S1) = µ(τ), то при умовi
∞∫
0

b(τ)Λ(τ)dτ = 1 рiв-
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няння (1.5.26) допускає iснування безлiчi стацiонарних розв’язкiв,
iнакше iснує тiльки нульовий стацiонарний розв’язок [6].

1.5.4. Стiйкiсть стацiонарних розв’язкiв

Основна задача в популяцiйнiй екологiї є якiснi дослiдження
стiйкостi їх стацiонарних розв’язкiв, оскiльки стiйкiсть стацiонар-
них розв’язкiв по вiдношенню до малих збурень може служити
ознакою реалiзацiї вiдповiдного режиму в реальних бiологiчних
угрупуваннях.

Для дослiдження стiйкостi стацiонарного розподiлу ρ(τ) по-
кладемо

ρ(τ, t) = ρ(τ) + ξ(τ, t), S1(t) = S1 + p1(t), S2(t) = S2 + p2(t),

де S1, S2 – зваженi чисельностi знайденi з системи (1.5.27), (1.5.28)

p1(t) =

∞∫
0

γ1(s)ξ(s, t)ds, p2(t) =

∞∫
0

γ2(s)ξ(s, t)ds, (1.5.29)

тодi з задачi (1.5.3) з точнiстю до лiнiйних величин маємо

∂ξ

∂t
+
∂ξ

∂τ
= −µ(τ, S1)ξ − ω(τ)p1(t),

ξ(0, t) =

∞∫
0

b(τ, S2)ξ(τ, t)dτ + kp2(t),
(1.5.30)

де

ω(τ) = µ′S1
(τ, S1)ρ(τ), k =

∞∫
0

b′S2
(τ, S2)ρ(τ)dτ. (1.5.31)

Розв’язок задачi (1.5.30) шукаємо у виглядi ξ(τ, t) = ξ(τ)eλt,
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тодi для ξ(τ) отримуємо рiвняння

dξ(τ)

dτ
+ (λ+ µ(τ, S1))ξ(τ) + ω(τ)p1 = 0,

ξ(0) =

∞∫
0

b(τ, S2)ξ(τ)dτ + kp2,
(1.5.32)

де

p1 =

∞∫
0

γ1(τ)ξ(τ)dτ, p2 =

∞∫
0

γ2(τ)ξ(τ)dτ. (1.5.33)

З (1.5.32)1 отримуємо

ξ(τ) =

ξ(0)− τ∫
0

ω(s)p1e

s∫
0

µ(η,S1)dη
eλsds

 e−λτe
−

τ∫
0

µ(s,S1)ds
.

(1.5.34)
Враховуючи вирaз (1.5.24), для ω(τ) з (1.5.31), одержуємо, що

ω(τ) = µ1(τ)ρ(0)e
−

τ∫
0

µ(s,S1)ds
,

де µ1(τ) = µ′S1
(τ, S1). Тодi з (1.5.33) знaходимо p1

p1 = ξ(0)

∞∫
0

γ1(τ)Λ(τ)e
−λτdτ/

1 + ρ(0)

∞∫
0

γ1(τ)Λ(τ)fλ(τ)dτ

 ,

(1.5.35)
де

Λ(τ) = e
−

τ∫
0

µ(s,S1)ds
, fλ(τ) =

∞∫
0

µ1(τ)e
λ(s−τ)ds, (1.5.36)

а з (1.5.34) одержуємо вираз для ξ(τ):

ξ(τ) = ξ(0)
(
e−λτ − fλ(τ)gλ

)
Λ(τ), (1.5.37)
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де

gλ = ρ(0)

∞∫
0

γ1(τ)Λ(τ)e
−λτdτ/

1 + ρ(0)

∞∫
0

γ1(τ)Λ(τ)fλ(τ)dτ

 .

З (1.5.32)2 одержуємо характеристичне рiвняння для визна-
чення λ:

1 =

∞∫
0

(b(τ, S2)+kγ1(τ))Λ(τ)e
−λτdτ−gλ

∞∫
0

(b(τ, S2)+kγ2(τ))fλ(τ)Λ(τ)dτ.

(1.5.38)
Якщо коренi характеристичного рiвняння (1.5.38) мають

вiд’ємнi дiйснi частини, то всi розв’язки ξ(τ, t) = ξ(0)eλt пряму-
ють до нуля при t → ∞. А це означає, що ρ(τ, t) → ρ(τ) при
t→ ∞ для всiх τ ∈ R+ i S1(t) → S1, S2(t) → S2 при t→ ∞.

1.5.5. Приклад

Припустимо, що µ(τ, s) = µ(τ) ≥ µ0 > 0, τ ∈ R+, b(τ, S2) =

b(τ)e−αS2 = b(τ)e−αS , α > 0, S =

∞∫
0

γ(τ)ρ(τ, t)dτ .

Цей випадок означає, що в популяцiї вiдбувається регулюван-
ня новонароджених згiдно закону e−αS . Стацiонарний розв’язок
при цих умовах має вигляд

ρ(τ) = ρ(0)Λ(τ),

де

ρ(0) = S/

∞∫
0

γ(s)Λ(s)ds, (1.5.39)

а S задовольняє рiвняння

1 = e−αS

∞∫
0

b(τ)Λ(τ)dτ, (1.5.40)
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який має єдиний розв’язок S > 0 при умовi, що
∞∫
0

b(τ)Λ(τ)dτ > 1.

Стiйкiсть стацiонарного розв’язку визначається характером
коренiв рiвняння

Φ(λ) = Ψ(λ), (1.5.41)

де

Ψ(λ) = 1+αρ(0)

∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−λτdτ, Φ(λ) = e−αS

∞∫
0

b(τ)Λ(τ)e−λτdτ.

Розглянемо функцiї Ψ(λ), Φ(λ) як функцiї дiйсного аргумента
λ. При λ = 0 iз спiввiдношень (1.5.39), (1.5.40) отримуємо, що

Ψ(0) = 1 + αS > 1 = Φ(0).

Ψ(λ), Φ(λ) є монотонно спадними функцiями параметра λ,
оскiльки Ψ′(λ) < 0, Ψ′(λ) < 0, причому lim

λ→∞
Ψ(λ) = 1, lim

λ→∞
Φ(λ) =

0.
Значить рiвняння (1.5.41) немає дiйсних коренiв λ ≥ 0.

З’ясуємо, чи iснують комплекснi коренi λ = ν + iω з додатними
дiйсними частинами.

Для ν та ω з рiвняння (1.5.41), прирiвнюючi дiйснi частини,
маємо

1+αρ(0)

∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−ντ cosωτdτ = e−αS

∞∫
0

b(τ)Λ(τ)e−ντ cosωτdτ.

(1.5.42)
Права частина

e−αS

∞∫
0

b(τ)Λ(τ)e−ντ cosωτdτ < e−αS

∞∫
0

b(τ)Λ(τ)dτ = 1,
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а iнтеграл I =

∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−ντ cosωτdτ в лiвiй частинi може на-

бувати як додатнiх, так i вiд’ємних значень в залежностi вiд по-
ведiнки функцiї γ(τ).

Але, наприклад, якщо γ(τ) ≡ 1, τ ∈ R+ (це є випадок, коли
функцiонал S(t) = N(t), де N(t) – загальна чисельнiсть особiв в
популяцiї), то I > 0 для всiх ω ≥ 0, ν ≥ 0, тому рiвняння (1.5.42) в
цьому випадку немає комплексних коренiв в правiй пiвплощинi i
на уявнiй вiсi. Значить всi коренi рiвняння (1.5.41) лежать в лiвiй
пiвплощинi i, тим самим, стацiонарний розв’язок ρ(τ) є локально
асимптотично стiйким.

1.6. Аналiз моделей динамiки зважених за вiком чи-
сельностей бiологiчних популяцiй

Система з розподiленими параметрами, що описує динамiку
вiкового складу бiологiчних популяцiй зводиться до системи зви-
чайних диференцiальних рiвнянь вiдносно зважених чисельно-
стей. Знайдено умови iснування стацiонарних розв’язкiв i дослiд-
жено питання їх стiйкостi.

1.6.1. Формулювання об’єкта дослiдження

Простим прикладом стурктурованої за вiкоммоделi динамiки
бiологiчних популяцiй є лiнiйна модель. В подальшому лiнiйнi си-
стеми узагальнювалися на випадок, коли функцiї народжування
та виживання нелiнiйним чином залежать вiд вiкової щiльностi
розподiлу в популяцiї x(τ, t) та загальної чисельностi

S(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dτ. (1.6.1)
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Як приклад розглянемо випадок, коли функцiї виживання та
народжування вiдповiдно дорiвнюють µ(S) та β(S)e−ατ , α > 0.
Тобто модель динамiки вiкової структури має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ(S), τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

β(S)e−ατ , t > 0, (1.6.2)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0.

Для цiєї системи працi [?] одержано умови iснування стацiонар-
ного розподiлу вiкового складу та умови його асимптотичної стiй-
костi.

В цьому пунктi систему (1.6.2) з розподiленими параметрами
зведемо до системи звичайних диференцiальних рiвнянь вiдносно
зважених за вiком чисельностей особин у популяцiї.

Iнтегруючи перше рiвняння системи (1.6.2) по τ у межах вiд 0
до ∞, одержимо

Ṡ = ρ(0, t)− µ(S)S. (1.6.3)

Врахувавши друге рiвняння системи (1.6.2), рiвняння (1.6.3)
запишеться у виглядi

Ṡ = β(S)G− µ(S)S, (1.6.4)

де

G(t) =

∞∫
0

e−ατρ(τ, t)dτ. (1.6.5)

Диференцiюючи G(t) i враховуючи перше рiвняння системи
(1), маємо

Ġ = (−µ(S) + β(S)− α)G. (1.6.6)

97



Отже, приходимо до системи звичайних диференцiальних рiв-
нянь (1.6.4), (1.6.6).

Звести систему з розподiленими параметрами, що описують
вiковий розподiл до системи звичайних диференцiальних рiвнянь,
вдається також для системи

∂ρ

∂τ
+
∂ρ

∂t
= −µ(S)ρ(τ, t), τ, t > 0,

ρ(0, t) =

∞∫
0

τβ(S)e−ατρ(τ, t)dτ, τ > 0, α > 0.

Як i вище, одержимо систему рiвнянь
Ṡ = −µ(S)S + β(S)Q,

Q̇ = −(µ(S) + α)Q+G,

Ġ = −(µ(S) + α)G+ β(S)Q,

(1.6.7)

де S(t), G(t) визначенi згiдно з (1.6.2) i (1.6.5), а

Q(t) =

∞∫
0

τe−ατρ(τ, t)dτ. (1.6.8)

Отже, об’єктом дослiдження є система (1.6.4), (1.6.6) та систе-
ма (1.6.7).

1.6.2. Дослiдження нелiнiйних систем

Знайдемо стацiонарнi розв’язки побудованих систем i дослiди-
мо їх на стiйкiсть.

Iснування стацiонарних розв’язкiв системи (1.6.4), (1.6.6) об-
грунтовується таким твердженням.

Теорема 1.6.1. Нехай: 1) µ(S) > 0, µ′(S) > 0, 0 ≤ β(S) <∞,
S ∈ [0,∞); 2) β(0) > µ(0)+α i рiвняння β(S) = µ(S)+α має єди-
ний корiнь S = S > 0, тодi система (1.6.4), (1.6.6) крiм нульово-
го стацiонарного розв’язку має ще нетривiальний стацiонарний
додатний розв’язок (S,G), де G = µ(S)S/β(S).
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Доведення. Стацiонарнi розв’язки системи (1.6.4), (1.6.6)
знаходяться з системи рiвнянь{

β(S)G− µ(S)S = 0,

(µ(S)− β(S) + α)G = 0.
(1.6.9)

Очевидно, що S = 0, G = 0 є розв’язком системи (1.6.9), крiм
цього, на пiдставi припущень 1), 2) iснує розв’язок S = S > 0 рiв-
няння µ(S)−β(S)+α = 0. Значення G = G знаходимо з рiвняння
β(S)G− µ(S)S = 0.

Теорема 1.6.2. Нехай виконанi умови 1), 2) теореми 1.6.1 i

µ′(S) > β′(S), (??) (1.6.10)

тодi нульовий розв’язок системи (1.6.4), (1.6.6) нестiйкий, а
нетривiальний розв’язок (S,G) – асимптотично стiйкий.

Доведення. Лiнеаризована система в околi точки (0, 0) набу-
ває вигляду 

dp

dt
= β(0)q − µ(0)p,

dq

dt
= (−µ(0) + β(0)− α)q.

Вiдповiдне характеристичне рiвняння має дiйснi коренi λ1 =

−µ(0) < 0, λ2 = −µ(0) + β(0)− α > 0, тому ця точка є сiдлом.
В точцi (S,G) маємо

dp

dt
= (β′(S)G− µ′(S)S − µ(S))p+ β(S)q,

dq

dt
= (−µ(S)G+ β′(S)G)p.

Характеристичне рiвняння цiєї системи має вигляд

λ2 +Aλ+ Sµ(S)(µ′(S)− β′(S)) = 0, (1.6.11)
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де

A = µ(S) + Sµ′(S)

(
µ′(S)

µ(S)
− β′(S)

β(S)

)
. (1.6.12)

Оскiльки, згiдно з умовами (??), добуток коренiв додатний i
A > 0 на пiдставi (??) i умов 1), 2) теореми 1, то рiвняння (1.6.11)
має два коренi з вiд’ємними дiйсними частинами. Отже, точка
(S,G) є асимптотично стiйкою.

Розглянемо тепер систему (1.6.7). Для системи (1.6.7) справед-
лива

Теорема 1.6.3. Нехай: 1) µ(S) > 0, µ′(S) > 0, 0 ≤ β(S) <∞,
S ∈ [0,∞); 2)

√
β(0) > µ(0) +α i рiвняння

√
β(S) = µ(S) +α має

єдиний корiнь S = S > 0. Тодi система (1.6.7) крiм тривiального
розв’язку має ще й нетривiальний розв’язок (S,Q,G), де

Q = µ(S)S/β(S), G = (µ(S) + α)Q. (1.6.13)

Доведення. Система (1.6.11) очевидно має нульовий
розв’язок.

Для знаходження та дослiдження ненульового стацiонарного
розв’язку зручнiше зробити замiну змiнних

x = S, y =
G

Q
, z = Q. (1.6.14)

Тодi система (1.6.7) запишеться у виглядi
ẋ = −µ(x)x+ β(x)z,

ẏ = −y2 + β(x),

ż = −(µ(x) + α)z + yz,

(1.6.15)

Звiдси для ненульових стацiонарних розв’язкiв маємо

y =
√
β(x), y = µ(x) + α, z =

µ(x)x

β(x)
. (1.6.16)
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Значення x знаходиться з рiвняння√
β(x) = µ(x) + α.

Iз формул (1.6.16), враховуючи (1.6.14), одержуємо вирази
(1.6.13).

Теорема 1.6.4. Нехай виконанi умови 1), 2) теореми 1.6.3 i

µ′(S)

µ(S)
>
β′(S)

β(S)
, (1.6.17)

тодi нульовий розв’язок системи (1.6.7) нестiйкий, а ненульовий
розв’язок (S,Q,G) – асимптотично стiйкий.

Доведення. Лiнеаризована система в околi точки (0, 0, 0) має
вигляд 

ṗ = −µ(0)p+ β(0)q,

q̇ = −(µ(0) + α)q + r,

ṙ = β(0)q − (µ(0) + α)r.

Коренi характеристичного рiвняння
λ1 = −µ(0) < 0, λ2 =

√
β(0)−µ(0)−α > 0, λ3 = −

√
β(0)−µ(0)−

α < 0 дiйснi i рiзних знакiв.

В точцi x = S, y =
G

Q
, z = Q лiнеаризована система рiвнянь

має таке характеристичне рiвняння∣∣∣∣∣∣∣
−µ′(x)x− µ(x) + β′(x)z − λ 0 β(x)

β′(x) −2y − λ 0

−µ′(x)z z −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

або
a0λ

3 + a1λ
2 + a2λ+ a3 = 0, (1.6.18)

де a0 = 1, a1 = A + 2y, a2 = 2(yA + µ′(S))S, a3 = 2yµ′(S)µ(S)S,
стала A визначається з (14) при S = x.

Застосуємо критерiй Рауса-Гурвiца для того, щоб показати, що
рiвняння (1.6.18) має коренi з вiд’ємними дiйсними частинами.
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Справдi,
∆0 = a0 = 1 > 0,
∆1 = a1 > 0 внаслiдок умови (19),

∆2 =

∣∣∣∣∣ a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣∣ = (A + 2y)2yA + 4y2A + 2yµ′(x)x > 0, оскiльки

A > 0,
∆3 = a3∆2 = 2yµ′(x)µ(x)x∆2 > 0.

Звiдси випливає, що стацiонарний розв’язок (S,Q,G) – асимп-
тотично стiйкий. Причому умови стiйкостi (1.6.17) для системи
(1.6.7) є слабшими порiвняно з умовами (??) для системи (1.6.5),
(1.6.6), оскiльки вони можуть виконуватися i для µ′(S) = β′(S) i
при µ′(S) < β′(S).

Отже, перехiд вiд системи з розподiленими параметрами до
системи звичайних диференцiальних рiвнянь дозволяє дослiдити
поведiнку загальної чисельностi S(t) особин в популяцiї та деяких
зважених за вiком чисельностей G(t) i Q(t).
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1.7. Аналiз моделей динамiки вiкової структури бiо-
логiчних популяцiй з нелiнiйними процесами
народжування

Розглядається неперервна модель динамiки iзольованих попу-
ляцiй з нелiнiйною народжуванiстю. Для математичної моделi, що
є нелiнiйною крайовою задачею для рiвняння з частинними по-
хiдними доведена теорема iснування та єдиностi розв’язкiв. Вив-
чається питання iснування та стiйкостi стацiонарних розподiлiв
вiкової структури.

В цьому пунктi проведемо дослiдження моделi динамiки вi-
кової структури бiологiчних популяцiй в випадку, коли функцiя,
що описує процес народжування нелiнiйно залежить вiд густини
чисельностi x(τ, t), тобто b = b(τ, x).

1.7.1. Формулювання об’єкта дослiдження

Модель, що враховує нелiнiйностi в процесах народжування
узагальнює лiнiйну модель i має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d(τ)x, t, τ > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ, t)dτ, t > 0, (1.7.1)

x(τ, t) = φ(τ), τ ≥ 0.

Тут b(τ, x) – нелiнiйна функцiя народжуваностi, що залежить вiд
вiку τ i щiльностi x. Типовий графiк цiєї залежностi наведений
на рис. 1.
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Рис. 1.7.1
Така залежнiсть визначає стимулюючу популяцiю при невели-

ких x, при великих x така функцiя народжуваностi лiмiтує кiль-
кiсний рiст популяцiї, тобто найбiльша народжуванiсть спостерi-
гається при певнiй вiковiй щiльностi в популяцiї.

Зробимо такi припущення вiдносно параметрiв системи (1.7.1):
1) d(τ) – неперервна на R+, R+ = [0,∞), d(∞) = ∞;
2) b(τ, x) – неперервна й обмежена на R+ × R+, iнтегровна по

x на R+;
3) b′x(τ, x) – обмежена на R+ × R+;
4) φ(τ) – iнтегровна на R+;
5) d(τ), b(τ, x), φ(τ) ≥ 0, τ , x ∈ R+.

1.7.2. Iснування та єдинiсть розв’язкiв задачi (1.7.1)

Розв’язок рiвняння виживання системи (1.7.1) можна подати
у виглядi

x(τ, t) = Ω(t− τ)Λ(τ), (1.7.2)

де Λ(τ) = exp
(
−

τ∫
0

d(ξ)dξ
)
, Ω(t) – деяка функцiя, що має ясний

бiологiчний змiст. Дiйсно, Ω(t) = x(0, t) – щiльнiсть чисельнiсть
новонароджених особин в момент часу t.

Пiдставивши (1.7.2) в рiвняння народжуваностi системи
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(1.7.1), маємо

Ω(t) =

∞∫
0

b(τ,Ω(t− τ)Λ(τ))Λ(τ)Ω(t− τ)dτ. (1.7.3)

при t = 0 x(τ, 0) = φ(τ) = Ω(−τ)Λ(τ). Звiдси

Ω(−τ) = φ(τ)(Λ(τ))−1.

Подаючи в (1.7.3)
∞∫
0

=

t∫
0

+

∞∫
t

, отримаємо

Ω(t) =

t∫
0

b(τ,Ω(t− τ)Λ(τ))Λ(τ)Ω(t− τ)dτ +Q(t), (1.7.4)

де

Q(t) =

∞∫
0

b
(
τ + t, φ(τ)

Λ(τ + t)

Λ(τ)

)
×

×φ(τ)Λ(τ + t)

Λ(τ)
dτ. (1.7.5)

Q(t) є щiльнiстю новонароджених в момент часу t особинами, що
складали популяцiю в початковий момент часу t = 0. Iнтеграл в
(1.7.4) дає щiльнiсть новонароджених вiд особин, що народилися
за час t.

Рiвняння (1.7.4) можна переписати у формi

Ω(t) =

t∫
0

b(τ + t,Ω(τ)Λ(τ + t))×

×Λ(τ + t)Ω(τ)dτ +Q(t). (1.7.6)

Розглянемо простiр H = {(τ, x) | τ, x ∈ R+}. Згiдно з умовами 2),
3), 5) отримуємо оцiнки

b0 = sup
τ,x∈H

b(τ, x),
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b1 = sup
τ,x∈H

|b′x(τ, x)|. (1.7.7)

Для всiх x ≥ 0 iз (1.7.5), (1.7.7) та (1.7.2), одержуємо

Ω(t) ≤ b0

t∫
0

Ω(τ)dτ+

+b0Φ,Φ =

∞∫
0

φ(τ)dτ.

Згiдно з лемою Гронуола-Белмана маємо оцiнку

Ω(t) ≤ b0Φe
b0t. (1.7.8)

Доведемо таке твердження.
Теорема 1.7.1. Якщо виконуються умови 1) – 5), то рiвнян-

ня (1.7.4) має єдиний невiд’ємний розв’язок для t ∈ [0, T ], T > 0.
Доведення. Введемо до розгляду оператор

Ψ(Ω) =

t∫
0

b(τ + t,Ω(τ)Λ(τ + t))×

×Λ(τ + t)Ω(τ)dτ +Θ(t).

Згiдно з умовами 2), 5) оператор Ψ: C+(0, T ) → C+[0, T ], T > 0,
де C+[0, T ] – простiр неперервних невiд’ємних функцiй на [0, T ].
Доведемо тепер, що оператор Ψ є стискаючим в просторi C+[0, T ],
T > 0. Для цього розглянемо рiзницю

Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2) =

t∫
0

[b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))×

×Ω1(τ)− b(τ + t,Ω2(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)]×

×Λ(τ + t)dτ.
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Звiдси

|Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)| ≤
t∫

0

|b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω1(τ)−

−b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)|dτ+

+

t∫
0

|b(τ + t,Ω1(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)−

−b(τ + t,Ω2(τ)Λ(τ + t))Ω2(τ)|dτ

або

|Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)| ≤ b0

t∫
0

|Ω1(τ)− Ω2(τ)|dτ+

+b1

t∫
0

|Ω1(τ)− Ω2(τ)|Ω2(τ)dτ.

Враховуючи оцiнку (1.7.8) маємо

∥Ψ(Ω1)−Ψ(Ω2)∥ ≤ b0T∥Ω1 − Ω2∥+

+b1Tb0Φe
b0τ∥Ω1 − Ω2∥ =

= (b0T + b1Tb0Φe
b0T )∥Ω1 − Ω2∥,

де
∥Ω(t)∥ = sup

t∈[0,T ]
|Ω(t)|.

Число T можна вибрати так, щоб

(b0 + b1b0Φe
b0T )T < 1.

Отже, вiдображення Ψ є стискаючим. Звiдси випливає, що рiв-
няння (1.7.6) має один i тiльки один невiд’ємний розв’язок, який
можна продовжити до будь-якого T > 0. Теорему доведено.
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1.7.3. Iснування стацiонарних розв’язкiв популяцiйної
задачi

При моделюваннi динамiки чисельностi бiологiчних популяцiй
особливу роль вiдiграють стацiонарнi режими, оскiльки саме цi
режими найчастiше реалiзуються в природi. Тому їх дослiдження
має конкретне практичне значення як iстотний крок на шляху
розумiння природних процесiв.

Стацiонарнi розв’язки x(τ) задачi (1.7.1) визначаються з рiв-
нянь

dx(τ)

dτ
= −d(τ)x,

x(0) =

∞∫
0

b(τ, x)x(τ)dτ. (1.7.9)

З першого рiвняння системи (1.7.9) маємо

x(τ) = x(0)Λ(τ),

тодi друге рiвняння системи (1.7.9) можна записати у виглядi

x(0)
(
1−

∞∫
0

b(τ, x(0)Λ(τ))Λ(τ)dτ
)
= 0.

Звiдси одержуємо, що x(0) = 0, або x(0) = x0 знаходиться з рiв-
няння Φ(u) = 1, де

Φ(u) =

∞∫
0

b(τ, uΛ(τ))Λ(τ)dτ.

Позначимо b(τ, 0)Λ(τ) = K(τ) i розглянемо популяцiю, в якої ре-

продуктивний потенцiал P =

∞∫
0

K(τ)dτ < 1, тобто при малих

щiльностях популяцiя сама не може вiдтворитися.
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Нехай Φ(u) – унiмодальна функцiя, тодi можливi випадки:
(A) max

u∈R+
Φ(u) > 1;

(B) max
u∈R+

Φ(u) < 1.

Випадок max
u∈R+

Φ(u) = 1 на практицi є малоiмовiрним. Тодi у ви-

падку A задача (1.7.1), крiм нульового розв’язку має ще два нену-
льових стацiонарних стани x1(0)Λ(τ) i x2(0)Λ(τ), x1(0) < x2(0).

1.7.4. Стiйкiсть стацiонарних вiкових розподiлiв

Дослiдження стiйкостi стацiонарних станiв екосистем є однiєю
з основних задач популяцiйної екологiї, оскiльки стiйкiсть стацiо-
нарних станiв по вiдношенню до малих збурень може служити
ознакою реалiзацiї вiдповiдного режиму в реальних бiологiчних
угрупуваннях.

Для дослiдження стiйкостi стацiонарного розподiлу x(τ) по-
кладемо x(τ, t) = x(τ) + ξ(τ, t).

Лiнеаризацiя в околi нульового стацiонарного розв’язку дає
лiнiйнi моделi динамiки вiкової структури типу (??), для яких
нульовий розв’язок при умовi

P =

∞∫
0

K(τ)dτ < 1

є асимптотично стiйким за першим наближенням.
Для ненульового стацiонарного стану система лiнiйного наб-

лиження має вигляд

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −d(τ)ξ,

ξ(0, t) =

∞∫
0

(b(τ, x(τ)) + b′x(τ, x)x)ξ(τ, t)dτ.
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Умова стiйкостi нульового розв’язку для цiєї системи має вигляд

∞∫
0

(b(τ, x(τ)) + b′x(τ, x(τ))x(τ))Λ(τ)dτ < 1,

або
∞∫
0

b′x(τ, x(τ))x(τ))Λ(τ)dτ < 0.

В силу унiмодальностi функцiї Φ(u) ця умова виконується для
x2(0) i не виконується для x1(0). Тому стацiонарний розв’язок
x1(0)Λ(τ) нестiйкий, а x2(0)Λ(τ) стiйкий за першим наближенням.
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1.8. Моделi вiдбору в популяцiях з вiковою струк-
турою

Знайдено умови iснування та асимптотичнӧı стiйкостi стацiо-
нарних вiкових розподiлiв в нелiнiйних моделях динамiки вiковӧı
структури з процесами вiдбору.
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Математична модель. Вивчимо питання впливу процесiв
вiдбору на динамiку вiкової структури бiологiчних популяцiй. Ме-
ханiзм вiдбору в популяцiях з вiковою структурою можна враху-
вати, якщо в моделi фон Фоерстера (1) видiлити окремо фактори,
що описують процеси вiдбору. У зв’язку з цим будемо розглядати
математичну модель динамiки вiкової структури у виглядi

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −(µ(τ) + f(S1))x(τ, t),

τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

β(S2)b(τ)x(τ, t)dτ, t > 0, (1.8.1)

x(τ, 0) = φ(τ), τ ≥ 0,

де S1(t), S2(t) визначаються спiввiдношеннями

S1(t) =

∞∫
0

γ1(τ)x(τ, t)dτ,

S2(t) =

∞∫
0

γ2(τ)x(τ, t)dτ, (1.8.2)

µ(τ), b(τ) – коефiцiєнти природної смертностi та народжуваностi,
функцiї f(S1), β(S2) визначають процеси вiдбору, φ(τ) – початко-
вий розподiл.

Зробимо такi припущення вiдносно параметрiв системи (1.8.1):
1) µ(τ), b(τ) ∈ C(R+), φ(τ) ∈ C1(R+) ∩ L1(R+); R+ = [0,∞);
2) f(0) = 0, f(S) <∞, 0 ≤ f ′(S) <∞, β′(S) < 0, S ∈ R+;
3) µ(τ), b(τ), φ(τ), f(S), β(S) ≥ 0, τ, S ∈ R+;

4) φ(0) =
∞∫
0

b(τ)β(S̃2)φ(τ)dτ ,
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S̃2 =

∞∫
0

γ2(τ)φ(τ)dτ ;

5) 0 ≤ γi(τ) < γ, γi(τ) ∈ C(R+), i = 1, 2.
Зауваження. Система (1.8.1) має єдиний невiд’ємний

розв’язок x(τ, t) ∈ C[0,∞) × [0, T ] , 0 < T < ∞, оскiльки вона
є частинним випадком системи, яка дослiджувалася в [5].

Основний результат. Розглянемо тепер питання iснування
стацiонарних вiкових структур, оскiльки саме такi режими най-
частiше реалiзуються в природi i мають конкретне практичне зна-
чення.

Теорема 1.8.1. Нехай справджуються умови 2), 3), 5) i

β(0) >
1

∞∫
0

b(τ)e
−

τ∫
0

µ(ξ)dξ
dτ

, (1.8.3)

тодi задача (1.8.1) має єдиний стацiонарний розв’язок.
Доведення. Стацiонарнi розв’язки x(τ) визначаються з рiв-

нянь (для спрощення викладень надалi припустимо, що γ1(τ) =

γ2(τ) = γ(τ))
dx(τ)

dτ
= −(µ(τ) + f(S))x(τ), (1.8.4)

x(0) =

∞∫
0

b(τ)β(S)x(τ)dτ, (1.8.5)

де

S =

∞∫
0

γ(τ)x(τ)dτ. (1.8.6)

Iз рiвняння (1.8.4) маємо

x(τ) = x(0)Λ(τ)e−f(S)τ ,

де Λ(τ) = e
−

τ∫
0

µ(ξ)dξ
.
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Для знаходження невiдомих x(0), S iз спiввiдношень (1.8.6),
(1.8.6) одержуємо систему рiвнянь

1 = β(S)

∞∫
0

K(τ)e−f(S)τdτ, (1.8.7)

S = x(0)

∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−f(S)τdτ, (1.8.8)

де K(τ) = b(τ)Λ(τ).
Розглянемо функцiю

Φ(S) = β(S)

∞∫
0

K(τ)e−f(S)τdτ.

Iз умови 2) маємо, що Φ′(S) < 0, S ∈ R+. Тодi Φ(S) є монотон-
но спадною функцiєю i рiвняння (81) має єдиний розв’язок S > 0,
якщо Φ(0) > 1, що забезпечується умовою (1.8.3). Якщо розв’язок
S з рiвняння (1.8.7) знайдено, то з рiвняння (1.8.8) дiстанемо

x(0) =
S

∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−f(S)τdτ

. (1.8.9)

А це значить, що стацiонарний розв’язок задачi (1.8.1) визна-
чається однозначно. Теорема 1.8.1 доведена.

Основною задачею в популяцiйнiй екологiї є дослiдження стiй-
костi стацiонарних процесiв, оскiльки саме цей факт гарантує ре-
алiзацiю таких процесiв в реальних бiологiчних системах.

Нехай x(τ) є стацiонарним розв’язком задачi (1.8.1). Припу-
стимо, що розв’язок цiєї задачi при початковiй умовi iснує для
всiх τ , t ∈ R+ i позначимо його через x(τ, t, φ) (надалi будемо
використовувати й позначення x(τ, t)).
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Означення 1. Стацiонарний розв’язок x(τ) системи (1.8.1)
називається стiйким за Ляпуновим, якщо ∀ε > 0 знайдеться
δε > 0 таке, що для всiх δ ∈ (0, δε) з умови |φ(τ) − x(τ)| < δ,
τ ∈ R+ випливає |x(τ, t, φ)− x(τ)| < ε для всiх t > 0, τ ∈ R+.

Означення 2. Стацiонарний розв’язок x(τ) називається
асимптотично стiйким, якщо вiн є стiйким за Ляпуновим i
для всiх початкових значень φ(τ), що задовольняють нерiвнiсть
|φ(τ)− x(τ)| < δ, τ ∈ R+ маємо

lim
t→∞

x(τ, t, φ) = x(τ), τ ∈ R+.

Для дослiдження стiйкостi стацiонарного розподiлу x(τ) в си-
стемi (1.8.1) покладемо

x(τ, t) = x(τ) + ξ(τ, t).

При цьому дiстанемо автономну систему рiвнянь, для дослiд-
ження стiйкостi якої достатньо розглянути стiйкiсть вiдповiдної
лiнеаризованої системи [6] вигляду

∂ξ

∂τ
+
∂ξ

∂t
= −(µ(τ) + f(S))ξ(τ, t)−

−f ′(S)x(τ)
∞∫
0

γ(τ)ξ(τ, t)dτ,

ξ(0, t) = β(S)

∞∫
0

b(τ)ξ(τ, t)dτ + β′(S)×

×
∞∫
0

b(τ)ξ(τ)dτ

∞∫
0

γ(τ)ξ(τ, t)dτ, (1.8.10)

де S – корiнь рiвняння (1.8.7).
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Розв’язок системи (1.8.10) шукаємо у виглядi

ξ(τ, t) = ξ(τ)eλt.

Для ξ(τ) маємо систему

dξ(τ)

dτ
= −(λ+ µ(τ) + f(S))ξ − pω(τ), (1.8.11)

ξ(0) =

∞∫
0

b(τ)β(S)ξ(τ)dτ + β′(S)p

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ, (1.8.12)

де

p =

∞∫
0

γ(τ)ξ(τ)dτ, ω(τ) = f ′(S)x(τ). (1.8.13)

Враховуючи позначення (1.8.13), розв’язок рiвняння (1.8.11)
представимо в виглядi

ξ(τ) = ξ(0)(e−λτ − gλfλ(τ))Λ(τ)e
−f(S)τ , (1.8.14)

де

gλ =

f ′(S)x(0)
∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)e−f(S)τdτ

1 + f ′(S)x(0)
∞∫
0

γ(τ)Λ(τ)fλ(τ)e−f(S)τdτ

, (1.8.15)

fλ(τ) =

τ∫
0

eλ(s−τ)ds. (1.8.16)

Пiдставляючи (1.8.14) в (1.8.12), дiстанемо характеристичне
рiвняння для знаходження λ:

1 =

∞∫
0

(β(S)b(τ) + β′(S)kγ(τ))×

×(e−λτ − gλfλ(τ))Λ(τ)e
−f(S)τdτ, (1.8.17)
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де

k =

∞∫
0

b(τ)x(τ)dτ. (1.8.18)

Пiдсумуємо наведенi вище мiркування у виглядi теореми.
Теорема 1.8.2. Стацiонарний розв’язок x(τ) задачi (1.8.1)

асимптотично стiйкий, якщо всi коренi рiвняння (1.8.17) мають
вiд’ємнi дiйснi частини.

Частинний випадок. В якостi рiвнянь (1.8.1) будемо розгля-
дати систему

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −f(S)x, τ, t > 0,

x(0, t) =

∞∫
0

β(S)e−ατx(τ, t)dτ,

t > 0, α > 0, (1.8.19)

де S =

∞∫
0

x(τ, t)dτ .

Для цього випадку з (1.8.1) одержимо рiвняння

β(S)− f(S) = α, (1.8.20)

яке має єдиний розв’язок S > 0 при виконаннi умови 2) i (1.8.3),
причому нерiвнiсть (1.8.3) набуває вигляду β(0) > α.

Iз спiввiдношень (1.8.9), (1.8.18), (1.8.15) випливає, що

x(0) = Sf(S), k =
Sf(S)

f(S) + α
,

gλ =
f ′(S)f(S)S

f(S) + f ′(S)S + α
.

Тодi для характеристичного рiвняння (1.8.17) маємо

β(S)

λ+ β(S)

(
1 +

gλ
λ

)
+
β′(S)

β(S)
×
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× Sf(S)

λ+ f(S)

(
1 +

gλ
λ

)
= 1 +

gλ
λ

+
gλ
λ

β′(S)

β(S)
S.

Враховуючи, що β(S) = f(S)+α та вираз для gλ, це рiвняння
можна привести до вигляду

λ2 + λ

(
f(S) + Sf(S)

(
f ′(S)

f(S)
− β′(S)

β(S)

))
+

+Sf(S)(f ′(S)− β′(S)). (1.8.21)

Рiвняння (1.8.21) має коренi з вiд’ємною дiйсною частиною,
якщо

f ′(S) > β′(S). (1.8.22)

Отже, отримана умова стiйкостi (1.8.22) стацiонарного
розв’язку для системи (1.8.19) виписується в явнiй формi через
параметри цiєї системи. Вiдзначимо, що умова (1.8.22) вимагає
виконання нерiвностi лише в однiй точцi S, де S – корiнь рiвнян-
ня (1.8.20).
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1.9. Iншi моделi динамiки вiкової структури

В п. 1.2 розглядається логiстична модель динамiки вiкової
структури з урахуванням мiжвiкової структури, в п. 1.3 – модель
з внутрiшньовидовою конкуренцiєю.

В роботi [] запропонована модель, в якiй враховується мiжви-
дова взаємодiя i внутрiшньовидова конкуренцiя одночасно. При
цьому рiвняння виживання набуває вигляду

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ, t) + p(τ, t)x+

∞∫
0

a(τ, t, s)x(s, t)ds
]
x, (1.9.1)

де x(τ, t) – вiкова щiльнiсть, d(τ, t) – параметр природного вижи-
вання, p(τ, t) – параметр мiжвiкової конкуренцiї, a(τ, s, t) – функ-
цiя конкуренцiї мiж особинами вiку τ в момент часу t.

Рiвняння народжування береться в такiй же формi, як i вище,
тобто

x(0, t) =

∞∫
0

b(τ, t)x(τ, t)dτ. (1.9.2)

Добавивши початкову умову

x(τ, 0) = φ(τ), (1.9.3)

одержуємо задачу, яка при певних умовах на параметри системи
має єдиний невiд’ємний розв’язок [].

Для виписаної моделi вивчаються питання iснування стацiо-
нарних станiв та їх стiйкiсть.
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Розглядається гiпотетичний приклад, для якого взято такi
значення параметрiв моделi:

d(τ) =


0, 03− 0, 05τ, 0 ≤ τ < 4,

0, 1, 4 ≤ τ < 10,

−1, 6 + 0, 18τ, τ ≥ 10,

p(τ) =


0, 0011− 0, 0002τ, 0 ≤ τ < 5,

0, 0001, 5 ≤ τ < 10,

0, 0002τ − 0, 0009, τ ≥ 10,

a(τ, s) = a1(τ) · a2(τ),

a1(τ) =


0, 002− 0, 00025τ, 0 ≤ τ < 4,

0, 001, 4 ≤ τ < 10,

0, 003− 0, 0002τ, 10 ≤ τ < 15,

0, τ ≥ 15,

a2(τ) =


0, 1 + 0, 05τ, 0 ≤ τ < 4,

0, 2, 4 ≤ τ < 10,

0, 003− 0, 0002τ, 10 ≤ τ < 15,

0, τ ≥ 15,

b(τ) =


0, 0 ≤ τ < 4,

α sin τ−4
6 π, 4 ≤ τ < 10,

0, τ ≥ 10,

φ(τ) =

{
3− 0, 2τ, 0 ≤ τ < 15,

0, τ ≥ 15.

Використовуючи метод рiзницевих схем з кроком h = 0, 05

знайдено розв’язки популяцiйної задачi (рис. 1.9.1).
Цiкавим є випадок урахування впливу передiсторiї розвитку

популяцiї на динамiку вiкового складу.
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Параметром c(t− s, ξ, τ) будемо описувати степiнь впливу пе-
редiсторiї групи особiв вiку ξ на динамiку щiльностi x(τ, t) в за-
лежностi вiд вiддаленостi цiєї передiсторiї в часi вiд момента t,
тобто вiд t− s.

Тодi загальна функцiя втрат в групi особин вiку вiд τ до t+ τ

вiд врахування передiсторiї розвитку ма значення

t∫
0

∞∫
0

c(t− s, ξ, τ)x(ξ, s)dξdsx(τ, t)∆τ∆t

i рiвняння виживання з урахуванням передiсторiї розвитку попу-
ляцiї має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −

[
d(τ, t) +

∞∫
0

a(τ, t, s)x(s, t)ds+

+

t∫
0

∞∫
0

c(τ − s, ξ, τ)x(ξ, s)dξds
]
x.

Функцiя c(t− s, ξ, τ) називається спадковою функцiєю.
Рiвняння народжуваностi i початкова умова мають вигляд, як

i в попереднiй моделi.
Для стацiонарного середовища при певних умовах доведено []

iснування єдиного додатного й обмеженого розв’язку, для якого
iснує граничне значення при t→ ∞.

Для числового розв’язування задачi з передiсторiєю взятi зна-
чення параметрiв попередньої моделi, а для параметра c покладе-
мо

c(t, ξ, τ) = c(tξ),
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де

c(t, τ) =

{
2c̃(τ), 0 ≤ t < τ∗,

0, t ≥ τ∗,
c̃(τ) =


0, 01τ, 0 ≤ τ < 5,

0, 05, 5 ≤ τ < 10,

−0, 01τ + 0, 15, 10 ≤ τ < 15,

0, τ ≥ 15.

Розв’язок вихiдної задачi знайдений в прямокутнику 0 ≤ τ ≤ 15,
0 ≤ τ ≤ 90 з кроком h = 0, 1.

Графiки щiльностi новонароджених наведенi на рис.

Рис. 1.9.2. Динамiка новонароджених x(0, t) в моделi з
передiсторiєю

1.10. Рiзницевi схеми для розв’язування популяцiй-
них задач

Популяцiйнi задачi розглядатимемо в областi

D = {(τ, t), τ ∈ [0, τ∗], t ∈ [0, T ], τ∗, T > 0}.

Для побудови рiзницевих схем в областi D введемо сiтку неза-
лежних змiнних: рiвномiрну сiтку за змiнною τ , яку позначимо
через

ωτ = {τi = ihi, i = 0, 1, . . . , N1, hτN1 = τ∗}

i сiтку за змiнною t з кроком ht

ωt = {tj = jhj , j = 0, 1, . . . , N2, htN2 = T}.

Точки (xi, tj) утворюють вузли сiтки Dh = ωτ × ωh. Множи-
ну всiх вузлiв сiтки Dh, що мають одну й ту ж часову коорди-
нату, називатимемо шагом. Значення функцiї x(τi, tj) позначати-
мемо як xji . Нехай yji – це числова апроксимацiя величини xji ,
i = 0, 1, . . . , N1, j = 0, 1, . . . , N2 − 1.
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Розглянемо лiнiйну задачу (1.1.5), (1.1.6). Диференцiальний

оператор Dx =
∂x

∂τ
+
∂x

∂t
апроксимуємо рiзницевим оператором

Lhτht =
x(τ + hτ , t)− x(τ, t)

hτ
+
x(τ + hτ , t+ ht)− x(τ + hτ , t)

ht
,

де hτ , ht – кроки дискретизацiї.
Будемо вважати, що hτ ht = h, оскiльки час i вiк особин змi-

нюється на одну й ту ж величину. Це означає, що дискретизацiя
ведеться вздовж характеристик t = τ + q, q ∈ (−∞,∞), тобто

Lhτht = Lhx =
x(τ + h, t+ h)− x(τ, t)

h
.

Iнтеграли, що входять в популяцiйнi задачi, апроксимуємо квад-
ратурнiми формулами.

Тодi для лiнiйної задачi (1.1.5)–(1.1.6) на Dh маємо наступну
апроксимацiю

yj+1
i+1 = yji−hd

j
iy

j
i = (1−hdji )y

j
i , i = 0, 1, . . . , N1−1, j = 0, 1, . . . , N2−1,

yj+1
0 = h

∑
j

qjb
j
iy

j
i , j = 0, 1, . . . , N2 − 1,

y0i = φi, i = 0, 1, . . . , N1,

де
yji = y(ih, jh), dji = d(ih, jh), bji = b(ih, jh),

φi = φ(ih), i = 0, 1, . . . , N1,

qj – коефiцiєнт квадратурної формули.
В роботi [] лiнiйну задачi (1.1.5)–(1.1.6) пропонується апроси-

мувати схемою з ваговим коефiцiєнтом σ

yt + σŷτ + (1− σ)yτ = diy
j
i ,

yj0 =

N1∑
i=1

biy
j
i · h,
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y0i = φ(τi), i = 0, 1, . . . , N1.

Ця схема має перший порядок апроксимацiї []. Для системи (1.1.1)
маємо [] таку рiзницеву схему

yj+1
i+1 = yji − h(dji + pjiy

j
i )y

j
i ,

yj+1
0 = h

∑
i

qib
j
iy

j
i ,

y0i = φi, i = 0, 1, . . . , N1 − 1

де
yji = y(ih, jh), (d, p, b)ji = (d, p, b)(ih, jh), φi = φ(ih),

qi – коефiцiєнти квадратурної формули.
Для задачi (1.9.1)–(1.9.3) побудована [] рiзницева схема вигля-

ду
yj+1
i+1 = yji − h(dji + pjiy

j
i + uji )x

j
i ,

uji = h
∑
r

qr
rajix

j
r,

yj+1
0 = h

∑
i

qib
j
iy

j
i ,

y0i = φi, i = 0, 1, . . . , N1 − 1, j = 0, 1, . . . , N2 − 1,

де raji = a(ih, jh, rh). Решта позначень як i вище.
Розглянемо рiзницевi схеми для нелiнiйної популяцiйної задачi

(1.4.1) у випадку, коли b(τ,N, t) = b(τ, t).
Для цього введемо до розгляду вектор

Y n = (yn0 , y
n
1 , . . . , y

n
N1

),

що виражає апроксимацiю розв’язку x(τ, t) на n-му шарi. Y 0 – це
апроксимацiя початкової умови φ(τ) э заданою. Iнтеграли, що вхо-
дять до моделi, апроксимауємо квадратурними формулами вигля-
ду

Qh(F) =

N1∑
i=0

qhi fi,
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де F = (f(τ0), f(τ1), . . . , f(τN1)), qhi – коефiцiєнти квадратурної
формули. Вузли τ0, τ1, . . . , τN1 визначаються для кожної квадра-
турної формули.

В роботi [] для задачi (1.4.1) запропонована рiзницева схема

yj+1
i+1 = yji − hµ(τi, Qh(Y

j))yji , (1.10.1)

yj+1
0 = Qh(b

j+1
Y j+1), i = 0, 1, . . . , N1 − 1, j = 0, 1, . . . , N2 − 1,

(1.10.2)
b
j
= (b(τ0, tj), b(τ1, tj), . . . , b(τN1 , tj)),

Qh(Y
n) =

N1−1∑
i=0

hyni , n = 0, 1, . . . , N2. (1.10.3)

Цей метод має перший порядок точностi, тобто

|x(τi, tj)− y− ij | ≤ Ch, i = 0, 1, . . . , N1, j = 0, 1, . . . , N2, (1.10.4)

Мiлнер в роботi [] замiсть рiзницевого рiвняння (1.10.1) про-
понує неявну схему вигляду

yj+1
i+1 = yji − hµ(τi, Qh(Y

j))yj+1
i .

Iншi апроксимацiї спiвпадають з (1.10.2), (1.10.3). Схема має теж
перший порядок точностi, тобто виконується оцiнка (1.10.4).

В роботi [] запропонована двокрокова рiзницева схема, яка має
другий порядок точностi, тобто виконується умова

sup
i

sup
j

|x(τi, tj)− y − ij | ≤ Ch2.

Для цього спочатку на першому кроцi знаходять y1i за формулами
(1.10.1), та y10 за формулою (1.10.2):

y1i+1 = y0i − hµ(τi, Qh(Y
0))y0i , i = 0, 1, . . . , N1 − 1,

y10 = Q− h(b
1
Y 1).
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Тодi загальна рiзницева схема має вигляд

yj+2
i+1 = yji − 2hµ(τi+1, Qh(Y

j+1))yji + yj+2
i+2 ,

yj+2
0 = Qh(b

j+2
Y j+2),

yj+2
1 = yj+1

0 − hµ(τ0, Qh(Y
j+1)yj+1

0

i = 0, 1, . . . , N1 − 1, j = 0, 1, . . . , N2 − 1,

В роботi [] для розв’язування популяцiйної задачi (??) запро-
понована неявна двошарова рiзницева схема вигляду

xji − xj−1
i

ht
+
xji+1 − xji−1

2hτ
= −dixji , i = 1, 2, . . . , N1, j = 1, 2, . . . , N2,

xj0 =

N1−1∑
i=0

hτ
2
(bixj−1

i + bi+1xj−1
i+1 ), j = 1, 2, . . . , N2,

x0i = φ(ihτ ), i = 0, 1, . . . , N1,

де

xji = x(ihτ , jht), d
i = d(ihτ ), b

i = b(ihτ ), i = 0, 1, . . . , N1, j = 0, 1, . . . , N2.

Ця схема апроксимує вихiдну задачу (??) з порядком точностi
O(ht) + O(h2τ ). Розрахунки на послiдовностi сiток iз зменшенням
крокiв ht, hτ дають добру збiжнiсть запропонованої рiзницевої
схеми.

Огляд багатьох iнших рiзницевих схем для рiвнянь (1.4.1) на-
ведено в роботi [].

Роздiл 2.

2.1. Iснування та єдинiсть у двовидовiй системi з вi-
ковою структурою

Важливий вплив на динамiку чисельностi популяцiї мають
мiжвидовi взаємодiї. Зокрема, найчастiше в прикладних задачах
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зустрiчаються двовидовi системи. Серед них важливу роль вiдiг-
рають взаємодiї за принципом хижак-жертва. Класична модель,
що описує взаємодiю хижак-жертва належить В.Вольтерри [3].
Огляд рiзноманiтних узагальнень цiєї системи наведений в [4].

В працi [5] побудована модель системи "хижак-жертва що вра-
ховує вiковий розподiл, i вона має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −d1(τ,X)x− µ1(τ)Y x,

∂y

∂τ
+
∂y

∂t
= −d2(τ, Y )y + µ2(τ)Xy, τ, t > 0, (2)

x(0, t) =

∞∫
0

b1(τ,X)x(τ, t)dτ,

y(0, t) =

∞∫
0

b2(τ, Y )y(τ, t)dτ, t > 0,

x(τ, 0) = φ1(τ), y(τ, 0 = φ2(τ)), τ ≥ 0,

де x(τ, t), y(τ, t) – вiковi густини вiдповiдно жертви та хижака, а

X(t) =

∞∫
0

x(τ, t)dτ, Y (t) =

∞∫
0

y(τ, t)dτ (3)

їх загальнi чисельностi.

2.1.1. Формулювання об’єкта дослiдження

У данiй працi модель (2) узагальнюється до структурованої за
вiком системи двох взаємодiючих видiв. Вона має вигляд

∂x

∂τ
+
∂x

∂t
= −µ1(τ,X, Y )x,

∂y

∂τ
+
∂y

∂t
= −µ2(τ,X, Y )y, τ, t > 0,
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x(0, t) =

∞∫
0

b1(τ,X, Y )x(τ, t)dτ,

y(0, t) =

∞∫
0

b2(τ,X, Y )y(τ, t)dτ, t > 0, (4)

x(τ, 0) = φ1(τ), y(τ, 0 = φ2(τ)), τ ≥ 0.

В моделi (??) функцiї µ1(·), µ2(·) описують процеси виживан-
ня, b1(·), b2(·) – процеси народжування, x(τ, t), y(τ, t) – вiковi гу-
стини вiдповiдно хижака та жертви, φ1(τ), φ2(τ) – їх початковi
розподiли.

Оскiльки на процеси народжування та виживання можуть
впливати лише деякi вiковi групи, причому з рiзною iнтенсив-
нiстю, то бiльш реально в моделi (4) замiсть загальних чисельно-
стей X, Y , визначених в (3), розглядати деяку зважену чисель-
нiсть, тобто

X(t) =

∞∫
0

γ1(τ)x(τ, t)dτ,

Y (t) =

∞∫
0

γ2(τ)y(τ, t)dτ. (5)

Вiдносно параметрiв системи (4) зробимо такi припущення:
а) µi(τ,X, Y ), bi(τ,X, Y ) ∈ C(R+ × R+ × R+), i = 1, 2, R+ =

[0,∞) похiднi µ′iX(τ,X, Y ), µ′iY (τ,X, Y ) iснують для всiх τ ≥ 0,
X,Y ≥ 0;

б) µi(τ,X, Y ), bi(τ,X, Y ) – обмеженi як функцiї параметрiв τ ,
X, Y ∈ R+;

в) φi(τ), µi(τ,X, Y ), bi(τ,X, Y ) ≥ 0 для всiх τ , X, Y ∈ R+,
φ(τ) ∈ L1(R+);
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г) φi(0) =

∞∫
0

bi(τ,X, Y )φi(τ)dτ , де

X =

∞∫
0

γ1(τ)φ1(τ)dτ,

Y =

∞∫
0

γ2(τ)φ2(τ)dτ ;

д) γi(τ) – неперервнi та 0 ≤ γi(τ) ≤ γi <∞, τ ∈ R+.

2.1.2. Аналiз моделi

Для дослiдження системи (4) використаємо метод iнтегруван-
ня вздовж характеристик i зведемо (4) до системи iнтегральних
рiвнянь, аналогiчно як це зроблено в [2]). При t > τ виконаємо
замiну t = τ + q, q > 0, тодi x(τ, t) = x(τ, τ + q) = x(τ) i перше
рiвняння з (4) набере вигляду

dx

dτ
= −µ1(τ,X(τ + q), Y (τ + q))x.

Iнтегруючи його, знаходимо

x(τ) = x(0)e
−

τ∫
0

µ1(ξ,X(ξ+q),Y (ξ+q))dξ
,

або

x(τ, t) = B1(t− τ)e
−

τ∫
0

µ1(ξ,X(ξ+t−τ),Y (ξ+t−τ))dξ
,

t > τ, (6)

де B1(t) = x(0, t) – густина новонароджених особин.
Аналогiчно, при t ≤ τ за допомогою замiни τ = t + q, q > 0

знаходимо

x(τ, t) = φ1(τ − t)e
−

t∫
0

µ1(ξ+τ−t,X(ξ),Y (ξ))dξ
,
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t ≤ τ. (7)

З другого рiвняння системи (4) так само маємо

y(τ, t) = B2(t− τ)e
−

τ∫
0

µ2(ξ,X(ξ+t−τ),Y (ξ+t−τ))dξ
,

t > τ, (8)

y(τ, t) = φ2(τ − t)e
−

t∫
0

µ2(ξ+τ−t,X(ξ),Y (ξ))dξ
,

t ≤ τ. (9)

Пiдставивши (6) – (9) в третє та четверте рiвняння системи
(4) i в (5), одержимо iнтегральнi рiвняння для невiдомих B1(t),
B2(t), X(t), Y (t) вигляду

Bi(t) =

t∫
0

bi(t− τ,X(t), Y (t))Ki(t, t− τ,X, Y )×

×Bi(τ)dτ +

t∫
0

bi(τ + t,X(t), Y (t))×

×Li(t, t+ τ,X, Y )φi(τ)dτ, i = 1, 2, (10)

X(t) =

t∫
0

γ1(t− τ)B1(τ)K1(t, t− τ,X, Y )dτ+

+

∞∫
0

γ1(t+ τ)L1(t, t+ τ,X, Y )φ1(τ)dτ, (11)

Y (t) =

t∫
0

γ2(t− τ)B2(τ)K2(t, t− τ,X, Y )dτ+

+

∞∫
0

γ2(t+ τ)L2(t, t+ τ,X, Y )φ2(τ)dτ, (12)
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де

Ki(t, τ,X, Y ) = e
−

t∫
t−τ

µi(ξ+τ−t,X(ξ),Y (xi))dξ

,

Li(t, τ,X, Y ) = e
−

t∫
0

µi(ξ+τ−t,X(ξ),Y (xi))dξ
,

i = 1, 2. (13)

Доведемо, що система iнтегральних рiвнянь (10) – (12) має
єдиний розв’язок. Тодi згiдно з формулами (6) – (9) i популяцiйна
задача (4) теж буде мати єдиний розв’язок.

Нехай

C+[0, T ] = {f ∈ C[0, T ], f ≥ 0}, T > 0.

Правильним є наступне твердження.
Теорема. Нехай справедливi припущення а) – д), тодi си-

стема рiвнянь (10) – (12) на класi функцiй C+[0, T ] має єдиний
розв’язок.

Доведення. Рiвняння (10) при будь-яких фiксо-
ваних X(t), Y (t) ∈ C+[0, T ] є лiнiйним iнтегральним
рiвнянням Вольтерри вiдносно Bi(t), а, отже, за умов
а) – д) iснує єдиний розв’язок Bi(t) ∈ C+[0, T ]. Позначимо
цей розв’язок через Bi(X,Y )(t). Тодi рiвняння (11), (12) можна
подати у виглядi

X = Ψ1(X,Y )(t),

Y = Ψ2(X,Y )(t), (14)

де

Ψi(X,Y )(t) =

t∫
0

γi(t− τ)Bi(X,Y )(τ)×

×Ki(t, t− τ,X, Y )dτ +

∞∫
0

γi(t+ τ)×
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×Li(t, t+ τ,X, Y )φi(τ)dτ, i = 1, 2. (15)

Систему (14) запишемо у векторнiй формi

S = Ψ(S)(t), (16)

де S – вектор з компонентами X, Y , а Ψ – вектор з компонентами
Ψ1, Ψ2.

Доведемо, що оператор Ψ, визначений в (15), має єдину неру-
хому точку.

Позначимо
∥X∥ = max

t∈[0,T ]
|X(t)|,

∥Y ∥ = max
t∈[0,T ]

|Y (t)|, ∥S∥ = max(∥X∥, ∥Y ∥),

H = {S ∈ C+[0, T ], ∥S − Φ∥ ≤ Γ,Γ > 0},

де Φ – вектор з компонентами Φ1, Φ2 i

Φi(t) =

∞∫
0

γi(t+ ξ)φi(ξ)dξ, i = 1, 2.

Покажемо, що Ψ вiдображає H в себе i є стискаючим. Розгля-
немо простiр

Ω = {(τ, S), τ ≥ 0, S ∈ H}.

Згiдно з умовами а), б), д) отримуємо оцiнки

µi = sup
(τ,S)∈Ω

µi(τ, S), βi = sup
(τ,S)∈Ω

bi(τ, S),

λi = max( sup
(τ,S)∈Ω

|µ′iX(τ,X, Y )|,

sup
(τ,S)∈Ω

|µ′iY (τ,X, Y )|),

γi = sup
τ≥0

γi(τ), i = 1, 2. (17)
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Для всiх S ∈ H з рiвняння (10), враховуючи (17), одержуємо

Bi(X,Y )(t) ≤ βi

t∫
0

Bi(X,Y )(τ)dτ + βiΦi, (18)

де

Φi =

∞∫
0

φi(τ)dτ, i = 1, 2..

Згiдно з лемою Гронуола-Белмана з (18) маємо

Bi(X,Y )(t) ≤ βiΦie
βit. (19)

Тодi для X(t)− Φ1(t) знаходимо

|X(t)− Φ1(t)| ≤
t∫

0

γ1(t− τ)B1(X,Y )(τ)×

×K1(t, t− τ,X, Y )dτ +

∞∫
0

γ1(t+ τ)φ1(τ)×

×|L1(t, t+ τ,X, Y )− 1|dτ ≤

≤ γ1

∞∫
0

|L1(t, t+ τ,X, Y )− 1|φ1(τ)dτ+

+γ1β1Φ1

t∫
0

eβ1τdτ ≤

≤ γ1Φ1 sup
(τ,S)∈Ω

|L1(t, t+ τ,X, Y )− 1|+

+γ1Φ1(e
β1t − 1).

Враховуючи позначення (13), оцiнки (17) i нерiвнiсть |ez−1| ≤
|z|e|z|, одержуємо

sup
(τ,S)∈Ω

|L1(t, t+ τ,X, Y )− 1| ≤ µ1te
µ1t.
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Таким чином, за рахунок вибору вiдповiдного t = T > 0 можна
забезпечити виконання нерiвностi ∥X−Φ1∥ ≤ r1. Аналогiчно ∥Y −
Φ2∥ ≤ r2. Отже, ∥S−Φ∥ ≤ r, тобто оператор Ψ вiдображає простiр
H в себе.

Доведемо, що вiдображення (16) є стискаючим при вiдповiд-
них τ > 0. Для цього виберемо S i Ŝ ∈ H i оцiнимо ∥Ψ(S)−Ψ(Ŝ)∥.
Здiйснимо покомпонентну оцiнку. Для цього покладемо

Ψ1(S)−Ψ1(Ŝ) = P +Q+R,

де

P =

t∫
0

γ1(t− τ)B1(S)(τ)(K1(t, t− τ, S)−

−K1(t, t− τ, Ŝ))dτ,

Q =

t∫
0

γ1(t− τ)K1(t, t− τ, Ŝ)(B1(S)(τ)−

−B1(Ŝ)(τ))dτ,

R =

∞∫
0

γ1(t+ τ)φ1(τ)(L1(t, t+ τ, S)−

−L1(t, t+ τ, Ŝ))dτ. (20)

Знайдемо оцiнку

|L1(t, t+ τ, S)− L1(t, t+ τ, Ŝ)| =

= e
−

t∫
0

µ1(ξ+τ−t,S(ξ))dξ
×

×|1− e

t∫
0

(µ1(ξ+τ−t,S(ξ))−µ1(ξ+τ−t,Ŝ(ξ)))dξ
| ≤
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≤ |
t∫

0

(µ1(ξ + τ − t, S(ξ))− µ1(ξ + τ − t, Ŝ(ξ)))dξ|×

×e
|

t∫
0

(µ1(ξ+τ−t,S(ξ))−µ1(ξ+τ−t,Ŝ(ξ)))dξ
| ≤ 2λ1Te

2µ0T×

×∥S − Ŝ∥.

Аналогiчно

|K1(t, t− τ, S)−K1(t, t− τ, Ŝ)| ≤ 2λ1Te
2µ0T×

×∥S − Ŝ∥.

Тодi
∥P∥+ ∥R∥ ≤ K1T∥S − Ŝ∥,

де K1 = 4λ1 є сталою.
Подiбним чином оцiнимо ∥Q∥ i одержимо

∥Q∥ ≤ K2T∥Ŝ − Ŝ∥,

де K2 – деяка стала.
Звiдси

∥Ψ1(S)(t)−Ψ1(Ŝ)(t)∥ ≤ (K1 +K2)T∥S − Ŝ∥.

Число T можна вибрати так, щоб (K1+K2)T < 1. Аналогiчно
встановлюємо, що

∥Ψ2(S)(t)−Ψ2(Ŝ)(t)∥ ≤ (K1 +K2)T∥S − Ŝ∥.

Таким чином, вiдображення (16) є стискаючим. Звiдси вип-
ливає, що система (11), (12) має єдиний розв’язок, який можна
продовжити до будь-якого T > 0. Теорему доведено.

Дану теорему можна узагальнити i на випадок системи n вза-
ємодiючих видiв.
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2.2. Аналiз простiших моделей вiдбору в екосисте-
мах з вiковою структурою

2.2.1. Вступ

Розглянемо, якi модифiкацiї виникають в тому випадку, коли
n видiв розвиваються згiдно з рiвняннями Мак Кендрика фон
Фоерстера i, крiм цього, взаємодiють мiж собою через процеси
вiдбору.

Систему з n невзаємодiючих мiж собою видiв опишемо рiвнян-
нями

∂

∂t
xi(τ, t) +

∂

∂τ
xi(τ, t) = −di(τ)xi(τ, t),

xi(0, t) =

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, (2.2.1)

xi(τ, 0) = φi(τ), i = 1, 2, . . . , n.

Для простого методу формування процесiв вiдбору за анало-
гiєю з моделлю Ейгена будемо вимагати сталiсть загальної кiль-
костi особин в системi

∑
i

∞∫
0

xi(τ, t) = C = const. (2.2.2)

Щоб виконувалася умова (2.2.2), потрiбно модифiкувати си-
стему рiвнянь (2.2.1), що можна здiйснити рiзними способами.
Особливий iнтерес представляють двi можливостi:

а) регулювання процесiв виживання;
б) регулювання процесiв народжуваностi.
Перший тип регулювання вiдповiдає пiдстановцi di(τ) →

di(τ)+Φ(t) в системi (2.2.1). Другий тип регулювання досягається
пiдстановкою bi(τ) → A(t)bi(τ).
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2.2.2. Побудова моделей

а) Регулювання першого типу.
Систему, що задовольняє умову (2.2.2), формуватимемо у

виглядi

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −di(τ)xi − Φ(t, x1, . . . , xn)xi, t, τ > 0

xi(0, t) =

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0 (2.2.3)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

де функцiя Φ(t, x1, . . . , xn) описує взаємодiю видiв, di(τ), bi(τ) –
неперервнi невiд’ємнi функцiї на [0,∞). Для φi(τ) маємо φi(τ) ∈

C1[0,∞) ∩ L1[0,∞), φi(τ) ≥ 0, τ ∈ [0,∞), φi(0) =

∞∫
0

bi(τ)φi(τ)dτ .

Диференцiюючи (2.2.2) i враховуючи (2.2.3), дiстанемо

0 =
n∑

i=1

∂xi
∂t

dτ = −
n∑

i=1

∞∫
0

(∂x0
∂τ

+ di(τ)xi +Φ(t, x1, . . . , xn)xi

)
dτ =

= −
[ n∑

i=1

(
−xi(0, t)+

∞∫
0

di(τ)xi(τ, t)dτ+Φ(t, x1, . . . , xn)

∞∫
0

xi(τ, t)dτ
)]

=

= −
n∑

i=1

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))xi(τ, t)dτ +Φ(t, x1, . . . , xn)
n∑

i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ.

З останнього спiввiдношення знаходимо

Φ(t, x1, . . . , xn) =

n∑
i=1

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))xi(τ, t)dτ

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

.
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Тодi систему (2.2.3) можемо переписати у виглядi

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −[di(τ) + ⟨b(τ)− d(τ)⟩]xi, t, τ > 0,

xi(0, t) =

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2.2.4)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

де за аналогiєю з моделлю Ейгена для позначення ⟨·⟩ прийнято
наступне спiввiдношення

⟨b(τ)⟩ =

n∑
i=1

∞∫
0

bi(τ)x− i(τ, t)dτ

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

.

Рiвняння (2.2.4) описують часову еволюцiю системи конкуру-
ючих особин видiв i дозволяють здiйснити аналiз iндивiдуального
розвитку i вiдбору.

б) Регулювання другого типу.
У випадку регулювання процесiв народжування систему вiд-

бору будуватимемо у виглядi

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −di(τ)xi, t, τ > 0,

xi(0, t) =

∞∫
0

A(t, x1, . . . , xn)bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2.2.5)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

Аналогiчним чином, як це зроблено вище, знаходимо

A(t, x1, . . . , xn) =
⟨d(τ)⟩
⟨b(τ)⟩

.
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Тодi модель (2.2.5) набуває вигляду

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −di(τ)xi, t, τ > 0,

xi(0, t) =
⟨d(τ)⟩
⟨b(τ)⟩

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2.2.6)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

2.2.3. Дослiдження моделi з регулюванням процесiв ви-
живання

В системi (2.2.4) виконаємо замiну змiнних

xi(τ, t) = ni(t) · pi(τ, t), i = 1, 2, . . . , n, (2.2.7)

де ni(t) означає загальну чисельнiсть i-ої популяцiї, а pi(τ, t) –

нормована вiкова структура i-го виду ni(t) =
∞∫
0

xi(τ, t)dτ .

Тодi
∞∫
0

ρi(τ, t)dτ = 1, i = 1, 2, . . . , n. (2.2.8)

Диференцiюючи (2.2.7) i використовуючи (2.2.4), прийдемо до
рiвнянь

∂ρi
∂τ

+
∂ρi
∂t

= −[di(τ) +Bi −Di]ρi, t, τ > 0,

ρi(0, t) =

∞∫
0

bi(τ)ρi(τ, t)dτ, t > 0, (2.2.9)

ρi(τ, 0) = φi(τ)/

∞∫
0

φi(τ)dτ, τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

dni
dt

= [Bi −Di − ⟨B −D⟩]ni,
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ni(0) =

∞∫
0

φi(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , n, (2.2.10)

де

Bi(t) =

∞∫
0

bi(τ)ρi(τ, t)dτ,Di(t) =

∞∫
0

di(τ)ρi(τ, t)dτ,

⟨B −D⟩ =
n∑

i=1

(Bi −Di)ni/

n∑
i=1

ni.

Рiвняння (2.2.10) мають таку ж структуру, що й рiвняння Ейге-

на 2.1 з тiєю рiзницею, що пристосованiсть Ei =

∞∫
(bi(τ) − d −

i(τ))ρi(τ, t)dτ – функцiонал нормованої вiкової структури i тому
може змiнюватися з часом.

В системi (2.2.9) рiвняння для ρi(τ, t) є незалежними, їх можна
розв’язувати окремо. Такi рiвняння вивчалися в п. i був встанов-
лений факт iснування та єдиностi невiд’ємних розв’язкiв задачi
(2.2.9).

Права частина першого рiвняння (2.2.9) повинна бути
вiд’ємною. Це, наприклад, виконується, якщо Bi(t) ≥ Di(t), i =
1, 2, . . . , n.

Визначимо тепер для (2.2.9) стацiонарнi розв’язки ρ0i (τ). Для
цього маємо рiвняння

d

dτ
ρ0i (τ) = −[λi + di(τ)]ρ

0
i (τ), (2.2.11)

ρ0i (0) =

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρ
0
i (τ)dτ,

де

λi =

∞∫
0

[bi(τ)− di(τ)]ρ
0
i (τ)dτ,
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∞∫
0

ρ0i (τ)dτ = 1. (2.2.12)

З (2.2.11) маємо

ρ0i (τ) = ρ0i (0)Λi(τ) exp(−λiτ),

ρ0i (0)
[
1−

∞∫
0

Ki(τ) exp(−λiτ)dτ
]
= 0,

де

Λi(τ) = exp
(
−

τ∫
0

di(ξ)dξ
)
, Ki(τ) = b− i(τ)Λi(τ).

Для ненульових стацiонарних розв’язкiв λi знаходимо з наступних
рiвнянь

1 =

∞∫
0

Ki(τ) exp(−λiτ)dτ, i = 1, 2, . . . , n. (2.2.13)

Як вiдомо за умовою
∞∫
0

Ki(τ)dτ > 1

рiвняння (2.2.13) мають додатнi розв’язки. Тодi з умови (2.2.12)

ρ0i (0) =
[
Λi(τ) exp(−λiτ)dτ

]−1

i стацiонарний розв’язок набуває вигляду

ρ0i (τ) =
Λi(τ) exp(−λiτ)

∞∫
0

Λi(τ) exp(−λiτ)dτ
, i = 1, 2, . . . , n. (2.2.14)

Доведення стiйкостi стацiонарних станiв вiкового складу мож-
на знайти в п. i роботах

ρi(τ, t)ρ
0
i (τ),
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якщо t→ ∞ для всiх τ ∈ [0,∞)

∞∫
0

ρi(τ, t)dτ →
∞∫
0

ρi(τ)dτ.

На стацiонарних розв’язках ρi(τ) рiвняння, що визначають за-
гальнi чисельностi ni(t) є рiвняннями Фiшера-Ейгена типу

d

dt
ni(t) = [λi − ⟨λ⟩]ni(t), ⟨λ⟩ =

n∑
i=1

niλi

c
.

Як вiдомо, результат селекцiйного процесу є наступним

nm(t) → C =

n∑
i=1

ni(0), якщо t→ ∞

ni(t) → 0 при t→ ∞, якщо i ̸= m,

де m – номер того виду, який має максимальний параметр λi:

λm = max
i
λi.

Остаточно для проблеми вiдбору маємо

xm(τ, t) =
CΛm(τ) exp(−λmτ)

∞∫
0

Λm(τ) exp(−λmτ)dτ
, t→ ∞, τ ∈ [0,∞),

xi(τ, t) → 0, t→ ∞, i ̸= m,

C =
n∑

i=1

∞∫
0

φi(τ)dτ.

Розглянемо спецiальний приклад. Для параметрiв анроджу-
вання та виживання вiзьмемо такi значення

bi(τ) = bi exp(−βiτ), di(τ) = di, bi, βi, di = const, i = 1, 2, . . . , n.
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Тодi параметри λi визначаються з рiвнянь

bi[βi + di + λi]
−1 = 1,

λi = bi − (βi + di).

Тут потрiбно вимагати, щоб βi + di < bi.
Умова виживання має вигляд

λm = max
i

(bi − βi − di).

I в результатi вiдбору одержуємо

xm(τ, t) → C(bm − βm) exp(−(bm − βm)τ), t→ ∞,

xi(τ, t) → 0, t→ ∞, τ ∈ [0,∞), i ̸= m.

Поставимо питання як можна за функцiями bi(τ), di(τ) визна-
чити, якi види виживуть. Щоб вiдповiсти на це питання розгля-
немо стацiонарнi розв’язки ρi(τ), n0i (2.2.9), (2.2.10)

Використовуючи цi розв’язки i розв’язуючи рiвняння для ni(t)
(2.2.10) за формулою (2.2.7) знайдемо xi(τ, t).

2.2.4. Аналiз моделi з регулюванням народжуваностi

Для дослiдження моделi (2.2.6) запровадимо замiну змiнних

xi(τ, t) = cρi(τ, t), C =

n∑
i=1

∞∫
0

x− i(τ, t)dτ.

Пiсля замiни приходимо до системи

∂ρi
∂τ

+
∂ρi
∂t

= −di(τ)ρi(τ, t), τ, t > 0,

ρi(0, t) = A(t, ρ)

∞∫
0

bi(τ)ρi(τ, t)dτ, t > 0, (2.2.15)
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ρi(τ, 0) = C−1φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n,

де

A(t, ρ) =

n∑
s=1

∞∫
0

ds(τ)ρs(τ, t)dτ

n∑
s=1

∞∫
0

bs(τ)ρs(τ, t)dτ

.

Для стацiонарного випадку маємо умови

dρ0i (τ)

dτ
= −di(τ)ρ0i (τ),

ρi(0)

n∑
s=1

[ ∞∫
0

bs(τ)ρ
0
s(τ)dτ−

−
∞∫
0

ds(τ)ρ
0
s(τ)dτ

∞∫
0

bi(τ)ρ
0
i (τ)dτ

]
= 0. (2.2.16)

Рiвняння (2.2.16) мають n розв’язкiв вигляду

ρ0j (τ) = ρ0j (0)Λj(τ), ρ0j (0) =
[ ∞∫
0

Λj(τ)dτ
]−1

,

ρ0i (τ) = 0, i ̸= j, j = 1, 2, . . . , n. (2.2.17)

Iншими словами, в стацiонарному випадку виживає лише один
вид з iндексом m, для якого

∞∫
0

Km(τ)dτ = max
i

∞∫
0

Ki(τ)dτ. (2.2.18)

Як показано в [] стацiонарний розв’язок (0, . . . , ρ
(
mτ), 0, . . . , 0)

є стiйким, iншi є нестiйкими.
Тобто

xm(τ, t) → C
Λm(τ)

∞∫
0

Λm(τ)dτ

, t→ ∞, τ ∈ [0,∞),
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xi(τ, t) → 0, t→ ∞, i ̸= m.

Виживання m-го виду забезпечує максимальне значення його
бiологiчного потенцiалу.

2.3. Аналiз математичної моделi з одночасним регу-
люванням процесiв виживання та народжуван-
ня

2.3.1. Формування об’єкта дослiдження. Математична
модель

Перш за все систему n видiв, якi не взаємодiють мiж собою,
опишемо такими рiвняннями:

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −di(τ)xi(τ, t), τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2.3.19)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.

Нехай параметри системи задовольняють умови:
а) di(τ), bi(τ) – неперервнi, невiд’ємнi функцiї на [0,∞) i

∞∫
0

di(ξ)dξ = ∞;

б) φi(τ) ∈ C1[0,∞)
∩
L1[0,∞), φi(τ) ≥ 0, τ ∈ [0,∞);

в) φi(0) =

∞∫
0

bi(τ)φi(τ)dτ , i = 1, 2, . . . , n.

При цих умовах iснує єдиний додатний розв’язок системи (2)
[4]. Крiм того, будемо вважати, що бiологiчнi потенцiали всiх по-
пуляцiй

Hi =

∞∫
0

bi(τ) exp

(
−

τ∫
0

di(ξ)dξ

)
dτ > 1, (2.3.20)
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i = 1, 2, . . . , n,

тобто кожний iз видiв, iснуючи окремо (без конкуренцiї), виживає.
Простим методом введення процесiв вiдбору в систему (2.3.19),

за аналогiєю з моделлю Ейгена [1], є вимога постiйностi загального
числа особин в екосистемi, тобто

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ = C = const. (2.3.21)

Модифiкуємо систему (2.3.19) так, щоб виконувалась умова
(2.3.21). Це можна зробити рiзними способами. В працi [5] цей
результат досягається за рахунок модифiкацiї або функцiї вижи-
вання або функцiї народжування окремо.

Бiльший iнтерес становить випадок, коли регулювання систе-
ми вiдбувається через процеси народжування i виживання одно-
часно. Для цього в системi (2.3.19) замiсть функцiй di(τ), bi(τ)
покладемо di(τ) + D(x1, . . . , xn), bi(τ) + B(x1, . . . , xn) вiдповiдно,
тобто шукану систему побудуємо у виглядi

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −[di(τ) +D(x1, . . . , xn)]xi(τ, t),

xi(0, t) =

∞∫
0

(bi(τ) +B(x1, . . . , xn))xi(τ, t)dτ, (2.3.22)

xi(τ, 0) = φi(τ), i = 1, 2, . . . , n.

Знайдемо вирази для D(x1, . . . , xn) та B(x1, . . . , xn).
Продиференцiювавши (2.3.21) по часу t i врахувавши (2.3.22),

одержимо

0 =
n∑

i=1

∞∫
0

∂xi
∂t

dτ = −
n∑

i=1

∞∫
0

(
∂xi
∂τ

+ di(τ)xi+
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+D(x1, . . . , xn)xi

)
dτ = −

n∑
i=1

(
xi(0, t)+

+

∞∫
0

di(τ)xi(τ, t)dτ +D(x1, . . . , xn)×

×
∞∫
0

xi(τ, t)dτ

)
=

n∑
i=1

( ∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))xi(τ, t)dτ+

+(B(x1, . . . , xn)−D(x1, . . . , xn))

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

)
.

Звiдси маємо

B(x1, . . . , xn) ≡ ⟨b⟩, D(x1, . . . , xn) ≡ ⟨d⟩,

де, за означенням

⟨b⟩ =

n∑
i=1

∞∫
0

bi(τ)xi(τ, t)dτ

n∑
i=1

∞∫
0

xi(τ, t)dτ

. (2.3.23)

Отже, об’єктом нашого дослiдження є система вигляду

∂xi
∂τ

+
∂xi
∂t

= −[di(τ) + ⟨b⟩]xi(τ, t), τ, t > 0,

xi(0, t) =

∞∫
0

(bi(τ) + ⟨d⟩)xi(τ, t)dτ, t > 0, (2.3.24)

xi(τ, 0) = φi(τ), τ ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n.
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2.3.2. Аналiз моделi

Оскiльки рiвняння в системi (2.3.2.) зв’язанi нелiнiйними вира-
зами, що визначаються в (2.3.23), то систему (2.3.2.) в загальному
випадку не можна розв’язати в явнiй аналiтичнiй формi, а можна
провести лише її якiсний аналiз.

Теорема. Нехай виконуються умови а) – в) та (3), тодi
розв’язки системи (7) xi(τ, t) → 0 при t → ∞, i ̸= m, xm(τ, t) →
Cρ0m(τ) ̸= 0 при t → ∞, де m – iндекс такий, що cm = max

i
ci,

ci > 0 i визначаються з рiвняння

1 =

∞∫
0

(bi(τ) + di(τ)) exp

(
−

τ∫
0

di(ξ)dξ − ciτ

)
dτ, (2.3.25)

i = 1, 2, . . . , n.

Доведення. Умови а), б), в) забезпечують iснування єдиного
додатного розв’язку xi(τ, t) системи (2.3.2.) [6].

Далi введемо замiну

xi(τ, t) = ni(t)ρi(τ, t), (2.3.26)

де ni(t) =
∞∫
0

xi(τ, t)dτ , а ρi(τ, t) – нормована вiкова структура:

∞∫
0

ρi(τ, t)dτ = 1.

З умови

d

dt
ni(t) =

∞∫
0

∂xi(τ, t)

∂t
dτ,

враховуючи (2.3.2.), одержуємо

dni(t)

dt
=

[ ∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ − ⟨b− d⟩

]
ni(t), (2.3.27)
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ni(0) =

∞∫
0

φi(τ)dτ.

Диференцiюючи (2.3.26) i враховуючи (2.3.2.) та (2.3.27), має-
мо

∂ρi
∂τ

+
∂ρi
∂t

= −

[
di(τ) +

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))×

×ρi(τ, t)dτ + ⟨d⟩

]
ρi,

ρi(0, t) =

∞∫
0

(bi(τ) + di(τ))ρi(τ, t)dτ, (2.3.28)

ρi(τ, 0) = φi(τ)/

∞∫
0

φi(τ)dτ, i = 1, 2, . . . , n.

Покладемо

λi =

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρi(τ, t)dτ (2.3.29)

i розглянемо рiвняння (2.3.27) на стацiонарних розв’язках ρ0i (τ)

системи (2.3.28). Тодi рiвняння (2.3.27) перепишеться у виглядi

dni(t)

dt
= [λi − ⟨λ⟩]ni(t), (2.3.30)

де ⟨λ⟩ =
n∑

i=1

λini(t)/
n∑

i=1

ni(t).

(2.3.30) є рiвнянням типу Ейлера-Фiшера i, як вiдомо [1],

ni(t) → 0 при t → ∞, i ̸= m, nm(t) → C =

n∑
i=1

ni(t), де m – iндекс

того виду, для якого λm = max
i
λi. Отже, стацiонарний розв’язок

(0, 0, . . . , n0m, . . . , 0) (2.3.31)
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системи (2.3.27) є асимптотично стiйким.
Далi знайдемо стацiонарнi розв’язки ρ0i (τ) системи (2.3.28). На

пiдставi (2.3.31) рiвняння для ρ0i (τ), i ̸= m, не являють iнтересу,
а рiвняння для ρ0m(τ) замикається i набуває вигляду

dρ0m(τ)

dτ
=

[
dm(τ) +

∞∫
0

bm(τ)ρ0m(τ)dτ

]
ρ0m(τ), (2.3.32)

ρ0m(0) =

∞∫
0

(bm(τ) + dm(τ))ρ0m(τ)dτ. (2.3.33)

Нехай

cm =

∞∫
0

bm(τ)ρ0m(τ)dτ. (2.3.34)

Тодi з (2.3.32) знаходимо

ρ0m(τ) = ρ0m(0) exp

(
−

τ∫
0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
. (2.3.35)

Пiдставляючи (2.3.35) в (2.3.33), одержуємо рiвняння для cm

1 =

∞∫
0

(bm(τ) + dm(τ)) exp

(
−

τ∫
0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
dτ. (2.3.36)

Це рiвняння при умовi (2.3.20) має єдиний розв’язок cm > 0 [4].

З умови
∞∫
0

ρ0m(τ)dτ = 1 знаходимо

ρ0m(0) =

[ ∞∫
0

exp

(
−

τ∫
0

dm(ξ)dξ − cmτ

)
dτ

]−1

, (2.3.37)

149



а це означає, що ρ0m(τ) за формулою (2.3.35) визначається одно-
значно. Отже, вид з номером m, для якого

λ0m = max
i
λ0i = max

i

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρ
0
i (τ)dτ, (2.3.38)

виживає, тобто

xm(τ, t) → Cρ0m(τ) при t→ ∞,

xi(τ, t) → 0 при t→ ∞, i ̸= m.

Умова виживання m-го виду (2.3.38) формулюється через вi-
домi функцiї di(τ), bi(τ).

Таким чином, для системи конкуруючих видiв з вiковою
структурою, що описується рiвняннями (2.3.2.) на основi заданих,
залежних вiд вiку швидкостей народжування та виживання, стає
можливим визначити, який iз видiв виживає в процесi вiдбору.

Враховуючи спiввiдношення (2.3.34) – (2.3.36), для λ0i знахо-
димо

λ0i =

∞∫
0

(bi(τ)− di(τ))ρ
0
i (τ)dτ = 2ci − ρ0i (0).

Нескладно показати, що
dλ0i
dci

> 0 при λ0i > 0. Таким чином, знай-

дено зручнi умови для визначення виживання видiв в процесах
вiдбору. Якщо обмежитися видами з λ0i > 0, тобто такими, якi
при вiдсутностi вiдбору самi не вимирають, то максимум величи-
ни λ0i досягається для того виду m, для якого величина cm теж
максимальна. Теорема доведена.

На завершення продемонструємо важливiсть внутрiшньовидо-
вої структури для процесiв вiдбору на двох простих прикладах
динамiки, що описується рiвняннями.
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Приклад 1. Розглянемо два гiпотетичних види з такими зна-
ченнями параметрiв di(τ), bi(τ), i = 1, 2:

1) b1(τ) = 2b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d(τ) = d0, τ ∈ [0,∞);
2) b2(τ) = b0, 0 ≤ τ ≤ τ0, d(τ) = d0/2, τ ∈ [0,∞)

i з’ясуємо, який iз видiв виживає в процесi вiдбору. Для цього
необхiдно дослiдити, який з коренiв c1 чи c2, що визначаються з
рiвняння (2.3.2.), є бiльшим.

У випадку 1) рiвняння (8) має вигляд

1 =

τ0∫
0

2b0 exp

(
−(d0 + c1)τ

)
dτ+

+

∞∫
0

d0 exp

(
−(d0 + c1)τ

)
dτ,

або
c1 = 2b0(1− exp(−(d0 + c1)τ0)).

Останнє рiвняння запишемо наступним чином:

exp(−(d0 + c1)τ0) = 1− 1

2b0
c1. (2.3.39)

Аналогiчно у випадку 2) одержуємо

exp

(
−

(
d0
2

+ c2

)
τ0

)
= 1− 1

b0
c2. (2.3.40)

Тепер порiвняємо мiж собою коренi рiвнянь , . Графiчне
розв’язування цих рiвнянь показано на Рис. 1. Графiки функцiй,
що фiгурують в рiвняннi , позначатимемо 1), а тi, що фiгурують
в рiвняннi – 2).
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Рис. 1. Графiчне розв’язування рiвнянь ,

Як видно з Рис. 1 c1 = max(c1, c2). Це дає пiдставу стверджу-
вати, що перший вид виживає, а другий вимирає, тобто на вижи-
вання має бiльше шансiв той вид, в якого народжуванiсть бiльша,
хоча i вища смертнiсть. Вид, у якого менша народжуванiсть i мен-
ша смертнiсть, вимирає.

Приклад 2. Продемонструємо важливiсть врахування внут-
рiшньовидової вiкової структури для процесiв вiдбору ще на од-
ному простому прикладi, що описується системою .

Розглянемо три види з постiйною смертнiстю

di(τ) = d0, i = 1, 2, 3

та з рiзною народжуванiстю

b1(τ) =


b0 +∆, τ ∈

[
0, τ02

)
,

b0 −∆, τ ∈
[
τ0
2 , τ0

]
,

0, τ > τ0;

b2(τ) =


b0 −∆, τ ∈

[
0, τ02

)
,

b0 +∆, τ ∈
[
τ0
2 , τ0

]
,

0, τ > τ0;

b3(τ) = b0, τ ∈ [0, τ0].

Графiки цих функцiй зображенi на Рис. 2.
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Рис. 2. Графiки функцiй народжуваностi

Для того, щоб з’ясувати який з видiв виживає в процесi вiдбо-
ру, необхiдно дослiдити, який з коренiв рiвняння є найбiльшим.

В нашому випадку рiвняння має вигляд

1 =

τ0∫
0

bi(τ) exp

(
−d0τ − ciτ

)
dτ+

+

∞∫
0

d0 exp

(
−d0τ − ciτ

)
dτ,

або

ci = (ci + d0)

τ0∫
0

bi(τ) exp(−d0τ − ciτ)dτ. (2.3.41)

Враховуючи вирази для функцiй bi(τ), побудуємо рiвняння
при i = 1, 2.

При i = 1 маємо

c1 = (c1+d0)

τ0/2∫
0

(b0+∆) exp(−d0τ−c0τ)dτ+
τ0∫

τ0/2

(b0−∆) exp(−d0τ−c1τ)dτ

або

c1 = b0(1−exp(−(c1+d0)τ0))+∆

(
1+exp(−(c1+d0)τ0)−2 exp

(
−(c1+d0)

τ0
2

))
.

Аналогiчно при i = 2

c2 = b0(1−exp(−(c2+d0)τ0))−∆−

(
1+exp(−(c2+d0)τ0)−2 exp

(
−(c2+d0)

τ0
2

))
.
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При i = 3

c3 = b0(1− exp(−(c3 + d0)τ0)).

Зробимо пiдстановку

exp
(
−(ci + d0)

τ0
2

)
= pi, i = 1, 2, 3. (2.3.42)

Тодi прийдемо до системи

− 2

τ0
ln p1 − d0 + b0(p

2
1 − 1) = ∆(1− p21),

− 2

τ0
ln p2 − d0 + b0(p

2
2 − 1) = −∆(1− p22), (2.3.43)

− 2

τ0
ln p3 − d0 + b0(p

2
3 − 1) = 0.

Графiчне розв’язування системи подано на Рис. 3.
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Рис. 3. Графiчне розв’язування системи

Поведiнка кривих, якi фiгурують в правiй та лiвiй частинах
системи , показує, що

p1 < p3 < p2.

Оскiльки замiна є монотонно спадною функцiєю аргумента c, то
приходимо до нерiвностi

c1 > c3 > c2. (2.3.44)
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Нерiвнiсть показує, що в процесi вiдбору перемагає перший
вид, у якого швидкiсть народжування є бiльшою для молодших
вiкiв. Переваги другого виду за швидкiстю народжування в стар-
шому вiцi й перед першим видом й перед третiм видом не може
збiльшити шанси на його виживання.

Без урахування вiкової структури, тобто у випадку динамiки
Ейгена усi три види характеризуються однаковим параметром ви-
живання

λi = b0 − d0, i = 1, 2, 3,

тому нiякого вiдбору би не вiдбулося i висновки, якi одержуються
з моделi Ейгена показали б, що усi три види будуть спiвiснувати.
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