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Вступ

”Именно функция является тем средством

математического языка, которое позволяет

описывать процессы движения, изменения,

присущие природе”
Галилео Галилей

Жодне явище, жодний процес навколишнього свiту не можуть бути ви-

вченi без математичного опису. Одним iз iнструментiв такого опису реального

свiту є функцiя.

Сучасна математика знає багато функцiй, i кожна з них є неповторною,

як неповторною є кожна людина. Усi ми також є функцiями багатьох змiн-

них, однiєю з яких є час. Iдуть роки i ми змiнюємся. Ми також залежнi вiд

своєї спадковостi, вiд книг, якi читаємо, вiд середовища, в якому живемо, вiд

виховання ... Попри це, у кожного з нас є дещо спiльне – у нас є двi руки,

двi ноги, вуха, голова, рот. Так само i функцiю можна представити складе-

ною з набору характерних деталей, в яких проявляються основнi властивостi

функцiї.

Вiльне володiння технiкою побудови графiкiв функцiй часто допомагає

у розв’язаннi багатьох задач, а iнколи є єдиним способом знайти їх розв’язок.

Поняття функцiї є одним iз основних в науцi i має загальнокультурне

значення. Завдяки йому можна вивчати фiзичнi величини та їх взаємозв’я-

зок, розв’язувати математичнi задачi, вивчати природознавство, та технiку.

Проблема вивчення поняття функцiї в школi є дуже актуальною. Педагоги

та методисти видiляють його як фундаментальне математичне поняття. Без-

умовно, вивчення функцiї розвиває функцiональне мислення учнiв, знайомить

з iдеєю неперевностi та нескiнченностi, формує вмiння аналiзувати, знаходи-
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ти залежностi мiж змiнами рiзних об’єктiв, вчить працювати з абстрактним

матерiалом.

Розумiння функцiї як математичної моделi реальних процесiв визначає

зальнокультурний аспект вивчення математики. Учнi повиннi вмiти побачи-

ти функцiональну залежнiсть не тiльки в алгебраїчних формулах, а i в iнших

шкiльних предметах та в життi. Така побудова учбового матерiалу вiдповiд-

атиме принципу цiлiсностi освiти.
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§1. Розвиток дослiдницьких умiнь учнiв у процесi

дослiдження функцiй з використанням Microsoft

Excel

Розвиток дослiдницьких умiнь є необхiдною умовою пiдготовки майбу-

тнiх учителiв математики i фiзики до професiйної дiяльностi. Перехiд вiтчи-

зняної системи освiти до Болонського процесу передбачав вiдведення не менш

як 50 % навчального матерiалу на самостiйне опрацювання. Iнформацiйно-

комунiкацiйнi технологiї (IКТ), якi ввiйшли у навчальний процес вищих на-

вчальних закладiв, надають величезнi можливостi для розвитку дослiдни-

цьких умiнь. Одним iз таких засобiв є табличний процесор Microsoft Excel.

Однак слiд зазначити, що, незважаючи на розробки науковцiв у використаннi

засобiв IКТ для органiзацiї навчально-дослiдницької роботи учнiв та студен-

тiв, можливостi Microsoft Excel поки що вивченi недостатньо.

Використанню засобiв IКТ у навчаннi математики присвятили свої пра-

цi О. В. Вiтюк [2], М. I. Жалдак [1, 2, 3], М. С. Львов [4], М. I. Михалiн [3].

Проблему використання засобiв IКТ для формування дослiдницьких умiнь

майбутнiх учителiв математики дослiджував С. А. Раков.

Дослiдницькi умiння – це умiння спланувати i здiйснити науковий по-

шук, розробити задум, логiку i програму дослiдження, вiдiбрати науковi мето-

ди i вмiло їх застосувати, органiзувати i здiйснити дослiдно-експериментальну

роботу, обробити, проаналiзувати й оформити у виглядi наукового тексту

отриманi результати, сформулювати висновки й успiшно їх захистити.

Одним iз засобiв розвитку дослiдницьких умiнь є завдання на дослi-

дження функцiй. Незважаючи на суто математичне завдання (дослiдження

функцiй), застосування Microsoft Excel як засобу дослiдження функцiй вiд-
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криває певнi можливостi для розвитку дослiдницьких умiнь.

Дослiдження функцiй в табличному процесорi Microsoft Excel можна

використати як завдання для лабораторної роботи, а можна як iндивiдуальне

завдання. Вiдповiдно у першому випадку необхiдна детальна розробка завда-

ння до лабораторної роботи.

Нагадаємо схему дослiдження функцiй:

1. Знаходження областi iснування функцiї.

2. Знаходження точок перетину графiка з координатними осями.

3. Дослiдження функцiї на перiодичнiсть, парнiсть i непарнiсть.

4. Знаходження точок розриву функцiї та дослiдження їх.

5. Знаходження значення функцiї на кiнцях вiдрiзкiв, де визначена фун-

кцiя.

6. Знаходження iнтервалiв монотонностi функцiї.

7. Знаходження екстремальних точок i побудова їх на площинi.

8. Знаходження iнтервалiв увiгнутостi та опуклостi кривої, яка є графi-

ком функцiї.

9. Знаходження точок перегину i побудова їх на площинi.

10. Знаходження асимптот графiка функцiї.

11. Побудова графiка функцiї.

Однак слiд зазначити, що схема дослiдження функцiї, запропонована в

шкiльному курсi алгебри, дещо простiша: п. 8–10 в нiй опускаються.

Тому схема дослiдження функцiї може бути такою:

1. Знаходження областi iснування функцiї.

2. Знаходження точок перетину графiка з координатними осями.

3. Дослiдження функцiї на перiодичнiсть, парнiсть i непарнiсть.

4. Знаходження точок розриву функцiї та дослiдження їх.
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5. Знаходження значення функцiї на кiнцях вiдрiзкiв, де визначена фун-

кцiя.

6. Знаходження iнтервалiв монотонностi функцiї.

7. Знаходження екстремальних точок i побудова їх на площинi.

8. Побудова графiка функцiї.

Особливостi табличного процесора зумовлюють необхiднiсть побудови

складових програми дослiдження функцiї у виглядi таблиць, розмiщених на

окремих аркушах.

Крiм того, є певнi складнощi у побудовi програми для дослiдження фун-

кцiї в Microsoft Excel. Вони викликанi тим, що табличний процесор має вiд-

мiнностi вiд математичних пакетiв i мов програмування. Зокрема, в Microsoft

Excel вiдсутнi функцiї знаходження похiдної, розгалуженої умови (if ... then ...

else ...), мова виразiв Microsoft Excel дещо вiдрiзняється вiд математичної, при

побудовi графiка необхiдно вказати всi точки, за якими будується графiк. Усе

вищесказане зумовлює необхiднiсть навчання учнiв дослiдженню функцiй на

практичних заняттях (полегшенi завдання) з наступним виконанням iндивi-

дуальних навчально-дослiдницьких завдань.

У процесi дослiдження функцiї в Microsoft Excel учнi розвивають такi

дослiдницькi умiння:

– висувати гiпотезу дослiдження;

– розробляти послiдовнiсть дослiдження;

– логiчно структурувати матерiали дослiдження;

– визначати необхiднi формули i виконувати дослiдження функцiї;

– аналiзувати результати дослiдження.

Послiдовнiсть дослiдження функцiї в Microsoft Excel має бути такою:

1. Нагадування схеми дослiдження функцiї.
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2. Розбиття етапiв дослiдження функцiї на логiчно завершенi складовi.

3. Визначення таблиць, графiкiв i дiаграм, якi необхiдно побудувати для

дослiдження функцiї.

4. Визначення стандартних функцiй Microsoft Excel, якi необхiднi у про-

цесi дослiдження.

5. Визначення кiлькостi робочих аркушiв Microsoft Excel (бажано, щоб

таблицi для кожного етапу дослiдження були розмiщенi на окремому аркушi) i

їх назв. Також необхiдно передбачити створення робочого аркуша ”Результати

дослiдження”.

6. Створення необхiдної кiлькостi робочих аркушiв, їх перейменування.

7. Створення на аркушi ”Область визначення” таблицi для знаходже-

ння областi визначення функцiї, введення необхiдних формул, знаходження

областi визначення функцiї.

8. Створення на аркушi ”Точки перетину” таблицi, введення формул,

знаходження точки перетину графiка з координатними осями.

9. Створення на аркушi ”Перiодичнiсть” таблицi, введення формул, об-

числення перiодичностi запропонованої функцiї.

10. Створення на аркушi ”Парнiсть i непарнiсть” двох таблиць. Одна з

таблиць необхiдна для спiвставлення значень x i −x та для визначення про-

ходження графiка через початок координат, друга – для визначення парностi

або непарностi функцiї.

11. Створення на аркушi ”Точки розриву” таблицi для визначення точок

розриву функцiї, введення формул, визначення точок розриву.

12. Створення на аркушi ”Значення функцiї на кiнцях вiдрiзкiв” таблиць

для обчислення значень функцiї на кiнцях вiдрiзкiв, де визначена функцiя

(формули повиннi посилатися на вираз функцiї на аркушi ”Область визначе-
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ння”).

13. Створення на аркушi ”Похiдна” таблицi для обчислення першої похi-

дної функцiї, введення формул i обчислення першої похiдної, а також точок,

у яких вона дорiвнює нулю.

14. Створення на аркушi ”Iнтервали монотонностi” таблицi для визна-

чення промiжкiв зростання (спадання), введення формул з посиланням на

аркуш ”Похiдна” i визначення iнтервалiв монотонностi функцiй.

15. Створення на аркушi ”Екстремальнi точки” таблицi для визначен-

ня екстремальних точок (формули повиннi посилатися на комiрки аркушiв

”Похiдна”, ”Iнтервали монотонностi”). Знаходження координат точок, у яких

похiдна дорiвнює нулю, визначення, максимумом чи мiнiмумом є точка.

16. Створення на аркушi ”Графiк” таблицi для визначення значень x i

y, визначення значень функцiї в кожнiй з точок, побудова графiка функцiї.

17. Створення на аркушi ”Результати дослiдження” таблицi для пред-

ставлення основних результатiв дослiдження. Данi для таблицi повиннi бра-

тися з таблиць на попереднiх аркушах.

18. Збереження файла пiд назвою Прiзвище.xls у своїй папцi.

Iндивiдуальне завдання з дослiдження функцiї належить до завдань

практично-дослiдницького типу i, крiм розробки програми дослiдження фун-

кцiї в Microsoft Excel, передбачає оформлення результатiв дослiдження у ви-

глядi реферату обсягом 12–18 аркушiв, який може мати приблизно таку стру-

ктуру (див. таблицю).

Результатом виконання завдання практично-дослiдницького типу є про-

грама (файл Microsoft Excel) i реферат. Виконання iндивiдуального завдання

значно складнiше, нiж лабораторної роботи, i вимагає вiд учнiв умiння ор-

ганiзовувати власну дiяльнiсть, а також розвиває умiння формулювати мету,
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гiпотезу i завдання дослiдження, виконувати науковий пошук, робити виснов-

ки з проведеного дослiдження, оформляти дослiдження у виглядi реферату,

захищати результати дослiдження.

Структура iндивiдуального навчально-дослiдницького завдання з
дослiдження функцiї в Microsoft Excel

Структурна
складова

Змiст

Титульний аркуш Iнформацiя про тему дослiдження, тип завдання, прiзвище та
iм’я учня

Змiст Перелiк змiстових складових роботи
Вступ Актуальнiсть, тема, мета i завдання дослiдження
Основна частина Схема дослiдження. Деталiзацiя схеми дослiдження (залежно

вiд виду дослiджуваної функцiї). Перелiк необхiдних таблиць
(i їх призначення). Перелiк використовуваних функцiй табли-
чного процесора (i їх коротка характеристика). Перелiк викори-
стовуваних робочих аркушiв (i їх призначення). Опис процесу
створення програми. Iнструкцiя з користування

Висновки Висновки з проведеного дослiдження. Рекомендацiї

У навчальному процесi з iнформатики для дослiдження функцiй у сере-

довищi табличного процесора доцiльно використовувати як лабораторне заня-

ття, так i iндивiдуальне завдання. У процесi виконання лабораторної роботи

та iндивiдуального завдання на дослiдження функцiй у середовищi табли-

чного процесора Microsoft Excel розвиваються дослiдницькi умiння: форму-

лювати мету, гiпотезу i завдання дослiдження, виконувати науковий пошук,

розробляти послiдовнiсть дослiдження, логiчно структурувати матерiали до-

слiдження, визначати необхiднi формули i виконувати дослiдження функцiї,

аналiзувати результати дослiдження, робити висновки з проведеного дослi-

дження, оформляти дослiдження у виглядi реферату, захищати результати

дослiдження.
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§2. Застосування властивостей функцiй до

розв’язування рiвнянь

Розглянемо деякi опорнi математичнi факти.

Теорема 1 (про корiнь рiвняння). Якщо в рiвняннi

f(x) = a,

дe a – const, a функцiя y = f(x) – монотонна (зростає (спадає)) на деякому

промiжку, то на цьому промiжку подане рiвняння має не бiльше нiж один

корiнь x0.

Наслiдок. Якщо в рiвняннi f(x) = g(x) функцiя y = f(x) зростає

(спадає) на деякому промiжку, а функцiя y = g(x) – спадає (зpocтaє) на

цьому промiжку, то це рiвняння має не бiльше нiж один корiнь.

Також корисно знати такi твердження.

T1. Якщо функцiя y = f(x) зростає (спадає) на промiжку M , то фун-

кцiя y = −f(x) спадає (зростає) на M .
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T2. Якщо функцiя y = f(x) зростає (спадає) на промiжку M , функцiя

y = g(x) зpocтає (спадає) на M , то функцiя y = f(x) + g(x) зростає (спадає)

на M .

T3. Якщо функцiї y = f(x) i y = g(x) зростають (спадають) на про-

мiжку M i f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0, то функцiя y = f(x) · g(x) зростає (спадає) на

M .

T4. Якщо функцiя y = f(x) зростає (спадає) на промiжку M , який є

промiжком знакосталостi функцiї y = f(x), то функцiя

y =
1

f(x)

є спадною (зростаючою).

Корисно пам’ятати:

y =
√
x+ a, y = −

√
−x+ a, y = x3, y = 3

√
x, y = kx+ b (k > 0)

– зростаючi функцiї на своїй областi визначення;

y = −
√
x+ a, y =

√
−x+ a, y = −x3, y = − 3

√
x, y = 3

√
−x,

y = kx+ b (k < 0)

– спаднi функцiї на своїй областi визначення.

Теорема 2. Якщо в рiвняннi f(x) = g(x) на його областi визначення

виконуються умови f(x) ≥ a, g(x) ≤ a, де a – деяке дiйсне число, то подане

рiвняння рiвносильне системi рiвнянь:

 f(x) = a,

g(x) = a.

12



Наслiдок. Якщо в рiвняннi f(x)+g(x) = a+b на його областi визначе-

ння виконуються умови f(x) ≥ a, g(x) ≤ a, то подане рiвняння рiвносильне

системi рiвнянь  f(x) = a,

g(x) = b.

Теорема 3. Якщо функцiя y = f(x) є зростаючою (спадною) на певнiй

множинi, то на цiй множинi рiвняння f(α) = f(β) рiвносильне рiвнянню

α = β.

Теорема 4. Спiльнi точки графiкiв зростаючих взаємно обернених

функцiй лежать на прямiй y = x.

Наслiдок. Якщо функцiї y = f(x) i y = g(x) взаємно оберненi й зро-

стаючi, то рiвняння

f(x) = g(x)

рiвносильне кожному з рiвнянь

f(x) = x або g(x) = x.

Теорема 5 (Нерiвнiсть Кошi–Буняковського). При будь-яких зна-

ченнях a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bn виконується нерiвнiсть

(a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn)
2 ≤

(
a21 + a22 + . . .+ a2n

) (
b21 + b22 + . . .+ b2n

)
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Для оцiнювання також можна застосувати i векторний аналог нерiвно-

стi:

~a ·~b ≤ |~a| · |~b|

Пiд час оцiнювання стануть у пригодi такi нерiвностi:

| sinx| ≤ 1, | cosx| ≤ 1, 0 ≤ sin2 x ≤ 1, 0 ≤ cos2 x ≤ 1

| sinx± cosx| ≤
√
2, a+ b ≥ 2

√
ab,

де a ≥ 0, b ≥ 0,

(a± b)2 ≥ 0, (a± b)2 + c ≥ c, |a|+ 1

|a|
≥ 2,

де a 6= 0.

Пропонованi далi вправи можна використовувати пiд час вивчення те-

ми ”Застосування властивостей функцiй до розв’язування рiвнянь” (10 клас,

академiчний та профiльний рiвнi), а також пiд час вивчення тем ”Рацiональнi

рiвняння”, ”Iррацiональнi рiвняння”, ”Тригонометричнi рiвняння”, ”Показни-

ковi рiвняння” i ”Логарифмiчнi рiвняння” (10, 11 класи, академiчний, про-

фiльний та поглиблений рiвнi). Наведенi рiвняння також стануть у нагодi пiд

час пiдготовки учнiв до складання ЗНО.

2.1. Використання областi визначення функцiй

Приклад 1. Розв’яжiть рiвняння√
3x2 − 15x− 18− 1 = x3 −

√
6 + 5x− x2.

Розв’язання. Якщо маємо рiвняння f(x) = g(x), то спiльну область

визначення для функцiй f(x) i g(x) називають областю допустимих значень
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цього рiвняння.

Знайдемо область допустимих значень piвняння
√
3x2 − 15x− 18− 1 =

x3 −
√
6 + 5x− x2.

Для цього розв’яжемо систему нерiвностей 3x2 − 15x− 18 ≥ 0,

6 + 5x− x2 ≥ 0.

Маємо:  x2 − 5x− 6 ≥ 0,

x2 − 5x− 6 ≤ 0;

звiдси x1 = −1, x2 = 6.

Отже, область допустимих значень рiвняння мiстить тiльки два числа.

З’ясуємо, чи цi числа є коренями заданого рiвняння. Для цього пiдставимо

значення x1 = −1 i x2 = 6 y piвняння.

Якщо x = −1, то дiстанемо −1 = −1 – правильну рiвнiсть; якщо x = 6,

то дiстанемо −1 = 216 – неправильну рiвнiсть.

Отже, x = −1 – корiнь рiвняння.

Biдпoвiдь. −1.

Приклад 2. Розв’яжiть рiвняння

log 1
7
(x− 3) + 2 =

4
√
x− x2

Розв’язання. Область допустимих значень рiвняння знайдемо iз системи

нерiвностей  x− 3 > 0,

x− x2 ≥ 0;

 x > 3,

x2 − x ≤ 0;

система розв’язкiв не має.

15



Отже, область допустимих значень рiвняння не мiстить жодного числа.

Це означає, що задане рiвняння коренiв не має.

Biдпoвiдь. Коренiв немає.

Вправи для самостiйного розв’язування

Розв’яжiть рiвняння:

1. 1)
√
x− 1 + x = 1−

√
1− x;

2) 18 +
√
6− x = 3x+

√
x− 6.

2. 1) x2 −
√
4− 2x = x+ 2 +

√
x− 2;

2)
√
5x− 20− 2x2 = x− 36−

√
4− x.

3. 1)
√
x2 − 4− 2x =

√
12− 3x2 − 4;

2)
√
2x2 − 18− 12 = 4x+

√
9− x2.

4. 1) 4
√
x2 − x− 2 + 3

√
x+ 9 = 2−

√
14 + 7x− 7x2;

2)
√
4− 3x− x2 + 3 = 5

√
244− x− 6

√
6x2 + 18x− 24.

5. 1)
√
3x− 9 + x2 − 2 =

√
2− x;

2)
√
8x+ 40 = 3x3 − 1−

√
−x− 7.

6. 1)
2

4
√
x− 4

− 1 =
√
4− x+ x2;

2) 6
√
9− x− x5 = 18 +

1√
x− 9

.

7. 1) log3(x+ 1)− 2x = log2(−4x− 4);

2) log5(x− 8) = x+ lg(33− 11x).

8. 1) arccos
x− 1

2
− 2x+ 2π + 4 = 2 arccos

x− 5

3
;

2) arcsin
x+ 7

2
− 4 arcsin

x+ 1

4
− 4x− 20− 5π

2
= 0.

9∗. 1)
√
x2 − 16− 2 arccos(x− 3) + 4

√
4− x+ x2 − 2x− 8 = 0;

2) 2 arcsin(x+ 5)− 4
√
36− x2 −

√
−x− 6 + x2 + x+ π − 30 = 0.
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2.2. Oцiнка значень лiвої та правої частин рiвняння

Приклад 3. Розв’яжiть рiвняння√
x2 − 2x+ 10 = 3− |x− 1|.

Розв’язання. Якщо маємо рiвняння

f(x) = g(x)

i вiдомо, що для всiх допустимих значень x виконуються нерiвностi f(x) ≥ a,

g(x) ≤ a (a – деяке число), то це рiвняння рiвносильне системi f(x) = a,

g(x) = a.

Маємо:√
x2 − 2x+ 1 + 9 = 3− |x− 1|;

√
(x− 1)2 + 9 = 3− |x− 1|.

Тодi

(x− 1)2 + 9 ≥ 9;
√

(x− 1)2 + 9 ≥ 3; 3− |x− 1| ≤ 3.

Отже, задане рiвняння рiвносильне системi
√
(x− 1)2 + 9 = 3,

3− |x− 1| = 3;

 (x− 1)2 = 0,

|x− 1| = 0;
x = 1.

Вiдповiдь. 1.

Приклад 4. Розв’яжiть рiвняння

4 cosx =

√√
|x|+ 16.
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Розв’язання. Maємo:

−4 ≤ 4 cosx ≤ 4;√
|x| ≥ 0;

√
|x|+ 16 ≥ 16;

√√
|x|+ 16 ≥ 4.

Тодi рiвняння рiвносильне системi 4 cosx = 4,√√
|x|+ 16 = 4;

 cosx = 1,√
|x| = 0;

 x = 2πn, n ∈ Z,

x = 0.

Вiдповiдь. 0.

Приклад 5. Розв’яжiть рiвняння

x4 − 8x2 + 16 +
∣∣x2 − 3x− 10

∣∣+√2x2 + x− 6 = 0.

Розв’язання. Нагадаємо, що сума кiлькох невiд’ємних виразiв дорiвнює

нулю тодi й тiльки тодi, коли всi вирази одночасно дорiвнюють нулю.

Запишемо задане рiвняння у виглядi

(
x2 − 4

)2
+
∣∣x2 − 3x− 10

∣∣+√2x2 + x− 6 = 0.

Maємo:

(
x2 − 4

)2 ≥ 0;
∣∣x2 − 3x− 10

∣∣ ≥ 0;
√

2x2 + x− 6 ≥ 0.

Тодi рiвняння рiвносильне системi
(x2 − 4)2 = 0,

|x2 − 3x− 10| = 0,
√
2x2 + x− 6 = 0;


(x− 2)(x+ 2) = 0,

(x− 5)(x+ 2) = 0,

(2x− 3)(x+ 2) = 0;

x = −2.

Вiдповiдь. −2.
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Приклад 6. Розв’яжiть рiвняння

2cosx − x2 = 2.

Розв’язання. Запишемо подане рiвняння у виглядi:

2cosx = x2 + 2.

Оцiнимо лiву i праву частини рiвняння:

0, 5 ≤ 2cosx ≤ 2, x2 + 2 ≥ 2.

Отже, ця рiвнiсть можлива тодi й тiльки тодi, коли: 2cosx = 2,

x2 + 2 = 2,

 2cosx = 2,

x = 0.

Пiдставимо здобуте значення x = 0 в перше рiвняння системи, дiстанемо

правильну рiвнiсть 2cos 0 = 2. Отже, корiнь рiвняння x = 0.

Вiдповiдь. 0.

Приклад 7. Знайдiть найменше значення параметра a, при якому рiв-

няння

2sin
2(2πx+ 5π

4 ) =
4

(x− a)2 − 6(x− a) + 13

має додатний корiнь. (Пробне ЗНО, 2014).

Розв’язання. Для оцiнювання лiвої частини скористаємося обмеженiстю

тригонометричної функцiї:

0 ≤ sin2
(
2πx+

5π

4

)
≤ 1.
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Тодi

1 ≤ 2sin
2(2πx+ 5π

4 ) ≤ 2,

оскiльки y = 2t зростає.

Оцiнимо знаменник дробу, що стоїть у правiй частинi рiвняння:

(x− a)2 − 6(x− a) + 13 = (x− a− 3)2 + 4 ≥ 4.

Тодi, використовуючи властивiсть нерiвностей: якщо a > b, ab > 0, то
1

a
<

1

b
, матимемо:

1

(x− a)2 − 6(x− a) + 13
≤ 1

4
.

Oтже,
4

(x− a)2 − 6(x− a) + 13
≤ 1.

Тодi за теоремою 2 маємо систему рiвнянь:
2sin

2(2πx+ 5π
4 ) = 1,

4

(x− a)2 − 6(x− a) + 13
= 1.

Розв’яжемо друге рiвняння системи:

4

(x− a)2 − 6(x− a) + 13
= 1,

(x− a− 3)2 + 4 = 4, x = a+ 3.

Оскiльки за умовою потрiбно знайти найменше значення a, то останню

рiвнiсть запишемо у виглядi a = x−3. Щоб a було найменшим, то найменшим

має бути i значення x. Розв’яжемо перше рiвняння системи:

2sin
2(2πx+ 5π

4 ) = 1, sin2
(
2πx+

5π

4

)
= 0,
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2πx+
5π

4
= πk, k ∈ Z,

2x+
5

4
= k, x = −5

8
+
k

2
, k ∈ Z.

Оскiльки за умовою корiнь повинен бути додатним, то

−5
8
+
k

2
> 0, k ∈ Z.

Звiдки маємо:

k >
5

4
, k ∈ Z.

Змiнна x набуває найменшого значення при k = 2. Знайдемо це значення:

x =
3

8
. Пiдставимо здобуте значення x у рiвнiсть a = x− 3, звiдки дiстанемо

a = −2, 625.

Вiдповiдь. При a = −2, 625.

Вправи для самостiйного розв’язування

Розв’яжiть рiвняння:

10. 1) 2− x2 =
√
4 + |x|;

2)
√
x2 + 9 = 3− |x|.

11. 1)
√
x2 − 4x+ 20 = 4− (x− 2)4;

2)
√

25− (x+ 3)6 = x2 + 6x+ 14.

12. 1) 6 sinx = x2 + 6;

2) 3 cosx = x4 + 3.

13. 1) 2 cos 4πx = |2x− 1|+ 2;

2) 3 sin 2πx = −3− |4x+ 1|.

14. 1) 4 sin
πx

3
= 4x2 − 12x+ 13;

2) 6 cos 5πx = −25x2 − 10x− 7.

15. 1)
∣∣x2 − 4x

∣∣+√x− 4 = 0;
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2) |x+ 7|+
√
x2 + 7x = 0.

16. 1)
(
x2 − 25

)2
+
∣∣x2 + 3x− 10

∣∣+√x2 − x− 30 = 0;

2)
(
x2 + 2x− 99

)2
+
√
x2 − 8x− 9 +

∣∣x2 − 81
∣∣ = 0.

17) 1)
∣∣log2 (x2 − 15

)∣∣+ (2x2 − x− 28
)4

= −2
√
x2 + x− 20;

2) log61
3

(
x2 + 5x+ 7

)
+
√
5x2 − 45 = −3

∣∣3x2 + x− 24
∣∣.

2.3. Використання зростання та спадання функцiй

Приклад 8. Розв’яжiть рiвняння

√
x− 1 + x3 = 9.

Розв’язання. Для розв’язування цього рiвняння скористаємося твердже-

нням: якщо в рiвняннi

f(x) = a

(a – деяке число) i функцiя f(x) зростає (спадає) на деякому промiжку, то це

рiвняння може мати не бiльше нiж один корiнь на цьому промiжку.

Функцiя f(x) =
√
x− 1 + x3 зростає на всiй своїй областi визначення

(як сума двох зростаючих функцiй), D(f) = [1;+∞).

Нескладно побачити, що x = 2 – корiнь заданого рiвняння(√
2− 1 + 23 = 9

)
.

Отже, рiвняння
√
x− 1 + x3 = 9 має єдиний корiнь x = 2.

Вiдповiдь. 2.

Приклад 9. Розв’яжiть рiвняння

3
√
x− 2 + 3

√
x+ 5 = 6− x.

Розв’язання. Справедливе таке твердження: якщо в рiвняннi f(x) =

g(x) функцiя f(x) зростає (спадає) на деякому промiжку, а функцiя g(x)
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спадає (зростає) на цьому промiжку, то це рiвняння може мати не бiльше нiж

один корiнь на цьому промiжку.

Функцiя f(x) = 3
√
x− 2+ 3

√
x+ 5 є зростаючою на всiй числовiй прямiй

(як сума двох зростаючих функцiй), функцiя g(x) = 6− x є спадною на всiй

числовiй прямiй.

Нескладно побачити, що x = 3 – корiнь заданого рiвняння ( 3
√
3− 2 +

3
√
3 + 5 = 6− 3; 3 = 3).

Тому рiвняння 3
√
x− 2 + 3

√
x+ 5 = 6− x має єдиний корiнь x = 3.

Вiдповiдь. 3.

Приклад 10. Розв’яжiть рiвняння 2x + 3x = 5
x .

Розв’язання. Функцiя f(x) = 2x+3x є зростаючою на всiй числовiй пря-

мiй (як сума двох зростаючих функцiй). Оскiльки функцiя g(x) = 5
x спадає

на кожному з промiжкiв (−∞; 0) i (0;+∞), то розглянемо кожний промiжок

окремо.

При x ∈ (−∞; 0) рiвняння коренiв не має. Цe випливає з того, що на

цьому промiжку f(x) = 2x + 3x > 0, a g(x) = 5
x < 0.

При x ∈ (0;+∞) рiвняння має корiнь x = 1(
21 + 31 =

5

1
; 5 = 5

)
Отже, рiвняння 2x + 3x = 5

x має єдиний корiнь x = 1.

Вiдповiдь. 1.

Приклад 11. Розв’яжiть рiвняння

9x − 5x − 4x = 2
√
20x.

23



Розв’язання. Запишемо рiвняння у виглядi

32x =
(
2x + 5

x
2

)2
,

звiдки 3x = 2x + 5
x
2 . Подiлимо обидвi частини рiвняння на 3x > 0, маємо:(

2

3

)x
+

(√
5

3

)x

= 1.

Лiва частина рiвняння мiстить суму спадних функцiй. Отже, лiва части-

на – спадна функцiя. Праворуч – константа. За теоремою про корiнь рiвняння

маємо, що рiвняння має не бiльше нiж один корiнь, який знайдемо пiдбором.

Маємо x = 2 – корiнь рiвняння.

Вiдповiдь. 2.

Приклад 12. Розв’яжiть систему рiвнянь 2x− 2y = sinx− sin y,

x+ 2y = 9.

Розв’язання. Подамо перше рiвняння системи у виглядi: 2x− sinx = 2y − sin y,

x+ 2y = 9.

Доведемо, що f(x) = 2 − sinx – монотонна функцiя. Для цього засто-

суємо похiдну:

f ′(x) = (2x− sinx)′ = 2− cosx.

Оскiльки −1 ≤ cosx ≤ 1, то 1 ≤ 2 − cosx ≤ 3, отже, y′ > 0, тобто функцiя
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f(x) = 2− sinx – зростаюча. Тодi за теоремою 3 маємо: x = y,

x+ 2y = 9;

 x = y,

y + 2y = 9;

 x = 3,

y = 3.

Вiдповiдь. (3; 3).

Приклад 13. Розв’яжiть рiвняння

log2 x− log2(5x− 2) = (5x− 2)3 − x3.

Розв’язання. Подамо рiвняння у виглядi:

log2 x+ x3 = log2(5x− 2) + (5x− 2)3.

Розглянемо функцiю f(t) = log2 t + t3. Оскiльки y = log2 t – зростає,

y = t3 – зростає, тo f(t) = log2 t + t3 – зростає при t > 0. Тодi за теоремою 3

маємо: x = 5x− 2, x = 0, 5.

Вiдповiдь. 0, 5.

Приклад 14. Розв’яжiть рiвняння

√
4− x+

√
x− 2 = x2 − 6x+ 11.

Розв’язання. Для оцiнювання лiвої частини застосуємо нерiвнiсть Кошi–

Буняковського. Розглянемо такi набори:

(
√
4− x;

√
x− 2)i(1; 1).

Отже, маємо:

√
4− x+

√
x− 2 = 1 ·

√
4− x+ 1 ·

√
x− 2 ≤

≤
√
12 + 12

√
(
√
4− x)2 + (

√
x− 2)2 =

√
2
√
4− x+ x− 2 = 2.
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Для оцiнювання правої частини видiлимо повний квадрат: x2 − 6x + 11 =

(x− 3)2 + 2 ≥ 2. Тодi за теоремою 2 маємо:
√
4− x+

√
x− 2 = 2,

x2 − 6x+ 11 = 2.

Розв’яжемо друге рiвняння системи:

x2 − 6x+ 9 = 0,

звiдки маємо: x = 3.

Вiдповiдь. 3.

Вправи для самостiйного розв’язування

Розв’яжiть рiвняння:

18. 1)
√
x+ 3x4 = 4;

2) 4
√
x+ x3 = 72.

19. 1) 6
√
x+ 2 + x3 = 20;

2) 3
√
x− 2 + x4 = 84.

20. 1) 2x+ x3 = 12;

2) 9x+ x5 = 10.

21. 1)
√
x− 3 +

√
x− 8 = 5;

2)
√
x+ 1 +

√
x+ 10 = 9.

22. 1) 2
√
x− 6 +

√
x− 3 = 4;

2)
√
x+ 5 + 3

√
x+ 12 = 15.

23. 1) 4
√
−x+ 4

√
15− x = x3 + 4;

2) 4
√
12− x+ 4

√
77− x = x3 + 69.

24. 1) 3x−1 + 3x−2 =
√
6− x;

2) 2x−1 + 2x−3 =
√
28− x.
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25. 1) x+ log2 x = 88
x ;

2) 3x+ log5 x = 80
x .

26. 1) log 1
3
x = 2x + x2 − 18;

2) log 1
2
x = 3x + x4 − 4.

Вiдповiдi

1. 1) 1; 2) 6.

2. 1) 2; 2) 4.

3. 1) 2; 2) −3.

4. 1 ) −1; 2) 1.

5. 1) Коренiв немає; 2) коренiв немає.

6. 1) Коренiв немає; 2) коренiв немає.

7. 1) Коренiв немає; 2) коренiв немає.

8. 1) 2; 2) −5.

9. 1) 4; 2) −6.

1) Розв’язання

Область допустимих значень рiвняння знайдемо iз системи
x2 − 16 ≥ 0,

−1 ≤ x− 3 ≤ 1,

4− x ≥ 0;


(x− 4)(x+ 4) ≥ 0,

2 ≤ x ≤ 4,

x ≤ 4;

x = 4.

Перевiрка. x = 4 – корiнь рiвняння (
√
42 − 16−2 arccos(4−3)+ 4

√
4− 4+

42 − 2 · 4− 8 = 0; 0 = 0).

Вiдповiдь. 4.

10. 1) 0; 2) 0.

11. 1) 2; 2) −3.

12. 1) Коренiв немає; 2) 0.
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13. 1) 0,5; 2) −0, 25.

14. 1) 1,5; 2) −0, 2.

15. 1) 4; 2) −7.

16. 1) −5; 2) 9.

17. 1) 4; 2) −3.

18. 1) 1; 2) 4.

19. 1) 2; 2) 3.

20. 1) 2; 2) 1.

21. 1) 12; 2) 15.

22. 1) 7; 2) 4.

23. 1) −1; 2) −4.

24. 1) 2; 2) 3.

25. 1) 8; 2) 5.

26. 1) 3; 2) 1.
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§3. Про оберненi та взаємно оберненi функцiї та деякi

їх властивостi (для факультативних занять)

Функцiю f(x) називають оборотною, якщо для кожного y iз множини

її значень E(f) рiвняння f(x) = y має єдиний розв’язок, який належить її

областi визначення D(f). Функцiю g(y), яка кожному y ∈ E(f) ставить у

вiдповiднiсть цей єдиний розв’язок, називають оберненою до функцiї f(x).

Зрозумiло, що при цьому функцiя g(y) також є оборотною, а функцiя f(x) –

оберненою до неї. Тому такi функцiї називають взаємно оберненими.

Зазначимо, що графiки взаємно обернених функцiй

y = f(x) та x = g(y)

збiгаються, а графiк функцiї y = g(x) симетричний до графiка функцiї y =

f(x) вiдносно прямoї y = x.

Якщо, крiм того,

g(x) ≡ f(x)

то функцiю f(x) називають самооберненою. Такими, зокрема, є функцiї:

f(x) = x, f(x) = −x, f(x) =
1

x
, f(x) = −1

x
.

Розглянемо ще декiлька прикладiв знаходження обернених функцiй.

Приклад 1. Довести, що функцiя, обернена до лiнiйної функцiї

f(x) = kx+ b, k 6= 0,

також є лiнiйною, та знайти всi самооберненi лiнiйнi функцiї.
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Розв’язання. Iз рiвняння kx+ b = y знаходимо

x =
1

k
(y − b).

Отже, обернена до f(x) функцiя

g(x) =
1

k
(x− b)

є лiнiйною. Далi з тотожностi

1

k
(x− b) ≡ kx+ b

знаходимо k = 1, b = 0, або k = −1, b ∈ R. Отже, крiм самооберненої лiнiйної

функцiї f(x) = x, отримуємо цiлий клас таких функцiй

f(x) = −x+ b.

Приклад 2. Знайти функцiю, обернену до дробово-лiнiйної функцiї

f(x) =
ax+ b

cx+ d
.

Розв’язання. Iз рiвняння

ax+ b

cx+ d
= y

маємо

x =
dy − b
−cy + a

.

Отже,

g(x) =
dx− b
−cx+ a

.

Зрозумiло, що при цьому cx + d 6= 0, −cx + a 6= 0. Таким чином, функцiя,

обернена до дробово-лiнiйної функцiї, також є дробово-лiнiйною функцiєю.
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Безпосередньо з означення випливають такi властивостi взаємно обер-

нених функцiй:

1) D(f) = E(g), E(f) = D(g);

2) для будь-якого x ∈ D(f) iз рiвностi f(x) = y випливає, що g(y) = x,

тобто

g(f(x)) = x.

Приклад 3. Нехай f(x) = x3 + 6x, g(x) – обернена до неї функцiя. Не

знаходячи g(x):

1) розв’язати рiвняння g(x) = 1;

2) обчислити g(7).

Розв’язання. 1) Унаслiдок властивостi 2) маємo x = f(1) = 7; 2) iз

рiвняння f(x) = 7, тобто x3 + 6x = 7, знаходимо його єдиний дiйсний коpiнь

x = 1. Toмy g(7) = 1.

Перейдемо до вивчення iнших властивостей обернених функцiй.

Приклад 4. Довести, що кожна монотонно зростаюча функцiя є обо-

ротною, а обернена до неї функцiя також є монотонно зростаючою.

Розв’язання. Справдi, якщо f(x) – монотонно зростаюча функцiя, то

рiзним значенням її аргумента вiдповiдають рiзнi значення цiєї функцiї, при-

чому з нерiвностi x1 < x2 випливає, що

y1 = f (x1) < y2 = f (x2) .

Тому для кожного y ∈ E(f) рiвняння f(x) = y має єдиний розв’язок x = g(y)

такий, що з нерiвностi y1 < y2 випливає нерiвнiсть

x1 = g (y1) < x2 = g (y2) .
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Зауважимо, що аналогiчне твердження справедливе i для монотонно

спадних функцiй. В обох випадках iз неперервностi функцiї f(x) випливає й

неперервнiсть оберненої функцiї.

Проте, окремi властивостi взаємно обернених функцiй можуть i суттєво

вiдрiзнятися.

Приклад 5. Про функцiю f : Z → Z вiдомо, що вона є взаємно одно-

значним вiдображенням множини цiлих чисел на себе, причому f(n)→ +∞,

якщо n→ +∞. Нехай f−1 позначає функцiю, обернену до f . Чи можна ствер-

джувати, що f−1(n)→ +∞, якщо n→ +∞?

Розв’язання. Для функцiй

f(n) =


2n, n = 2k, n ∈ Z+,

−n, n = −2k + 1, k ∈ N,
n
2 , n = −2k, k ∈ N.

f−1(n) =


n
2 , n = 2k, n ∈ Z+,

−n, n = 2k − 1, k ∈ N,

2n, n = −k, k ∈ N.

f(n) → +∞ при n → +∞. Aлe f−1(n) не прямує до +∞ для непарних

n→ +∞.

Зауважимо, що покладаючи також f(x) = x, x /∈ Z ми отримали би

функцiю f : R→ R таку, що є взаємно однозначним вiдображенням множини

всiх дiйсних чисел на себе, причому f(x) → +∞, якщо x → +∞. Але при

цьому f−1(x) не прямує до +∞ при x→ +∞.

Приклад 6. Про функцiю F : R→ R вiдомо, що вона є взаємно одно-

значним вiдображенням (бiєкцiєю) множини всiх дiйсних чисел на себе i

розривною в кожнiй точцi числової прямої. Чи можна стверджувати, що й
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обернена до неї функцiя F−1 також є розривною в кожнiй точцi числовоi

прямої?

Розв’язання. Доведемо, що так стверджувати не можна. Для цього ви-

дiлимо у множинi дiйсних чисел пiдмножину X усiх дiйсних чисел вигляду

x = ±anan−1 . . . a1, b1b2 . . . bm,

де m ∈ N, n ∈ N, ai, bj – цифри, bm 6= 0, bm 6= 5. Hexaй

F (x) =


−x+ 1, x ∈ R\X,

x− 1, x ∈ X\(0, 2),

g(x), x ∈ X ∩ (0, 2),

де g(x) = 0, 5x, якщо bm – парна цифра. Якщо ж цифра bm = 1 чи bm = 3, то

збiльшимо її на 1, якщо bm = 7 чи bm = 9, то зменшимо її нa 1.

Замiнивши x ∈ X ∩ (0; 2) на отриманий таким способом елемент x,

покладемо

g(x) = 0, 5x′ − 1.

Функцiя y = F (x) є бiєкцiєю множини всiх дiйсних чисел на себе. Справ-

дi, функцiя

y = −x+ 1, x ∈ R\X

взаємно однозначно вiдображає R\X на R\X, а iншi двi функцiї взаємно

однозначно вiдображаютьX наX. Поза iнтервалом (0, 2) це здiйснює функцiя

y = x− 1, x ∈ X\(0, 2), a на поданому iнтервалi – функцiя y = g(x).

Унаслiдок щiльностi множини X y R в околi кожної точки x ∈ R зна-

йдуться такi двi точки, у яких рiзниця значень не менша вiд 1. Тому функцiя

y = F (x) є розривною в кожнiй точцi числової осi. Водночас, обернена до неї
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функцiя x = F−1(y) неперервна в точцi y = 1
3 .

Зупинимося на застосуваннях властивостей обернених функцiй. Зокре-

ма, властивiсть

D(f) = E(g), E(f) = D(g)

часто використовують для знаходження множини значень функцiї.

Приклад 7. Знайти множину значень функцiї

f(x) =
2x

x2 + 1
.

Розв’язання. Знайдемо область визначення функцiї, оберненої до f(x).

Для цього розглянемо рiвняння

2x

x2 + 1
= y ⇔ yx2 − 2x+ y = 0

з параметром y. Якщо y = 0, то x = 0. А для y 6= 0 з останнього квадратного

рiвняння знайдемо

x1,2 =
1±

√
1− y2
y

.

Отже, областю визначення оберненої функцiї

g(x) =
1±
√
1− x2
x

, x 6= 0, g(0) = 0

є вiдрiзок [−1; 1]. Toмy E(f) = [−1; 1].

Зауважимо, що шукати конкретний вираз для оберненої функцiї g(x)

було не потрiбно. Для y 6= 0 достатньо було лише вказати тi значення па-

раметра, за яких дискримiнант квадратного рiвняння yx2 − 2x + y = 0 є

невiд’ємним.

У загальному випадку такий метод є ефективним для знаходження мно-
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жини значень довiльних функцiй вигляду

f(x) =
ax2 + bx+ c

dx2 + ex+ h
.

У наступних прикладах скористаємося симетричнiстю графiкiв взаємно

обернених функцiй y = f(x) та y = g(x) вiдносно прямої y = x. У випадку,

коли обидвi цi функцiї є зростаючими, отримаємо, що рiвняння f(x) = g(x)

рiвносильне кожному з рiвнянь

f(x) = x та g(x) = x.

Наприклад, якщо f(x) = x3 + x− 1, то

f ′(x) = 3x2 + 1 > 0.

Тому функцiї

y = f(x) та y = g(x)

будуть зростаючими, i замiсть рiвняння

f(x) = g(x)

достатньо розв’язати набагато простiше рiвняння

x3 + x− 1 = x,

iз якого знаходимо єдиний дiйсний корiнь x = 1.

Зауважимо, що умова монотонного зростання функцiй f(x) та g(x) є

суттєвою. Наприклад, для монотонно спадних взаємно обернених функцiй

f(x) = g(x) = −x
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рiвняння

f(x) = g(x) та f(x) = x

не є рiвносильними. Перше з них задовольняють усi значення x ∈ R, а друге

– лише x = 0.

Видiлимо декiлька класiв iррацiональних рiвнянь iз параметром вигля-

ду

f(x) = g(x),

для розв’язування яких доцiльно скористатися вказаною властивiстю.

Приклад 8. Знайти невiд’ємнi коренi рiвняння

x2 − a =
√
x+ a.

Розв’язання. Функцiя

f(x) = x2 − a

для x ≥ 0 є монотонно зростаючою, а обернена до неї функцiя

g(x) =
√
x+ a

визначена i зростаюча для всiх x ≥ −a. Тому розв’язуватимемо рiвняння

x2 − a = x. Його дискримiнант D =
√
1 + 4a. Отже, дiйснi коренi

x1 =
1 +
√
1 + 4a

2
, x2 =

1−
√
1 + 4a

2

отримаємо лише за умови 1 + 4a ≥ 0. Якщо a > 0, то корiнь x2 < 0 не

задовольняє умову задачi. Якщо a = 0, то матимемо два невiд’ємнi розв’язки:

x1 = 1 та x2 = 0. У випадку a ∈ [−0, 25; 0) обидва коренi є додатними,
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причому

x1 > x2 > −a > 0.

Замiною
√
x = t ≥ 0 до прикладу 8 зводиться й рiвняння√√

x+ a = x− a.

Приклад 9. Розв’язати рiвняння

x3 + a− 1 = a 3
√
ax− a+ 1, a > 0.

Рoзв’язання. Розглянeмо функцiю

f(x) =
x3 + a− 1

a
.

Oскiльки її похiдна

f ′(x) =
3

a
x2 > 0

для x 6= 0, то f(x) та обернена до неї функцiя

g(x) = 3
√
ax− a+ 1

є зростаючими. Отже, достатньо розв’язати рiвняння

x3 + a− 1

a
= x⇔ x3 − ax+ a− 1 = 0⇔ (x− 1)

(
x2 + x+ 1− a

)
= 0.

Одним iз його коренiв є x1 = 1, а коренi

x2,3 =
−1±

√
4a− 3

2

будуть дiйсними лише за умови 4a− 3 ≥ 0.
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Аналогiчно розв’язують i рiвняння

x3 − a+ 1 = a 3
√
ax+ a− 1, a > 0,

одним iз коренiв якого є x1 = −1, а два iншi дiйнi коренi iснують лише за

умови 4a− 3 ≥ 0.

З оборотними та оберненими функцiями зустрiчаємося i пiд час розв’я-

зування деяких функцiональних рiвнянь.

Нехай F (x) – задана, а ϕ(x) – вiдома оборотна функцiя. Рiвняння

f(ϕ(x)) = F (x)

називають найпростiшим функцiональним рiвянням. Для його розв’язування

позначимо

ϕ(x) = t

i визначимо обернену до ϕ(x) функцiю

x = ψ(t).

В результатi дiстанемо

f(t) = F (ψ(t)).

Вiдповiдно, шуканий розв’язок найпростiшого функцiонального рiвняння ма-

тиме вигляд

f(x) = F (ψ(x)).

Зокрема, для

ϕ(x) =
ax+ b

cx+ d
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отримаємо

f(x) = F

(
dx− b
−cx+ a

)
.

Цiкавi й функцiональнi рiвняння, у яких аргументами є взаємно обер-

ненi функцiї. У загальному випадку зупинимося на рiвняннях вигляду

F (x, f(x), f(ϕ(x))) = 0.

Якщо

ϕ(ϕ(x)) = x,

то, замiнивши x на ϕ(x), дiстанемо рiвняння

F (ϕ(x), f(ϕ(x)), f(x)) = 0,

яке можна розглядати в системi з початковим рiвнянням.

Зокрема, для

ϕ(x) =
ax+ b

cx+ d

маємо

ϕ(ϕ(x)) =

(
a2 + bc

)
x+ b(a+ d)

c(a+ d)x+ (bc+ d2)
≡ x

за виконання умов:

a2 + bc = bc+ d2, b(a+ d) = c(a+ d) = 0.

Їх, наприклад, задовольняють дробово-лiнiйнi функцiї вигляду

ϕ(x) =
ax+ b

cx− a
.
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Приклад 10. Розв’язати рiвняння

3f(x) + f

(
x+ 1

2x− 1

)
= 1, x 6= 0, 5.

Розв’язання. Замiнивши x на

x+ 1

2x− 1
,

дiстанемо

3f

(
x+ 1

2x− 1

)
+ f(x) = 1.

Вiднiмаючи тепер помножене на 3 рiвняння з умови задачi, знайдемо

f(x) ≡ 0, 25, x 6= 0, 5.

Укажемо також на деякi геометричнi iдеї для розв’язування задач iз

використанням властивостей чи значень обернених функцiй.

Приклад 11. Обчислити суму

arctg1 + arctg2 + arctg3.

Розв’язання. Розглянемо прямокутник ABHK (див. рис. 1).

Рис. 1
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Нехай

KC = 3, AD = 2, KD = CH = 1.

Тодi з рiвностi прямокутних трикутникiвDKC та CHB випливає, що навколо

чотирикутника ABCD можна описати коло. Оскiльки

∠CAB = arctg1, ∠ABC = arctg3,

∠ACB = ∠ADB = arctg2,

то шукана сума дорiвнює сумi кутiв трикутника ABC, тобто дорiвнює π.

Приклад 12. Скориставшись геометричними властивостями взаємно

обернених функцiй, довести нерiвнiсть Гельдера

n∑
k=1

|akbk| ≤

(
n∑
k=1

|ak|p
) 1

p
(

n∑
k=1

|bk|q
) 1

q

,

де числа p > 1 та q > 1 пов’язанi умовою

1

p
+

1

q
= 1.

Доведення. Ураховуючи, що така нерiвнiсть є однорiдною вiдносно ко-

жного з наборiв

(a1, a2, . . . , an) та (b1, b2, . . . , bn)

достатньо довести нерiвнiсть

n∑
k=1

|akbk| ≤ 1

для випадку, коли
n∑
k=1

|ak|p =
n∑
k=1

|bk|q = 1.
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Рис. 2

Розглянемо для x ≥ 0 графiк функцiї

y = xp−1

або, що те саме, оберненої до неї функцiї

x = yq−1

(дuв. рис. 2). Iз рисунка видно, що S1 + S2 ≥ ab. Обчислимо площi S1 та S2:

S1 =

a∫
0

xp−1dx =
ap

p
, S2 =

b∫
0

yq−1dy =
bq

q
.

Отже, справедлива нерiвнiсть

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Замiнивши тут a на |ak| та b на |bk|, i пiдсумовуючи по k вiд 1 до n, iз ураху-

ванням умови
1

p
+

1

q
= 1
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та рiвностей
n∑
k=1

|ak|p =
n∑
k=1

|bk|q = 1,

дiстанемо нерiвнiсть
n∑
k=1

|akbk| ≤ 1,

яку й слiд було довести.

Задачi для самостiйного розв’язування

1. Довести, що кожна монотонно спадна функцiя є оборотною, а обер-

нена до неї функцiя також є монотонно спадною.

2. Довести, що функцiя

f(x) = x3 − 6x2 + 15x− 8

є оборотною i знайти значення оберненої до неї функцiї g(x) у точцi x = 2.

3. Знайти множину значень функцiї

f(x) =
x2 + x− 2

x2 − x+ 2
.

4. Розв’язати рiвняння √√
x+ 1 = x− 1.

5. Розв’язати рiвняння

x3 − a+ 1 = a 3
√
ax+ a− 1

з параметром a > 0.
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6. Знайти всi функцiї f(x), якi для кожного x 6= 2 задовольняють умову

f(x) + (x− 2)f

(
2x+ 1

x− 2

)
= 3x+ 1.

7. Обчислити
√
5 cos(arctg2),

скориставшись спiввiдношеннями мiж сторонами прямокутного трикутника.

8. Довести, що для довiльної неперервної монотонно зростаючої функцiї

f(x) такої, що

f(0) = f−1(0),

де f−1(x) – обернена до неї функцiя, при додатних a та b виконується нерiв-

нiсть

ab ≤
a∫

0

f(x)dx+

b∫
0

f−1(x)dx

(нерiвнiсть Юнга).
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§4. Найпростiшi перетворення графiкiв функцiй

(Урок алгебри в 9 класi)

Пропонований урок може бути проведений за технологiєю ”3 по 30 хви-

лин”, причому першi 30 хвилин учнi працюють у кабiнетi iнформатики та

обчислювальної технiки з використанням програми Advanced Grapher, а дру-

гi та третi 30 хвилин – у кабiнетi математики з використанням програми

MyTest. Програма Advanced Grapher використовується з метою самостiйного

набуття знань i дозволяє учням пiд час побудови графiкiв функцiй за допомо-

гою комп’ютера дiйти висновкiв про види перетворення графiкiв. Працюючи

в кабiнетi математики, учнi створюють опорний конспект за планом у ви-

глядi таблицi, що охоплює коло знань, набутих у кабiнетi IOТ. Учнi усно,

коментовано, колективно, самостiйно розв’язують вправи з пiдручника, вико-

нують тестовi завдання з теми ”Функцiї, перетворення графiкiв функцiй”. Як

пiдсумок уроку учнi вчаться за складеним опорним конспектом виконувати

перетворення графiкiв функцiй. Програма MyTest дозволяє учням у проце-

сi тестування за допомогою комп’ютера виявити ступiнь засвоєння вказаних

навичок та вмiнь, удосконалити навички використовувати ранiше здобутi зна-

ння до розв’язування вправ, виробити вмiння застосовувати набутi знання в

нових умовах.

Застосування IКТ на уроках математики дає можливiсть вчителевi ско-

ротити час на вивчення матерiалу за рахунок наочностi i швидкостi виконання

роботи, перевiрити знання учнiв в iнтерактивному режимi, що пiдвищує ефе-

ктивнiсть навчання, допомагає реалiзувати весь потенцiал особистостi – пiзна-

вальний, морально-етичний, творчий, комунiкативний i естетичний, сприяє

розвитку iнтелекту, iнформацiйної культури учнiв, робить уроки яскравими
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та цiкавими. Використання IКТ в навчальному процесi передбачає пiдвище-

ння якостi освiти, тобто вирiшення однiєї з нагальних проблем для сучасного

суспiльства. Використання ПЗНП в навчально-виховному процесi в жодному

разi не замiнює очне навчання, а лише доповнює його з метою покращити

та розширити знання, передбаченi програмою. Використання комп’ютера на

уроцi математики – не данина модi, не засiб перекласти на плечi комп’юте-

ра багатогранну творчу працю вчителя, а лише один iз засобiв, що дозволяє

активiзувати пiзнавальну дiяльнiсть, пiдвищити мотивацiю учня до навчання,

створити умови для пiдвищення ефективностi уроку.

Тема уроку: Найпростiшi перетворення графiкiв функцiй.

Мета уроку: навчальна: сприяти розумiнню учнями змiсту поняття

”перетворення графiка функцiї”; сформувати знання про основнi види гео-

метричних перетворень графiкiв функцiй, умiння ”читати” графiки функцiй

(тобто за готовими графiками задавати функцiю та аналiзувати її); сформу-

вати навички будувати графiки функцiй за допомогою перетворень, заданих

рiвнянням поданої функцiї; закрiпити знання учнiв про види геометричних

перетворень графiкiв функцiй i зв’язок мiж видом перетворення та видом

рiвняння, що задає функцiю, схеми мiркувань, що передують побудовi гра-

фiка деякої функцiї шляхом геометричних перетворень графiка однiєї з еле-

ментарних функцiй; сформувати вмiння виконувати послiдовнi перетворення

графiкiв елементарних функцiй для побудови заданих алгебраїчних функцiй

вiдповiдно до складеної схеми дiй; розвивальна: розвивати графiчну куль-

туру, здатнiсть до передбачення результатiв побудови; виховна: виховувати

наполегливiсть, стараннiсть.

Тип уроку: формування знань, умiнь i навичок.
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Наочнiсть та обладнання: комп’ютери, ноутбук, програми Advanced

Grapher, MyTest.

ХIД УРОКУ

ЧАСТИНА 1

30 хв учнi працюють у кабiнетi IОТ.

I. АКТУАЛIЗАЦIЯ ОПОРНИХ ЗНАНЬ

Мета проведення етапу: 1) повторити зображення графiкiв елемен-

тарних функцiй; 2) органiзувати поточний контроль набутих учнями знань

та вмiнь (учнi виконують тестовi завдання, перевiрка правильностi виконан-

ня яких вiдбувається одразу пiсля завершення).

Виконання тестових завдань

1. На рисунку зображений графiк функцiї, область визначення якої

D(f) = R. Укажiть правильне твердження.

Рис. 3

1) Нулi функцiї: 2; −2, 5; f(x) зростає, якщо x ∈ [−2; 3]; f(x) < 0, якщо

x ∈ (5;+∞).

2) Нулi функцiї: 2; 5; f(x) зростає, якщо x ∈ [−2; 2]; f(x) < 0, якщо

x ∈ [5; +∞).

3) Нулi функцiї: −2; 5; промiжок зростання x ∈ [−2; 2]; f(x) > 0, якщо

x ∈ (−∞;−2) ∪ (2; 5).

4) Нулi функцiї: 0; функцiя тiльки спадає; f(x) > 0, якщо x ∈ (−∞; 5).
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2. Укажiть область визначення функцiї

y =
x− 3

x(x+ 5)
.

1) (−∞; 5) ∪ (5;+∞).

2) (−∞;−5) ∪ (−5; 0) ∪ (0;+∞).

3) (−∞;−5) ∪ (−5;+∞).

4) (−∞; 3) ∪ (3;+∞).

3. Укажiть множину значень функцiї

f(x) = x2 − 3.

1) R.

2) [3; +∞).

3) [−3;+∞).

4) (−3;+∞).

4. Якщо f(x) = 31
7x− 19, то...

1) f(3) < f(4).

2) f(3) > f(4).

3) f(−2) > f(−1).

4) f(−5) = f(5).

5. Значення функцiї y = −3x+ 8 додатнi, якщо...

1) x ≤ 22
3 .

2) x ≥ 22
3 .

3) x < 22
3 .

4) Таких значень x немає.

6. Яка з наведених функцiй є зростаючою:

A) на областi визначення;
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Б) на промiжках (−∞; 0) i (0;+∞)?

1) y = 4x− 1.

2) y =
√
x.

3) y = −1
2x+ 1.

4) y = 3x.

5) y = x
3 .

6) y = x2.

7) y = − 4
x .

7. Графiком якої з наведених функцiй є пряма, що проходить через

початок координат? Пояснiть свою вiдповiдь, не виконуючи побудови.

1) y = 2x+ 1.

2) y = 2x.

3) y = 2x2.

4) y = 2.

5) y = 2
x .

6) y =
√
x.

8. На одному з рисункiв зображено графiк функцiї y = 2x. укажiть цей

рисунок.

1) 2) 3) 4)
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5) 6) 7)

II. МОТИВАЦIЯ НАВЧАЛЬНОЇ ДIЯЛЬНОСТI

Дослiдження функцiї за готовим графiком є бiльш простим, нiж за фор-

мулою (пiдтвердженням цiєї думки можуть стати результати перевiрки те-

стових завдань), iнодi для розв’язування задач необхiдно побудувати графiк

функцiї, яка не є елементарною. А чи iснують засоби (i якщо iснують, то як

ними користуватися), за допомогою яких можна побудувати графiк деякої

функцiї, при цьому використовуючи вмiння будувати графiки елементарних

функцiй (лiнiйної, оберненої пропорцiйностi, квадратичної функцiї та функцiї

y =
√
x)? Пошук вiдповiдi на поставлене запитання i є основною метою уроку.

III. ПОВIДОМЛЕННЯ ТЕМИ, МЕТИ УРОКУ

– Для попереднього сприйняття знань використаємо комп’ютерну технi-

ку. Удосконалимо навички роботи з програмою Advanced Grapher.

Використовуючи програму Advanced Grapher, побудуємо графiки де-

яких функцiй, виконаємо вправи iз пiдручника.

Побудувати графiки функцiй:

1) y = x2, y = 0, 1x2, y = 2x2, y = −x2, y = −1
4x

2;

2) y =
√
x, y = 1

2

√
x, y = −

√
x, y = −2

√
x;

3) y = x2 − 3, y = x2 + 4, y = (x− 3)2, y = (x+ 4)2, y = (x− 2)2 − 5;
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4) y = 6
x , y = − 6

x + 5, y = − 6
x−2 , y = − 6

x+4 − 2;

5) y = |x|, y = |x− 2|, y = |x+ 3| − 1.

Пiдбиття пiдсумку першої частини уроку

Графiк якої функцї зображений на рисунку?

1) y = x2 + 3;

2) y = x2 − 3;

3) y = −x2 + 3;

4) y = −x2 − 3.

ЧАСТИНА 2

Учнi працюють 30 хв у кабiнетi математики.

IV. ФOPMУBAHHЯ ЗHAHb, УMIHЬ I HABИЧOK

Виконання усних вправ

Як треба перетворити графiк функцiї

y = f(x),

щоб утворився графiк функцiї:

1) y = −f(x);

2) y = f(x+ 2);

3) y = f(x− 2);

4) y = f(x) + 2;

5) y = f(x)− 2;
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6) y = 2f(x);

7) y = f(x)
2 ?

Створення опорного конспекту

Учнi працюють за пiдручником, складають опорний конспект за таким

планом:

Побудова графiкiв функцiй: y = kf(x), y = −f(x), y = f(kx), y =

f(−x), y = f(x) + b, y = f(x+ a).

Найпростiшi перетворення графiкiв функцiй

№
з/п

Формула
залежностi

Приклад Перетворення

1 y = kf(x), k > 0 Розтягнення в k разiв вiд осi
абсцис, якщо k > 1, або сти-
снення в 1

k
разiв до осi аб-

сцис, якщо 0 < k < 1

2 y = −f(x) Симетрiя вiдносно осi абсцис
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3 y = f(kx), k > 0 Стиснення в k разiв до осi ор-
динат, якщо k > 1, або розтя-
гнення в 1

k
разiв вiд осi орди-

нат, якщо 0 < k < 1

4 y = f(−x) Симетрiя вiдносно осi орди-
нат

5 y = f(x) + b Паралельне перенесення
вздовж осi Oy на b одиниць
угору (якщо b > 0), униз,
якщо b < 0

6 y = f(x+ a) Паралельне перенесення
вздовж осi Ox на a одиниць
лiворуч, якщо a > 0, i на
−a одиниць праворуч, якщо
a < 0
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Властивостi функцiй
Область визначення x ∈ . . . f(x) = a

b
, b 6= 0

f(x) =
√
a, a ≥ 0

f(x) = a√
b
, b > 0

Область значень y ∈ . . . За графiком функцiї
Нулi Точки перетину з вiссю

Ox
Рiвняння f(x) = 0:
x1, x2, . . .

Знакосталiсть
y > 0 при x ∈ . . .

y < 0 при x ∈ . . .

Нерiвностi f(x) > 0,
x ∈ . . . f(x) < 0, x ∈
. . .

Зростання / спадання

при x ∈ . . .

За графiком функцiї

Пiдсумок другої частини уроку

Визначте, який вигляд мають функцiї, графiк яких утворюється з гра-

фiка функцiї y = g(x) шляхом:

1) паралельного перенесення графiка y = g(x) на 2 одиницi лiворуч;

2) паралельного перенесення графiка y = g(x) на 2 одиницi вниз;

3) симетрiї графiка y = g(x) вiдносно осi абсцис;

4) розтягнення графiка y = g(x) у 2 рази вздовж осi ординат;

5) стиснення графiка y = g(x) у 2 рази вздовж осi абсцис.

ЧАСТИНА 3

Учнi працюють 30 хв у кабiнетi математики.

V. ЗАКРIПЛЕННЯ ВИВЧЕНОГО МАТЕРIАЛУ

Формування вмiнь виконувати перетворення графiкiв функцiй

Перед тим, як будувати графiк функцiї, учнi аналiзують формулу зада-
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ної функцiї, визначають, за допомогою якого перетворення можна побудувати

графiк.

Напiвсамостiйна робота учнiв:

1. Задайте функцiю формулою виду

y =
k

x+ a
+ b

i побудуйте її графiк, використовуючи графiк функцiї

y =
k

x
:

1) y = 3x+8
x ;

2) y = 2x+14
x+3 ;

3) y = −2x
x−1 .

2. Задайте функцiю формулою виду y = a(x − m)2 + n i побудуйте її

графiк, використовуючи графiк функцiї y = ax2:

1) y = x2 − 4x+ 6;

2) y = −x2 + 6x− 6;

3) y = 2x2 − 4x+ 5.

3. Розв’яжiть графiчно рiвняння:

1) (x− 1)2 = 2
x ;

2) 1− x2 =
√
x− 1.

Виконання завдання поглибленого рiвня

Знайдiть усi значення параметра a, при кожному з яких система рiвнянь |y − x| = 2,

x2 + y2 = a2

має два розв’язки.
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Розв’язання

Перше рiвняння системи вiдповiдає двом паралельним прямим на коор-

динатнiй площинi

y = x+ 2 та y = x− 2,

друге рiвняння – коло радiуса

R = |a|

iз центром O(0; 0).

Система має два розв’язки тодi й тiльки тодi, коли коло дотикається до

вказаних прямих. Трикутник AOB рiвнобедрений,

∠A = ∠B = 45◦.

Тодi його висота

OK = R = OA sin∠A = 2 sin 45◦ =
√
2 та |a| =

√
2.

Вiдповiдь. |a| =
√
2.

VI. ПIДСУМКИ УРОКУ

Фронтальне опитування

VII. ДОМАШНЄ ЗАВДАННЯ
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Висновки

Поняття функцiї пронизує весь шкiльний курс математики. На вла-

стивостях функцiї засновано перетворення алгебраїчних та трансцендентних

виразiв, розв’язування рiвнянь, нерiвностей та їх систем. Вивчення функцiй

в основнiй школi передбачає не тiльки оволодiння учнями знаннями, умiння-

ми i навичками вiдповiдно до вимог шкiльної програми, а й високу якiсть їх

сформованостi.
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