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Нехай D обмежена область в Rn з межею ∂D, dimD = n, Ω – деяка
обмежена область, Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1. Розглянемо в областi D задачу
знаходження функцiй (u(x, q1(x), q2(x)), q1(x), q2(x)) на яких функцiонал

I(q1, q2) =

∫
D

F1(x;u(x, q1(x), q2(x)), q1(x))dx+

+

∫
∂D

F2(x, u(x, q1(x), q2(x)), q2(x))dxS (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй q ∈ V = {q|q1 ∈ Cα(D), q2 ∈ C1+α(D),
ν11(x) ≤ q1(x) ≤ ν12(x), ν21(x) ≤ q2(x) ≤ ν22(x)} iз яких u(x, q1(x), q2(x))
задовольняє при x ∈ D\Ω рiвняння з параметром µ[ n∑

i,j=1

Aij(x)∂xi∂xj +

n∑
i=1

Ai(x)∂xi +A0(x)+µ
]
u(x, q1, q2) = f(x, q1(x)), (2)

а на межi областi ∂D крайову умову

lim
x−→z∈∂D

[ n∑
k=1

Bk(x)∂xk
u+B0(x)u− φ(x, q2(x))

]
= 0. (3)

Порядок особливостей коефiцiєнтiв рiвняння (2) i крайової умови (3)
у точцi P (x) ∈ D характеризуватимуть функцiї s(βi, x): s(βi, x) = ρβi(x)
при ρ(x) ≤ 1, s(βi, x) = 1 при ρ(x) ≥ 1, βi ∈ (−∞,∞), β = (β1, . . . , βn),
ρ(x) = inf

z∈Ω
|x− z|.

Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(3). Cl(γ;β; a;D)
– множина функцiй u: x ∈ D, якi мають неперервнi частиннi похiднi в
областi D\Ω вигляду ∂k

x , |k| ≤ [l], для яких скiнченна норма

||u; γ;β; a;D||l =
∑

|k|≤[l]

||u; γ;β; a;D||k + ⟨u; γ;β; a;D⟩l,



де

||u; γ;β; a;D||k = sup
P∈D

s((a+ |k|)γ;x)|∂k
xu(P )|

n∏
i=1

s(−kiβi, x),

∂k
x = ∂k1

x1
, ..., ∂kn

xn
, |k| = k1 + · · ·+ kn.

Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконаними умови:
a) коефiцiєнти рiвняння (1) Aij(x)s(βi, x)s(βj , x) ∈ Cα(γ;β; 0;D),

Ai(x)s(µi, x) ∈ Cα(γ;β; 0;D), µi ≥ 0, A0(x)s(µ0;x) ∈ Cα(γ;β; 0;D), µ0 ≥ 0,
A0(x) ≤ 0 i виконується умова рiвномiрної елiптичностi

C1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

Aij(x)s(βi, x)s(βj , x)ξiξj ≤ C2|ξ|2,

б) Bk(x)s(βk, x) ∈ C1+α(γ;β; 0;D), B0(x)s(δ0, x) ∈ C1+α(γ;β; 0;D), δ0 ≥
0, B0(x)|∂D > 0, вектор b(s) = {s(β1, x)b1(x), ..., s(βn, x)bn(x)} утворює з
напрямком зовнiшньої нормалi −→n до ∂D в точцi P (x) ∈ ∂D кут менший
за π

2 ;
в) функцiї f(x, q1) ∈ Cα(γ;β; 2;D), φ(x, q2) ∈ C1+α(γ;β; 1;D), γ =

max{max
i

βi,max
i

(µi − βi), δ0,
µ0

2 }.
Правильна така теорема.

Теорема 1. Нехай для задачi (2) – (3) виконанi умови а)–в). Тодi iснує
єдиний розв’язок задачi (2) – (3) iз простору C2+α(γ;β; 0;D) i справджу-
ється нерiвнiсть

∥u; γ;β; 0;D∥2+α ≤ c∥f ; γ;β; 2;D∥α + ∥φ; γ;β; 1;D∥1+α. (4)

Якщо f ∈ Cα(γ;β; 0;D), φ ∈ C1+α(γ;β; 0;D) i для задачi виконуються
умови а)–б), то єдиний розв’язок задачi (2), (3) в областi D визначає-
ться iнтегралом Стiлтьєса з борелiвською мiрою

u(x) =

∫
D

Z1(x, dξ), f(ξ, q1(ξ)) +

∫
∂D

Z2(x, dξS), φ(ξ, q2(ξ)).

.

Необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку задачi (1) – (3) вста-
новлюються за допомогою методики працi [1].
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