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В роботi розроблено прикладний веб-застосунок для автоматизацiї мо-
делювання початкових задач для диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Про-
ведено числовий аналiз динамiчних SIR моделей iз запiзненням, що опи-
сують пандемiю Covid-19.

1. Рiзницевi схеми для початкових задач диференцiально-рiз-
ницевих рiвнянь

У багатьох реальних прикладних процесах в бiологiї, екологiї, меди-
цинi та iнших технологiчних процесах вiдбуваються часовi затримки (за-
пiзнення). Вони пов’язанi iз тривалiстю певних прихованих процесiв (iн-
кубацiйнi перiоди) в медицинi, використання рiзноманiтних датчикiв для
вимiрювання та передачi сигналiв в технiцi тощо. Введення ефекту за-
пiзнення в диференцiальнi рiвняння, що описують такi процеси є необхi-
дним для побудови адекватних математичних моделей у виглядi систем
диференцiально-рiзницевих та диференцiально-функцiональних рiвнянь
[1]-[2].

Знайти точний розв’язок диференцiально-рiзницевих рiвнянь вдається
тiльки у найпростiших випадках, тому методи побудови наближених роз-
в’язкiв таких рiвнянь мають важливе значення. У данiй роботi для число-
вого моделювання початкових задач для диференцiальних рiвнянь iз за-
пiзненням використовуються наближенi алгоритми, якi є узагальненням
рiзницевих схем для розв’язування звичайних диференцiальних рiвнянь
[4]. Рiзнi пiдходи до побудови аналогiчних рiзницевих схем розглядалися
в працях [5]-[6].

Будемо розглядати початкову задачу для диференцiально-рiзницевого
рiвняння запiзнюючого типу

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)), (1)

x(t) = ϕ(t), t ∈ Et0 , (2)

де t ∈ R, x(t) ∈ Rn, τ > 0, Et0 = [t0, t0 − τ ] – початкова множина.
Введемо рiвномiрну сiтку

ω =

{
tn = nh, n = −m,−m− 1, . . . ,−1, 0, 1, 2, . . . , k, k =

T

h
,m =

τ

h

}
.

Будемо позначати через yn наближене значення точного розв’язку x(tn)
в точцi t = tn. У роботi [4] одержано сiм’ю θ рiзницевих схем для задачi



(1)–(2)

yn+1 = yn + h [(1− θ)f(tn, yn, vn) + θf(tn+1, yn+1, vn+1)] . (3)

Якщо θ = 0, тодi одержуємо yn+1 = yn+hf(tn, yn, vn) узагальнення явної
рiзницевої схеми Ейлера. У випадку θ = 1 дiстаємо узагальнення неявної

рiзницевої схеми Ейлера yn+1 = yn + hf(tn+1, yn+1, vn+1), а при θ =
1

2
маємо узагальнення рiзницевої схеми трапецiй (неявна рiзницева схема
Адамса другого порядку) для iнтегрування диференцiальних рiвнянь iз
запiзненням.

Зауваження 1. Якщо запiзнення τ та крок h не є рацiонально за-
лежними, то апроксимацiя x(t − τ) в точцi t = tn здiйснюється за
правилом

x(tn − τ) ≈ vn =

{
ϕ(tn − τ), якщо tn − τ < 0,
vin, якщо tn − τ ≥ 0.

Значення vin обчислюється за таким алгоритмом:
1) знаходимо i такий, що tk ≤ tk − τ < tk+1;
2) значення vin знаходимо використовуючи лiнiйну iнтерполяцiю за

точками (ti, xi), (ti+1, xi+1):

vin =
tn − τ − ti

h
yi+1 +

ti+1 − tn + τ

h
yi.

Теорема. [4] Якщо розв’язок початкової задачi (1.1)–(1.2) двiчi непе-
рервно диференцiйована функцiя, то рiзницева схема (1.7) збiжна з пер-
шим порядком малостi по h.

2. Комп’ютерне моделювання SIR моделей iз запiзненням
Для автоматизацiї моделювання систем iз запiзненням за допомогою

наведених в роботi числових алгоритмiв розроблено прикладне програм-
не забезпечення. Для його розробки використано мову програмування
Python та фреймворк Python Flask Framework. Розроблений додаток пред-
ставляє собою набiр структурованих сторiнок для розв’язання диферен-
цiально-рiзницевих рiвнянь та побудови графiкiв знайдених розв’язкiв.
Для керування додатком розроблено iнтерактивне меню, що забезпечує
можливiсть вибору задачi та ввiд початкових даних. Особливу власти-
вiсть має поле ”Початкова функцiя”, яке дозволяє ввести не просто чи-
слове значення, а формулу з дотриманням синтаксису Python i введене
спiввiдношення буде використовуватись як повноцiнна частина коду.

Розглянемо модифiковану епiдемiологiчну модель Кермака–Макендрi-
ка, врахувавши iнкубацiйний перiод перебiгу захворювання τ2, а також,



що через час τ1 набутий iмунiтет втрачається i особини знову можуть
заразитись [7]:

y′1(x) = −y1(x)y2(x− τ1) + y2(x− τ2),
y′2(x) = y1(x)y2(x− τ1)− y2(x),
y′3(x) = y2(x)− y2(x− τ1).
За допомогою розробленого додатку знайдено наближенi розв’язки мо-

делi Кермака–Макендрiка з рiзними комбiнацiями запiзнень τ1, τ2 та по-
чатковими умовами y1(0) = 5, y2(0) = 1, y3(x) = 0. Iз отриманих розв’яз-
кiв можемо зробити висновок, що перiодичнi спалахи iнфекцiї (при фi-
ксованому iнкубацiйному перiодi τ1 = 1) виникають, якщо iмунiтет втра-
чається за час τ2 ≥ 7. Епiдемiя стабiлiзується, якщо τ2 ≤ 6.

Дослiджено SIR модель, що описує поширення захворювання Covid-
19 в популяцiї розмiру, яка мiстить три ”компартменти”: S(t) – кiлькiсть
сприйнятливих осiб, якi ще не iнфiкованi хворобою, I(t) – кiлькiсть iнфе-
кцiйних осiб, R(t) – кiлькiсть осiб, якi одужали та мають iмунiтет

dS

dt
= −βS(t− τ1)I(t− τ1),

dI

dt
= βS(t− τ1)I(t− τ1)− γI(t− τ2)− aI(t),

dR

dt
= γI(t− τ2).

Вважаємо, що хвороба має iнкубацiйний перiод вiрусу τ1 > 0 (орiєн-
товно 3 днi), а перiод вiдновлення τ2 > 0 (орiєнтовно 1-3 тижнi). Ефектив-
нiсть моделi перевiрялася в роботi [8] шляхом порiвняння її прогнозiв з
реальними даними в Нiмеччинi, Iталiї, Кувейтi та Оманi у липнi 2020.
Параметри β, γ i α змiнюються для оптимального пiдгонки даних.

За допомогою розробленого додатку знайдено наближений розв’язок
цiєї моделi з початковими параметрами β = 0, 17, γ = 0, 03, α = 0, 01,
τ1 = 3, τ2 = 9 та початковими функцiями ϕ(x) = 1, ψ(x) = 0, 1, ξ(x) = 0
для країни Нiмеччина.

Одержанi числовi результати добре узгоджуються iз реальними дани-
ми 2020 року в Нiмеччинi та одержаними результатами в роботi [8].
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