


АНОТАЦIЯ

Вiзiнська I. I. Апроксимацiя початкових i крайових задач для диферен-

цiально-функцiональних рiвнянь та їх числове моделювання. – Квалiфiкацiй-

на наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 113 – ”Прикладна математика”. – Чернiвецький нацiональний унi-

верситет iменi Юрiя Федьковича, Чернiвцi, 2023.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню схем апроксимацiї поча-

ткових задач для систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь запi-

знюючого й нейтрального типiв з багатьма запiзненнями послiдовнiстю си-

стем звичайних диференцiальних рiвнянь та їх застосуванню до дослiджен-

ня на стiйкiсть систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з бага-

тьма запiзненнями i знаходження верхньої межi запiзнення для якої зберi-

гається стiйкiсть системи iз запiзненням. Розглядається також застосування

схем апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням системами зви-

чайних диференцiальних рiвнянь для наближення розв’язкiв крайових задач

для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

Дисертацiя складається iз вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку

лiтератури та двох додаткiв. У вступi проаналiзовано сучасний стан дослi-

джень з теорiї початкових та крайових задач для диференцiально рiзнице-

вих та диференцiально функцiональних рiвнянь. Обґрунтовано актуальнiсть

теми дослiдження, сформульовано мету, завдання, предмет, об’єкт та методи

дослiдження, вказано наукову новизну, практичне значення отриманих ре-

зультатiв, зв’язок роботи з науковими темами. Зазначено особистий внесок

здобувача, а також наведено данi про те, де доповiдались, обговорювались та

опублiковано основнi результати дисертацiї.

У роздiлi 1 наведенi деякi вiдомостi з теорiї диференцiально-функцiо-

нальних рiвнянь, зокрема класичнi означення та основнi постановки поча-

ткових i крайових задач. Зроблено огляд лiтературних джерел за темати-

кою дисертацiйних дослiджень i з яких запозичується методика дослiджень
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та результати яких поширюються на новi класи задач. Наведено хроноло-

гiю дослiджень схем апроксимацiї диференцiально-функцiональних рiвнянь

послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь, її сучасний стан

та можливi напрямки застосування, наведено питання, якi залишились неро-

зв’язаними.

У другому роздiлi роботи вивчаються схеми апроксимацiї лiнiйних дифе-

ренцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням та нейтрального типу, а також

один клас лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь, що найчастiше

зустрiчається в прикладних застосуваннях.

Аналiз точностi апроксимацiї елемента запiзнення у випадку неперерв-

ної вхiдної функцiї здiйснено в пiдроздiлi 2.1. Тут для покращення точностi

апроксимацiї розглядається послiдовнiсть m елементiв запiзнення, що послi-

довно мiж собою з’єднанi.

Точнiсть апроксимацiї розв’язкiв початкових задач для диференцiально-

функцiональних рiвнянь iз запiзненням та нейтрального типу розв’язками

вiдповiдних апроксимуючих систем звичайних диференцiальних рiвнянь до-

слiджено в пiдроздiлах 2.2-2.4. Основними результатами цього роздiлу є Те-

орема 2.1 та Теорема 2.2. В них одержано коефiцiєнтнi умови на вихiднi си-

стеми диференцiально-функцiональних рiвнянь, що забезпечують збiжнiсть

схеми апроксимацiї. В цьому ж роздiлi розглянуто застосування схем апро-

ксимацiї для наближення неасимптотичних коренiв квазiполiномiв лiнiйних

систем диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз багатьма запiзненнями за допо-

могою коренiв характеристичних рiвнянь вiдповiдних апроксимуючих систем

звичайних диференцiальних рiвнянь.

При застосуваннi класичної схеми апроксимацiї одержуються зручнi для

реалiзацiї на ЕОМ алгоритми знаходження неасимптотичних коренiв квазi-

полiномiв, що однак вимагають високої розмiрностi вiдповiдної апроксимую-

чої системи. Для пiдвищення точностi апроксимацiї неасимптотичних коре-

нiв квазiполiномiв запропоновано схему пiдвищеної точностi апроксимацiї та

проведено порiвняння схем на тестових модельних прикладах.
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Алгоритми дослiдження стiйкостi лiнiйних систем диференцiально-рiз-

ницевих рiвнянь iз багатьма запiзненнями та їх реалiзацiя для тестових при-

кладiв розглянуто в пiдроздiлi 2.6.

В iнженернiй практицi системи iз запiзненням часто замiняють система-

ми без запiзнення на тiй пiдставi, що воно мале. В пiдроздiлi 2.6.2 розглянуто

математичне обгрунтування можливостi замiни диференцiально-рiзницевих

рiвнянь iз запiзненням на звичайнi диференцiальнi рiвняння, а також здiй-

снено аналiз праць по знаходженню верхнiх меж запiзнення, для яких режим

стiйкостi систем iз запiзненням є аналогiчний режиму стiйкостi вiдповiдних

систем без запiзнення. Тут, зокрема, запропонована методика знаходження

верхньої межi запiзнення, для якої зберiгається стiйкiсть системи iз запiзне-

нням.

Для простiших лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзне-

нням методом D-розбиття знайдено точне значення верхньої межi запiзнення

при якому ще зберiгається стiйкiсть.

У третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються крайовi зада-

чi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма сталими запiзненнями.

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння iз запiзненням виникають при математи-

чному моделюваннi поширення епiдемiй в задачах математичної бiологiї та

хiмiчної кiнетики тощо. Визначено функцiональний простiр, якому належать

розв’язки розглянутих крайових задач, дослiджено властивостi гладкостi роз-

в’язкiв в залежностi вiд структури вiдхилень аргумента.

Вiдомо, що не iснyє унiверсальних методiв побудови точних розв’язкiв

iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. Тому основними теорети-

чними питаннями при дослiдженнi таких задач є обгрунтування констру-

ктивних пiдходiв доведення iснування їх розв’язкiв та розробка ефективних

методiв побудови наближених розв’язкiв. Методом стислих вiдображень вста-

новлено достатнi умови iснування розв’язкiв таких задач.

Для наближеного знаходження розв’язкiв крайових задач у пiдроздi-

лi 3.2 розглядається застосування схем апроксимацiї диференцiальних рiв-

4



нянь iз запiзненням системами звичайних диференцiальних рiвнянь. Для

обгрунтування точностi апроксимацiї загальної крайової задачi для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз багатьма сталими запiзненнями встановлено оцiн-

ку точностi апроксимацiї елемента запiзнення у випадку кусково неперервних

вхiдних функцiй.

Наведену методику апроксимацiї крайових задач для iнтегро-диферен-

цiальних рiвнянь iз багатьма сталими запiзненнями продемонстровано на мо-

дельному тестовому прикладi.

У четвертому роздiлi розглядаються застосування схем апроксимацiї лi-

нiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь для знаходження неасимптоти-

чних коренiв вiдповiдних квазiполiномiв та розв’язання важливих для пра-

ктичних застосувань таких задач: аналiз стiйкостi лiнiйних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями; знаходження верхньої межi за-

пiзнення лiнiйних систем iз запiзненням, для якої зберiгається її стiйкiсть.

Дослiдження цих задач зводиться до перевiрки умов вiд’ємностi дiйсних

частин усiх нулiв вiдповiдних квазiполiномiв. Оскiльки безпосередня пере-

вiрка на практицi такої умови можлива тiльки в найпростiших випадках у

роботi для її розв’язання аналiзуються коренi характеристичних многочле-

нiв вiдповiдних апроксимуючих систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Реалiзацiя запропонованих алгоритмiв дослiдження стiйкостi розв’язкiв

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь продемонстровано на модель-

них тестових прикладах. Описано розроблене прикладне програмне забезпе-

чення для моделювання стiйкостi лiнiйних систем диференцiально-рiзницевих

рiвнянь та знаходження наближених розв’язкiв крайових задач для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

Аналiз числових експериментiв, здiйснених для тестових модельних при-

кладiв, пiдтверджує наведенi в роботi теоретичнi результати.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисер-

тацiї мають в основному теоретичний характер. Вони є вагомим внеском у

методику дослiдження систем диференцiально-рiзницевих i диференцiально-
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функцiональних рiвнянь. Побудованi та обгрунтованi схеми апроксимацiї по-

чаткових задач для диференцiально-функцiональних рiвнянь запiзнюючого i

нейтрального типiв та крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь

iз запiзненням можуть бути використанi при вивченнi прикладних задач ме-

ханiки, оптимального керування, динамiчних процесiв екологiї, iмунологiї,

економiки та iнших областей, математичними моделями яких є розглянутi в

роботi диференцiально-функцiональнi рiвняння. Одержанi алгоритми знахо-

дження неасимптотичних коренiв квазiполiномiв та побудови областi стiйко-

стi лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь можуть бути також викори-

станi для подальшого дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв лiнiйних

автономних систем iз запiзненням.

Ключовi слова: диференцiально-рiзницевi рiвняння, диференцiально-

функцiональнi рiвняння, динамiчнi системи, початкова та крайовi задачi,

iснування та єдинiсть розв’язку, метод усереднення, запiзнення та нейтраль-

ний тип, схеми апроксимацiї, оцiнка похибки, стiйкiсть та асимптотична стiй-

кiсть, область стiйкостi, метод D-розбиття, малий параметр, функцiї Ляпу-

нова, комп’ютерне моделювання.

ABSTRACT

Vizinska I. I. Approximation of initial and boundary value problems for

differential functional equations and their numerical modeling – Qualified scientific

work on the rights of the manuscript.

Thesis for the degree of Doctor of Philosophy (PhD) in specialty 113 – ”Appli-

ed Mathematics”. – Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, Chernivtsi,

2023.

The dissertation aims to study the schemes of approximation of initial value

problems for systems of linear differential equations of delaying and neutral types

with many delays by a sequence of systems of ordinary differential equations and

their application to the study of the stability of systems of linear differential-

difference equations with many delays and finding the upper bound of delay for

which the stability of the system with delay is preserved. We also consider the use
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of schemes for approximating delayed differential equations by systems of ordinary

differential equations to approximate solutions of boundary value problems for

delayed integro-differential equations.

The dissertation consists of an introduction, four chapters, conclusions, a

bibliography, and two appendices. The introduction analyzes the current state

of research in the theory of initial and boundary value problems for differential

difference and differential functional equations. The relevance of the research topic

is substantiated, the purpose, objectives, subject, object, and methods of the

research are formulated, the scientific novelty, practical significance of the results

obtained, and the connection of the work with scientific topics are indicated. The

personal contribution of the applicant is indicated, as well as data on where the

main results of the dissertation were presented, discussed, and published.

Section 1 presents some information on the theory of differential-functional

equations, including classical definitions and basic formulations of initial and

boundary value problems. A review of literature sources on the subject of di-

ssertation research is made, from which the research methodology is borrowed,

and the results are extended to new classes of problems. The chronology of studi-

es of schemes for approximation of differential-functional equations by a sequence

of systems of ordinary differential equations, its current state and possible appli-

cations, and the issues that remain unsolved are presented.

In the paper’s second section, we study the approximation schemes for delayed

and neutral linear differential equations and one class of linear differential-functio-

nal equations that are most often encountered in applied applications.

The accuracy of the delay element approximation in the case of a continuous

input function is analyzed in subsection 2.1. Here, we consider a sequence of m

delay elements connected in series to improve the approximation accuracy.

The accuracy of approximation of the solutions of the initial problems for

differential-functional equations with delay and neutral type by the solutions of the

corresponding approximating systems of ordinary differential equations is investi-

gated in subsections 2.2-2.4. The main results of this section are Theorem 2.1
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and Theorem 2.2. The coefficient conditions on the initial systems of differential-

functional equations, which ensure the convergence of the approximation scheme,

are obtained. In the same section, we consider using approximation schemes

to approximate the asymptotic roots of quasipolynomials of linear systems of

differential-difference equations with many delays through the roots of the characte-

ristic equations of the corresponding approximating systems of ordinary differenti-

al equations.

The classical approximation scheme results in algorithms for finding the

asymptotic roots of quasipolynomials that are convenient for computer implemen-

tation but require a high dimensionality of the corresponding approximating

system. To improve the approximation accuracy of the nonasymptotic roots of

quasipolynomials, a scheme for increased approximation accuracy is proposed and

compared on test model examples.

Algorithms for studying the stability of linear systems of differential-difference

equations with many delays and their implementation for Test devices are di-

scussed in subsection 2.6. In engineering practice, systems with a delay are often

replaced by systems without a delay because they are small. In subsection 2.6.2,

the mathematical justification of the possibility of replacing differential-difference

equations with delay by ordinary differential equations is considered, and the

analysis of works on finding upper bounds of delay, for which the stability regime

of systems with delay is analogous to the stability regime of the corresponding

systems without delay, is carried out. In particular, we propose a methodology for

finding the upper limit of the delay for which the stability of the system with a

delay is preserved.

For simpler linear partial differential equations with delay, the D-partitioning

method finds the exact value of the upper bound of the delay at which stability

is still preserved.

In the third chapter of the thesis, we study boundary value problems for

integro-differential equations with many constant delays. Delayed integro-differen-

tial equations arise in the mathematical modeling of the spread of epidemics in
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problems of mathematical biology and chemical kinetics, etc. The functional space

belonging to the solutions of the considered boundary value problems is determi-

ned, and the smoothness properties of the solutions are investigated depending

on the structure of the argument deviations.

It is known that there are no universal methods for constructing their exact

solutions of delayed integro-differential equations. Therefore, the main theoreti-

cal issues in the study of such problems are the substantiation of constructive

approaches to proving the existence of their solutions and the development of

effective methods for constructing approximate solutions. The sufficient conditi-

ons for the existence of solutions to such problems are established by the method

of contracted mappings.

To approximate the solutions to boundary value problems, subsection 3.2

considers using schemes for approximating differential equations with a delay by

systems of ordinary differential equations. To substantiate the accuracy of approxi-

mation of the general boundary value problem for integro-differential equations

with many constant delays, we estimate the accuracy of approximation of the

delay element in the case of piecewise continuous input functions.

A model test case demonstrates the method of approximating boundary value

problems for integro-differential equations with many constant delays.

In the fourth section, we consider the use of approximation schemes for linear

partial differential equations to find the asymptotic roots of the corresponding

quasipolynomials and solve significant problems for practical applications: analysis

of the stability of linear differential equations with many delays, finding the upper

limit of the delay of linear systems with delays for which its stability is preserved.

The study of these problems is reduced to checking the conditions for the

negativity of the real parts of all zeros of the corresponding quasipolynomials. Si-

nce a direct verification of this condition in practice is possible only in the simplest

cases, we analyze the roots of characteristic polynomials of the corresponding

approximating systems of ordinary differential equations to solve it.

The implementation of the proposed algorithms for studying the stability of
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solutions of linear differential equations is demonstrated on model test examples.

The developed application software for modeling the stability of linear systems

of differential-difference equations and finding approximate solutions of boundary

value problems for integro-differential equations with a delay is described.

The analysis of numerical experiments carried out for the test model examples

confirms the theoretical results presented in the paper.

Practical significance of the results. The results of the dissertation are

mainly theoretical in nature. They are a significant contribution to the methodology

of studying systems of differential-difference and differential-functional equations.

The constructed and substantiated schemes of approximation of initial problems

for differential-functional equations of delayed and neutral types and boundary

value problems for integro-differential equations with delay can be used in the

study of applied problems of mechanics, optimal control, dynamic processes of

ecology, immunology, economics, and other fields, the mathematical models of whi-

ch are the differential-functional equations considered in this work. The obtained

algorithms for finding the asymptotic roots of quasipolynomials and constructi-

ng the stability region of linear differential equations can also be used to further

study the qualitative properties of solutions of linear autonomous systems with

delay.

Key words: differential-difference equations, differential-functional equati-

ons, dynamic systems, initial and boundary value problems, existence and uni-

queness of the solution, averaging method, delay and neutral type, approximation

schemes, error estimation, stability and asymptotic stability, stability region, D-

partitioning method, small parameter, Lyapunov functions, computer modeling.
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164-167.

8. Пiддубна Л.А., Тузик I.I., Черевко I.М. Схеми апроксимацiї диференцi-

ально-рiзницевих рiвнянь та їх застосування. Мiжнародна наукова конферен-

цiя ”Сучаснi проблеми математичного моделювання, обчислювальних ме-

тодiв та iнформацiйних технологiй” : Матерiали конференцiї, 2-4 березня

2018 р. Рiвне. С. 80-81.

9. Тузик I.I. Про апроксимацiю диференцiально-рiзницевих рiвнянь та їх

стiйкiсть. Конференцiя молодих учених ”Пiдстригачiвськi читання – 2019”,

Львiв, 27-29 травня 2019 р.

11



10. Cherevko I., Tuzyk I. Approximation schemes of differentialfunctional

equations and theirs application. The 27th Conference On Applied and Industrial

Mathematics : Proceedings CAIM 2019, Targoviste, Romania, 19-22 September

2019. Targoviste : ”Valahia” University. P. 20-21.

11. Матвiй О., Тузик I., Черевко I. Схеми апроксимацiї лiнiйних диферен-

цiально-рiзницевих рiвнянь та їх застосування. Сучаснi проблеми диферен-

цiальних рiвнянь та їх застосування : Матерiали мiжнародної наукової

конференцiї, присвяченої 100-рiччю вiд дня народження професора С.Д. Ей-

дельмана, 16-19 вересня 2020 р. Чернiвцi : Чернiвецький нац. ун-т, 2020. С.

159-160.

12. Iлiка С.А., Тузик I.I., Черевко I.М. Апроксимацiя лiнiйних диференцi-

ально-функцiональних рiвнянь та неасимптотичних коренiв їх квазiполiно-

мiв. Тези доповiдей IX мiжнародної наукової конференцiї ”Сучаснi проблеми

математичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї”. Кам’янець-

Подiльський : Кам’янець-Подiльський нацiональний унiверситет iменi Iвана

Огiєнка, 2020. C. 49-50.

13. Тузик I.I., Матвiй О.В. Схеми апроксимацiї диференцiально-рiзнице-

вих рiвнянь та їх застосування. Конференцiя молодих учених ”Пiдстригачiв-

ськi читання – 2020”, Львiв, 26-28 травня 2020 р.

14. Черевко I.М., Тузик I.I., Iлiка С.А. Алгоритм дослiдження стiйко-

стi лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Матерiали XXVI Мiжна-

родної наукової конференцiї ”Сучаснi проблеми прикладної математики та

iнформатики”, Львiв, 27-28 вересня 2021. С. 173-177.

15. Cherevko I., Tuzyk I., Piddybna L. On the approximation of linear

systems with delay and their stability type. The 28th Conference On Applied and

Industrial Mathematics : Proceedings CAIM 2021, Romania, 17-18 September

2021. P. 16-17.

16. Cherevko I., Tuzyk I. Approximation of systems with delay their stability.

Book of abstracts of EQUADIFF Brno, Czech Republic, 11-15 July 2022, Masaryk

University. No 15. P. 225.

12



ЗMIСТ

ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

РОЗДIЛ 1 Огляд лiтературних джерел за темою

дисертацiйних дослiджень та допомiжнi вiдомостi . 23

1.1 Загальнi вiдомостi з теорiї диференцiально-

функцiональних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.1.1 Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.1.2 Початкова задача для диференцiально-функцiональних

рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.1.3 Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз

запiзненням . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2 Огляд наукових праць за темою дисертацiї . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.2.1 Схеми апроксимацiї початкових задач для

диференцiально-функцiональних рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.2.2 Застосування схем апроксимацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Висновки до роздiлу 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

РОЗДIЛ 2 Дослiдження схем апроксимацiї лiнiйних систем

диференцiально-функцiональних рiвнянь та їх

застосування . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.1 Про схему наближення елемента запiзнення . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.2 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-функцiональних

рiвнянь з багатьма запiзненнями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2.1 Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.2.2 Апроксимацiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз

багатьма запiзненнями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

2.3 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь

нейтрального типу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.4 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-функцiональних

рiвнянь iз запiзненням . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

13



2.5 Апроксимацiя неасимптотичних коренiв квазiполiномiв

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь . . . . . . . . . . . . . 63

2.5.1 Квазiполiноми лiнiйних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь запiзнюючого типу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

2.5.2 Квазiполiноми лiнiйних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь нейтрального типу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.6 Моделювання стiйкостi диференцiально-рiзницевих

рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.6.1 Алгоритм дослiдження стiйкостi лiнiйних диференцi-

ально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

2.6.2 Оцiнка впливу запiзнення на стiйкiсть розв’язкiв

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь . . . . . . . . . . . . . 76

Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

РОЗДIЛ 3 Апроксимацiя крайових задач для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз запiзненням . . . . . . . . . . . 83

3.1 Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь

з багатьма запiзненнями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.1.1 Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

3.1.2 Iснування та єдинiсть розв’язку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.2 Схеми апроксимацiї крайових задач для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями . . . . . . 90

3.2.1 Апроксимацiя простiшої крайової задачi для iнтегро-

диференцiального рiвняння iз запiзненням . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.2.2 Апроксимацiя загальної крайової задачi для iнтегро-

диференцiального рiвняння iз запiзненням . . . . . . . . . . . . . . . 96

3.3 Приклад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

Висновки до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

РОЗДIЛ 4 Моделювання диференцiально-рiзницевих рiвнянь

iз запiзненням . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.1 Алгоритми дослiдження стiйкостi лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

14



4.2 Опис використаних iнформацiйних технологiй . . . . . . . . 114

4.2.1 Середовище розробки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.2.2 Структура прикладної програми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Висновки до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

ДОДАТКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

ДОДАТОК А . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

ДОДАТОК Б . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

ДОДАТОК В . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

15
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Rn – дiйсний n-вимiрний евклiдiв простiр;

N – множина натуральних чисел;

T – задане додатне число;

t0, t1, ..., tn – фiксованi значення з iнтервала [0, T ];

x = (x1, ..., xn) – n-вимiрний вектор в Rn;

[l] – цiла частина числа l;

{l} – дробова частина числа l;

Reλ – дiйсна частина комплексного числа λ;
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τ(t) ≥ 0);

Ck
n – бiномiальний коефiцiєнт;

det(A) – визначник матрицi A;

C = C ([α, β], Rn) – множина неперервних функцiй зi значеннями в Rn, що

визначенi на [α, β];

xt ∈ C – функцiя, що задається спiввiдношенням xt(θ) = x(t+ θ), α ≤ θ ≤ β;

ω(x, δ) – модуль неперервностi функцiї x(t) на [α, β];

L(t, ϕ) – лiнiйний за ϕ функцiонал;

G(x, s) – функцiя Грiна крайової задачi y′′(x = 0), x ∈ [a, b], y(a) = y(b) = 0.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.Диференцiально-рiзницевi та диференцiально-фун-

кцiональних рiвнянь є математичними моделями багатьох прикладних задач

в системах автоматичного регулювання та керування, хiмiчних, бiологiчних,

технiчних, економiчних та iнших процесах еволюцiя яких залежить вiд пере-

дiсторiї. Так, в бiологiчних системах еволюцiя зв’язана з такими довготрива-

лими процесами, як розмноження, розвиток i вимирання, якi вiдбуваються

не миттєво, а з певним запiзнюванням. У технiцi багато систем керування

включають фiзичну затримку, яка впливає на внутрiшню динамiку систе-

ми керування. Тому дослiдження впливу затримок часу на сучаснi системи

управлiння очевидно, є важливою темою дослiдження при розробцi та нала-

штуванню законiв керування зi зворотним зв’язком [1]–[5].

Численнi застосування обумовили активний рiст дослiджень рiзних на-

прямкiв теорiї диференцiально-функцiональних рiвнянь та появу цiкавих те-

оретичних проблем, що описують новi ефекти i явища у фiзицi, бiологiї, iму-

нологiї та iнших науках i потребують аналiзу та розв’язання.

Активно теорiя диференцiально-функцiональних рiвнянь розвивалась

такими математиками як М. М. Красовський, А. Д. Мишкiс, Р. Беллман,

Дж. Хейл , М. В. Азбелєв, Л. Е. Ельсгольц, В. П. Рубаник, Є. Ф. Царков,

А. Халанай, В. I. Фодчук, В. Ю. Слюсарчук, Д. Я. Хусаїнов i багатьма iнши-

ми. Отриманi ними фундаментальнi результати сформували якiсну теорiю

диференцiальних рiвнянь iз запiзненням [6]–[14].

Вiдзначимо, що для дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв дифе-

ренцiально-функцiональних рiвнянь багато уваги придiляється поширенню

методiв теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, зокрема асимптотичних

та чисельно аналiтичних методiв М. М. Боголюбова, Ю. А. Митропольського,

А. М. Самойленка, методу iнтегральних многовидiв та методу усереднення

[14]–[16].

Для диференцiально-функцiональних рiвнянь на даний час немає унi-

версальних методiв знаходження їх точних розв’язкiв тому важливою i акту-
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альною задачею є побудова та обґрунтування алгоритмiв знаходження на-

ближених розв’язкiв початкових та крайових задач для таких рiвнянь. Осо-

бливий iнтерес викликають дослiдження, що дозволяють використати мето-

ди теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь для аналiзу диференцiально-

функцiональних рiвнянь.

Схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь спецiальними

системами звичайних диференцiальних рiвнянь запропоновано в роботах [17,

18]. Точнiсть апроксимацiї нелiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз

запiзненням дослiджена в роботi [19] у випадку, коли розв’язок початкової за-

дачi є диференцiйованим або задовольняє умову Лiпшиця. Подальше вивче-

ння схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь в просторах непе-

рервних функцiй на скiнченному iнтервалi здiйснено у працях I. М. Черевка

та Л. А. Пiддубної [20]–[22]. Аналiз точностi апроксимацiї векторного елемен-

та запiзнення для рiзних вхiдних функцiй та узагальнення схем апроксимацiї

для систем диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючого i нейтрального

типiв розглянуто в роботах I. М. Черевка та О.В. Матвiя [23, 24]. Побудо-

ва та обґрунтування схем апроксимацiї диференцiально-функцiональних рiв-

нянь послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь дослiджено

в роботi I. М. Черевка та С. А. Iлiки [25].

Вивчення зв’язкiв мiж диференцiально-рiзницевими рiвняннями i вiд-

повiдними апроксимуючими системами звичайних диференцiальних рiвнянь

дозволили запропонувати алгоритми розв’язання ряду прикладних задач.

Зокрема, конструктивнi алгоритми побудови областей стiйкостi лiнiйних си-

стем iз багатьма запiзненнями одержанi в роботi [26].

У данiй дисертацiйнiй роботi дослiджено схеми апроксимацiї початко-

вих задач для систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзню-

ючого й нейтрального типiв з багатьма запiзненнями послiдовнiстю систем

звичайних диференцiальних рiвнянь та запропоновано алгоритми дослiдже-

ння на стiйкiсть систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з бага-

тьма запiзненнями i знаходження верхньої межi запiзнення для якої зберi-
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гається стiйкiсть системи iз запiзненням. Розглядається також застосування

схем апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням системами зви-

чайних диференцiальних рiвнянь для наближення розв’язкiв крайових задач

для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням. Розроблено прикладне

програмне забезпечення для реалiзацiї запропонованих в роботi алгоритмiв.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Те-

ма дисертацiйної роботи вiдповiдає науковому напряму кафедри математи-

чного моделювання факультету математики та iнформатики Чернiвецького

нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича. Дослiдження дисерта-

цiйної роботи були розпочатi в рамках держбюджетної наукової теми кафедри

математичного моделювання ”Дослiдження асимптотичної поведiнки розв’яз-

кiв диференцiально-функцiональних та еволюцiйних рiвнянь i моделювання

детермiнованих та стохастичних прикладних процесiв” (номер держреєстра-

цiї 0113U003171) та продовженi в рамках держбюджетної наукової теми ”Ма-

тематичне та комп’ютерне моделювання динамiчних процесiв, що описуються

детермiнованими i стохастичними диференцiально-функцiональними та ево-

люцiйними рiвняннями, i їх застосування” (номер держреєстрацiї 0120U105712).

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiджень роботи є розроб-

ка та обґрунтування схем апроксимацiї початкових та крайових задач для

диференцiально-рiзницевих та диференцiально-функцiональних рiвнянь по-

слiдовнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь та їх застосування

для дослiдження стiйкостi лiнiйних автономних систем з багатьма запiзнен-

нями.

Об’єкт дослiдження: початковi задачi для диференцiально-рiзницевих

та диференцiально-функцiональних рiвнянь та крайовi задачi для iнтегро-

диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

Предмет дослiдження: розробка та обґрунтування схем апроксимацiї

початкових та крайових задач для диференцiально-рiзницевих та диференцi-

ально-функцiональних рiвнянь, аналiз неасимптотичних коренiв квазiполi-

номiв та комп’ютерне моделювання стiйкостi лiнiйних автономних систем iз
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запiзненням.

Методи дослiдження: методи якiсної теорiї звичайних диференцiаль-

них та диференцiально-функцiональних рiвнянь, метод послiдовних набли-

жень, принцип стислих вiдображень.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi

отримано такi новi результати:

1) встановлено точнiсть апроксимацiї векторного елемента запiзнення в

просторi кусково неперервних функцiй;

2) дослiджено схеми апроксимацiї початкових задач для систем лiнiй-

них диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючого й нейтрального типiв

з багатьма запiзненнями послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних

рiвнянь;

3) запропоновано алгоритми дослiдження на стiйкiсть систем лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями та знаходження

верхньої межi запiзнення, для якої зберiгається стiйкiсть системи iз запiзне-

нням;

4) отримано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку крайової за-

дачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма сталими запiзненнями;

5) дослiджено схему апроксимацiї крайової задачi для iнтегро-диферен-

цiальних рiвнянь iз запiзненням.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-

тацiї мають в основному теоретичний характер. Вони є вагомим внеском у

методику дослiдження систем диференцiально-рiзницевих i диференцiально-

функцiональних рiвнянь. Побудованi та обгрунтованi схеми апроксимацiї по-

чаткових задач для диференцiально-функцiональних рiвнянь запiзнюючого i

нейтрального типiв та крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь

iз запiзненням можуть бути використанi при вивченнi прикладних задач ме-

ханiки, оптимального керування, динамiчних процесiв екологiї, iмунологiї,

економiки та iнших областей, математичними моделями яких є розглянутi в

роботi диференцiально-функцiональнi рiвняння. Одержанi алгоритми знахо-
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дження неасимптотичних коренiв квазiполiномiв та аналiзу стiйкостi лiнiй-

них диференцiально-рiзницевих рiвнянь можуть бути також використанi для

подальшого дослiдження якiсних властивостей розв’язкiв лiнiйних автоном-

них систем iз запiзненням.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї отрима-

нi автором самостiйно. Зазначимо внесок автора у спiльних працях: у працях

[3, 7, 10, 16] науковому керiвнику I.М. Черевку належить постановка задач,

визначення загальної схеми дослiджень та аналiз отриманих результатiв; у

працi [1] I.М. Черевку належить визначення загальної схеми дослiджень, С.А.

Iлiцi та Л.А. Пiддубнiй результати п. 1, а результати п. 2, 3 – автору; у працi

[2] I.М. Черевку належить постановка задачi, С.А. Iлiцi п. 1 та обговорення

результатiв, а результати п. 2, 3 – автору; у працi [4] I.М. Черевку належить

постановка задачi та загальна схема дослiджень, А.Б. Дорошу належить обго-

ворення результатiв та порiвняння з iснуючими аналогами; у працi [6] I.М.

Черевку належить постановка задачi та п. 1, С.А Iлiцi належить п. 5, А.С.

Перцову – обговорення результатiв дослiджень, а п. 2, 3, 4 належать автору;

у працях [8, 11, 12, 14, 15] I.М. Черевку, Л.А. Пiддубнiй, С.А. Iлiцi, О.В. Ма-

твiю належать обговорення результатiв дослiджень; у працi [13] О.В. Матвiю

належить визначення схеми дослiджень та обговорення результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень доповiд-

ались та обговорювались на:

- 11th International Conference on Advanced Computer Information Techno-

logies ACIT’2021, 15–17 September 2021, Deggendorf, Germany.

- 12th International Conference on Advanced Computer Information Techno-

logies, 26–28 September 2022, Spǐsská Kapitula, Slovakia.

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми математичного

моделювання, обчислювальних методiв та iнформацiйних технологiй”, Рiвне,

2–4 березня 2018 р.

- Конференцiї молодих учених ”Пiдстригачiвськi читання – 2019”, Львiв,

27–29 травня 2019 р.
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- The 27th Conference On Applied and Industrial Mathematics, Targoviste,

Romania, 19–22 September 2019.

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми диференцiаль-

них рiвнянь та їх застосування”, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження

професора С.Д. Ейдельмана, Чернiвцi, 16–19 вересня 2020 р.

- IX мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми математи-

чного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї”, Кам’янець-Подiльський,

2020 р.

- Конференцiя молодих учених ”Пiдстригачiвськi читання – 2020”, Львiв,

26–28 травня 2020 р.

- XXVI Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми прикла-

дної математики та iнформатики”, Львiв, 27–28 вересня 2021 р.

- The 28th Conference On Applied and Industrial Mathematics, Romania,

17–18 September 2021.

- International Conference on Differential Equations and Their Applications

EQUADIFF 15, Brno, Czech Republic, July 11–15, 2022.

- Наукових семiнарах кафедри математичного моделювання факульте-

ту математики та iнформатики Чернцiвецького нацiонального унiверситету

iменi Юрiя Федьковича (Чернiвцi, 2020, 2021, 2022 рр.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї висвiтленi у 16 працях: iз

них у 5 статтях [1]–[5] (додаток A), з яких 4 статтi [1]–[3], [5] (додаток A)

належать до перелiку наукових видань України категорiї ”Б”, а стаття [4]

(додаток A) входять до перелiку наукових видань України категорiї ”А”; 11 –

у матерiалах мiжнародних та всеукраїнських наукових конференцiй [6]–[16]

(додаток A), з них 2 [6]–[7] (додаток A) у матерiалах мiжнародних наукових

конференцiй, якi належать до мiжнародної наукометричної бази ”Scopus”.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз

анотацiї, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використаних лiтера-

турних джерел, що налiчує 104 найменування, та 3 додаткiв. Загальний обсяг

дисертацiї – 149 сторiнок, робота мiстить 6 таблиць та 5 рисункiв.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ ЗА ТЕМОЮ

ДИСЕРТАЦIЙНИХ ДОСЛIДЖЕНЬ ТА ДОПОМIЖНI

ВIДОМОСТI

1.1 Загальнi вiдомостi з теорiї диференцiально-функцiональних

рiвнянь

1.1.1 Вступ

Диференцiально-рiзницевi рiвняння та диференцiально-функцiональнi

рiвняння виникають при врахуваннi запiзнення для опису багатьох технiчних,

фiзичних та природнiх процесiв. Рiвняння такого виду виникають при моде-

люваннi екологiчних та бiологiчних систем, дослiдженi поведiнки ядерних ре-

акторiв, у системах з напiвпровiдниковими елементами, хiмiко-технологiчних

процесах та iнших явищах, якi залежать вiд передiсторiї. Це i стало причи-

ною, того що системи диференцiально-функцiональних, зокрема диференцi-

ально-рiзницевих рiвнянь є актуальним об’єктом дослiджень [1]–[5].

Починаючи з середини минулого сторiччя теорiя диференцiально-функ-

цiональних рiвнянь активно розвивалася такими математиками як М.М. Кра-

совський, А.Д Мишкiс, Р. Беллман, Дж. Хейл, А. Халанай [6]–[11]. Важливий

внесок у розвиток рiзних напрямкiв теорiї диференцiально-функцiональних

рiвнянь зробили Ю. О. Митропольський А. М. Самойленко, Є. Ф. Царков, В.

Ю. Слюсарчук, В. I. Фодчук, В. П. Рубаник, Д.Я. Хусаїнов [13]–[16], [27]–[29].

Незважаючи на важливi досягнення у вивченнi диференцiально-функ-

цiональних рiвнянь, все ще залишається багато складних проблем, пов’язаних

як з теорiєю, так i з їх застосуваннями.

Знайти точний розв’язок диференцiально-функцiональних рiвнянь вда-

ється тiльки у найпростiших випадках, тому методи побудови наближених

розв’язкiв таких рiвнянь мають важливе значення.

У першу чергу на такi рiвняння поширюються асимптотичнi методи

М. М. Боголюбова, Ю. А. Митропольського, А. М. Самойленка, метод усере-

днення та чисельно-аналiтичнi методи [14]–[16].
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При дослiдженнi задач стiйкостi, осциляцiї, бiфуркацiї, керування та ста-

бiлiзацiї розв’язкiв лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь важли-

ву роль вiдiграє розмiщення коренiв вiдповiдних характеристичних рiвнянь,

якi у випадку таких рiвнянь називають квазiполiномами.

Вiдзначимо, що ефективних алгоритмiв знаходження нулiв квазiполiно-

мiв на даний час немає. Основнi методи, що тут розвиваються, стосуються по-

будови спецiальних многочленiв, нулi яких наближають нулi квазiполiномiв.

При дослiдженнi апроксимацiї системи лiнiйних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь виявилось, що наближення неасимптотичних коренiв їх квазiполiно-

мiв можна знаходити за допомогою характеристичних многочленiв вiдповiд-

них апроксимуючих систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

У данiй роботi дослiджуються застосування схем апроксимацiї диферен-

цiально-функцiональних та диференцiально-рiзницевих рiвнянь [30]–[32] до

наближеного знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiномiв та ана-

лiзу стiйкостi розв‘язкiв систем лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запi-

зненням, а також застосування даного пiдходу до наближення нового класу

крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з багатьма запiзнення-

ми.

1.1.2 Початкова задача для диференцiально-функцiональних

рiвнянь

Диференцiально-функцiональнi рiвняння (ДФР) та диференцiально-рiз-

ницевi рiвняння (ДРР), в яких невiдома функцiя та її похiднi входять при

рiзних значеннях аргумента активний об’єкт дослiдження. Загальноприйня-

тою є класифiкацiя таких рiвнянь [6]–[8], [10], [12]: рiвняння iз запiзненням,

нейтрального типу, з випереджаючим аргументом, а також змiшаного типу.

Ця класифiкацiя будується на тому чи залежить поточний стан системи вiд

минулих значень, майбутнiх значень або вiд обох.

Нехай Rn – n-вимiрний простiр з деякою векторною нормою,

C = C ([α, β], Rn) – простiр неперервних функцiй зi значеннями в Rn, визна-
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чених на [α, β] i для ϕ ∈ C

‖ϕ‖ = sup
α≤s≤β

|ϕ(s)|.

Для довiльної неперервної функцiї x(s), визначеної на [−τ, T ], T, τ > 0 i

довiльного фiксованого t ∈ [0, T ], позначатимемо через xt функцiю

xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].

Нехай f(t, ϕ) ∈ Rn – функцiя, що визначена для всiх ϕ ∈ C, t ∈ [t0,∞).

Позначаючи
dx

dt
правосторонню похiдну функцiї x(s) при s = t розглянемо

диференцiально-функцiональне рiвняння [7]

dx

dt
= f(t, xt). (1.1)

Означення 1.1. [7] Функцiя x(t) називається розв’язком рiвняння (1.1) з

початковою функцiєю ϕ ∈ C у початковий момент t = t0, якщо iснує T > 0

таке, що:

1) xt ∈ C для t ∈ [t0, t0 + T ];

2) xt0 = ϕ;

3) xt задовольняє рiвняння (1.1) при t ∈ [t0, t0 + T ].

Умови iснування та єдиностi розв’язку початкової задачi для рiвняння

(1.1) вивчались у багатьох працях [6]–[8], [10], [12], [33].

Теорема 1.1. [7, 33] Нехай Ω вiдкрита множина в R × C, функцiя f(t, ϕ)

неперервна i Лiпшинцева за ϕ на кожному компактi iз Ω. Якщо (σ, ϕ) ∈ Ω,

тодi iснує єдиний розв’язок рiвняння (1.1) iз початковою умовою (σ, ϕ).

Iнтегральна крива рiвняння (1.1), яка починається з точки (t0, ϕ), буде

складатися iз точок з R × C, якi задаються у виглядi (t, xt, t ≥ t0), де x(t) –

розв’язок (1.1) з початковою функцiєю ϕ при t = t0.

Така ситуацiя породжує аналогiю iз звичайними диференцiальними рiв-

няннями. Однак, iнтегральнi кривi рiвняння (1.1) визначенi, взагалi кажучи,

тiльки для t ≥ t0, можуть перетинатися в нескiнченнiй множинi точок, але

не збiгатися на жодному iнтервалi тощо.
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Уведемо до розгляду лiнiйне диференцiально-функцiональне рiвняння
dx

dt
= L(t, xt), (1.2)

де L(t, ϕ) – лiнiйний за ϕ функцiонал.

Згiдно з теоремою Рiса [7, 34] функцiонал L можна представити у виглядi

iнтеграла Стальтьєса

L(t, ϕ) =

0∫
−τ

d[η(t, θ)]ϕ(θ), (1.3)

де η(t, θ) – n×n матриця, елементи якої є функцiями обмеженої варiацiї для

кожного t та неперервними за t рiвномiрно вiдносно θ.

Лiнiйну диференцiально-рiзницеву систему
dx

dt
= A(t)x(t) +B(t)x(t− τ) (1.4)

можна зобразити у виглядi (1.3), припускаючи, що

η(t, θ) =


0, θ = 0,

−A(t), −τ < θ < 0,

−A(t)−B(t), θ = −τ.
Для практичних застосувань важливою є лiнiйна автономна система ДФР iз

запiзненням
dx

dt
=

0∫
−τ

[η(θ)]x(t+ θ), (1.5)

де η(θ) – n× n-матриця, елементи якої є функцiями обмеженої варiацiї.

Якщо η(θ) є функцiєю вигляду

η(θ) =


0, θ = 0,

−A0, −τ1 < θ < 0,

− (A0 + A1 + ...+ Ak−j) , −τk−j ≤ θ < −τk−j−1,

− (A0 + A1 + ...+ Ak) , θ = −τk,

де θ = τ0 < τ1 < ... < τk = τ , Aj, j = 0, k сталi n × n-матрицi, тодi рiвняння
(1.5) є ДРР iз багатьма запiзненнями

dx

dt
=

k∑
i=0

Aix(t− τi). (1.6)
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Стiйкiсть розв’язкiв рiвнянь (1.5), (1.6) безпосередньо залежить вiд роз-

мiщення коренiв їх квазiполiномiв.

Φ(λ) = det

λE − 0∫
−τ

[dη(θ)]e−λθ

 , (1.7)

D(λ) = det

(
λE −

k∑
i=0

Ai − e−λτi
)
. (1.8)

Для квазiполiномiв (1.7), (1.8) справджуються такi властивостi [6, 7, 10,

35]:

1) квазiполiноми мають нескiнченну кiлькiсть нулiв скiнченної кратно-

стi;

2) нулi квазiполiномiв розмiщенi у пiвплощинi

Reλ < δ, δ ∈ R;

3) у будь-якiй смузi

α < Reλ < β

знаходиться скiнченне число нулiв квазiполiномiв;

4) єдиною точкою згущення нулiв квазiполiномiв є – ∞.

На практицi нулi квазiполiномiв розбивають на два класи: асимптотичнi

та неасимптотичнi. Перший клас – це нулi вiддаленi вiд початку координат,

а другий клас – це нулi розмiщенi бiля початку координат.

Основний вплив на властивостi розв’язкiв рiвнянь (1.5) та (1.6) мають

неасимптотичнi нулi їх квазiполiномiв. Цi нулi можуть бути знайденi за до-

помогою наближених числових алгоритмiв.

Нехай f(t, ϕ), g(t, ϕ) неперервнi функцiї, що визначенi для всiх ϕ ∈ C,

t ∈ [t0,∞).

Розглянемо ДФР нейтрального типу
d

dt
g(t, xt) = f(t, xt). (1.9)

Якщо g(t, ϕ) = ϕ0 − Aϕ(−τ), f(t, ϕ) = Bϕ0 + Cϕ(−τ), де A, B, C –

n× n-матрицi, тодi одержуємо лiнiйне ДФР нейтрального типу
d

dt
(x(t)− Ax(t− τ)) = Bx(t) + Cx(t− τ).
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Означення 1.2. [7] Функцiя x називається розв’язком рiвняння (1.9), якщо

для заданих σ ∈ R, ϕ ∈ C вона є неперервна на [σ−τ, σ+T ], T > 0, функцiя

g(t, xt) неперервно диференцiйована на [σ, σ + T ], xσ = ϕ та задовольняє

рiвняння (1.9) на [σ, σ + T ].

Теорiя ДФР нейтрального типу, зокрема умови iснування та єдиностi

розв’язкiв, умови їх стiйкостi, неперервна залежнiсть вiд початкових даних

дослiджена в працях [7, 36, 37].

Розглянемо лiнiйне автономне ДФР нейтрального типу

d

dt
D(xt) = L(xt), (1.10)

де D(ϕ) = ϕ(0) −
0∫

−τ

[dη(θ)]ϕ(θ), L(ϕ) =

0∫
−τ

[dµ(θ)]ϕ(θ), η(θ), µ(θ) – n × n-

матрицi, елементи яких є функцiями обмеженої варiацiї.

Квазiполiном для рiвняння (1.10) має вигляд

Φ(λ) = det

λ
E − 0∫

−τ

[dη(θ)]e−λθ

− 0∫
−τ

[dµ(θ)]e−λθ

 . (1.11)

Нулi квазiполiнома (1.11), аналогiчно як i для квазiполiнома (1.7) ДФР

iз запiзненням, лежать у пiвплощинi Reλ < δ, δ ∈ R. Проте, в загальному

випадку у смузi

α < Reλ < β, α, β ∈ R

може знаходитися нескiнченна кiлькiсть нулiв (1.11).

Наприклад, для рiвняння

d

dt
[x(t)− x(t− τ)] = a [x(t− τ)− x(t)] = 0

квазiполiном

λ− λe−τλ = a
(
e−λτ − 1

)
має два дiйсних коренi λ = −a, λ = 0 i ланцюжок чисто уявних коренiв

λk =
2πk

τ
i, k = ±1,±2, ....
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1.1.3 Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз

запiзненням

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння iз запiзненням описують реально iсну-

ючi процеси у в’язкопружних середовищах, динамiцi популяцiй, моделях хи-

жак-жертва, варiацiйних задачах теорiї керування тощо. Це пов’язано з тим,

що такi типи рiвнянь забезпечують найкраще, а в багатьох випадках єдине

реалiстичне моделювання спостережуваних явищ [3, 5, 38]. У зв’язку з цим

дослiдження крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзне-

нням є актуальною задачею.

Розглянемо крайову задачу iз багатьма запiзненнями

y′′(x) = f ′ (x, [y(x)]) +

b∫
a

g (x, s[y(s)]) ds, x ∈ [a, b], (1.12)

y(p)(x) = ϕ(p)(x), p = 0, 1, x ∈ [a− τ, a], y(b) = γ, (1.13)

де γ ∈ R, ϕ(x) ∈ C([a− τ, a]) – початкова функцiя

[y(x)] = (y(x), y(x− τ1), ..., y(x− τn)) , 0 < τ1 < τ2 < ... < τn = τ.

Введено множину точок, що визначають запiзненнями τi, i = 1, n

E =
{
xi ∈ [a, b], xi = a+ τi, i = 1, n

}
.

У точках множини E розв’язок крайової задачi (1.12)–(1.13), взагалi ка-

жучи, має розривну другу похiдну.

Розв’язком крайової задачi (1.12)–(1.13) будемо вважати функцiю, яка

задовольняє рiвняння (1.12) за можливим винятком точок множини E та

крайовi умови (1.13). Одним iз методiв розв’язання крайових задач iз запi-

зненням є метод крокiв [6, 7, 10, 12]. При цьому розв’язання крайової задачi

iз запiзненням зводиться до розв’язання системи звичайних диференцiаль-

них рiвнянь i дозволяє встановити iснування та єдинiсть розв’язку. Однак,

реалiзацiя на практицi цього методу можлива тiльки для найпростiших типiв

крайових задач.
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Для дослiдження iснування та єдиностi розв’язкiв задачi (1.12)–(1.13)

використовуються методи та пiдходи теорiї крайових задач для звичайних

диференцiальних рiвнянь: метод нерухомої точки, метод функцiї Грiна тощо.

На основi цих методiв встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язно-

стi крайових задач iз запiзненням в термiнах фундаментальної матрицi та

коефiцiєнтiв вхiдної задачi.

Оскiльки не iснує унiверсальних алгоритмiв побудови точних розв’яз-

кiв крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням то

важливими питаннями при їх дослiдженнi є розробка ефективних методiв

знаходження наближених розв’язкiв.

Актуальним питанням також є оцiнка похибок при знаходженнi набли-

жених розв’язкiв та побудова конструктивних алгоритмiв для їх реалiзацiї.

1.2 Огляд наукових праць за темою дисертацiї

1.2.1 Схеми апроксимацiї початкових задач для диференцiаль-

но-функцiональних рiвнянь

Теорiя диференцiально-функцiональних рiвнянь iнтенсивно розвивається

завдяки численним застосуванням таких задач у бiологiї, медицинi, економiцi

та iнших прикладних задачах. Для наближеного розв’язання математичних

моделей, що описують процеси з пiслядiєю ефективним виявився метод апро-

ксимацiї рiвнянь iз запiзненням послiдовнiстю систем звичайних диференцi-

альних рiвнянь [17]–[19].

Розглянемо початкову задачу для диференцiального рiвняння iз запiзне-

нням
dx(t)

dt
= f(t, x(t), x(t− τ)), t ∈ [0, T ], (1.14)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (1.15)

де τ, T > 0, f(t, u, v) – неперервна функцiя, що задовольняє умову Лiпшиця

за u, v, ϕ(t) – неперервна початкова функцiя.

Початковiй задачi (1.14)–(1.15) ставиться у вiдповiднiсть задача Кошi
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для системи звичайних диференцiальних рiвнянь [17, 19]
dz0(t)

dt
= f(t, z0(t), zm(t)),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m,

(1.16)

zj(0) = ϕ

(
−jτ
m

)
, j = 0,m. (1.17)

В припущеннi, що розв’язок початкової задачi (1.14)–(1.15) диференцi-

йовний на [−τ, T ] в роботi [19] показано, що розв’язок задачi Кошi (1.16)–

(1.17) апроксимує його i справджуються нерiвностi∣∣∣∣x(t− jτ

m

)
− zj(t)

∣∣∣∣ ≤ Kτ√
m
, j = 0,m, t ∈ [0, T ], K > 0. (1.18)

Апроксимацiя (1.18) встановлена тiльки на скiнченному iнтервалi. У ви-

падку, якщо розв’язок рiвняння iз запiзненням є асимптотично стiйким, то

при достатньо великих m стiйкiсть задач (1.14)–(1.15) та (1.16)–(1.17) є еквi-

валентною. Але вибору розмiрностim0 апроксимуючої системи, щоб така вла-

стивiсть мала мiсце, в [19] не запропоновано.

Дослiдження схем апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

у рiзних функцiональних просторах на скiнченному iнтервалi здiйснено в ро-

ботах Л.А. Пiддубної та I.М. Черевка [20]–[22]. Зокрема, якщо розв’язок x(t)

початкової задачi (1.14)–(1.15) є тiльки неперервна функцiя, то справедливi

спiввiдношення∣∣∣∣x(t− jτ

m

)
− zj(t)

∣∣∣∣ ≤ β
(
ω
(
x,
τ

m

))
, j = 0,m, t ∈ [0, T ], (1.19)

де ω
(
x, τm

)
– модуль неперервностi функцiї x(t) на [−τ, T ], β(s) → 0 при

s→ 0.

Вiдзначимо, що за теоремою Кантора ω
(
x, τm

)
→ 0 при m →∞. Отже,

при достатньо великих m розв’язок задачi Кошi (1.16)–(1.17)) апроксимує,

згiдно (1.19), розв’язок початкової задачi (1.14)–(1.15).

Аналiз точностi апроксимацiї векторного елемента запiзнення для рiзних

вхiдних функцiй та узагальнення схем апроксимацiї для систем диференцi-

ально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючого та нейтрального типiв дослiджено в

роботах О.В. Матвiя та I.М. Черевка [23, 24].
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Оригiнальну методику дослiдження апроксимацiї елемента запiзнення у

випадку iнтегровних вхiдних функцiй розвинув А. Халанай [18], яка дозво-

лила побудувати схеми наближень диференцiально-рiзницевих рiвнянь ней-

трального типу за Хейлом.

Поширення схем апроксимацiї на систему рiницевих рiвнянь з багатьма

запiзненнями

x(t) = g (t, x(t− τ1), ..., x(t− τp)) , t ∈ [0, T ], (1.20)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (1.21)

де 0 < τ1 < ... < τp = τ , g(t, u1, ..., up), ϕ(t) – неперервнi функцiї здiйснено в

[39].

Початковiй задачi (1.20)–(1.21) поставлено у вiдповiднiсть задачу Кошi

dz1(t)

dt
=

τ

m

(
g
(
t, zl1(t), ..., zlp(t)

)
− z1(t)

)
,

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 2,m, t ∈ [0, T ],

(1.22)

zj(0) = ϕ

(
−jτ
m

)
, j = 1,m, (1.23)

де iндекси lj визначаються нерiвностями τ lj ≤ τ < τ(lj + 1).

Встановлено таке твердження.

Теорема 1.2. [39] Нехай zj(t), j = 1,m, розв’язок задачi Кошi (1.22)–(1.23),

а x(t) – розв’язок початкової задачi (1.20)–(1.21), функцiя g(t, u1, ..., up) за-

довольняє умову Лiпшиця

|g(t, u1, ..., up)− g(t, v1, ..., vp)| ≤ L

p∑
k=1

|uk − vk|, pL < 1.

Тодi мають мiсце спiввiдношення
T∫

0

∣∣∣∣x(t− τj

m

)
− zj(t)

∣∣∣∣ dt ≤ β1

( τ
m

)
, j = 1,m. (1.24)

Якщо справджується умова ”склейки”

ϕ(0) = g (0, ϕ(−τ1), ..., ϕ(−τp)) ,
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тодi [39] ∣∣∣∣x(t− τj

m

)
− zj(t)

∣∣∣∣ ≤ β2

( τ
m

)
, j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (1.25)

Функцiї βi(s), i = 1, 2 монотонно неспаднi i

lim
s→0

βi(s) = 0, i = 1, 2.

Одержанi схеми апроксимацiї узагальнюються на систему диференцiаль-

но-рiзницевого та рiзницевого рiвнянь [40].

Побудова та обгрунтування схем апроксимацiї диференцiально-функцiо-

нальних рiвнянь системами звичайних диференцiальних рiвнянь вивчалася в

роботах С.А. Iлiки, I.М. Черевка [41, 42].

Схеми апроксимацiї ряду лiнiйних та нелiнiйних диференцiально-функ-

цiональних рiвнянь iз запiзненням та нейтрального типу, що застосовуються

до задач оптимального керування, вивчалась в роботах Х.Т. Бенкса та К. Ку-

нiша [43]–[45].

Для наближення розв’язкiв крайових задач для диференцiально-рiзни-

цевих рiвнянь використовуються методи колокацiй та проекцiйно-колокацiйнi

алгоритми [46, 47], чисельно-аналiтичний метод А.М. Самойленка [16, 48],

який виявився ефективним для знаходження перiодичних розв’язкiв рiзних

класiв рiвнянь iз запiзненням.

Достатньо ефективним методом наближеного розв’язання крайових за-

дач для рiвнянь iз запiзненням та нейтрального типу виявилось застосування

методу сплайн-функцiй [49, 50]. Використання сплайн-функцiй дефекту два

дозволило врахувати розриви похiдних розв’язкiв крайових задач запiзнюю-

чого та нейтрального типу [51, 52].

У роботах [53, 54] запропоновано використати схему апроксимацiї рiв-

нянь iз запiзненням для наближення крайових задач iз запiзненням послi-

довнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо крайову задачу [53]

d2y(t)

dt2
= f (t, x(t), x(t− τ)) , t ∈ [0, T ], (1.26)

y(t) = ϕ(t), t ∈ [a− τ, a], y(b) = γ. (1.27)
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Нехай f(t, u1, u2) – неперервна функцiя в областi G = [a, b] × G1 × G1,

де G1 = {u ∈ R : |u| < P1}, P1, τ – додатнi сталi, γ ∈ R, ϕ(t) – задана

неперервна на [a− τ, a] початкова функцiя.

Введемо позначення

P = sup {|f(t, u1, u2)| : |u1| ≤ P1, |u2| ≤ P1, a ≤ t ≤ b} ,

J = [a−τ, a], I = [a, b], B(J∪I) =
{
y(t) : y(t) ∈ C(J ∪ I) ∩ C2(I), y(t) ≤ P1

}
.

Поставимо у вiдповiднiсть задачi (1.26)–(1.27) крайову задачу для систе-

ми звичайних диференцiальних рiвнянь

d2z0(t)

dt2
= f (t, z0(t), zm(t− τ)) , t ∈ I,

dzi(t)

dt
=
m

τ
(zi−1(t)− zi(t)), i = 1,m,

(1.28)

zi(a) = ϕ

(
a− iτ

m

)
, i = 0,m, z0(b) = γ. (1.29)

Теорема 1.3. [53] Нехай справджуються умови:

1)
(b− a)2

8
p+ max{‖ϕ‖, |γ|} ≤ P1;

2) в областi G функцiя f(t, u1, u2) задовольняє умову Лiпшиця

|f(t, u1, u2)− f(t, u′1, u
′
2)| ≤ L1 |u1 − u′1|+ L2 |u2 − u′2| ;

3) (L1 + L2)
(b− a)2

8
< 1.

Тодi:

1) iснує єдиний розв’язок крайової задачi (1.26)–(1.27) в класi функцiй

B;

2) крайова задача (1.28)–(1.29) апроксимує крайову задачу (1.26)–(1.27)

i справджуються спiввiдношення∣∣∣∣x(t− iτ

m

)
− zi(t)

∣∣∣∣ ≤ Kω
(
x,
τ

m

)
, t ∈ I, j = 1,m,

де K > 0, ω
(
x,
τ

m

)
– модуль неперервностi функцiї x(t) на [a, b].
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1.2.2 Застосування схем апроксимацiї

Вивчення зв’язкiв мiж диференцiально-рiзницевими рiвняннями та вiд-

повiдними їм апроксимуючими системами дозволили запропонувати алгори-

тми розв’язання ряду прикладних задач:

– апроксимацiя неасимптотичних коренiв квазiполiномiв лiнiйних дифе-

ренцiально-рiзницевих рiвнянь;

– дослiдження стiйкостi лiнiйних систем iз запiзненням;

– побудова областей стiйкостi лiнiйних систем iз багатьма запiзненнями.

Основнi теоретичнi результати, що стосуються стiйкостi розв’язкiв дифе-

ренцiально-рiзницевих та диференцiально-функцiональних рiвнянь, наведенi

в працях [6]–[9], [11, 35, 37, 55].

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

dx(t)

dt
=

k∑
i=0

Aix(t− τi), (1.30)

де Ai, i = 0, k – n× n сталi матрицi, 0 = τ0 < τ1 < ..., τk.

Теорема 1.4. [6, 7, 11, 35, 55] Для того, щоб нульовий розв’язок системи

(1.30) був експоненцiально стiйким, необхiдно i досить, щоб всi коренi його

характеристичного квазiполiнома

det

(
λE −

k∑
i=0

Aie
−λτi

)
= 0 (1.31)

лежали в лiвiй пiвплощинi

Reλ < 0.

Для систем диференцiальних рiвнянь без запiзнення характеристичне

рiвняння є многочленом. Розмiщення його коренiв можна встановити, вико-

ристовуючи критерiй Рауса–Гурвiца, частотнi критерiї Михайлова i Найквi-

ста тощо.

Знаходження всiх коренiв квазiполiномiв та аналiз їх розмiщення є до-

статньо складною задачею. Для найпростiших квазiполiномiв можна скори-

статися методом D-розбиття простору коефiцiєнтiв квазiполiнома [55]. У пра-
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цях [56, 57] аналiз розмiщення нулiв простiших квазiполiномiв здiйснювався

шляхом побудови спецiальних могочленiв, що наближають квазiполiноми.

При дослiдженнi схем апроксимацiї систем лiнiйних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь виявилось, що неасимптотичнi коренi їх квазiполiномiв

достатньо добре наближаються коренями вiдповiдних апроксимуючих лiнiй-

них систем звичайних диференцiальних рiвнянь. Алгоритми наближеного

знаходження неасимптотичних коренiв скалярних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь запропоновано в роботах [58, 59], а для систем лiнiйних диференцiаль-

но-рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями – в роботах [21, 23, 24].

На практицi системи iз запiзненням замiнюють системами без запiзне-

ння, вважаючи, що запiзнення є малим [35, 60, 61]. Зокрема, при малому

запiзненнi τ система (1.30) замiнюється системою без запiзнення

dx(t)

dt
=

(
k∑
i=0

Ai

)
x(t). (1.32)

При цьому важливою задачею є знаходження верхньої межi запiзнення τ ≤
∆, для якої iз стiйкостi системи (1.32) зберiгається стiйкiсть системи (1.30).

Першi оцiнки величини ∆ були встановленi в роботi [61]. На практицi вони

виявилися дуже грубими. Уточнення оцiнок для величини ∆ одержано в [62,

63].

Поставимо у вiдповiднiсть системi iз запiзненням (1.30) апроксимуючу

систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
=

k∑
i=0

Aizli(t), li =
[τim
τ

]
,

dzi(t)

dt
=
m

τ
(zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m.

(1.33)

Має мiсце таке твердження

Теорема 1.5. [23] Якщо нульовий розв’язок системи iз запiзненням (1.30)

експоненцiально стiйкий (нестiйкий), то iснує m0 > 0 таке, що при m ≥
m0 нульовий розв’язок апросимуючої системи звичайних диференцiальних

рiвнянь (1.33) також експоненцiально стiйкий (нестiйкий). Якщо для всiх
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m ≥ m0 нульовий розв’язок системи (1.33) експоненцiально стiйкий (не-

стiйкий), то й розв’язок системи iз запiзненням (1.30) експоненцiально

стiйкий (нестiйкий).

Застосовуючи тепер теореми 1.4, 1.5, можна дiстати конструктивний ал-

горитм дослiдження на стiйкiсть систем iз запiзненням.

Значна увага придiляється одержанню коефiцiєнтних областей стiйкостi

лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненням [26, 63, 64].

Розглянемо лiнiйне рiвняння iз запiзненнями

dx(t)

dt
+

k∑
i=1

bix(t− τi) = 0, (1.34)

де bi ∈ R, i = 1, k, 0 < τ1 < τ2 < ... < τk = τ .

Нехай у рiвняннi (1.34) запiзнення τi – додатнi рацiональнi числа. Зро-

бивши лiнiйну замiну незалежної змiнної, можна одержати iнше лiнiйне рiв-

няння iз запiзненнями, якi є цiлими попарно рiзними числами. Його характе-

ристичний квазiполiном буде мати вигляд

λ = a1e
−λ + a2e

−2λ + ...+ ake
−kλ. (1.35)

Означення 1.3. [26] Областю стiйкостi рiвняння (1.35) називається мно-

жина точок (a1, ..., ak) ∈ Rk, для яких усi коренi рiвняння (1.35) задоволь-

няють умову

Reλ < 0.

Для побудови областi стiйкостi рiвняння (1.35) важливим є наступне

твердження.

Теорема 1.6. [26] Область стiйкостi рiвняння (1.35) обмежена.

Застосування методу D-розбиття для дослiдження областi стiйкостi лi-

нiйного диференцiального рiвняння з двома запiзненнями дослiджено в ро-

ботi [64]. Алгоритм побудови областi стiйкостi лiнiйних диференцiальних рiв-

нянь з багатьма запiзненнями розглянуто в працi [26].
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Iз наведеного аналiзу наукових праць, що мають безпосереднє вiдношен-

ня до дисертацiйної роботи, випливає, що методика апроксимацiї початкових

i крайових задач для диференцiально-рiзницевих рiвнянь системами звичай-

них диференцiальних рiвнянь дозволила використання широкого спектру ме-

тодiв та пiдходiв дослiдження звичайних динамiчних систем.

Актуальними нерозв’язаними задачами залишалися такi: побудова та об-

грунтування схем апроксимацiї для систем диференцiально-функцiональних

рiвнянь, розробка та реалiзацiя алгоритмiв наближеного знаходження коре-

нiв квазiполiномiв систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих та диференцi-

ально-функцiональних рiвнянь, побудова областей стiйкостi лiнiйних систем

iз багатьма запiзненнями, розробка прикладного програмного забезпечення

для реалiзацiї запропонованих алгоритмiв для модельних тестових прикла-

дiв.

Висновки до роздiлу 1

Диференцiально-рiзницевi та диференцiально-функцiональнi рiвняння

виникають при моделюваннi прикладних процесiв в технiцi, бiологiї, хiмiчної

кiнетики i тому є важливим об’єктом для дослiдження.

Ефективним методом дослiдження диференцiально-функцiональних рiв-

нянь виявилась їх апроксимацiя послiдовнiстю систем звичайних диференцi-

альних рiвнянь. Така методика наближення початкових i крайових задач для

диференцiально-функцiональних рiвнянь дозволила використання широкого

спектру методiв дослiдження звичайних динамiчних систем.

Застосування схем апроксимацiї надало можливiсть розв’язувати ряд ва-

жливих для практики прикладних задач iз теорiї стiйкостi.
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РОЗДIЛ 2

ДОСЛIДЖЕННЯ СХЕМ АПРОКСИМАЦIЇ ЛIНIЙНИХ

СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

2.1 Про схему наближення елемента запiзнення

При дослiдженнi диференцiальних рiвнянь iз запiзненням
dx(t)

dt
= f (t, x(t), x(t− τ)) , τ > 0 (2.1)

у випадку досить малого τ розглядають його наближення звичайними ди-

ференцiальними рiвняннями. Можна замiнити елемент запiзнення x(t − τ)

декiлькома членами розкладу в ряд Тейлора

x(t− τ) = x(t)− τ dx(t)

dt
+
τ 2

2

d2x(t)

dt2
+ ....

Однак, якщо брати кiлькiсть членiв розкладу бiльше за порядок рiвня-

ння, то порядок апроксимацiї погiршується [65].

Розглянемо наближення елемента запiзнення

y(t) = x(t− τ), t0 ≤ t ≤ T

за допомогою аперiодичної ланки, що задається рiвнянням [18, 19]

τ
dz(t)

dt
+ z(t) = x(t), (2.2)

де стала τ також як i запiзнення в рiвняннi (2.1), a x(t) вхiдна функцiя еле-

мента запiзнення при t ≥ t0. Для встановлення вiдповiдностi мiж елементом

запiзнення y(t) та аперiодичною ланкою z у початковий момент покладемо

z(t0) = y(t0) = x(t0 − τ).

Оцiнимо рiзницю

ε(t) = z(t)− y(t).

Нехай x(t) має неперервну похiдну при t ∈ [t0 − τ, T ], тодi, враховуючи

що ε(t0) = 0, для ε(t) маємо задачу Кошi

ε′(t) + τ−1ε(t) = τ−1 [x(t)− x(t− τ)]− x′(t− τ),

ε(t0) = 0.
(2.3)
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Для правої частини рiвняння (2.3) одержуємо оцiнку∣∣τ−1 |x(t)− x(t− τ)| − x′(t− τ)
∣∣ = |x′(s)− x′(t− τ)| ≤ τω(x′, τ),

де ω(x′, τ) = max
s1,s2∈[t0−τ,T ],
|s1−s2|≤τ

|x′(s1)− x′(s2)| – модуль неперервностi функцiї x′(t)

на [t0 − τ, T ].

Оцiнюючи тепер ε(t) дiстаємо

ε(t) ≤

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

exp

(
−t− s

τ

)
ω(x′, τ)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ τω(x′, τ). (2.4)

У даному випадку за теоремою Кантора [66] маємо, що ω(x′, τ)→ 0 при

τ → 0 i t ∈ [t0, T ].

Нехай тепер x(t) тiльки неперервна функцiя при t ∈ [t0 − τ, T ]. Розгля-

немо згладжену функцiю

x(1)(t) =
1

h

t+h∫
t

x(s)ds, (2.5)

на вiдрiзок [T, T + h] функцiю x(t) продовжимо за неперервнiстю як сталу.

Функцiя x(1)(t) вже неперервно диференцiйовна.

Якщо тепер у рiвняннi (2.2) покласти

x(t) = x(1)(t) + x(2)(t),

то згiдно його лiнiйностi розв’язок буде сумою функцiй, що є розв’язками

такої системи
τz′1(t) + z1(t) = x(1)(t),

z1(t0) = y(t0),

τz′2(t) + z2(t) = x(2)(t),

z2(t0) = 0.

(2.6)

При цьому

∣∣∣x(2)(t)
∣∣∣ =

∣∣∣x(t)− x(1)(t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣x(t)− 1

h

t+h∫
t

x(s)ds

∣∣∣∣∣∣ ≤ ω(x, h), (2.7)
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де ω(x, h) модуль неперервностi функцiї x(t) на [t0 − τ, T ].

Для рiзницi ε(t) маємо тепер iз (2.6) оцiнку:

|ε(t)| = |z(t)− y(t)| = |z1(t) + z2(t)− y1(t)− y2(t)| ≤

≤ |z1(t)− y1(t)|+ |z2(t)|+ |y2(t)| . (2.8)

Згiдно нерiвностi (2.7) маємо

|y2(t)| =
∣∣∣x(2)(t− τ)

∣∣∣ ≤ ω(x, h).

Така ж оцiнка з (2.6) справедлива для |z2(t)|. Для оцiнки рiзницi |z1(t)− y1(t)|
можна використати оцiнку (2.4), оскiльки x(1)(t) вже є диференцiйовною фун-

кцiєю.

Тепер нерiвнiсть (2.8) можемо записати у виглядi

|ε(t)| ≤ τω

((
x(1)(t)

)′
, τ

)
+ 2ω(x, h).

Враховуючи вигляд функцiї x(1)(t) одержуємо

ω

((
x(1)(t)

)′
, τ

)
=

1

h
max

|t1−t2|<τ,t1,t2∈[t0−τ,T ]
|[x(t1 + h)− x(t1)]−

− [x(t2 + h)− x(t1)]| ≤
2

h
ω(x, τ).

Якщо покласти h = τ , тодi

|ε(t)| ≤ 4ω(x, τ). (2.9)

Iз спiввiдношення (2.9) дiстаємо, що рiзниця мiж вихiдним станом еле-

мента запiзнення та значенням оперiодичної ланки z(t) буде малою при ма-

лому запiзненнi τ .

Лема 2.1. Нехай вхiдна функцiя x(t) елемента запiзнення диференцiйовна

на [t0 − τ, T ] або є неперервною функцiєю. Тодi мiж aперiодичною ланкою

z(t) та елементом запiзнення y(t) мають мiсце спiввiдношення

|z(t)− y(t)| ≤ τω(x′, τ), (2.10)

або

|z(t)− y(t)| ≤ 4ω(x, τ), (2.11)

де ω(x′, τ), ω(x, τ) модулi неперервностi функцiй x′(t), x(t).
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Якщо запiзнення τ не є малим, тодi для покращення апроксимацiї роз-

глянемо m ∈ N елементiв запiзнення, що послiдовно мiж собою зв’язанi та

породженi деякою вхiдною функцiєю x(t) [18, 19]

y1(t) = x
(
t− τ

m

)
, y2(t) = y1

(
t− τ

m

)
= x

(
t− 2τ

m

)
, ...,

ym(t) = ym−1

(
t− τ

m

)
= x (t− τ) .

Будемо припускати, що вхiдна функцiя x(t) є неперервною на [t0 − τ, T ] i її

початковий стан заданий x(t) = ϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0].
Для вiдповiдної послiдовностi аперiодичних ланок, що вiдповiдають по-

слiдовностi елементiв запiзнення, розглянемо систему звичайних диференцi-

альних рiвнянь
τ

m
z′1(t) + z1(t) = x(t),

τ

m
z′j(t) + zj(t) = zj−1(t), j = 2,m, t ∈ [t0, T ]

(2.12)

з початковими умовами

zj(t0) = yj(t0) = x

(
t0 −

jτ

m

)
, j = 1,m,m ∈ N. (2.13)

Вiдзначимо, що система (2.12)–(2.13) дослiджена в [19]. Якщо функцiя

x(t) задовольняє умову Лiпшиця або має обмежену сталою M похiдну на

[t0 − τ, T ], тодi∣∣∣∣zj(t)− x(t− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ 2Mτ√
m
, j = 1,m, t ∈ [t0, T ]. (2.14)

Якщо x(t) є неперервною функцiєю то введемо згладжену функцiю x(1)(t),

аналогiчно як (2.5).

Для рiзницi x(2)(t) = x(t)− x(1)(t) маємо оцiнку∣∣∣x(2)(t)
∣∣∣ =

∣∣∣x(t)− x(1)(t)
∣∣∣ = |x(t)− x(ξ)| ≤ ω(x, h) (2.15)

для t ∈ [t0 − τ, T ].
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Покладаючи тепер в системi (2.12) x(t) = x(1)(t) + x(2)(t), то в силу її

лiнiйностi можемо записати такi системи
τ

m
z
′(1)
1 (t) + z

(1)
1 (t) = x(1)(t),

τ

m
z
′(1)
j (t) + z

(1)
j (t) = z

(1)
j−1(t), j = 2,m,

z
(1)
j (t0) = yj(t0), j = 1,m,

(2.16)

τ

m
z
′(2)
1 (t) + z

(2)
1 (t) = x(2)(t),

τ

m
z
′(2)
j (t) + z

(2)
j (t) = z

(2)
j−1(t), j = 2,m,

z
(2)
j (t0) = 0, j = 1,m.

(2.17)

Встановимо тепер вiдповiдностi мiж елементами запiзнення та їх аперi-

одичними ланкам, маємо

|zj(t)− yj(t)| =
∣∣∣z(1)
j (t) + z

(2)
j (t)− y(1)

j (t)− y(2)
j (t)

∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣z(1)
j (t)− y(1)

j (t)
∣∣∣+
∣∣∣z(2)
j (t)

∣∣∣+
∣∣∣z(2)
j (t)

∣∣∣ .
Згiдно оцiнки (2.15) дiстаємо∣∣∣y(2)

j (t)
∣∣∣ =

∣∣∣∣x(2)

(
t− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ ω(x, h). (2.18)

Покажемо методом математичної iндукцiї, що така ж оцiнка має мiсце i

для z(2)
j (t).

З першого рiвняння системи (2.17) маємо зображення

z
(2)
1 (t) =

m

τ

t∫
t0

e−
m
τ (t−s)x(2)(s)ds.

Враховуючи нерiвнiсть (2.18), одержуємо

∣∣∣z(2)
1 (t)

∣∣∣ ≤ m

τ

t∫
t0

e−
m
τ (t−s)

∣∣∣x(2)(s)
∣∣∣ ds ≤ ω(x, h). (2.19)

Iз другого рiвняння системи (2.17) маємо

z
(2)
2 (t) =

m

τ

t∫
t0

e−
m
τ (t−s)z

(2)
1 (s)ds.
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Тодi, враховуючи оцiнку (2.19), дiстаємо∣∣∣z(2)
2 (t)

∣∣∣ ≤ ω(x, h). (2.20)

Припускаємо, що така нерiвнiсть справджується для j = m− 1∣∣∣z(2)
m−1(t)

∣∣∣ ≤ ω(x, h) (2.21)

i покажемо, що вона виконується для j = m.

Дiйсно, для j = m маємо зображення

z(2)
m (t) =

m

τ

t∫
t0

e−
m
τ (t−s)z

(2)
m−1(s)ds.

На основi iндуктивного припущення (2.21) дiстаємо∣∣∣z(2)
m (t)

∣∣∣ ≤ ω(x, h).

Для оцiнки рiзницi
∣∣∣z(1)
j (t)− y(1)

j (t)
∣∣∣ можна застосувати нерiвнiсть (2.14),

так як x(1)(t) вже є диференцiйовною функцiєю.

Таким чином, дiстаємо оцiнку

|zj(t)− yj(t)| ≤ 2

(
Mτ√
m

+ ω(x, h)

)
.

Покладаючи h =
τ√
m
, одержуємо

|zj(t)− yj(t)| ≤ 2

(
Mτ√
m

+ ω

(
x,

τ√
m

))
= δ

(
τ√
m

)
. (2.22)

Лема 2.2. Нехай вхiдна функцiя x(t) у системi (2.12) є неперервною на

[t0− τ, T ]. Тодi для розв’язкiв задачi Кошi (2.12)–(2.13) справджуються не-

рiвностi

|zj(t)− yj(t)| ≤ δ

(
τ√
m

)
, j = 1,m,

де δ(s) – монотонно зростаюча функцiя та

lim
s→0

δ(s) = 0.
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2.2 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-функцiональних

рiвнянь з багатьма запiзненнями

2.2.1 Вступ

Для диференцiально-рiзницевих рiвнянь актуальною є задача побудови

та обгрунтування наближених методiв знаходження розв’язкiв їх початкових

та крайових задач, оскiльки вiдсутнi загальнi методи їх аналiтичного розв’я-

зання.

Особливий iнтерес становлять дослiдження, якi дозволяють використати

методи та пiдходи теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь для розв’язання

та аналiзу диференцiально-рiзницевих рiвнянь.

Для розв’язання ряду важливих прикладних задач оптимального керу-

вання та теорiї стiйкостi ефективним виявився метод замiни диференцiальних

рiвнянь iз запiзненням послiдовнiстю звичайних диференцiальних рiвнянь

[17]–[19].

Для побудови рiзних схем апроксимацiї в [67] використано апроксимацiю

Паде для функцiї ex, а в працях [43]–[45] застосовано апроксимацiю iнфiнiте-

зимального оператора пiвгрупи лiнiйних операторiв. Такий пiдхiд дозволяє

звести дослiдження систем iз запiзненням до аналiзу спецiальних систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь.

Подальше вивчення схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь в рiзних функцiональних просторах на скiнченному iнтервалi здiйснено

в роботах I. М. Черевка, Л. А. Пiддубної, О. В. Матвiя, С. А. Iлiки [22]–[25].

Вивчення зв’язкiв мiж розв’язками диференцiально-рiзницевих рiвнянь

та розв’язками вiдповiдних апроксимуючих систем звичайних диференцiаль-

них рiвнянь у лiнiйному випадку дозволили запропонувати алгоритми розв’я-

зання ряду важливих прикладних задач теорiї стiйкостi. У зв’язку з цим в

цьому пунктi ми сконцентруємося на схемах апроксимацiї лiнiйних диферен-

цiально-рiзницевих рiвнянь.

2.2.2 Апроксимацiя лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз бага-

тьма запiзненнями
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Розглянемо початкову задачу для системи звичайних диференцiальних

рiвнянь iз запiзненням

dx(t)

dt
=

p∑
i=0

Ai(t)x(t− τi), (2.23)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0],

де Ai(t), i = 0, p – n × n неперервнi матрицi при t ∈ [0, T ], запiзнення 0 =

τ0 < τ1 < ... < τp = τ , ϕ(t) – неперервна початкова функцiя на [−τ, 0].

Нехай m, p ∈ N . Поставимо у вiдповiднiсть початковiй задачi (2.23) за-

дачу Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь, аналогiчно як

в [22, 23]
dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Ali(t)zli(t),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, t ∈ [0, T ],

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m,

(2.24)

де iндекси li визначаються рiвностями

li =
[mτi
τ

]
, i = 0, p.

Будемо говорити, що система звичайних диференцiальних рiвнянь (2.24)

апроксимує систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь, якщо виконуються

спiввiдношення∥∥∥∥x(t− τj

m

)
− zj(t)

∥∥∥∥→ 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→∞.

Дослiдимо умови апроксимацiї розв’язкiв початкової задачi (2.23) розв’яз-

ками задачi Кошi (2.24).

Введемо спiввiдношення

zj(t) = z
(1)
j (t) + z

(2)
j (t),

46



де z(1)
j (t) та z(2)

j (t) розв’язки таких задач Кошi

τ

m

dz
(1)
1 (t)

dt
+ z

(1)
1 (t) = x(t),

τ

m

dz
(1)
j (t)

dt
+ z

(1)
1 (t) = zj−1(t), j = 2,m, t ∈ [0, T ],

z
(1)
j (0) = x

(
−jτ
m

)
, j = 1,m;

(2.25)

τ

m

dz
(2)
1 (t)

dt
+ z

(2)
2 (t) = z0(t)− x(t),

τ

m

dz
(2)
j (t)

dt
+ z

(2)
j (t) = z

(2)
j−1(t), j = 2,m, t ∈ [0, T ],

z
(2)
j (0) = 0, j = 1,m.

(2.26)

Враховуючи структуру лiнiйних систем (2.25), (2.26) та зображення для

функцiй zj(t), j = 1,m оцiнимо рiзницю zj(t)− x
(
t− jτ

m

)
, j = 1,m.

Маємо спiввiдношення∥∥∥∥zj(t)− x(t− jτ

m

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥z(1)
j (t) + z

(2)
j (t)− x

(
t− jτ

m

)∥∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥∥z(1)

j (t)− x
(
t− jτ

m

)∥∥∥∥+
∥∥∥z(2)

j (t)
∥∥∥ . (2.27)

Розглядаючи зображення

zj(t) = (zj1(t), ..., zjn(t)) , x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) ,

подамо zji(t), j = 1,m, i = 1, n у виглядi суми

zji(t) = z
(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t),

де z(1)
ji (t) та z(2)

ji (t) є розв’язки таких задач Кошi

τ

m

dz
(1)
j1 (t)

dt
+ z

(1)
j1 (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j−1,i(t), j = 2,m, i = 1, n,

z
(1)
ji (0) = xi

(
−jτ
m

)
, j = 1,m, i = 1, n;

(2.28)
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τ

m

dz
(2)
j1 (t)

dt
+ z

(2)
j1 (t) = z01(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
ji (t) = z

(2)
j−1,i(t), j = 2,m, i = 1, n,

z
(2)
ji (0) = 0, j = 1,m, i = 1, n.

(2.29)

Позначимо

Nj(t) = max
0≤s≤t

n∑
i=1

∣∣∣∣xi(s− τj

m

)
− zij(s)

∣∣∣∣ , j = 0,m, t ∈ [0, T ]. (2.30)

Враховуючи структуру систем (2.28), (2.29) для рiзницi∑∣∣∣∣xi(t− τj

m

)
− zij(t)

∣∣∣∣ маємо нерiвнiсть

n∑
i=1

∣∣∣∣xi(t− jτ

m

)
− zij(t)

∣∣∣∣ ≤ n∑
i=1

∣∣∣∣xi(t− jτ

m

)
− z(1)

ji (t)

∣∣∣∣+
n∑
i=1

∣∣∣z(2)
ji (t)

∣∣∣ . (2.31)

Покажемо методом математичної iндукцiї, що для другого доданка в

правiй частинi нерiвностi (2.31) справджується оцiнка
n∑
i=1

∣∣∣z(2)
ji (t)

∣∣∣ ≤ N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ]. (2.32)

Для розв’язку задачi Кошi

τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t)− xi(t),

z
(2)
1i (0) = 0

маємо зображення

z
(2)
1i (t) =

m

τ

t∫
0

exp
(
−m
τ

(t− ξ)
)

(z0i(ξ)− xi(ξ)) dξ.

Звiдси дiстаємо

n∑
i=1

∣∣∣z(2)
1i (t)

∣∣∣ ≤ m

τ

t∫
0

[
max
0≤ξ≤t

n∑
i=1

|z0i(ξ)− xi(ξ)|

]
exp

(
−m
τ

(t− ξ)
)
dξ ≤

≤ m

τ
N0(t)

t∫
0

exp
(
−m
τ

(t− ξ)
)
dξ ≤ N0(t).

48



Отже, оцiнка (2.32) при j = 1 справджується. Припустимо, що вона справ-

джується для j = k:
n∑
i=1

∣∣∣z(2)
ki (t)

∣∣∣ ≤ N0(t)

i покажемо, що (2.32) буде справедлива для j = k + 1.

Дiйсно,

n∑
i=1

∣∣∣z(2)
k+1,i(t)

∣∣∣ ≤ m

τ

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

z
(2)
ki (ξ) exp

(
−m
τ

(t− ξ)
)
dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ m

τ

t∫
0

[
max
0≤ξ≤t

n∑
i=1

∣∣∣z(2)
ki (ξ)

∣∣∣] exp
(
−m
τ

(t− ξ)
)
dξ ≤

≤ m

τ
N0(t)

t∫
0

exp
(
−m
τ

(t− ξ)
)
dξ ≤ N0(t).

Отже, оцiнка (2.32) має мiсце.

Для початкової задачi (2.23) маємо [6]–[8], що функцiї xi(t) ∈ C[−τ, T ],

i = 1, n, тому для оцiнки рiзницi
∣∣∣∣xi(t− jτ

m

)
− z(1)

ji (t)

∣∣∣∣ можна застосувати

лему 2.2. Тодi дiстаємо оцiнку
n∑
i=1

∣∣∣∣xi(t− jτ

m

)
− z(1)

ji (t)

∣∣∣∣ ≤ δ

(
τ√
m

)
, lim
s→0

δ(s) = 0. (2.33)

Нерiвнiсть (2.33) справджується для всiх t ∈ [0, T ] тому, враховуючи

нерiвностi (2.32), (2.33), iз спiввiдношення (2.31) дiстаємо

Nj(t) ≤ δ

(
τ√
m

)
+N0(t), j = 1,m. (2.34)

Для оцiнки рiзницi ‖x(t) − z0(t)‖ запишемо рiвняння (2.23) та (2.24) у

еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

x(t) = ϕ(0) +

t∫
0

p∑
i=1

Ai(t)x(t− τi)dt, (2.35)

z0(t) = ϕ(0) +

t∫
0

p∑
i=1

Ali(t)zli(t)dt. (2.36)
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ПозначимоKA = max
i=0,p

max
t
‖Ai(t)‖ i встановимо деякi властивостi розв’яз-

кiв задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь (2.24).

Нехай початкова функцiя ϕ(t) така, що для початкових умов задачi Кошi

(2.24) справджуються нерiвностi
n∑
i=1

|zji(0)| ≤ γ, j = 0,m.

Позначимо

M(t) = max
s∈[0,t]

[
γ,

n∑
i=1

|z0i(s)|

]
. (2.37)

Iз векторного рiвняння

dz1(t)

dt
=
m

τ
(z0(t)− z1(t))

дiстаємо

z1i(t) = z1i(0) exp

(
−mt
τ

)
+
m

τ

t∫
0

z0i(s) exp
(
−m
τ

(t− s)
)
ds, i = 1, n.

Тепер одержуємо

n∑
i=1

|z1i(t)| ≤M(t)

exp

(
−mt
τ

)
+
m

τ

t∫
0

exp
(
−m
τ

(t− s)
)
ds

 = M(t).

Аналогiчно дiстаємо
n∑
i=1

|zji(t)| ≤M(t), j = 1,m. (2.38)

Враховуючи рiвняння (2.36), дiстаємо нерiвностi

|z0i(t)| ≤ |z0i(0)|+KA

t∫
0

p∑
j=0

n∑
i=1

|zlk,i(s)| ds ≤

≤ |z0i(0)|+ (p+ 1)KA

t∫
0

M(s)ds.
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Сумуючи одержанi нерiвностi, дiстаємо

n∑
i=1

|z0i(t)| ≤
n∑
i=1

|z0i(0)|+ n(p+ 1)KA

t∫
0

M(s)ds.

Враховуючи позначення (2.37), маємо

M(t) ≤ γ + n(p+ 1)KA

t∫
0

M(s)ds.

Використовуючи лему Гронуолла–Беллмана [10], одержуємо

M(t) ≤ γen(p+1)KAT = K1. (2.39)

Iз рiвностей (2.35), (2.36), враховуючи властивостi матрицi Ai(t), i = 0, p

та оцiнки (2.34), (2.39), дiстаємо

‖x(t)− z0(t)‖ ≤
p∑
i=0

‖Ai(t)‖
t∫

0

‖x(s− τi)− zli(s)‖ ds. (2.40)

Знайдемо оцiнку рiзницi
∣∣xi(t− τj)− zlji(t)∣∣∣∣xi(t− τj)− zlji(t)∣∣ =

∣∣∣∣xi(t− τj)− xi(t− τ lj
m

)
+ xi

(
t− τ lj

m

)
− zlji(t)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣xi(t− τj)− xi(t− τ lj

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣xi(t− τ lj
m

)
− zlji(t)

∣∣∣∣ .
Iз означення iндекса lj маємо, що

τ

m
≥ τj −

τ lj
m
≥ 0.

Отже, ∣∣∣∣xi(t− τj)− xi(t− τ lj
m

)∣∣∣∣ ≤ ω
(
xi,

τ

m

)
, (2.41)

де ω
(
xi,

τ

m

)
– модуль неперервностi функцiї xi(t) на [0, T ]. Тепер дiстаємо,

враховуючи (2.34) та (2.41),

‖x(s− τi)− zli(s)‖ ≤
∥∥x(s− τj)− x

(
s− τlj

)∥∥+
∥∥x (s− τlj)− zlj(s)∥∥ ≤
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≤ Nlj(s) + nω
( τ
m

)
≤ N0(s) + δ

(
τ√
m

)
+ nω

( τ
m

)
=

= N0(s) + δ1

( τ
m

)
, (2.42)

де δ1

( τ
m

)
= δ

(
τ√
m

)
+ nω

( τ
m

)
, ω
( τ
m

)
= max

i=1,n
ω
(
xi(t),

τ

m

)
.

Неважко переконатися, що

lim
m→∞

δ1

( τ
m

)
= 0.

Iз оцiнки (2.40) одержуємо

‖x(t)− z0(t)‖ ≤
p∑
i=0

‖Ai(t)‖
t∫

0

[
N0(s) + δ1

( τ
m

)]
ds ≤

≤ (p+ 1)KAδ1

( τ
m

)
T + (p+ 1)KA

t∫
0

N0(s)ds.

Враховуючи позначення (2.30), маємо

N0(t) ≤ (p+ 1)KAδ1

( τ
m

)
T + (p+ 1)KA

t∫
0

N0(s)ds.

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла–Беллмана [10], дiстаємо

N0(t) ≤ (p+ 1)KAδ1

( τ
m

)
Te(p+1)KAT , t ∈ [0, T ].

Тепер iз нерiвностi (2.34) знаходимо

Nj(t) ≤ δ

(
τ√
m

)
+ (p+ 1)KAδ1

( τ
m

)
Te(p+1)KAT = δ2

( τ
m

)
,

j = 1,m, t ∈ [0, T ],

при цьому

lim
m→∞

δ2

( τ
m

)
= 0.

Одержали наступне твердження.
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Теорема 2.1. Нехай Ai(t), i = 0, p, неперервнi матричнi функцiї, KA =

max
i=0,p

max
t
‖Ai(t)‖, тодi розв’язки задачi Кошi для системи звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь (2.24) апроксимують розв’язки початкової задачi

(2.23) для лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями i

мають мiсце спiввiдношення∥∥∥∥x(t− τj

m

)
− zj(t)

∥∥∥∥→ 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→∞.

2.3 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь

нейтрального типу

Розглянемо початкову задачу для системи лiнiйних диференцiально-рiз-

ницевих рiвнянь нейтрального типу

d

dt

[
x(t)−

p∑
i=0

Ai(t)x(t− τi)

]
=

p∑
i=0

Bi(t)x(t− τi), t ∈ [0, T ], (2.43)

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−τ, 0], (2.44)

де n, p ∈ N , T ∈ R, x ∈ Rn, τi, i = 0, p, – запiзнення, 0 = τ0 < τ1 < ... < τp = τ ,

Ai(t), Bi(t), i = 0, p – n×n неперервнi на [0, T ] матричнi функцiї, ϕ(t) – задана

на [−τ, 0] непервна функцiя.

Будемо розглядати для x ∈ Rn норму ‖x‖ =
n∑
i=1

|xi|, а для n×n матрицi

A визначимо норму ‖A‖ = max
i

n∑
j=1

|aij|, що узгоджена iз векторною нормою.

Розв’язком початкової задачi (2.43)–(2.44) будемо називати [7] неперерв-

ну на [−τ, T ] функцiю x(t), яка спiвпадає з ϕ(t) на [−τ, 0], задовольняє рiв-

няння (2.43) на [0, T ] i рiзниця x(t) =

p∑
i=0

Ai(t)x(t − τi) диференцiйовна на

[0, T ].

При виконаннi наведених припущень розв’язок початкової задачi (2.43)–

(2.44) iснує i єдиний [7], однак його знаходження в аналiтичному виглядi мо-

жливе тiльки у найпростiших випадках. Розглянемо схему його наближеного

знаходження за допомогою розв’язку спецiальної задачi Кошi для системи
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звичайних диференцiальних рiвнянь, аналогiчно як для системи диференцi-

альних рiвнянь запiзнюючого типу.

Поставимо у вiдповiднiсть початковiй задачi (2.43)–(2.44) задачу Кошi

для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

d

dt

[
z0(t)−

p∑
i=0

Ai(t)zli(t)

]
=

p∑
i=0

Bi(t)zli(t),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, t ∈ [0, T ],

(2.45)

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m, (2.46)

де m ∈ N , iндекси lj изначаються рiвностями

lj =
[mτj
τ

]
, j = 0, p.

Будемо говорити, що задача Кошi (2.45)–(2.46) апроксимує початкову

задачу (2.43)–(2.44), якщо справджуються спiввiдношення∥∥∥∥x(t− τj

m

)
− zj(t)

∥∥∥∥→ 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] при m→∞.

Дослiдимо питання про апроксимацiю початкової задачi для системи

диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу (2.43).

Припустимо, що для системи (2.43) виконуються умови

1)
p∑
i=0

‖Ai(t)‖ ≤ r < 1, t ∈ [0, T ],

2)
p∑
i=0

‖Bi(t)‖ ≤ KB.

Нехай x(t) = (x1(t), ..., xn(t)), zj(t) = (zj1(t), ..., zjn(t)), j = 1,m.

Позначимо

Nj(t) = max
0≤s≤t

n∑
i=1

∣∣∣∣xi(s− τj

m

)
− zji(s)

∣∣∣∣ , j = 0,m. (2.47)

Представимо zji(t), j = 1,m, i = 1, n у виглядi суми

zji(t) = z
(1)
ji (t) + z

(2)
ji (t),
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де z(1)
ji (t) i z(2)

ji (t) є розв’язками таких задач Кошi

τ

m

dz
(1)
1i (t)

dt
+ z

(1)
1i (t) = xi(t),

τ

m

dz
(1)
ji (t)

dt
+ z

(1)
ji (t) = z

(1)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n,

(2.48)

z
(1)
ji (0) = xi

(
−jτ
m

)
, j = 1,m, i = 1, n; (2.49)

τ

m

dz
(2)
1i (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z0i(t)− xi(t),

τ

m

dz
(2)
ji (t)

dt
+ z

(2)
1i (t) = z

(2)
j,i−1(t), j = 2,m, i = 1, n,

(2.50)

z
(2)
ji (0) = 0, j = 1,m, i = 1, n; (2.51)

Задачi Кошi (2.48)–(2.49) та (2.50)–(2.51) аналогiчнi розглянутим ранiше

задачам Кошi (2.28) та (2.29). Тому для Nj(t) справедливi нерiвностi, анало-

гiчнi нерiвностям (2.34)

Nj(t) ≤ δ

(
τ√
m

)
+N0(t), (2.52)

де δ
(

τ√
m

)
визначається спiввiдношенням (2.33).

Представимо рiвняння (2.43) та (2.45) в iнтегральнiй формi для оцiнки

рiзницi

‖x(t)− z0(t)‖.

Маємо[
x(t)−

p∑
i=0

Ai(t)x(t− τi)

]
−

[
x(0)−

p∑
i=0

Ai(0)x(−τi)

]
=

=

t∫
0

p∑
i=0

Bi(s)x(s− τi)ds, t ∈ [0, T ], (2.53)

[
z0(t)−

p∑
i=0

Ai(t)zli(t)

]
−

[
z0(0)−

p∑
i=0

Ai(0)zli(0)

]
=
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=

t∫
0

p∑
i=0

Bi(s)zli(s)ds. (2.54)

Оцiнимо спочатку рiзницi
∥∥x(t− τj)− zlj(t)

∥∥, скориставшись координа-

тними нерiвностями∣∣xi(t− τj)− zlji(t)∣∣ =

∣∣∣∣xi(t− τj)− xi(t− τ lj
m

)
+ xi

(
t− τ lj

m

)
− zlji(t)

∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣xi(t− τj)− xi(t− τ lj

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣xi(t− τ lj
m

)
− zlji(t)

∣∣∣∣ .
При цьому ∣∣∣∣xi(t− τj)− xi(t− τ lj

m

)∣∣∣∣ ≤ ω
(
xi,

τ

m

)
,

де ω
(
xi,

τ

m

)
– модуль неперервностi функцiї xi(t) на [0, T ], оскiльки

τ

m
≥

τi −
τ lj
m
≥ 0.

Тепер дiстаємо оцiнку, враховуючи позначення (2.47) та нерiвнiсть (2.52),∥∥x(t− τj)− zlj(t)
∥∥ ≤ ∥∥x(t− τj)− x

(
t− τlj

)∥∥+
∥∥x (t− τlj)− zlj(t)∥∥ ≤

≤ Nlj(t) + nω
( τ
m

)
≤ N0(t) + δ

(
τ√
m

)
+ nω

( τ
m

)
=

= N0(t) + δ1

( τ
m

)
, (2.55)

де δ1

( τ
m

)
= δ

(
τ√
m

)
+ nω

( τ
m

)
, ω
( τ
m

)
= max

i=1,n
ω
(
xi,

τ

m

)
.

При цьому

lim
m→∞

δ1

( τ
m

)
= 0.

Iз рiвнянь (2.53), (2.54), враховуючи оцiнки (2.55) та припущення 1), 2)

стосовно вихiдної системи (2.43) маємо

‖x(t)− z0(t)‖ ≤
p∑
i=0

‖Ai(t)‖
∥∥x(t− τi)− zlj(t)

∥∥+

p∑
i=0

‖Ai(0)‖×

×
∥∥∥∥x(−τi)− ϕ

(
ljτ

m

)∥∥∥∥+

t∫
0

p∑
i=0

‖Bi(s)‖ ‖x(s− τi)− zli(s)‖ ds ≤
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≤
p∑
i=0

‖Ai(t)‖
(
N0(t) + δ1

( τ
m

))
+

p∑
i=0

‖Ai(0)‖nω
( τ
m

)
+

t∫
0

p∑
i=0

‖Bi(s)‖×

×
(
N0(s) + δ1

( τ
m

))
ds ≤ rN0(t) + rδ1

( τ
m

)
+ rnω

( τ
m

)
+KBTδ1

( τ
m

)
+

+KB

t∫
0

N0(s)ds.

Останню нерiвнiсть, враховуючи властивiсть 1) i позначення (2.47), пе-

репишемо у виглядi

N0(t) ≤ r
(
δ1

( τ
m

)
+ nω

( τ
m

))
+KBTδ1

( τ
m

)
+

KB

1− r

t∫
0

N0(s)ds =

= δ2

( τ
m

)
+

KB

1− r

t∫
0

N0(s)ds,

де δ2

( τ
m

)
= r

(
δ1

( τ
m

)
+ nω

( τ
m

))
+KBTδ1

( τ
m

)
.

Застосовуючи нерiвнiсть Гронуолла–Беллмана [10], дiстаємо оцiнку

N0(t) ≤ δ2

( τ
m

)
e
KB
1−r , t ∈ [0, T ],

де lim
m→∞

δ2

( τ
m

)
= 0.

Iз останнього спiввiдношення слiдує, що розв’язки задачi Кошi (2.45)–

(2.46) апроксимують розв’язки початкової задачi (2.43)–(2.44) при t ∈ [0, T ] i

m→∞.

Теорема 2.2. Нехай для системи (2.43) справджуються умови 1), 2). То-

дi розв’язок задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

(2.45)–(2.46) апроксимує розв’язок початкової задачi для системи диферен-

цiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального типу (2.45)–(2.46) при t ∈ [0, T ] i

m→∞.

2.4 Апроксимацiя лiнiйних диференцiально-функцiональних рiв-

нянь iз запiзненням
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Нехай C = C ([α, β], Rn) – простiр неперервних функцiй, що вiдобража-

ють [α, β] в Rn з нормою

‖ϕ‖ = sup
α<θ<β

|ϕ(θ)|.

Для довiльної неперервної функцiї x(t), визначеної на [−τ, T ], T, τ > 0 i

довiльного фiксованого t ∈ [0, T ] позначатимемо через xt [7,8] функцiю

xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].

Розглянемо початкову задачу для диференцiально-функцiонального рiв-

няння вигляду
d

dt
= L(t, xt), t ∈ [0, T ],

x0 = ϕ,
(2.56)

де L(t, ϕ) – лiнiйний по ϕ функцiонал, який можна представити за допомогою

iнтеграла Стiльтьєса

L(t, ϕ) =

0∫
−τ

[dη(t, θ)]ϕ(θ),

η(t, θ) – n × n матриця, елементи якої є функцiями обмеженої варiацiї по θ

для кожного t i неперервними по t одностайно вiдносно θ.

Означення 2.1. [7] Функцiю x(t) будемо називати розв’язком початкової

задачi (2.56), якщо

1) xt ∈ C, t ∈ [−τ, T ],

2) x0 = ϕ(θ), θ ∈ [−τ, 0],

3) xt задовольняє рiвняння (2.56) при t ∈ [0, T ].

В подальшому будемо розглядати рiвняння (2.56), коли лiнiйний фун-

кцiонал L(t, ϕ) має вигляд

L(t, ϕ) =

p∑
i=0

Ai(t)ϕ(−τi) +

0∫
−τ

D(t, θ)ϕ(θ)dθ, (2.57)

що часто зустрiчається в прикладних застосуваннях, Ai(t), i = 0, p, – n × n
неперервнi матричнi функцiї, D(t, θ) – n× n матрична функцiя, компоненти
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якої dij(τ, θ) – неперервнi за сукупнiстю змiнних функцiї на [0, T ] × [−τ, θ],
0 = τ0 < τ1 < ... < τp = τ .

Розглянемо схеми апроксимацiї початкової задачi (2.56) послiдовнiстю

задач Кошi для систем звичайних диференцiальних рiвнянь, якi аналогiчнi

схемам апроксимацiї для диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням.

Початковiй задачi (2.56) у випадку лiнiйного функцiонала вигляду (2.57)

поставимо у вiдповiднiсть систему звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Ai(t)zli(t) +
τ

m

m−1∑
i=0

D

(
t,−τ(m−K)

m

)
zm−i(t),

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, t ∈ [0, T ],

(2.58)

з початковими умовами

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m, (2.59)

де iндекси lj визначаються рiвностями

lj =
[mτj
τ

]
, j = 0, p,

а другий доданок у першому рiвняннi (2.58) одержаний замiною iнтеграла за

формулою лiвих прямокутникiв з кроком h =
τ

m
.

Якщо iнтеграл замiнити за квадратурною формулою трапецiї з кроком

h =
τ

m
, то поставимо початковiй задачi (2.56) задачу Кошi для системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь вигляду

dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Ai(t)zli(t) +
τ

2m
(D(t,−τ)zm +D(t, 0)z0(t)) +

+
τ

m

m−1∑
i=1

D

(
t,−τ(m− i)

m

)
zm−i(t), (2.60)

dzj(t)

dt
=
m

τ
(zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, t ∈ [0, T ],

zj(0) = ϕ

(
−τj
m

)
, j = 0,m. (2.61)
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Будемо говорити, що розв’язки задачi Кошi (2.58)–(2.59) та (2.60)–(2.61)

апроксимують розв’язок початкової задачi (2.56), якщо будуть виконуватися

спiввiдношення ∥∥∥∥x(t− τj

m

)
− zj(t)

∥∥∥∥→ 0, j = 0,m, t ∈ [0, T ] (2.62)

при t→∞.

Розглянемо зображення zj(t) = z
(1)
j (t)+z

(2)
j (t), де z(1)

j (t) та z(2)
j (t) розв’яз-

ки задачi Кошi (2.25) та (2.26). Аналогiчно як в п. 2.2 можна показати, що

справджуються нерiвностi

Nj(t) ≤ δ
( τ
m

)
+N0(t), j = 1,m, t ∈ [0, T ],

де Nj(t) = max
0≤s≤t

n∑
i=1

∣∣∣∣xi(s− τj

m

)
− zji(s)

∣∣∣∣.
Позначимо KA = max

i=0,p
max
t
‖Ai(t)‖, KD = max

t,θ
‖D(t, θ)‖, ω1

( τ
m

)
= n×

×max
i,j

ω
(
dij,

τ

m

)
, ω
(
dij,

τ

m

)
– модуль неперервностi функцiй dij(t, θ), t ∈

[0, T ], θ ∈ [−τ, 0], i, j = 1, n.

Одержимо оцiнки розв’язкiв системи (2.58)–(2.59).

Нехай
n∑
i=1

|zij(0)| ≤ γ, j = 0,m.

Позначимо M(t) = max
0≤s≤t

[
γ,

n∑
i=1

|z0i(s)|

]
.

Iз векторного рiвняння

dz1(t)

dt
=
m

τ
(z0(t)− z1(t))

дiстаємо

z1i(t) = z1i(0) exp
(
−m
τ
t
)

+
m

τ

t∫
0

z0i(s) exp
(
−m
τ

(t− s)
)
ds.

Отже,

n∑
i=1

|z1i(t)| ≤M(t) exp
(
−m
τ
t
)

+
m

τ

t∫
0

M(s) exp
(
−m
τ

(t− s)
)
ds ≤
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≤M(t)

exp
(
−m
τ
t
)

+
m

τ

t∫
0

exp
(
−m
τ

(t− s)
)
ds

 = M(t).

Продовжуючи таким чином, одержимо
n∑
i=1

|zji(t)| ≤M(t), j = 1,m.

Запишемо рiвняння (2.56), (2.58) в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

x(t) = ϕ(0) +

t∫
0

p∑
i=0

Ai(s)x(s− τi)ds+

+

t∫
0

m−1∑
j=0

−τ+(j+1) τm∫
−τ+ jτ

m

D(s, θ)x(s+ θ)dθds, (2.63)

z0(t) = ϕ(0) +

t∫
0

p∑
i=0

Ai(s)zli(s)ds+

+

t∫
0

m−1∑
j=0

−τ+(j+1) τm∫
−τ+ jτ

m

D
(
s,− τ

m
(m− j)

)
zm−j(s)dθds. (2.64)

Враховуючи рiвнiсть (2.64), дiстаємо

|z0i(t)| ≤ |z0i(0)|+ (p+ 1)KA

t∫
0

M(s)ds+ τKD

t∫
0

M(s)ds =

= |z0i(0)|+ ((p+ 1)KA + τKD)

t∫
0

M(s)ds.

Тепер маємо

n∑
i=1

|zi0(t)| ≤
n∑
i=1

|zi0(0)|+ n ((p+ 1)KA + τKD)

t∫
0

M(s)ds.

Отже,

M(t) ≤ γ + n ((p+ 1)KA + τKD)

t∫
0

M(s)ds.
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Використовуючи тепер лему Гронуолла–Беллмана, одержимо

M(t) ≤ γen((p+1)KA+τKD)T = K2. (2.65)

Iз рiвнянь (2.63), (2.64) знаходимо

‖x(t)− z0(t)‖ ≤
p∑
i=0

KA

t∫
0

(
N0(s) + δ1

( τ
m

))
ds+

+

t∫
0

m−1∑
j=0

−τ+(j+1) τm∫
−τ+ jτ

m

∥∥D(s, θ) (x(s+ θ)− zm−j(s)) +

+
(
D(s, θ)−D

(
s,
τ

m
(m− j)

))
zm−j(s)

∥∥∥ dθds ≤
≤

p∑
i=0

KA

t∫
0

(
N0(s) + δ1

( τ
m

))
ds+

t∫
0

m−1∑
j=0

−τ+(j+1) τm∫
−τ+ jτ

m

(
KD

(
δ1

( τ
m

)
+N0(s)

)
+

+K2ω1

( τ
m

))
dθds ≤ KA(p+ 1)Tδ1

( τ
m

)
+ (p+ 1)KA

t∫
0

N0(s)ds+

+τT
(
KDδ1

( τ
m

)
+K2ω1

( τ
m

))
+ τKD

t∫
0

N0(s)ds ≤

≤ (KA(p+ 1) + τKD)Tδ1

( τ
m

)
+K2τTω1

( τ
m

)
+ ((p+ 1)KA + τKD)×

×
t∫

0

N0(s)ds, t ∈ [0, T ].

Скориставшись тепер лемою Гронуолла–Беллмана, маємо

N0(t) ≤
[
(KA(p+ 1) + τKD) δ1

( τ
m

)
+ τK2ω1

( τ
m

)]
TeT [(p+1)KA+τKD]. (2.66)

Оскiльки lim
m→∞

δ1

( τ
m

)
= 0, lim

m→∞
ω1

( τ
m

)
= 0, то iз спiввiдношення (2.66)

слiдує, що розв’язки задачi Кошi (2.58)–(2.59) апроксимують розв’язки поча-

ткової задачi (2.56) при m→∞.
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Зауваження 2.1. Аналогiчно можна встановити, що розв’язки задачi Ко-

шi (2.60)–(2.61) апроксимують розв’язки початкової задачi (2.56) при m→
∞.

Сформулюємо одержаний результат у виглядi теореми.

Теорема 2.3. Якщо Ai(t), i = 0, p, D(t, θ) – неперервнi матричнi функцiї

при t ∈ [0, T ], θ ∈ [−τ, 0], тодi розв’язки задач Кошi (2.58)–(2.59) та (2.60)–

(2.61) апроксимують розв’язки початкової задачi (2.56) при m→∞.

2.5 Апроксимацiя неасимптотичних коренiв квазiполiномiв лi-

нiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь

2.5.1 Квазiполiноми лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь запiзнюючого типу

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь iз запiзненнями

dx(t)

dt
=

p∑
i=0

Aix(t− τi), (2.67)

де Ai, i = 0, p – n× n сталi матрицi, 0 = τ0 < τ1 < ... < τp = τ .

При дослiдженнi системи (2.67) важливе значення має розмiщення нулiв

його квазiполiнома

Φ(λ) = det

(
λE −

p∑
i=0

Aie
−λτi

)
. (2.68)

Нулi квазiполiнома (2.68), як правило, дiлять на двi групи: асимтотичнi

та неасимптотичнi. Для асимптотичних коренiв можна одержати асимптоти-

чнi формули [12], [55]–[57]. Неасимптотичнi нулi розмiщенi бiля початку коор-

динат i визначать основнi властивостi розв’язкiв системи (2.67). У загальному

випадку їх можна знайти тiльки за допомогою наближених алгоритмiв.

При дослiдженнi апроксимацiї лiнiйних систем iз запiзненням було вияв-

лено, що неасимтотичнi коренi їх квазiполiномiв можна наближати коренями

характеристичних многочленiв вiдповiдних апроксимуючих систем звичай-

них диференцiальних рiвнянь.
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Для скалярних диференцiально-рiзницевих рiвнянь такий процес ви-

вчався в працях [20, 22, 68], а у випадку систем iз багатьма запiзненнями

в працях [23, 24].

Системi (2.67) спiвставимо систему звичайних диференцiальних рiвнянь

[23]
dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Aizli(t), li =
[τim
τ

]
,

dzi(t)

dt
= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =

m

τ
.

(2.69)

У роботi [23] встановлено, що для характеристичного рiвняння системи

(2.69) має мiсце рiвнiсть

Ψm(λ) = det

(
λE −

p∑
i=0

Ai

(
µ

µ+ λ

)li)
· (µ+ λ)mn (2.70)

i послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)nm
, m ∈ N (2.71)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (2.68).

Так як нулi функцiй Ψm(λ) та Hm(λ) збiгаються, то коренi характери-

стичого рiвняння (2.70) апроксимують неасимптотичнi коренi квазiполiнома

(2.68).

Приклад 2.1. Розглянемо диференцiальне рiвняння з одним запiзнен-

ням
dx

dt
= ax(t) + bx(t− τ), (2.72)

де a, b, τ ∈ R, τ > 0.

Квазiполiном для рiвняння (2.72) має вигляд

Φ(λ) = a− λ+ be−λτ = 0. (2.73)

Вiдповiдна (2.69) апроксимуюча система звичайних диференцiальних

рiвнянь
dz0

dt
= az0 + bzm,

dzi
dt

= µ (zi−1 − zi) , i = 1,m,
(2.74)
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та її характеристичне рiвняння

Ψm(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− λ 0 0 ... 0 b

µ −µ− λ 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... µ −µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкриваючи визначник за першим рядком, маємо

Ψm(λ) = (a− λ)

(
1 +

λτ

m

)m
+ b = 0. (2.75)

Аналогiчно (2.71)

Hm(λ) = a− λ+ b

(
1 +

λτ

m

)nm
−−−→
m→∞

Φ(λ).

Здiйснивши у (2.75) замiну s = 1 +
λτ

m
, одержимо рiвняння

sm+1 −
(

1 +
τ

m
a
)
sm − τ

m
b = 0, (2.76)

яке зручне для обчислення його коренiв на ЕОМ. 2

Однак, застосування такої схеми наближення неасимптотичних коренiв

на практицi виявилось ускладненим, оскiльки задовiльна точнiсть наближе-

ння досягається, якщо розмiрнiсть апроксимуючої системи ≈ 100 − 200, що

вимагає знаходити коренi многочленiв достатньо великого степеня.

Для пiдвищення точностi апроксимацiї неасимптотичних коренiв квазi-

полiномiв в роботi [69] запропоновано схему пiдвищеної точностi.

Аналогiчно як в п. 2.1 введемо в розгляд функцiї

zj(t) = x
(
t− τ

m
j
)
, j = 0,m,m ∈ N.

Будемо використовувати розклад zj−1(t) = x

(
t− (j − 1)τ

m

)
в ряд Тейлора

в околi точки t− jτ

m
до третього члена включно

zj−1(t) = zj(t) +
dzj(t)

dt

τ

m
+
d2zj(t)

dt2
τ 2

2m2
+ ....
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Тодi вiдповiдна системi (2.67) апроксимуюча система звичайних диференцi-

альних рiвнянь матиме вигляд

dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Aizli(t),

1

2

( τ
m

)2 d2zj(t)

dt2
+
τ

m

dzj(t)

dt
+ zj(t) = zj−1(t), j = 1,m.

(2.77)

Ввiвши позначення

dzj(t)

dt
= zm+j(t), j = 1,m, µ =

m

τ
,

запишемо систему (2.77) у такому виглядi

dz0(t)

dt
=

p∑
i=0

Aizli(t),

dzj(t)

dt
= zm+j(t),

dzm+j(t)

dt
= 2µ2 (zj−1(t)− zj(t))− 2µzm+j(t), j = 1,m.

(2.78)

Обчислення визначника системи (2.78) у скалярному випадку (Ai ∈ R,
i = 1, p) здiйснено в роботах [64,66].

Лема 2.3. [70] Для характеристичного рiвняння системи (2.77) справджу-

ється рiвнiсть

Ψ2m+1(λ) = (A0 − λ)

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))m
+

+

p∑
i=1

Ai

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))m−li
= 0, (2.79)

послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψ2m+1(λ)(

1 + λτ
m

(
1 + λτ

2m

))m , m ∈ N (2.80)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (2.70).

Приклад 2.2. Розглянемо диференцiальне рiвняння iз запiзненням (2.72),

квазiполiном якого (2.73). Вiдповiдна (2.77) апроксимуюча система звичай-
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них диференцiальних рiвнянь має вигляд

dz0

dt
= az0 + bzm,

dzj
dt

= zm+j,

dzm+j

dt
= 2µ2 (zj−1 − zj)− 2µzm+j, j = 1,m.

(2.81)

Для характеристичного рiвняння системи (2.81) справедливе зображення

Ψ2m+1(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a− λ 0 ... 0 b 0 0 ... 0 0

0 −λ ... 0 0 1 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 −λ 0 0 ... 0 1

2µ2 −2µ2 ... 0 0 −2µ− λ 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 2µ2 −2µ2 0 0 ... 0 −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Розкриваючи визначник за першим рядком, одержуємо

Ψ2m+1(λ) = (a− λ)

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))m
+ b = 0. (2.82)

Приведемо рiвняння (2.82) до виду, що зручний для реалiзацiї на ЕОМ.

Здiйснимо в (2.82) замiну λ =
2m

τ

(
s− 1

2

)
, одержимо рiвняння(

a− 2m

τ

(
s− 1

2

))(
2s2 +

1

2

)m
+ b = 0.

Розкладаючи
(

2s2 +
1

2

)m
за формулою бiнома Ньютона, маємо рiвнян-

ня (
a− 2m

τ

(
s− 1

2

)) m∑
k=0

Ck
m2m−2ks2(m−k) + b = 0,

яке можна записати у стандартному видi

α0s
2m+1 + α1s

2m + α2s
2m−1 + ...+ α2ms+ α2m+1 = 0, (2.83)

де

α2i = −2m

τ
C i
m2m−2i, i = 0,m,
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α2i+1 =
(
a+

m

τ

)
C i
m2m−2i, i = 0,m− 1,

α2m+1 =
(
a+

m

τ

)
2−m + b. 2

Приклад 2.3. Розглянемо модельне диференцiальне рiвняння iз запi-

зненням
dx(t)

dt
= 2x(t) + x(t− 1), (2.84)

характеристичний квазiполiном якого має вигляд

λ = 2 + e−λ. (2.85)

Дiйсний корiнь квазiполiнома з найбiльшою дiйсною частиною, знайде-

ний методом подiлу вiдрiзка навпiл, дорiвнює λ = 2.120028.

Здiйснимо апроксимацiю рiвняння (2.4) за класичною схемою (2.74) та

за схемою пiдвищеної точностi (2.81). Для кореня квазiполiнома (2.85) з най-

бiльшою дiйсною частиною знайдемо його наближення коренями характери-

стичних многочленiв апроксимуючих систем (2.76) та (2.83). Результати чи-

слових експериментiв при рiзнихm, наведенi в таблицi 2.1, де λкл.
i – одержане

наближення за класичною схемою, а λп.т.
i – наближення за схемою пiдвищеної

точностi.

Таблиця 2.1

Апроксимацiя коренiв квазiполiнома рiвняння iз запiзненням

m λкл. ∆кл. λп.т. ∆п.т.

10 2.143414 0.023386 2.121493 0.001465

20 2.131895 0.011867 2.120422 0.000394

50 2.124817 0.004789 2.120094 0.000066

Iз таблицi 2.1 одержуємо, що схема пiдвищеної точностi є значно ефе-

ктивнiшою, нiж класична схема апроксимацiї. 2

2.5.2 Квазiполiноми лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь нейтрального типу
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Розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння нейтрального типу
dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ) + C

dx(t− τ)

dt
, (2.86)

де A,B,C ∈ R, τ > 0.

Квазiполiном для рiвняння (2.86) має вигляд

Φ(λ) = A− λ+Be−λτ + Cλe−λτ = 0. (2.87)

Поставимо у вiдповiднiсть рiвнянню (2.86) апроксимуючу систему зви-

чайних диференцiальних рiвнянь, аналогiчну (2.45). Одержимо лiнiйну си-

стему
dz0(t)

dt
= Az0(t) + µCzm−1(t) + (B − µC)zm(t),

dzi(t)

dt
= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =

m

τ
,m ∈ N,

(2.88)

характеристичне рiвняння якої має вигляд

Ψm(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− λ 0 0 ... µC B − µC
µ −µ− λ 0 ... 0 0

0 µ −µ− λ ... 0 0

... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... µ −µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Розкриваючи визначник за першим рядком, одержуємо вираз для характе-

ристичного рiвняння [71]

Ψm(λ) = (A− λ)

(
1 +

λτ

m

)m
+B + λC = 0 (2.89)

i, крiм того, послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)m
, m ∈ N

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (2.87).

Отже, коренi характеристичного рiвняння (2.89) можна брати в якостi

наближень для неасимптотичних коренiв квазiполiнома (2.87).

Здiйснимо замiну λ = (s− 1)
m

τ
в рiвняннi (2.89) i одержимо многочлен

sm+1 −
(

1 +
Aτ

m

)
sm − Cs−

(
Bτ

m
− C

)
= 0, (2.90)
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який є зручним для знаходження його коренiв на ЕОМ.

Застосуємо тепер для рiвняння (2.86) схему апроксимацiї пiдвищеної то-

чностi, аналогiчно як в попередньому пунктi. Одержимо апроксимуючу си-

стему звичайних диференцiальних рiвнянь

dz0(t)

dt
= Az0(t) +Bzm(t) + Cz2m(t),

dzj(t)

dt
= zm+j(t),

dzm+j(t)

dt
= 2µ2 (zj−1(t)− zj(t))− 2µzm+j(t),

j = 1,m, m ∈ N, µ =
m

τ
.

(2.91)

Лема 2.4. [72] Для характеристичного рiвняння системи (2.91) справджу-

ється рiвнiсть

Ψ2m+1(λ) = (A− λ)

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))m
+B + λC = 0. (2.92)

Доведення. Для знаходження аналiтичного вигляду характеристичного рiв-

няння системи (2.91) використаємо метод математичної iндукцiї. Перевiримо,

що при m = 2, 3 рiвнiсть (2.92) справедлива.

Для m = 2, безпосередньо обчислюючи, дiстаємо

D5(λ) = (A− λ)

(
1 +

λτ

2

(
1 +

λτ

4

))2

+ Cλ+B = 0.

Для m = 3 маємо

D7(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− λ 0 0 B 0 0 C

0 −λ 0 0 1 0 0

0 0 −λ 0 0 1 0

0 0 0 −λ 0 0 1

2µ2 −2µ2 0 0 −2µ− λ 0 0

0 2µ2 −2µ2 0 0 −2µ− λ 0

0 0 2µ2 −2µ2 0 0 −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Розкриваючи виписаний визначник за першим рядком, одержимо

D7(λ) = (A− λ)

(
1 +

λτ

3

(
1 +

λτ

6

))3

+B + Cλ = 0.
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Отже, для m = 2, 3 рiвнiсть (2.92) вiрна. Припустимо, що для деякого

m− 1 вона вiрна i доведемо, що вона справджується для m.

Виписуючи характеристичне рiвняння системи (2.91)

D2m+1(λ) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A− λ 0 . . . 0 0 . . . 0 B 0 . . . C

0 −λ . . . 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 0 −λ 0 . . . 1

2µ2 −2µ2 . . . 0 0 . . . 0 0 −2µ− λ . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 2µ2 −2µ2 0 . . . −2µ− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

i розкриваючи одержаний визначник за елементами першого рядка, маємо

D2m+1(λ) = (A− λ)Im1 + (−1)m+2BIm2 + (−1)2m+2CIm3 = 0. (2.93)

Для визначникiв Im1 та Im3 неважко одержати рекурентнi спiввiдношення

Im1 =
(
λ(2µ+ λ) + 2µ2

)
Im−1

1 ,

Im3 = 2µ2Im−1
3 .

(2.94)

Iз рекурентних спiввiдношень (2.94) одержуємо

Im1 =
(
λ(2µ+ λ) + 2µ2

)m
,

Im3 = λ
(
2µ2
)m
.

Обчислюючи визначник Im2 , використавши його структуру, маємо

Im2 = (−1)m(m+2)
(
2µ2
)m
.

Пiдставляючи значення Im1 , Im2 , Im3 у рiвнiсть (2.92), одержуємо

D2m+1(λ) = (A− λ)
(
λ(2µ+ λ) + 2µ2

)m
+B(−1)(m+1)(m+2)

(
2µ2
)m

+

+Cλ
(
2µ2
)m

= 0.

Зважаючи на те, що (m+ 1)(m+ 2) завжди парне, а µ =
m

τ
, тодi

D2m+1(λ) = (A− λ)

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))m
+B + Cλ = 0.

Лема 2.4 доведена.
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Лема 2.5. [72] Для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
D2m+1(λ)(

1 + λτ
m

(
1 + λτ

2m

))m , m ∈ N, (2.95)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (2.87).

Доведення. Розглянемо фiксоване λ ∈ Z. Тодi λ 6= −m
τ
± m

τ
i за можливим

винятком одного значення m. Отже, функцiя Hm(λ) визначена для всiх m ∈
N за можливим винятком одного m ∈ N .

Враховуючи рiвнiсть (2.92), маємо

Hm(λ) = (A− λ) +B

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))−m
+

+Cλ

(
1 +

λτ

m

(
1 +

λτ

2m

))−m
= 0. (2.96)

На пiдставi вiдомої границi

lim
m→∞

(
1 +

λτ

m
+
λ2τ 2

2m2

)−m
= e−λτ ,

переходячи в рiвностi (2.96) до границi при m→∞, для фiксованого λ ∈ Z,
одержимо

lim
m→∞

Hm(λ) = A− λ+Be−λτ + Cλe−λτ .

Лема 2.5 доведена.

Зауваження 2.2. Оскiльки нулi функцiй D2m+1(λ) i Hm(λ), згiдно з рiв-

нiстю (2.95), збiгаються, то коренi характеристичного многочлена (2.92)

можна брати в якостi наближених значень неасимптотичних коренiв ква-

зiполiнома (2.87).

Приведемо характеристичне рiвняння (2.92) до вигляду зручного для

реалiзацiї на ЕОМ. Здiйснимо в (2.92) замiну

λ =
m

τ
(s− 1),

одержимо (
A+

m

τ
− m

τ
s
)

(s2 + 1)m + 2mB + 2mCλ = 0.
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Розкладаючи (s2 + 1)m за формулою бiнома Ньютона, дiстанемо рiвняння у

стандартному виглядi

α0s
2m+1 + α1s

2m + α2s
2m−1 + ...+ α2ms+ α2m+1 = 0, (2.97)

де коефiцiєнти αi, i = 0, 2m+ 1 обчислюються за формулами

α0 = −m
τ
, α1 = A+

m

τ
,

α2m =
m

τ
(2mC − 1),

α2m+1 = A+ 2mB +
m

τ
(1− 2mC),

α2i = −m
τ
C i
m, i = 1,m− 1,

α2i+1 =
(
A+

m

τ

)
C i
m, i = 1,m− 1.

Приклад 2.4. Розглянемо модельне диференцiальне рiвняння нейтраль-

ного типу
dx(t)

dt
= 2x(t) + x(t− 1) +

dx(t− 1)

dt
, (2.98)

характеристичний квазiполiном якого має вигляд

λ = 2 + e−λ + λe−λ. (2.99)

Дiйсний корiнь квазiполiнома (2.99) з найбiльшою дiйсною частиною

знайдений методом подiлу вiдрiзка навпiл, дорiвнює λ = 2.32511.

Здiйснимо апроксимацiю рiвняння (2.98) за класичною схемою (2.88) та

за схемою пiдвищеної точностi (2.91). Для кореня квазiполiнома (2.99) з най-

бiльшою дiйсною частиною знайдемо його наближення коренями характери-

стичних многочленiв апроксимуючих систем (2.90) та (2.97). Результати чи-

слових експериментiв при рiзних значеннях m, наведенi в таблицi 2.2, де xкл.
i

– наближення за класичною схемою, xп.т.
i – наближення за схемою пiдвищеної

точностi.
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Таблиця 2.2

Апроксимацiя коренiв квазiполiнома рiвняння нейтрального типу

m λкл. ∆кл. λп.т. ∆п.т.

10 2.3963 0.0712 2.3298 0.0047

20 2.3608 0.0357 2.3263 0.0012

50 2.3394 0.0143 2.3254 0.0003

Числовi результати, наведенi в таблицi 2.2, пiдтверджують, що схема

пiдвищеної точностi є ефективнiшою, нiж класична схема апроксимацiї.

2.6 Моделювання стiйкостi диференцiально-рiзницевих рiвнянь

2.6.1 Алгоритм дослiдження стiйкостi лiнiйних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь iз запiзненням

Однiєю iз найважливiших задач теорiї диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь є задача про стiйкiсть їх розв’язкiв. Основнi результати, що вiдносяться

до теорiї стiйкостi розв’язкiв диференцiально-рiзницевих та диференцiально-

функцiональних рiвнянь наведенi в роботах [6, 7, 10, 13, 29, 35], [73]–[76].

Найбiльше важливих результатiв в теорiї стiйкостi одержано для лiнiй-

них систем iз запiзненням та нейтрального типу [6, 10], [77]–[82].

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням

dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi), (2.100)

де A, Bi, i = 1, k, – сталi n× n матрицi, 0 < τ1 < ... < τk.

Теорiя стiйкостi для систем (2.100) на даний час є достатньо добре до-

слiдженою.

Теорема 2.4. [6, 7, 10] Для того, щоб нульовий розв’язок системи (2.100)

був експоненцiально стiйкий, необхiдно i досить, щоб усi коренi його хара-

ктеристичного квазiполiнома

Φ(λ) = det

(
λE − A−

k∑
i=1

Bie
−λτi

)
= 0 (2.101)
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лежали у лiвiй пiвплощинi

Reλ < 0. (2.102)

У випадку лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь нейтрального

типу
dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi) +
k∑
i=1

Ci
dx(t− τi)

dt
, (2.103)

умова (2.102) на коренi характеристичного квазiполiнома

Ψ(λ) = det

(
λE − A−

k∑
i=1

Bie
−λτi − λ

k∑
i=1

Cie
−λτi

)
= 0 (2.104)

не забезпечує експоненцiальну стiйкiсть його нульового розв’язку, оскiльки є

можливiсть появи ланцюжка нулiв рiвняння (2.104), якi необмежено набли-

жаються до уявної осi. Проте, якщо замiсть умови (2.102) виконується така

умова

Reλ ≤ −α < 0, α > 0,

то нульовий розв’язок системи лiнiйних рiвнянь нейтрального типу (2.103)

вже буде експоненцiально стiйким [77, 82].

Таким чином, розмiщення нулiв квазiполiномiв визначає стiйкiсть розв’яз-

кiв лiнiйних стацiонарних диференцiально-рiзницевих рiвнянь. Перевiрка на

практицi розмiщення коренiв квазiполiномiв можлива тiльки для найпростi-

ших випадкiв.

Будемо дослiджувати розмiщення коренiв квазiполiномiв за рахунок їх

наближення коренями характеристичних рiвнянь вiдповiдних апроксимую-

чих систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Для системи iз запiзненням (2.100) вiдповiдна апроксимуюча система

звичайних рiвнянь згiдно (2.69) має вигляд

dz0

dt
= Az0(t) +

k∑
i=1

Bizli(t), li =
[τim
τ

]
,

dzi
dt

= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =
m

τ
.

(2.105)
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Характеристичний многочлен системи (2.105) має вигляд

Ψm(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λE − A 0 ... −B1 ... −Bk

−µE (µ+ λ)E ... 0 ... 0

0 −µE ... 0 ... 0

... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 ... (µ+ λ)E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.106)

Елементи визначника (2.106) – матрицi розмiрностi n × n, а в першому

рядку ненульовi блоки знаходяться на позицiях li, i = 0, k.

Згiдно спiввiдношень (2.70), (2.71) маємо

Ψm(λ) = det

(
λE − A−

k∑
i=1

Bi

(
µ

µ+ λ

)li)
(µ+ λ)mn (2.107)

i для фiксованих λ ∈ Z послiдовнiсть функцiй

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
, m ∈ N (2.108)

збiгається при m→∞ до квазiполiнома (2.101). Отже, функцiя Hm(λ) апро-

ксимує при достатньо великих m квазiполiном (2.101). Оскiльки, згiдно рiв-

ностi (2.108) нулi функцiї Ψm(λ) та Hm(λ) збiгаються, то нулi характеристи-

чного рiвняння (2.107) можна брати за наближення неасимптотичних нулiв

квазiполiнома (2.101).

2.6.2 Оцiнка впливу запiзнення на стiйкiсть розв’язкiв лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь

При дослiдженнi стiйкостi лiнiйних стацiонарних систем iз запiзненням

важлива iнформацiя про розмiщення нулiв вiдповiдних квазiполiномiв. Оскiль-

ки обчислення нулiв квазiполiномiв є складною практичною задачею, тому

важливо мати деякi достатнi умови, простi для перевiрки про знаходження

коренiв квазiполiномiв.

Простим i практичним для застосувань є методD-розбиття, коли простiр

коефiцiєнтiв квазiполiномiв розбивається на областi гiперплощинами, точкам

яких вiдповiдають квазiполiноми, що мають хоча б один корiнь на уявнiй осi.

Таке розбиття називається D-розбиттям [12, 55, 64].
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Таким чином, кожнiй областi D-розбиття вiдповiдають квазiполiноми,

що мають однакову кiлькiсть нулiв з додатною дiйсною частиною. Якщо та-

ких областей скiнченна кiлькiсть, то знайшовши область, якiй вiдповiдають

квазiполiноми, що не мають нулiв з достатною дiйсною частиною, тобто ма-

ють всi вiд’ємнi дiйснi частини, знаходимо коефiцiєнтну область асимптоти-

чної стiйкостi розв’язкiв.

Розглянемо застосування методуD-розбиття для побудови та аналiзу ко-

ефiцiєнтних областей стiйкостi на прикладi найпростiшого диференцiального

рiвняння iз запiзненням

x′(t) + ax(t) + bx(t− τ) = 0, a, b ∈ R, τ > 0, (2.109)

квазiполiном якого має вигляд

Φ(λ) = λ+ a+ be−λτ = 0. (2.110)

Розiб’ємо простiр коефiцiєнтiв рiвняння (2.109) лiнiями, яким вiдповiд-

ають квазiполiноми, що мають хоча б один корiнь на уявнiй осi.

При λ = 0 маємо одну iз лiнiй D-розбиття

a+ b = 0. (2.111)

Якщо квазiполiном (2.110) має чисто уявний корiнь λ = iω, i =
√
−1, ω ∈ R,

тодi

iω + a+ be−iωτ = 0.

Видiляючи дiйсну та уявну частину, одержимо рiвняння iншої границi D-

розбиття в параметричнiй формi:

a = −ω cosωτ

sinωτ
, b =

ω

sinωτ
, 0 < ω <

π

τ
. (2.112)

Лiнiї (2.111), (2.112) в областi коефiцiєнтiв (a, b) утворюють D-розбиття, яке

зображене на рис. 2.1.

При a > 0 i b = 0 квазiполiном (2.110) не має коренiв з додатнiми дiйсни-

ми частинами, отже, область I є областю асимптотичної стiйкостi рiвняння

(2.109).
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Рис. 2.1 Областi D-розбиття для рiвняння (2.109)

Аналiзуючи рис. 2.1 маємо, що область II, де a+ b < 0 є областю нестiй-

костi при довiльному запiзненнi τ . Якщо a + b > 0 та a > |b| маємо область

асимптотичної стiйкостi при будь-якому запiзненнi τ > 0.

При a + b > 0 та b > |a| можемо попадати як в область асимптотичної

нестiйкостi III так i в область асимптотичної стiйкостi I в залежностi вiд

значення запiзнення τ .

Якщо a та b фiксованi коефiцiєнти рiвняння (2.109), то iз спiввiдношень

(2.112) знаходимо параметри ω i τ , при яких границя D-розбиття (2.112)

проходить через точку (a, b):

ω = b sin
(

cos−1
(
−a
b

))
,

τ =
cos−1

(
−a
b

)
b sin

(
cos−1

(
−a
b

)) . (2.113)

Спiввiдношення (2.113) – це точне значення верхньої межi запiзнення τ

для рiвняння (2.109), при якому ще зберiгається асимптотична стiйкiсть.

Як приклад розглянемо лiнiйне диференцiальне рiвняння iз запiзненням

x′(t) + 3x(t) + 3.1x(t− τ) = 0. (2.114)
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Верхня межа запiзнення, для якої нульовий розв’язок рiвняння (2.114)

є асимптотично стiйкий, згiдно оцiнок одержаних в [62], задається спiввiд-

ношенням τ ≤ 0.3226. Обчислюючи значення верхньої межi запiзнення τ за

формулою (2.113) дiстаємо, що стiйкiсть зберiгається при τ < 3.6963.

В iнженернiй практицi системи iз запiзненням часто замiняють система-

ми без запiзнення на тiй пiдставi, що воно мале.

Розглянемо математичне обгрунтування можливостi замiни диференцi-

ально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням на звичайнi диференцiальнi рiвнян-

ня, а також вивчимо способи знаходження верхнiх меж запiзнення, для яких

режим стiйкостi систем iз запiзненням є аналогiчний режиму стiйкостi вiд-

повiдних систем без запiзнення.

Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням (2.100) i вiдповiдну їй систему

без запiзнення [29, 60, 61, 62, 83]

dx(t)

dt
=

(
A+

k∑
i=1

Bi

)
x(t). (2.115)

Теорема 2.5. [61, 83] Якщо нульовий розв’язок (2.115) асимптотично стiй-

кий, тодi iснує стала ∆ > 0 така, що при умовi 0 ≤ τ ≤ ∆ нульовий

розв’язок системи iз запiзненням (2.100) також асимптотично стiйкий.

Першi оцiнки величини ∆ були встановленi в роботi [83] для системи

лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь вигляду

dxi(t)

dt
=

n∑
j=1

(aijxj(t) + bijxj(t− τij)) , i = 1, n, (2.116)

де τij ≥ 0, i, j = 1, n, τ = max
i,j

(τij).

Встановлено, що якщо нульовий розв’язок системи без запiзнення

dxi(t)

dt
=

n∑
j=1

(aij + bij)xj(t), i = 1, n, (2.117)

асимптотично стiйкий, то iснує додатне число

∆ = ∆ (aij, bij) =
∆1 · · ·∆n

2A2n2L
(

1 + 4L
∆2···∆n

) > 0 (2.118)

79



таке, що нульовий розв’язок системи (2.116) є також асимптотично стiйким,

якщо

0 ≤ τ < ∆ (aij, bij) ,

де L = ∆2 · · ·∆n + n2
n−1∑
k=1

 n∏
s=1
s6=k

∆s

 [(k − 1)!]2 (n!)2(k−1)(2A)k(k+1)M 2
k ,

Mk =

{
(n− 1) + (n− 1)(n− 2) + ...+ (n− 1)(n− 2)...(n− k), для непарних k,

1 + (n− 1)(n− 2) + ...+ (n− 1)(n− 2)...(n− k), для парних k;

∆1 = p1, ∆2 =

∣∣∣∣∣ p1 p3

p0 p2

∣∣∣∣∣ , ..., ∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p1 p3 ... p2n−1

p0 p2 ... p2n−2

... ... ... ...

0 0 ... pn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

p0 ≡ 1, pk = 0 при k > n; pi, i = 1, n, – коефiцiєнти характеристичного

многочлена

|(aij + bij)− λδij| = λn + p1λ
n−1 + ...+ pn = 0.

У випадку n = 2 для величини ∆ маємо рiвнiсть [83]

∆ =
1

7000

√
min

(
q2

An
,
qp2

An

)
· 1

A
, (2.119)

де p = − (a11 + b11 + a22 + b22), q = (a11 + b11) (a22 + b22)−(a21 + b21) (a12 + b12),

A = max
ij

(|aij|, |bij|) > 0.

Якщо ж n = 1, тобто маємо скалярне диференцiально-рiзницеве рiвня-

ння
dx(t)

dt
= ax(t) + bx(t− τ),

то маємо вiдповiдну оцiнку для ∆:

∆ =
1

10 max(|a|, |b|)
. (2.120)

Оцiнки верхньої межi запiзнення (2.118), (2.119) та (2.120), що забезпе-

чують стiйкiсть лiнiйних систем iз запiзненням, виявились дуже грубими.
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Подальше уточнення верхньої межi для оцiнки запiзнення здiйснено в

роботах [29, 62] для системи диференцiальних рiвнянь iз запiзненням вигляду

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (2.121)

де A,B – n× n сталi матрицi, запiзнення τ > 0.

Вiдповiдна (2.121) система без запiзнення

dx

dt
= (A+B)x(t). (2.122)

Якщо нульовий розв’язок системи (2.122) асимптотично стiйкий, тодi

iснує єдина додатно визначена матриця H, яка є розв’язком рiвняння Ляпу-

нова [62] (
AT , BT

)
H +H(A+B) = −C,

для довiльної симетричної додатно визначеної матрицi C.

Теорема 2.6. [29, 62] Якщо нульовий розв’язок системи (2.122) асимпто-

тично стiйкий, тодi при 0 ≤ τ ≤ ∆, де

∆ = λmin(C)
[
2 (‖A‖+ ‖B‖) ‖HB‖−1 (λmin(H)/λmax(H))1/2

]
. (2.123)

нульовий розв’язок системи (2.121) буде асимптотично стiйкий.

Зауваження 2.3. Для знаходження розв’язку рiвняння Ляпунова (2.122)

можна застосувати iтерацiйний метод матричної сигнум-функцiї. Обчи-

слення величини ∆ за формулою (2.123) є достатньо складною обчислю-

вальною задачею. Покращити значення ∆ можна за рахунок вдалого вибору

матрицi C.

Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi наведено схеми апроксимацiї лiнiйних систем диферен-

цiально-рiзницевих та диференцiально-функцiональних рiвнянь послiдовнi-

стю систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

У п. 2.1 вивчається точнiсть наближення векторного елемента запiзнення

для неперервної вхiдної функцiї.
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Схеми апроксимацiї лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз ба-

гатьма запiзненнями та нейтрального типу за Хейлом дослiдженi в пунктах

2.2 та 2.3.

Наближення лiнiйних диференцiально-функцiональних рiвнянь розгля-

нуто в пунктi 2.4.

Наближення неасимптотичних коренiв квазiполiномiв лiнiйних диферен-

цiально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючого та нейтрального типiв за допомо-

гою класичної схеми апроксимацiї та схеми пiдвищеної точностi розглянуто

в п. 2.5.

У п. 2.6 запропонованi алгоритми дослiдження стiйкостi лiнiйних дифе-

ренцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням та здiйснено оцiнку впливу за-

пiзнення на стiйкiсть лiнiйних систем iз запiзненням.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано в працях [30]–[32], [72,

84, 96, 100].
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РОЗДIЛ 3

АПРОКСИМАЦIЯ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

3.1 Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з ба-

гатьма запiзненнями

3.1.1 Постановка задачi

Диференцiальнi рiвняння iз запiзненням є узагальненням диференцiаль-

них рiвнянь, в яких невiдома функцiя та її похiднi залежать вiд передiсторiї.

Такий тип рiвнянь з’явився при моделюваннi рiзних задач в електронiцi, бiо-

логiї, теорiї керування, де процеси майже завжди супроводжуються затрим-

кою в часi.

В останнi роки зростає iнтерес до iнтегро-диференцiальних рiвнянь, якi є

комбiнацiєю диференцiальних та iнтегральних рiвнянь Фредгольма чи Воль-

терри. Вони вiдiграють важливу роль в прикладних задачах технiки, астоно-

мiї, бiологiї, тощо [5, 38, 74].

Iнтегро-диференцiальнi рiвняння iз запiзненням виникають при матема-

тичному моделюваннi поширення епiдемiй в задачах математичної бiологiї та

хiмiчної кiнетики [38, 86, 87].

Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням є до-

статньо складним об’єктом дослiдження. Вiдомо, що не iснyє унiверсальних

методiв побудови їх точних розв’язкiв. Тому основними теоретичними питан-

нями при дослiдженнi таких задач є обгрунтування конструктивних пiдходiв

доведення iснування їх розв’язкiв та розробка ефективних методiв побудови

наближених розв’язкiв. Важливою також є задача одержання оцiнок похибок

для наближених розв’язкiв.

На даний час для знаходження розв’язкiв крайових задач iз запiзненням

використовуються методи послiдовних наближень, проекцiйно-iтерацiйнi ме-

тоди, методи сплайн-функцiй [16], [46]–[48], [51]–[52], [87]–[89].

У даному роздiлi роботи буде запропоновано новий пiдхiд наближено-

го розв’язання крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запi-
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зненням, що базується на схемах апроксимацiї диференцiальних рiвнянь iз

запiзненням системами звичайних диференцiальних рiвнянь [90]–[92].

Розглянемо крайову задачу

y′′(x) = f (x, [y(x)], [y(x)]1) +

b∫
a

g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) ds, (3.1)

y(p)(x) = ϕ(p)(x), p = 0.1, x ∈ [a− τ, a], y(b) = γ, (3.2)

де
[y(x)] = (y(x), y(x− τ1), . . . , y(x− τn)) ,
[y(x)]1 = (y′(x), y′(x− τ1), . . . , y

′(x− τn)) ,
(3.3)

0 < τ1 < τ2 < ... < τn = τ , γ ∈ R, ϕ(x) ∈ C1[a− τ, a] – початкова функцiя.

Введемо множину точок, що визначається запiзненнями τi, i = 1, n

E =
{
xi ∈ [a, b] : xi = a+ τi, i = 1, n

}
.

Вiдзначимо, що в точках множини E розв’язок крайової задачi (3.1)–(3.2),

взагалi кажучи, має розривну другу похiдну.

Введемо позначення

P = sup

{
|f (x, [y(x)], [y(x)]1)|+

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) ds

∣∣∣∣∣∣ : |y(x)| < P1,

|y(x− τi)| < P1, |y′(x)| < P2, |y′(x− τi)| < P2, i = 1, n, x ∈ [a, b]

}
,

J = [a− τ, a], I = [a, b], I1 = [a, x1], I2 = [x1, x2], . . . , In = [xn−1, xn],

In+1 = [xn, b],

B =

{
y(x) : y(x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J) ∪ C1(I)

))
∩

(
n+1⋃
j=1

C2(Ij)

)
,

|y(x)| < P1, |y′(x)| < P2

}
, (3.4)

де P1, P2 – додатнi сталi.
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Розв’язком крайової задачi (3.1)–(3.2) будемо вважати функцiю y = y(x)

iз простору B, яка задовольняє рiвняння (3.1), за можливим винятком точок

множини E та крайовi умови (3.2).

3.1.2 Iснування та єдинiсть розв’язку

Введемо в просторi B норму

‖y‖B = max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|y(x)|, 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′(x)|,max

x∈I
|y′(x)|

)}
,

iз цiєю нормою даний простiр є банаховим простором.

Крайова задача (3.1)–(3.2) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [93, 94]

y(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ(x, s)ds+ l(x),

x ∈ J ∪ I, (3.5)

Ḡ(x, s) =

{
G(x, s), x, s ∈ I,
0, в iншому випадку,

l(x) =

 ϕ(x), x ∈ J,
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a), x ∈ I,

G(x, s) =


(s− a)(x− b)

b− a
, a ≤ s ≤ x ≤ b,

(x− a)(s− b)
b− a

, a ≤ x ≤ s ≤ b,
(3.6)

функцiя Грiна крайової задачi

y′′(x) = 0, x ∈ I, y(a) = y(b) = 0.

Визначимо оператор T в просторi B

(Ty)(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ(x, s)ds+l(s),

x ∈ J ∪ I. (3.7)

Звiдси

(Ty)′(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ′x(x, s)ds+
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+
γ − ϕ(a)

b− a
, x ∈ J ∪ I. (3.8)

Нехай функцiя f (x, [y(x)], [y(x)]1) неперервна в областi G[a, b]×Gn+1
1 ×

Gn+1
2 , а функцiя g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) – неперервна в областi Q = [a, b]×G, де

G1 = {u ∈ R : |u| < P1}, G2 = {v ∈ R : |v| ≤ P2}, P1, P2 – додатнi сталi, що

входять в означення простору B та задовольняють за змiнними [y(x)], [y(x)]1

умову Лiпшиця зi сталими Li та L1
i , i = 0, 2n+ 1 вiдповiдно.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.1. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ(x)|, (b− a)2

8
P + max (|ϕ(a)|, |γ|)

}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′(x)|, b− a

2
P +

∣∣∣∣γ − ϕ(a)

b− a

∣∣∣∣} ≤ P2,

3)
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)
< 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок крайової задачi (3.1)–(3.2) в просторi B.

Доведення. Покажемо, що оператор T має єдину нерухому точку в просто-

рi B. Будемо використовувати принцип стислих вiдображень у формi, що

наведений в [95].

Для функцiї Грiна (3.6) вiдомi оцiнки [95]

b∫
a

|G(x, s)|ds ≤ (b− a)2

8
,

b∫
a

|G′(x, s)|ds ≤ b− a
2

. (3.9)

Якщо виконуються умови 1)-2) теореми та оцiнки (3.9), тодi покажемо,

що оператор T вiдображає простiр B в себе.

Iз рiвностi (3.7) маємо

|(Ty)(x)| ≤ max

{∣∣∣∣∣
[ b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

]
×

×Ḡ(x, s)ds+ l(x)

∣∣∣∣∣
}
≤ max

|ϕ(x)|, P
b∫

a

G(x, s)ds+ |l(x)|

 ≤
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≤ max

{
max
x∈J
|ϕ(x)|, P (b− a)2

8
+ max{ϕ(a), |γ|}

}
≤ P1,

|(Ty)′(x)| ≤ max

{∣∣∣∣∣
[ b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

]
×

×Ḡ′x(x, s)ds+ l′(x)

∣∣∣∣∣
}
≤ max

|ϕ′(x)|, P
b∫

a

G′x(x, s)ds+ |l′(x)|

 ≤
≤ max

{
max
x∈J
|ϕ′(x)|, P b− a

2
+

∣∣∣∣γ − ϕ(a)

b− a

∣∣∣∣} ≤ P2.

Згiдно вибору множини E маємо

y(x) ∈

(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J) ∪ C1(I)

)
∩

(
k+1⋃
j=1

C2(Ij)

))
.

Отже, (Ty)(x) ∈ B.

Нехай тепер y1, y2 ∈ B. Враховуючи оцiнки (3.9) та властивостi функцiй

f та g, маємо

|(Ty1)(x)− (Ty2)(x)| =

=

∣∣∣∣∣
b∫

a−τ

[
f (s, [y1(s)], [y1(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y1(ξ)], [y1(ξ)]1)

]
Ḡ(x, s)ds+ l(x)−

−
b∫

a−τ

[
f (s, [y2(s)], [y12(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y2(ξ)], [y2(ξ)]1)

]
Ḡ(x, s)ds− l(x)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

b∫
a−τ

{
n∑
i=0

Li |y1(s− τi)− y2(s− τi)|+
2n+1∑
i=n+1

Li |y′1(s− τi)− y′2(s− τi)|+

+

b∫
a

[
n∑
i=0

L1
i |y1(ξ − τ1)− y2(ξ − τ1)|+

2n+1∑
i=n+1

L1
i |y′1(ξ − τi)− y′2(ξ − τi)|

]
dξ

}
×

×
∣∣Ḡ(x, s)

∣∣ ds ≤ b∫
a−τ

{
n∑
i=0

Li max
x∈J∪I

|y1 − y2|+

+
2n+1∑
i=n+1

Li max

{
max
x∈J
|y′1 − y′2| ,max

x∈I
|y′1 − y′2|

}
+ (b− a)

[
n∑
i=0

L1
i max
x∈J∪I

|y1 − y2|+

87



+
2n+1∑
i=n+1

L1
i max

{
max
x∈J
|y′1 − y′2| ,max

x∈I
|y′1 − y′2|

}]}
|G(x, s)|ds ≤

≤
b∫

a−τ

[
n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
max
x∈J∪I

|y1 − y2|+
2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)
×

×max

{
max
x∈J
|y′1 − y′2| ,max

x∈I
|y′1 − y′2|

}] ∣∣Ḡ(x, s)
∣∣ ds ≤

≤

[
n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
‖y1 − y2‖B

(b− a)2

8
+

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)
×

×‖y1 − y2‖B
b− a

2

]
(b− a)2

8
=

(b− a)2

8

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+

+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
‖y1 − y2‖B .

Аналогiчно одержуємо

|(Ty1)
′(x)− (Ty2)

′(x)| ≤ b− a
2

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+

+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
‖y1 − y2‖B .

Iз одержаних оцiнок дiстаємо

max
x∈J∪I

|(Ty1)(x)− (Ty2)(x)| ≤ (b− a)2

8

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+

+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
‖y1 − y2‖B , (3.10)

max

{
max
x∈J
|(Ty1)

′(x)− (Ty2)
′(x)| ,max

x∈I
|(Ty1)

′(x)− (Ty2)
′(x)|

}
≤

≤ b− a
2

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
×

×‖y1 − y2‖B . (3.11)
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Домножимо нерiвнiсть (3.10) на
8

(b− a)2
, a нерiвнiсть (3.11) – на

2

b− a
.

Одержимо

8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|(Ty1)(x)− (Ty2)(x)| ≤

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+

+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
‖y1 − y2‖B ,

2

b− a
max

{
max
x∈J
|(Ty1)

′(x)− (Ty2)
′(x)| ,max

x∈I
|(Ty1)

′(x)− (Ty2)
′(x)|

}
≤

≤

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
×

×‖y1 − y2‖B .

Враховуючи одержанi нерiвностi, маємо

max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|(Ty1)(x)− (Ty2)(x)| ,

2

b− a
max

[
max
x∈J
|(Ty1)

′(x)− (Ty2)
′(x)| ,max

x∈I
|(Ty1)

′(x)− (Ty2)
′(x)|

]}
≤

≤

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
×

×‖y1 − y2‖B .

Iз означення норми простору B дiстаємо

‖(Ty1)(x)− (Ty2)(x)‖B ≤

[
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+

+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)]
‖y1 − y2‖B . (3.12)

Нерiвнiсть (3.12) та умова теореми 3) забезпечують, що оператор T є

оператором стиску у просторi B, а значить вiн має єдину нерухому точку

[95]. Отже, крайова задача (3.1)–(3.2) має єдиний розв’язок y(x) ∈ B.

Теорема 3.1 доведена.
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3.2 Схеми апроксимацiї крайових задач для iнтегро-диферен-

цiальних рiвнянь iз багатьма запiзненнями

3.2.1 Апроксимацiя простiшої крайової задачi для iнтегро-ди-

ференцiального рiвняння iз запiзненням

Розглянемо частинний випадок крайової задачi (3.1)–(3.2) у виглядi

y′′ = f (x, y(x), y (x− τ1) , . . . , y (x− τn)) +

+

b∫
a

g (x, s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) ds, x ∈ [a, b], (3.13)

y(x) = ϕ(x), x ∈ [a− τ, a], y(b) = γ, (3.14)

де 0 < τ1 < τ2 < . . . < τn = τ , ϕ(x) ∈ C[a− τ, a], γ ∈ R.
Нехай f (x, u0, u1, . . . , un), g (x, s, u0, u1, . . . , un) неперервнi функцiї в обла-

стях: G1 = [a, b]×Gk, G2 = [a, b]× [a, b]×Gk, де G = {u ∈ R, |u| ≤ P1}, P1 –

додатня стала.

Вiдзначимо, що розв’язок крайової задачi (3.13)–(3.14) в точках xi =

a+ τi, i = 1, n, взагалi кажучи, має розривну другу похiдну.

Введемо позначення:

P = sup

{
(f (x, y(x), y (x− τ1) , . . . , y (x− τn)) +

+

b∫
a

g (x, s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) ds : |y(x)| ≤ P1, |y (x− τi)| ≤ P1,

i = 1, n, x, s ∈ [a, b]

}
,

J = [a− τ ], I = [a, b], I1 = [a, x1] , J2 = [x1, x2] , . . . , In+1 = [xn, b] . (3.15)

Розглянемо клас функцiй

B =

{
y(x) : y(x) ∈

(
C (J ∪ I) ∩ C1(I) ∩

(
n+1⋃
i=1

C2 (Ii)

))
, |y(x) < P1|

}
.

Розв’язком крайової задачi (3.13)–(3.14) будемо вважати функцiю y =

y(x) iз простору B, яка задовольняє рiвняння (3.13) (за можливим винятком

точок xi = a+ τi) та крайовi умови (3.14).
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Введемо в класi функцiї B норму

‖y‖B =
9

(b− a)2
max
t∈J∪I

|y(x)|. (3.16)

Простiр B з цiєю нормою є банаховим простором. Крайова задача (3.13)–

(3.14) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [93].

y(x) =

b∫
a−τ

[
f (s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) +

+

b∫
a

g (x, ξ, y(ξ), y (ξ − τ1) , . . . , y (ξ − τn)) ds
]
Ḡ(x, s)ds+ l(x), (3.17)

x ∈ J ∪ I,

де

Ḡ(x, s) =

{
G(x, s), xns ∈ I,
0, в iншому випадку,

l(x) =

 ϕ(x), x ∈ J,
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a),

G(x, s) =


(s− a)(x− b)

b− a
, a ≤ s ≤ x ≤ b,

(x− a)(s− b)
b− a

, a ≤ x ≤ s ≤ b,
− функцiя Грiна крайової задачi

y′′(x) = 0, x ∈ I, y(a) = y(b) = 0.

Визначимо оператор T у просторi B наступним чином

(Ty)(x) =

b∫
a−τ

[
f (s, y(s), y (s− τ1) , . . . , y (s− τn)) +

+

b∫
a

g (x, ξ, y(ξ), y (ξ − τ1) , . . . , y (ξ − τn)) ds
]
Ḡ(x, s)ds+ l(x), x ∈ J ∪ I.

Має мiсце теорема.

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови:

1. max

{
max
x∈J
|ϕ(x)|, (b− a)2

2
P + max{|ϕ(a)|, |ϕ|}

}
≤ P1;
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2. Функцiї f (x, u0, u1, . . . , un), g (x, u0, u1, . . . , un) задовольняють умову

Лiпшица в областi G за змiнними u0, u1, . . . , un зi сталими Li, Ri, i = 0, n

вiдповiдно;

3.
(b− a)2

8

n∑
i=0

(Li + (b− a)Ri) < 1.

Тодi iснує єдиний роз’язок крайової задачi (3.13)–(3.14) у просторi B.

Доведення теореми 3.2 нескладно провести аналогiчно до теореми 3.1.

Одним iз методiв дослiдження диференцiальних рiвнянь iз запiзненням є

апроксимацiя елемента запiзнення y(x−τ), що входить в рiвняння. Нехай y(x)

вхiдна функцiя елемента запiзнення, а v(x) – вихiдна функцiя, що зв’язанi

спiввiдношенням

v(x) = y(x− τ), a ≤ x ≤ b.

Поставимо елементу запiзнення у вiдповiднiсть аперiодичну ланку, що

описується рiвнянням [18, 19]

τz′(x) + z(x) = v(x).

Згiдно леми 2.1 маємо, що рiзниця мiж вихiдним станом елемента за-

пiзнення v(x) i значенням аперiодичної ланки z(x) буде малою при малому

τ . Для покращення точностi апроксимацiї розглядаємо послiдовнiсть iз m

елементiв запiзнення, що послiдовно мiж собою зв’язанi

v1(x) = y
(
x− τ

m

)
, v2(x) = y1

(
x− τ

m

)
= y

(
x− 2τ

m

)
, . . . ,

vm(x) = ym−1

(
x− τ

m

)
= y(x− τ).

Поставимо їм у вiдповiднiсть послiдовнiсть аперiодичних ланок, що описую-

ться системою звичайних диференцiальних рiвнянь
τ

m
z′1(x) + z1(x) = y(x),

τ

m
z′i(x) + zi(x) = zi−1(x), i = 2,m, x ∈ [a, b],

(3.18)

zi(a) = y

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, (3.19)
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де y(x) – вхiдна функцiя першого елемента запiзнення.

Зазначимо, що систему (3.18)-(3.19) дослiджено в роботах [19, 20]. У ви-

падку, коли функцiя y(x) задовольняє умову Лiпшиця або має обмежену ста-

лою M похiдну на [a− τ, b], маємо спiввiдношення

|zi(x)− vi(x)| ≤ 2Mτ√
m
, x ∈ [a, b], i = 1,m. (3.20)

Якщо y(x) ∈ C[a− τ, b], то в цьому випадку справджуються нерiвностi

|zi(x)− vi(x)| ≤ 2

(
Kτ√
m

+ ω
(
y,
τ

m

))
, x ∈ [a, b], i = 1,m, (3.21)

де стала K > 0 не залежить вiд m, а

ω
(
y,
τ

m

)
= max
|x′−x|< τ

m ,x
′,x′′∈[a−τ,b]

|y (x′)− y (x′′)|

модуль неперервностi y(x) на [a− τ, b].
Розглянемо тепер застосування схеми апроксимацiї диференцiальних рiв-

нянь iз запiзненням [17]–[20] до крайової задачi (3.13)-(3.14). Поставимо у

вiдповiднiсть крайовiй задачi (3.13)-(3.14) крайову задачу для системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь вигляду

z′′0(x) = f (x, z0(x), zl1(x), . . . zln(x)) +

+

b∫
a

g (x, s, z0(s), zli(s), . . . , zln(s)) ds, li =
[mτi
τ

]
, (3.22)

z′j(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , j = 1,m, m ∈ N, x ∈ [a, b],

zj(a) = ϕ

(
a− jτ

m

)
, j = 0,m, z0(b) = γ.

(3.23)

Будемо говорити, що крайова задача (3.22)-(3.23) апроксимує крайову

задачу (1)-(2), якщо справджуються спiввiдношення∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣→ 0 (3.24)

при m→∞, t ∈ I, j = 0,m.
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Введемо позначення

Nj(x) = max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣zj(ξ)− y(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ , x ∈ I, (3.25)

zj(x) = z
(1)
j (x) + z

(2)
j (x), j = 1,m, (3.26)

де z(1)
j (x) та z(2)

j (x) – розв’язки таких задач

τ

m
z

(1)
1 (x) + z

(1)
1 (x) = y(x),

τ

m
z

(1)
j (x) + z

(1)
j (x) = z

(1)
j−1, j = 2,m,

zj(a) = y

(
a− jτ

m

)
, j = 1,m,

(3.27)

τ

m
z

(2)
1 (x) + z

(2)
1 (x) = z0(x)− y(x),

τ

m
z

(2)
j (x) + z

(2)
j (x) = z

(2)
j−1, j = 2,m,

z
(2)
j (a) = 0, j = 1,m.

(3.28)

Оцiнимо рiзницi zj(x)− y
(
x− jτ

m

)
, враховуючи вигляд системи (3.27),

(3.28). Згiдно представлення (3.26) маємо∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣z(1)
j (x)− y

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+
∣∣∣z(2)
j (x)

∣∣∣ . (3.29)

На пiдставi нерiвностей (3.20) для першого доданку у правiй частинi

(3.29) дiстаємо ∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ 2

(
Kτ√
m

+ ω
(
y,
τ

m

))
. (3.30)

Для другого доданка в правiй частинi нерiвностi (3.29), аналогiчно як в [90],

нескладно одержати оцiнку∣∣∣z(2)
j (x)

∣∣∣ ≤ max
a≤ξ≤x

|z0(ξ)− y(ξ)| = N0(x). (3.31)

Iз оцiнок (3.30), (3.31) дiстаємо нерiвнiсть

Nj(x) ≤ β
( τ
m

)
+N0(x), j = 1,m, x ∈ I, (3.32)

де β
( τ
m

)
= 2

(
Kτ√
m

+ ω
(
y,
τ

m

))
.
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Знайдемо оцiнку рiзницi
∣∣y (x− τj)− zlj

∣∣ :∣∣y (x− τj)− zlj
∣∣ ≤ ∣∣∣∣y (x− τj)− y

(
x− τ lj

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣y(x− τ lj
m

)
− zlj(x)

∣∣∣∣ .
Оскiльки iндекс lj однозначно визначається нерiвнiстю

τ lj
m
≤ τj <

τljt

m
,

то
τ

m
> τj −

τ lj
m

> 0, тому
∣∣∣∣y (x− τj)− y

(
x− τ lj

m

)∣∣∣∣ ≤ ω
(
y,
τ

m

)
.

Отже, дiстаємо оцiнку∣∣y (x− τj)− zlj(x)

∣∣ ≤ Nlj(x) + ω
(
y,
τ

m

))
≤ N0(x) + β

( τ
m

)
+ ω

(
y,
τ

m

)
≤

≤ N0(x) + β1

( τ
m

)
, (3.33)

де β1

( τ
m

)
= β

( τ
m

)
+ ω

(
y,
τ

m

)
.

Крайова задача для функцiї z0(x) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню

z0(x) =

b∫
a

[
f (s, z0(s), zli(s), . . . , zln(s)) ds+

+

b∫
a

g (s, ξ, z0(ξ), zl1(ξ), . . . , zln(ξ)) dξ

]
G(x, s)ds+

γ − ϕ(a)

b− a
+ ϕ(a), (3.34)

x ∈ I.

Використовуючи властивостi функцiї f i g iз (3.17) та (3.34) при x ∈ I, дiста-
ємо

|y(x)− z0(x)| ≤
b∫

a

[
n∑
i=0

(Li + (b− a)Ri)N0(s)+

+(b− a)
n∑
i=1

(Li + (b− a)Ri) β1

( τ
m

)]
|G(x, s)|ds.

Враховуючи тепер оцiнку |G(x, s)| ≤ b− a
4

[95] та нерiвностi (3.23), одержує-

мо

|y(x)− z0(x)| ≤ b− a
4

 n∑
i=0

(Li + (b− a)Ri)

b∫
a

N0(s)ds+
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+
(b− a)3

4

n∑
i=1

(Li + (b− a)Ri) β1

( τ
m

)]
, x ∈ I. (3.35)

Остання нерiвнiсть справджується для будь якого x ∈ I, тому, врахову-
ючи позначеня (3.25), маємо

N0(b) ≤
b− a

4

 n∑
i=0

(Li + (b− a)Ri)

b∫
a

N0(s)ds+

+
(b− a)3

4

n∑
i=1

(Li + (b− a)Ri) β1

( τ
m

)]
.

Скориставшись тепер нерiвнiстю Гронуолла–Беллмана, дiстаємо

N0(b) ≤
(b− a)2

4

[
n∑
i=1

(Li + (b− a)Ri) e
(b−a)2

4

[
n∑
i=0

(Li+(b−a)Ri)

]
β1

( τ
m

)]
.

Нерiвностi (3.32) в цьому випадку набувають вигляду

N0(b) ≤ β
( τ
m

)
+

(b− a)3

4

[
n∑
i=1

(Li + (b− a)Ri) e
(b−a)2

4

[
n∑
i=0

(Li+(b−a)Ri)

]
β1

( τ
m

)]
=

= β2

( τ
m

)
, j = 1,m. (3.36)

Пiдсумуємо одержаний результат у виглядi теореми

Теорема 3.3. [91] Нехай функцiї f (x, u0, u1, . . . , un), g (x, t, u0, u1, . . . , un) за-

довольняють умови теореми 3.2. Тодi крайова задача (3.22)-(3.23) апрокси-

мує крайову задачу (3.13)-(3.14) i справджуються спiввiдношення

max
x∈I

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ β2

( τ
m

)
,

де lim
m→∞

β2

( τ
m

)
= 0.

3.2.2 Апроксимацiя загальної крайової задачi для iнтегро-ди-

ференцiального рiвняння iз запiзненням

Розглянемо застосування схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих

рiвнянь до наближення крайової задачi (3.1)-(3.2).
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Спочатку проаналiзуємо наближення елементiв iз запiзненням, що вхо-

дять в рiвняння (3.3).

Як i в попередньому пунктi, будемо розглядати m елементiв запiзнення,

що послiдовно мiж собою зв’язанi

v1(x) = y
(
x− τ

m

)
, v2(x) = y1

(
x− τ

m

)
= y

(
x− 2τ

m

)
, . . . ,

vm(x) = ym−1

(
x− τ

m

)
= y(x− τ),

та послiдовнiсть вiдповiдних їм аперiодичних ланок, що описуються системою

звичайних диференцiальних рiвнянь (3.18)-(3.19).

Якщо вхiдна функцiя y(x) першого елемента запiзнення в системi (3.18)

задовольняє умову y(x) ∈ C[a− τ, b], то справджуються нерiвностi (3.21)∣∣∣∣zi(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ 2

(
Kτ

m
+ ω

(
y,
τ

m

))
= α1

( τ
m

)
, (3.37)

де lim
m→∞

α1

( τ
m

)
= 0.

Розглянемо тепер випадок, коли y(x) належить простору кусково-непе-

рервних на [a− τ, b] функцiй. Продовжимо функцiю y(x) на iнтервал [−h +

a− τ, b+ h], h...., поклавши y(x) = 0, при x 6= [a− τ, b].
Введемо до розгляду функцiю

yh(x) =
1

2h

x+h∫
x−h

y(s)ds,

яка є неперервною на [a− τ, b].
Вiдомо [66], якщо y(x) ∈ Lp[a− τ, b], p ≥ 1, то

lim
h→∞

b∫
a−τ

|yh(x)− y(x)|p dx = 0. (3.38)

Позначимо

β(h) =

b∫
a−τ

|yh(x)− y(x)| dx. (3.39)
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Iз спiввiдношення (3.38) дiстаємо, що β(h) → 0 при h → 0. Представимо

функцiю y(x) у виглядi

y(x) = y1(x) + y2(x),

де y1(x) = yh(x), y2(x) = y(x)− yh(x).

Враховуючи лiнiйнiсть системи рiвнянь (3.18)-(3.19), її розв’язок буде

сумою функцiй, що є розв’язками таких систем
τ

m
z
′(1)
1 (x) + z

(1)
1 (x) = y1(x),

τ

m
z
′(1)
j (x) + z

(1)
j (x) = z

(1)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ [a, b],

z
(1)
j (a) = y

(
a− jτ

m

)
, j = 1,m,m ∈ N ;

(3.40)

τ

m
z
′(2)
1 (x) + z

(2)
1 (x) = y2(x),

τ

m
z
′(2)
j (x) + z

(2)
j (x) = z

(2)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ [a, b],

z
(2)
j (a) = 0, j = 1,m,m ∈ N.

(3.41)

Оцiнимо рiзницi zj(x)− y
(
x− jτ

m

)
. Маємо нерiвнiсть

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤
≤

b∫
a

(∣∣∣∣z(1)
j (x)− y(1)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣y(2)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+
∣∣∣z(2)
j (x)

∣∣∣) dx. (3.42)

Для рiзницi
∣∣∣∣z(1)
j (x)− y(1)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ можна застосувати рiвнiсть (3.37),

оскiльки функцiя yh(x) є неперервною на [a− τ, b]. Згiдно позначення (3.39)

маємо
b∫

a

∣∣∣∣y(2)

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ β(h). (3.43)

Оцiнимо третiй доданок в правiй частинi (3.42). Iз першого рiвняння

системи (3.41) знаходимо

z
(2)
1 (x) =

m

τ

x∫
a

e−
m
τ (x−s)y2(s)ds.
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Отже,
b∫

a

∣∣∣z(2)
1 (x)

∣∣∣ dx ≤ m

τ

b∫
a

b∫
s

e−
m
τ (x−s) |y2(s)| dxds =

=

b∫
a

(
1− e−

m
τ (τ−s)

)
|y2(s)| ds ≤ β(h). (3.44)

Аналогiчнi оцiнки справджуються i для z(2)
j (x), j = 2,m.

Пiдставляючи (3.43), (3.44) та (3.37) у спiввiдношення (3.42), одержуємо

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ (b− a)α1

( τ
m

)
+ 2β(h).

Покладаючи h =
τ

m
, маємо

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ (b− a)α1

( τ
m

)
+ 2β

( τ
m

)
= α2

( τ
m

)
. (3.45)

Має мiсце наступне твердження.

Лема 3.6. Нехай вхiдна функцiя y(x) в системi (3.18) кусково-неперервна

на [a− τ, b], тодi має мiсце нерiвнiсть

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ α2

( τ
m

)
,

де lim
m→∞

α2

( τ
m

)
= 0.

Поставимо у вiдповiднiсть крайовiй задачi (3.1)–(3.2) крайову задачу для

системи звичайних iнтегро-диференцiальних рiвнянь вигляду

z′′0(x) = f (x, [z(x)], [w(x)]) +

b∫
a

g (x, s, [z(s)], [w(s)]) ds, (3.46)

zj(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , j = 1,m,

zj(a) = ϕ

(
a− jτ

m

)
, j = 0,m, z0(b) = γ, (3.47)
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w0(x) =

b∫
a

f (s, [z(s)], [w(s)]) +

b∫
a

g (s, ξ, [z(ξ)], [w(ξ)]) dξ

G′x(x, s)ds+
+
γ − ϕ(a)

b− a
, (3.48)

w′j(x) =
m

τ
(wj−1(x)− wj(x)) , j = 1,m,

wj(a) = ϕ′
(
a− jτ

m

)
, j = 1,m, (3.49)

де

[z(x)] = (z0(x), zl1(x), . . . , zln(x)) ,

[w(x)] = (w0(x), wl1(x), . . . , wln(x)) ,

а iндекси lj однозначно визначаються нерiвностями

τ lj
m
≤ τj <

τ(lj + 1)

m
. (3.50)

Введемо позначення

Nj(x) = max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣zj(ξ)− y(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ ,
Wj(x) = max

a≤ξ≤x

∣∣∣∣wj(ξ)− y′(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ , j = 0,m, x ∈ I, (3.51)

де zj(x), wj(x) – розв’язки крайової задачi (3.46)–(3.49), а y(x) – розв’язок

крайової задачi (3.1)–(3.2).

Представимо zj(x) = z
(1)
j (x)+z

(2)
j (x), де z(1)

j (x) та z(2)
j (x) розв’язки таких

задач Кошi
τ

m
z
′(1)
1 (x) + z

(1)
1 (x) = y(x),

τ

m
z
′(1)
j (x) + z

(1)
j (x) = z

(1)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ I,

z
(1)
j (a) = y

(
a− jτ

m

)
, j = 1,m, (3.52)

τ

m
z
′(2)
1 (x) + z

(2)
1 (x) = z0(x)− y(x),

τ

m
z

(2)
j (x) + z

(2)
j (x) = z

(2)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ I,

z
(2)
j (a) = 0, j = 1,m. (3.53)
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Оцiнимо рiзницi
∣∣∣∣zj(x)− y

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣, j = 1,m, враховуючи структуру

систем (3.52)–(3.53)∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣z(1)
j (x)− y

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+
∣∣∣z(2)
j (x)

∣∣∣ . (3.54)

Оскiльки y(x) ∈ C[a− τ, b], тому згiдно нерiвностi (3.38), маємо∣∣∣∣z(1)
j (x)− y

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ α1

( τ
m

)
.

Для другого доданка в правiй частинi (3.54), аналогiчно як в роботi [47] не-

складно одержати нерiвнiсть∣∣∣z(2)
j (x)

∣∣∣ ≤ max
a≤ξ≤x

|z0(ξ)− y(ξ)| = N0(x). (3.55)

Iз нерiвностей (3.54), (3.55) дiстаємо оцiнку

Nj(x) ≤ α1

( τ
m

)
+N0(x), j = 1,m, x ∈ I. (3.56)

Розглянемо тепер представлення

wj(x) = w
(1)
j (x) + w

(2)
j (x), j = 1,m,

де w(1)
j (x), w(2)

j (x) – розв’язки задач Кошi
τ

m
w
′(1)
1 (x) + w

(1)
1 (x) = y′(x),

τ

m
w
′(1)
j (x) + w

(1)
j (x) = w

(1)
j−1(x), j = 2,m, x ∈ I,

wj(a) = y′
(
a− jτ

m

)
, j = 1,m, (3.57)

τ

m
w
′(2)
1 (x) + w

(2)
1 (x) = w0(x)− y′(x),

τ

m
w
′(2)
j (x) + w

(2)
j (x) = w

(2)
j−1(x), j = 2,m, x ∈ I,

w
(2)
j (a) = 0, j = 1,m. (3.58)

Оцiнимо рiзницi
x∫
a

∣∣∣∣wj(s)− y′(s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds, j = 1,m, враховуючи ви-

гляд систем (3.57), (3.58):
x∫
a

∣∣∣∣wj(s)− y′(s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds ≤
x∫
a

∣∣∣∣w(1)
j (s)− y′

(
s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds+

x∫
a

∣∣∣w(2)
j (s)

∣∣∣ ds,
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j = 1,m, x ∈ I. (3.59)

Функцiя y′(x) є кусково-неперервною на [a− τ, b], тому згiдно (3.45)
x∫
a

∣∣∣∣w(1)(s)− y′
(
s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds ≤ α2

( τ
m

)
, j = 1,m, x ∈ I.

Для оцiнки
∣∣∣w(2)

j (x)
∣∣∣, аналогiчно як в (3.55), маємо∣∣∣w(2)
j (x)

∣∣∣ ≤ max
a≤ξ≤x

|w0(ξ)− y′(ξ)| = W0(x).

Враховуючи одержанi нерiвностi, iз (3.59) дiстаємо
x∫
a

wj(s)ds ≤ α2

( τ
m

)
+

x∫
a

w0(s)ds, j = 1,m, x ∈ I. (3.60)

Для функцiї z0(x) запишемо еквiвалентне iнтегральне рiвняння

z0(x) =

b∫
a

f (s, [z(s)], [w(s)]) +

b∫
a

g (s, ξ, [z(ξ)], [w(ξ)]) dξ

G(x, s)ds+

+
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a), x ∈ I. (3.61)

Враховуючи позначення (3.51), оцiнки (3.45) та (3.60), одержимо допо-

мiжнi нерiвностi∣∣y(x− τj)− zlj(x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣y(x− τj)− y

(
x− ljτ

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣y(x− ljτ

m

)
− zlj(x)

∣∣∣∣ ≤
≤ Nlj(x) + ω

(
y,
τ

m

)
≤ α1

( τ
m

)
+N0(x) + ω

(
y,
τ

m

)
=

= β1

( τ
m

)
+N0(x), j = 1,m, x ∈ I. (3.62)

b∫
a

∣∣y′(s− τj)− wlj(s)∣∣ ds ≤ b∫
a

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+
+

b∫
a

∣∣∣∣y′(s− ljτ

m

)
− wlj(s)

∣∣∣∣ ds ≤
102



≤

a+
ljτ

m∫
a

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+

a+τj∫
a+

ljτ

m

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+

+

b∫
a+τj

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+ α2

( τ
m

)
+

b∫
a

W0(s)ds ≤

≤
(

max
x∈J
|ϕ′(x)|+ P2

)
2τ

m
+ (b− a)ω

(
y′,

τ

m

)
+ α2

( τ
m

)
+

b∫
a

W0(s)ds =

= β2

( τ
m

)
+

b∫
a

W0(s)ds, j = 1,m, x ∈ I, (3.63)

де

β1

( τ
m

)
= α1

( τ
m

)
+ ω

(
y,
τ

m

)
,

β2

( τ
m

)
=

(
max
x∈J
|ϕ′(x)|+ P2

)
2τ

m
+ (b− a)ω

(
y′,

τ

m

)
+ α2

( τ
m

)
,

ω
(
y,
τ

m

)
, ω
(
y′,

τ

m

)
– модулi неперервностi функцiй y(x) та y′(x) вiдповiдно

на J ∪ I та I.

Враховуючи властивостi функцiй f та g, оцiнки (3.62) та (3.63) та |G(x, s)| ≤
b− a

4
, x, s ∈ I, iз спiввiдношень (3.13) i (3.61) дiстанемо нерiвностi

|y(x)− z0(x)| ≤ (b− a)2

4
β1

( τ
m

) n∑
j=0

(
Lj + (b− a)L1

j

)
+
b− a

4
β2

( τ
m

)
×

×
2n+1∑
j=n+1

(
Lj + (b− a)L1

j

)
+
b− a

4

n∑
j=0

(
Lj + (b− a)L1

j

) b∫
a

N0(s)ds+

+
b− a

4

2n+1∑
j=n+1

(
Lj + (b− a)L1

j

) b∫
a

W0(s)ds. (3.64)

Позначимо max
0≤i≤2n+1

(Li, L
1
i ) = Q, тодi нерiвнiсть (3.64) перепишемо у ви-

глядi

|y(x)− z0(x)| ≤ b− a
4

Q(n+ 1)(1 + b− a)
[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
+
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+
b− a

4
Q(n+ 1)(1 + b− a)

b∫
a

[N0(s) +W0(s)]ds. (3.65)

Враховуючи тепер, що |G′x(x, s)| ≤ 1, t, s ∈ I, аналогiчно маємо

|y′(x)− w0(x)| ≤ Q(n+ 1)(1 + b− a)
[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
+

+Q(n+ 1)(1 + b− a)

b∫
a

[N0(s) +W0(s)]ds. (3.66)

Нерiвностi (3.65), (3.66) справедливi для всiх x ∈ I, тому дiстаємо оцiнку

N0(b) +W0(b) ≤ Q1

[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
+Q1

b∫
a

[N0(s) +W0(s)]ds,

(3.67)

де Q1 = Q(n+ 1)(1 + b− a)

(
1 +

b− a
4

)
.

Застосувавши, тепер нерiвнiсть Гронуола, дiстаємо

N0(b) +W0(b) ≤ Q1

[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
eQ1.

Сформулюємо одержаний результат у виглядi теореми.

Теорема 3.4. [92] Нехай функцiї f (x, [y(x)], [y(x)]1) та g (x, s, [y(s)], [y(s)]1)

задовольняють умови теореми 1. Тодi крайова задача (3.46)–(3.49) апрокси-

мує крайову задачу (3.1)–(3.2) i мають мiсце спiввiдношення

max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣zj(ξ)− y(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣+ max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣wj(ξ)− y′(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ Nγ
( τ
m

)
,

j = 0,m, x ∈ I.

3.3 Приклад

Розглянемо модельний приклад, який iлюструє наведену методику апро-

ксимацiї крайових задач iз запiзненням для iнтегро-диференцiальних рiвнянь

y′′(x) = y(x) +

π
2∫

0

y
(
s− π

2

)
ds, x ∈

[
0,
π

2

]
, (3.68)
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y(x) = sinx, x ∈
[
−π

2
, 0
]
, y
(π

2

)
= 4. (3.69)

Точний розв’язок крайової задачi знаходимо безпосередньо методом крокiв

yt(x) = (3− π) cosx+ (5− π) sinx+ π − 1.

В цьому прикладi L1 = L1
1 = 1, L2 = L1

2 = 1. Сталi P та P1, що входять

в означення простору B, зв’язанi рiвнiстю

P =
(π

2
+ 1
)
P1.

Якщо тепер виберемо P1 >
256

64− π2(π + 2)
, тодi справджуються умови теорем

3.2 та 3.3. Це означає, що розв’язок крайової задачi (3.68)–(3.69) iснує та

єдиний i його можна наближати апроксимуючою системою (3.22)–(3.23), яка

матиме вигляд

z′′0(x) = −z0(x) +

π
2∫

0

zm(s)ds,

z′j(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , m ∈ N, j = 1,m, x ∈

[
0,
π

2

]
,

(3.70)

zj(0) = sin

(
−jτ
m

)
+ 2, j = 0,m, z0

(π
2

)
= 4. (3.71)

Згiдно теореми 3.3 матимемо

|z0(x)− y(x)| → 0 при m→∞, x ∈
[
0,
π

2

]
.

Розв’язок крайової задачi (3.70)–(3.71) будемо шукати в два етапи.

1) Спочатку розглядаємо задачу Кошi для системи

z′j(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) ,

zj(0) = z0
j , j = 1,m,

(3.72)

де згiдно (3.69) маємо

zj(0) = sin

(
− jπ

2m

)
+ 2, j = 0,m.

Застосовуючи деяку рiзницеву схему для знаходження наближеного розв’яз-

ку задачi Кошi, послiдовно для j = 1,m знаходимо значення

z1
m, z

2
m, ..., z

m
m. (3.73)
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Використовуючи значення (3.73), за допомогою квадратурної формули

правих прямокутникiв обчислюємо наближене значення iнтеграла в правiй

частинi рiвняння (3.70)
π
2∫

0

zm(s)ds =
π

2m

m∑
j=1

zjm = A. (3.74)

2) Розглядаємо тепер крайову задачу

z′′0(x) = −z0(x) + A,

z0(0) = 2, z0

(
π
2

)
= 4,

(3.75)

розв’язок якої знаходимо аналiтично

z0(x) = (4− A) sinx+ (2− A) cosx+ A. (3.76)

У таблицi 3.1 наведено результати числових експериментiв апроксимацiї

розвитку крайової задачi (3.69)–(3.70), де yt(x) – точний розв’язок, z0(x) –

розв’язок апроксимуючої крайової задачi (3.71)–(3.72) при m = 20.

Таблиця 3.1

Результати числових експериметнiв для крайової задачi

(3.69)–(3.70)

x Точний розв’язок yt(x) Наближений розв’язок Похибка

0 2 2 0

π/10 2.581209 2.570863 0.010346

π/5 3.119386 3.103599 0.015787

2π/5 3.865288 3.854941 0.010347

π/2 4 4 0

Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi для крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiв-

нянь iз запiзненням:

- встановлено достатнi умови iснування розв’язку для крайових задач

для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма сталими запiзненнями;
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- побудовано та обґрунтовано схему апроксимацiї простiшої крайової за-

дачi (за вiдсутностi перших похiдних у правiй частинi рiвняння);

- встановлено оцiнку точностi апроксимацiї елемента запiзнення у випад-

ку кусково неперервних вхiдних функцiй;

- побудовано та обґрунтовано схему апроксимацiї загальної крайової за-

дачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням;

- одержанi теоретичнi результати проiлюстрованi на тестовому модель-

ному прикладi.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi у працях [85, 91, 92].
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РОЗДIЛ 4

МОДЕЛЮВАННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ

РIВНЯНЬ IЗ ЗАПIЗНЕННЯМ

4.1 Алгоритми дослiдження стiйкостi лiнiйних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь

Розглянемо застосування схем апроксимацiї лiнiйних диференцiально-

рiзницевих рiвнянь для знаходження неасимптотичних коренiв вiдповiдних

квазiполiномiв та розв’язання важливих для практичних застосувань таких

задач:

– аналiз стiйкостi лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з бага-

тьма запiзненнями;

– знаходження верхньої межi запiзнення лiнiйних систем iз запiзненням,

для якої зберiгається її стiйкiсть.

Дослiдження цих задач зводиться до перевiрки умов вiд’ємностi дiйсних

частин усiх нулiв вiдповiдних квазiполiномiв. Оскiльки безпосередня пере-

вiрка на практицi такої умови можлива тiльки в найпростiших випадках,

ми будемо вивчати експоненцiальну стiйкiсть (нестiйкiсть) лiнiйних систем

iз багатьма запiзненнями, аналiзуючи коренi характеристичних многочленiв

вiдповiдних апроксимуючих систем звичайних диференцiальних рiвнянь.

Розглянемо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз запiзненнями

dx(t)

dt
= Ax(t) +

k∑
i=1

Bix(t− τi), (4.1)

де A, Bi, i = 1, k – сталi n× n матрицi, 0 < τ1 < ... < τk = τ .

Поставимо системi (4.1) у вiдповiднiсть апроксимуючу систему звичай-

них диференцiальних рiвнянь, аналогiчну (2.24), у виглядi

dz0(t)

dt
= Az0(t) +

k∑
i=1

Bizli(t), li =
[τim
τ

]
,

dzj(t)

dt
= µ (zj−1(t)− zj(t)) , j = 1,m, µ =

m

τ
.

(4.2)
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Теорема 4.1. [23] Якщо нульовий розв’язок системи iз запiзненням (4.1)

експоненцiально стiйкий (нестiйкий), тодi iснує m0 > 0 таке, що при

m ≥ m0 нульовий розв’язок апроксимуючої системи (4.2) також експо-

ненцiально стiйкий (нестiйкий).

Якщо для всiхm ≥ m0 нульовий розв’язок системи (4.2) експоненцiаль-

но стiйкий (нестiйкий), тодi нульовий розв’язок системи iз запiзненням

(4.1) експоненцiально стiйкий (нестiйкий).

Зауваження 4.1. Iз теореми 4.1 слiдує, що iснує число m0 таке, що при

m ≥ m0 апроксимуюча стiйкiсть (нестiйкiсть) нульового розв’язку систе-

ми iз запiзненням (4.1) еквiвалентна асимптотичнiй стiйкостi (нестiйко-

стi) нульового розв’язку апроксимуючої системи лiнiйних диференцiальних

рiвнянь (4.2).

Розглянемо рiвнiсть

Φ(λ) = Hm(λ) +Rm(λ), (4.3)

де Rm(λ) = Φ(λ)−Hm(λ), Φ(λ) – квазiполiном системи (4.1),Hm(λ) – функцiя

визначена спiввiдношенням (2.108), яка при m→∞ збiгається до квазiполi-

нома Φ(λ).

Число m0 потрiбно вибирати так, щоб при m ≥ m0 виконувалась нерiв-

нiсть

min
λ
|Φ(λ)| > max

λ
|Rm(λ)|. (4.4)

Вiдзначимо, що точне знаходження екстремальних виразiв у спiввiдношеннi

(4.4) часто є складною задачею. Тому достатньо обмежитись знаходженням

нижньої та верхньої оцiнок для Φ(λ) та Rm(λ).

Теорему 4.1 можна застосувати для дослiдження стiйкостi розв’язкiв лi-

нiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз запiзненням. Схему такого до-

слiдження сформулюємо у виглядi алгоритму [96]–[98].

1. Для лiнiйного диференцiального рiвняння будуємо апроксимуючу си-

стему лiнiйних диференцiальних рiвнянь.
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2. Знаходимо характеристичний многочлен апроксимуючої системи зви-

чайних диференцiальних рiвнянь.

3. Приводимо знайдений многочлен до вигляду, зручного для знаходже-

ння його коренiв на ЕОМ.

4. Застосовуємо спецiалiзоване програмне забезпечення i знаходимо ко-

ренi характеристичного многочлена апроксимуючої системи при достатньо

великих m.

5. Аналiзуючи розмiщення коренiв характеристичного многочлена ви-

значаємо стiйка чи нестiйка апроксимуюча система звичайних диференцi-

альних рiвнянь.

6. Застосовуємо теорему 4.1 i робимо висновок про стiйкiсть чи нестiй-

кiсть вихiдного диференцiально-рiзницевого рiвняння.

Приклад 4.1. [96]–[98] Розглянемо лiнiйну систему iз запiзненням
dx

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (4.5)

де A, B – 2× 2 сталi матрицi, τ > 0.

Скористаємось класичною схемою апроксимацiї коренiв квазiполiнома

для системи (4.5)
dz0(t)

dt
= Az0(t) +Bzm(t),

dzi(t)

dt
= µ (zi−1(t)− zi(t)) , i = 1,m, µ =

m

τ
.

(4.6)

Якщо A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12

b21 b22

)
, тодi характеристичне рiвня-

ння системи (4.6) матиме вигляд

Ψm(δ) =
(m
τ

)2

s2m+2 + s2m+1

(
−a11

m

τ
− a22

m

τ
− 2

(m
τ

)2
)

+

+s2m
(
a11a12 + a11

m

τ
+ a22

m

τ
− a21a22

)
+ sm+1

(
−b22

m

τ
− b11

m

τ

)
+

+sm
(
a11b22 + b21

m

τ
+ b11a22 + b11

m

τ
− a21b12 − a12b21

)
+ b11b22 − b12b21. (4.7)

Коренi многочлена (4.7) можна знаходити, використовуючи стандартнi про-

цедури обчислення коренiв многочлена, якi наявнi в ППП Matlab, Mathemati-

ca, Maple, бiблiотецi NumPy.
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У нашiй роботi використовується функцiя roots iз бiблiотеки NumPy, яка

знаходить коренi многочлена за його коефiцiєнтами.

У випадку, коли

A =

(
−0.9 −6.5

4.8 −0.9

)
, B =

(
−1.39 −0.65

0.48 −1.39

)
знаходимо коренi характеристичного рiвняння для рiзних значень τ та зна-

ходимо, що нульовий розв’язок системи (4.5) є експоненцiально стiйким при

τ ∈ (0, τ1) ∪ (τ2, τ3).

Значення величин τ1, τ2, τ3 для рiзних m наведенi в таблицi 4.1

Таблиця 4.1

Областi стiйкостi рiвняння (4.5)

Розмiрнiсть апроксимуючої системи m Умови стiйкостi

m = 100 τ ∈ (0; 0.2740) ∪ (0.8035; 1.3580)

m = 400 τ ∈ (0; 0.2720) ∪ (0.8310; 1.2299)

m = 500 τ ∈ (0; 0.2718) ∪ (0.8330; 1.2299)

Для наглядностi нижче наведено графiк залежностi вiд τ значення най-

бiльшої дiйсної частини серед коренiв апроксимуючого многочлена.

Рис. 4.1 Графiк залежностi вiд τ значення найбiльшої дiйсної частини

коренiв характеристичного рiвняння (4.5)
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Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь iз запiзненнями

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ), (4.8)

де запiзнення τ > 0, сталi n×n матрицi A, B такi, що система без запiзнення

dx(t)

dt
= (A+B)x(t) (4.9)

є асимптотично стiйкою.

Згiдно теореми 2.6 iснує стала ∆ > 0 така, що при 0 < τ < ∆ нульовий

розв’язок системи (4.8) також є асимптотично стiйким.

Розглянемо алгоритм застосування схеми апроксимацiї диференцiально-

рiзницевих рiвнянь системою звичайних диференцiальних рiвнянь для знахо-

дження верхньої межi запiзнення у системi (4.8), для якої зберiгається стiй-

кiсть [20, 32, 84, 85], [98]–[101].

1. Системi iз запiзненням (4.8) поставимо у вiдповiднiсть апроксимую-

чу систему (2.105), характеристичний многочлен якої має вигляд (2.107) (у

випадку систем другого порядку характеристичний многочлен має вигляд

(4.7), а у випадку скалярного рiвняння (2.72) характеристичний многочлен

зводиться до рiвняння (2.76)).

2. Задаємо деяке ∆ = ∆0 (наприклад, ∆0 = 1) та уточнюючий крок

h0 = ∆.

3. Наближаємо квазiполiном (2.101) системи iз запiзненням характери-

стичним рiвнянням апроксимуючої системи (2.107) i знаходимо наближений

корiнь квазiполiнома з найбiльшою дiйсною частиною α при τ = ∆0.

4. Якщо α < 0, то для заданого ∆0 нульовий розв’язок системи iз запi-

зненням є асимптотично стiйким. Покладаємо ∆0 = ∆0 + h0 та переходимо

на п.3.

5. Якщо α > 0, то для даної верхньої межi ∆0 нульовий розв’язок систе-

ми iз запiзненням не є асимптотично стiйким. Тодi покладаємо ∆0 = ∆0−hi,
де hi =

hi−1

2
, i = 1, 2, ..., та переходимо на п.3 до того часу, поки hi > ε, де ε

– задана точнiсть.
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6. Якщо hi < ε, де ε – задана точнiсть, то верхня межа запiзнення ∆0, для

якої зберiгається асимптотична стiйкiсть системи iз запiзненням, знайдено iз

заданою точнiстю.

Приклад 4.2. Знайти максимальне значення запiзнення τ , при якому

нульовий розв’язок диференцiально-рiзницевого рiвняння iз запiзненням

dx(t)

dt
= 0.25x(t)− 0.5x(t− τ) (4.10)

буде експоненцiально стiйким.

При τ = 0 дiстаємо лiнiйне диференцiальне рiвняння

dx(t)

dt
= −0.25x(t),

яке очевидно експоненцiально стiйке.

Згiдно оцiнки (2.120) дiстаємо

∆∗1 =
1

10 max(0.25, 0.5)
= 0.2.

Оцiнка (2.123) у випадку, коли A,B ∈ R, має вид

∆ = (2 (|A|+ |B|) |HB|)−1 ,

де H = −(2(A+B))−1. Тодi отримуємо

∆2 =
8

9
.

Використовуючи для рiвняння (4.10) класичну схему апроксимацiї (2.74)

та схему пiдвищеної точностi (2.77), будемо апроксимувати квазiнолiном (2.73)

для рiвняння (4.10) характеристичними многочленами вiдповiдних апрокси-

муючих систем (2.76) та (2.83).

Точне значення величини ∆, при якiй зберiгається експоненцiальна стiй-

кiсть, згiдно (2.113) дорiвнює

∆∗ = 2.4184.

В таблицi 4.2 наведено наближенi значення величини ∆, обчисленi згiдно

запропонованого вище алгоритму при рiзних значеннях m з використанням

класичної схеми апроксимацiї та схеми пiдвищеної точностi
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Таблиця 4.2

Наближенi значення величини запiзнення рiвнняня (4.10), для

якого зберiгається стiйкiсть розв’язкiв

m ∆кл.сх. ∆п.т.

10 2.5264 2.4142

20 2.4713 2.4173

50 2.4393 2.4182

70 2.4332 2.4183

Наведений приклад показує, що застосування схем апроксимацiї дифе-

ренцiально-рiзнецевих рiвнянь дозволяє бiльш точно знайти верхню межу

запiзнення, для якої зберiгається експоненцiальна стiйкiсть.

4.2 Опис використаних iнформацiйних технологiй

4.2.1 Середовище розробки

Для автоматизацiї моделювання стiйкостi систем iз запiзненням за до-

помогою наведених в роботi числових алгоритмiв розроблено прикладне про-

грамне забезпечення. Для його розробки використано мову програмування

Python та фреймворк Python Flask Framework.

Python – популярна мова програмування з вiдкритим кодом, яка за-

стосовується для написання автономних программ i сценарних додаткiв для

рiзних предметних областей. Вона є переносимим, потужним, а також вiд-

носно легким i ефективним у використаннi iнструментом. Зроблений вибiр

на користь Python з його бiблiотеками в силу того що Mathematica, Matlab,

Maple, Mathcad є платними продуктами i доволi дорогими, а Python можна

використовувати безкоштовно i вiн практично не поступається цим пакетам

прикладних програм [102, 103].

Python Flask Framework – це легкий мiкрофреймворк, заснований на

Werkzeug, Jinja2 [104]. Його називають мiкрофреймворком, оскiльки вiн пра-

гне зберегти свою основну функцiональнiсть невеликою, але зазвичай розши-

рюваною для охоплення низки малих i великих програм. Flask Framework за-
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лежить вiд двох зовнiшнiх бiблiотек: шаблону Jinja2, iнструментарiюWerkzeug

WSGI. Flask, як правило, краще пiдходить для використання через:

- наявного вбудованого сервера розробки та швидкий налагоджувач;

- iнтегровану пiдтримку модульного тестування;

- пiдтримку безпечних файлiв cookie;

- легку i модульну конструкцiю, що дозволяє створити гнучкий каркас

прикладної програми.

У рiзних пакетах прикладних програм розроблено ряд стандартних про-

цедур для обчислення коренiв многочленiв, якi вiдiграють важливу роль для

аналiзу стiйкостi систем iз запiзненням. Мова програмування Python має по-

тужний набiр бiблiотек для наукових цiлей. Зокрема в данiй роботi викори-

стовуються бiблiотеки NumPy та SciPy.

NumPy – це проект з вiдкритим кодом, що має на метi забезпечити

числовi обчислення за допомогою Python [102]. SciPy – вiдкрита бiблiотека

високоякiсних наукових iнструментiв для мови програмування Python, яка

мiстить модулi для оптимiзацiї, iнтегрування, обчислення спецiальних фун-

кцiй, обробки зображень, реалiзацiї генетичних алгоритмiв та iнших задач,

якi розв’язуються при iнженернiй розробцi.

З бiблiотеки NumPy ми використовуємо функцiя roots, яка обчислює ко-

ренi многочлена за заданими його коефiцiєнтами. Задаючи n + 1 вимiрний

вектор w, складений з коефiцiєнтiв многочлена ступеня n, можна знайти йо-

го коренi. Значення елементiв вектора w повиннi бути дiйсними числами. В

результатi застосування функцiї roots отримаємо вектор r, який складається

з n коренiв многочлена, що розглядається. При цьому задавати початкове

наближення для коренiв не потрiбно, алгоритм закладений у функцiї roots

працює без задавання початкових наближень, що є досить зручно.

Для стiйкостi нульового розв’язку рiвняння (4.1) необхiдно i досить, щоб

усi коренi його характеристичного рiвняння (4.2) лежали у пiвплощинi Reλ <

0.

Позначимо λτ = (Reλ1, Reλ2, . . . , Reλ2m+1), вектор дiйсних частин коре-

115



нiв характеристичного многочлена апроксимуючої системи (4.2), що знайденi

для фiксованого запiзнення τ . Введемо функцiю v(τ) = maxλτ , яка визначає

найбiльшу дiйсну частину знайдених коренiв. Тепер для стiйкостi нульового

розв’язку рiвняння (4.1) необхiдно i досить згiдно Теореми 4.1 є виконання

умови v(τ) < 0.

Зафiксуємо дiйсне число A > 0 та обчислимо значення функцiї v(τ) на

промiжку (0, A] з деяким кроком h. В результатi отримаємо набiр точок ви-

гляду (τ, v(τ)). Побудуємо графiк функцiї v(τ), де по осi абсцис покладемо

значення τ , а по осi ординат значення функцiї v(τ) в точцi τ , тобто значення

найбiльшої дiйсної частини серед обчислених коренiв многочлена, якi набли-

жають коренi квазiполiнома.

Аналiзуючи графiк функцiї v(τ) можна визначити для яких значень за-

пiзнення τ зберiгається стiйкiсть для заданого рiвняння iз запiзненням.

4.2.2 Структура прикладної програми

Розроблений додаток представляє собою набiр структурованих сторi-

нок для знаходження наближених коренiв квазiполiномiв диференцiально-

рiзницевих рiвнянь з одним або декiлькома запiзненнями та нейтрального

типу, використовуючи класичну схему апроксимацiї або схему апроксимацiї

пiдвищеної точностi.

Для керування додатком розроблено iнтерактивне меню, що забезпечує

можливiсть вибору задачi, яку користувач бажає розв’язати. Меню з’являє-

ться на сторiнцi при наведеннi на кнопку ”Меню” у верхньому лiвому кутi,

та зникає при наведеннi мишi на основну частину сторiнки або при виборi

одного з пунктiв меню.

Кожен пункт меню – це посилання, що забезпечує перехiд на вiдповiд-

ну сторiнку для розв’язку потрiбної задачi. Кожна сторiнка має однакову

структуру, проте вiдрiзняється алгоритмом розв’язку. На сторiнцi представ-

лено рiвняння, яке буде дослiджуватися та форма для введення необхiдних

параметрiв. Кожне з полiв для вводу параметрiв називається так, як i вiдпо-

вiднi параметри у рiвняннi для зручнiшого користування. Вхiдними даними
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служать сталi коефiцiєнти або сталi матрицi та значення запiзнень. Користу-

вач має зручний та зрозумiлий iнтерфейс, де окрiм коефiцiєнтiв та значень

запiзнень потрiбно ввести m – розмiрнiсть апроксимуючої системи.

Зважаючи на те, що додаток є веб-застосунком, також використанi на-

ступнi технологiї: HTML, CCS, JavaScript.

Головна сторiнка веб-додатку (рис. 4.2) мiстить список посилань на вiд-

повiднi сторiнки, на яких можна знайти неасимптотичнi коренi квазiполiнома

ДРР або дослiдити на стiйкiсть ДРР.

Рис. 4.2 Головна сторiнка прикладної програми

В залежностi вiд того яке рiвняння потрiбно дослiдити, користувач ви-

бирає вiдповiдне посилання. Якщо буде вибрано ”Знаходження неасимптоти-

чних коренiв квазiполiномiв ДРР iз одним запiзненням за схемою пiдвищеної

точностi”, то вiдкриється сторiнка зображена на рис. 4.3. На данiй сторiнцi

117



потрiбно ввести коефiцiєнти ДРР, запiзнення та розмiрнiсть апроксимуючої

системи. Результат з’явиться на тiй самiй сторiнцi.

Рис. 4.3 Знаходження неасимптотичних коренiв квазiполiнома для

рiвняння з одним запiзненням за схемою пiдвищеної точностi

Якщо вибрати пункт ”Дослiдження ДРР на стiйкiсть iз одним запiзне-

нням за класичною схемою”, то вiдкриється сторiнка зображена на рис. 4.4.

На данiй сторiнцi потрiбно ввести коефiцiєнти ДРР, праву границю вiдрiзка,

на якому дослiджується рiвняння, та розмiрнiсть апроксимуючої системи.

Результат з’явиться на тiй самiй сторiнцi.
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Рис. 4.4 Дослiдження на стiйкiсть рiвняння з одним запiзненням за

класичною схемою
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Висновки до роздiлу 4

У даному роздiлi здiйснюється аналiз та моделюванню на ЕОМ задачi

про стiйкiсть для рiзних класiв диференцiально-рiзницевих рiвнянь за допо-

могою схем апроксимацiї таких рiвнянь спецiальними системами звичайних

диференцiальних рiвнянь. За результатами дослiджень у 4 роздiлi роботи

можна зробити такi висновки.

1. Для лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь достатньо просто

одержати аналоги розроблених схем апроксимацiї системами звичайних ди-

ференцiальних рiвнянь.

2. За побудованими схемами апроксимацiї можна одержати вiдповiднi

многочлени (характеристичнi рiвняння), коренi яких апроксимують неасим-

птотичнi коренi вiдповiдних квазiполiномiв.

3. Розрахунковi формули, зручнi для застосування на ЕОМ одержано

для скалярних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з одним та кiлькома за-

пiзненнями, а також для систем диференцiально-рiзницевих рiвнянь другого

порядку.

4. Розроблено програмний веб-додаток, в якому реалiзованi описанi в да-

нiй дисертацiйнiй роботi алгоритми для дослiдження стiйкостi диференцiально-

рiзницевих рiвнянь.

5. Проведенi числовi експерименти для модельних тестових прикладiв

пiдтверджують переваги схеми пiдвищеної точностi перед класичною схемою

апроксимацiї.

Основнi результати цього роздiлу опублiковано в [90], [97]–[99], [101].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розробцi i обґрунтуванню схем апро-

ксимацiї початкових задач для систем лiнiйних диференцiально-рiзницевих

рiвнянь запiзнюючого й нейтрального типiв з багатьма запiзненнями послi-

довнiстю систем звичайних диференцiальних рiвнянь та їх застосуванню для

аналiзу стiйкостi лiнiйних систем iз запiзненням i наближення розв’язкiв кра-

йових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз запiзненням.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi результати:

1) встановлено точнiсть апроксимацiї векторного елемента запiзнення в

просторi кусково неперервних функцiй;

2) дослiджено схеми апроксимацiї початкових задач для систем лiнiй-

них диференцiально-рiзницевих рiвнянь запiзнюючого й нейтрального типiв

з багатьма запiзненнями послiдовнiстю систем звичайних диференцiальних

рiвнянь;

3) запропоновано алгоритми дослiдження на стiйкiсть систем лiнiйних

диференцiально-рiзницевих рiвнянь з багатьма запiзненнями та знаходження

верхньої межi запiзнення для якої зберiгається стiйкiсть системи iз запiзнен-

ням;

4) отримано достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку крайової

задачi для для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма сталими запi-

зненнями;

5) дослiджено схему апроксимацiї крайової задачi для для iнтегро-дифе-

ренцiальних рiвнянь iз запiзненням.

Побудованi та обгрунтованi схеми апроксимацiї початкових задач та кра-

йових задач для диференцiально-функцiональних рiвнянь можуть бути вико-

ристанi при вивченнi прикладних задач механiки, оптимального керування,

процесiв екологiї, iмунологiї, економiки та iнших областей, математичними

моделями яких є розглянутi в роботi диференцiально-функцiональнi рiвнян-

ня.
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ДОДАТОК Б

Моделювання стiйкостi лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiв-

нянь. Числовi експерименти

Розглянемо застосування розробленого додатку, що описаний в п. 4.2

для дослiдження стiйкостi лiнiйних диференцiально-рiзницевих рiвнянь на

модельних тестових прикладах.

Приклад Б1. Розглянемо лiнiйне диференцiально-рiзницеве рiвняння

iз двома запiзненнями

x′(t) = 2x(t) + x(t− 0.5) + x(t− 1).

Його характеристичний квазiполiном має вигляд

λ = 2 + e−0.5λ + e−λ.

Знайдений корiнь квазiполiнома з найбiльшою дiйсною частиною мето-

дом подiлу вiдрiзка навпiл λ = 2.393487 вважатимемо як його точне значен-

ня.

Скористаємось класичною схемою апроксимацiї (КС) коренiв квазiполi-

нома та схемою пiдвищеної точностi (ПТ). В таблицi Б1 наведено результати

числових експериментiв наближення кореня квазiполiнома з найбiльшою дiй-

сною частиною для рiзних значень m.

Таблиця Б1

Апроксимацiя коренiв квазiполiнома рiвняння з двома

запiзненнями

M λ точне λкс λпт

20 2.393487315 2.45210699 2.39450916

30 2.393487315 2.43221515 2.39395453

40 2.393487315 2.42240213 2.3937539

50 2.393487315 2.41655648 2.39365944

70 2.393487315 2.40991426 2.39357601

137



Iз таблицi Б1 видно, що точнiсть знаходження неасимптотичних коренiв

покращується iз збiльшенням розмiрностi m, при цьому схема пiдвищеної

точностi забезпечує точнiсть наближення при значно менших m.

Приклад Б2. Розглянемо ДРР нейтрального типу iз одним запiзненням

x′(t) = x(t)− 2(t− τ)− 0, 5x′(t− τ).

Його характеристичний квазiполiном має вигляд

λ = 2 + e−λτ + λe−λτ .

Скористаємось класичною схемою апроксимацiї (кс) коренiв квазiполiно-

ма та схемою апроксимацiї пiдвищеної точностi (пт) для дослiдження верхньої

межi запiзнення, для якої зберiгається стiйкiсть розв’язкiв вихiдного рiвнян-

ня для рiзних значень m розмiрностi апроксимуючої системи.

Таблиця Б2

Наближенi значення величини запiзнення рiвняння нейтрального

типу, для якого зберiгається стiйкiсть розв’язкiв

M ∆кс ∆пт

10 0.8565 0.7828

20 0.8224 0.7848

50 0.8008 0.7854

70 0.7965 0.7868

Для наглядностi побудуємо графiк залежностi вiд τ величини дiйсної ча-

стини кореня з найбiльшою дiйсною частиною серед коренiв апроксимуючого

многочлена при заданому τ .
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Рис. Б1 Графiк залежностi вiд τ найбiльшої дiйсної частини коренiв

характеристичного рiвняння

Приклад Б3. Розглянемо систему диференцiально-рiзницевих рiвнянь

iз запiзненням, яка розглядалася в п. 4.2

dx(t)

dt
= Ax(t) +Bx(t− τ),

A =

(
−0.9 −6.5

4.8 −0.9

)
, B =

(
−1.39 −0.65

0.48 −1.39

)
Скористаємось класичною схемою апроксимацiї для знаходження неа-

симптотичних коренiв квазiполiнома та аналiзу стiйкостi вихiдної системи iз

запiзненням при збiльшеннi розмiрностi апроксимуючої системи. У результатi

проведених числових експериментiв дiстаємо, що система буде асимптотично

стiйкою:

1) при m = 10, коли τ < 0.3156;

2) при m = 20, коли τ < 0.2865;

3) при m = 50, коли τ < 0.2768;

4) при m = 100, коли τ ∈ (0, τ1) ∪ (τ2, τ3), де τ1 = 0.2740, τ2 = 0.8035,

τ3 = 1.3580;

5) при m = 400, коли τ ∈ (0, τ1) ∪ (τ2, τ3), де τ1 = 0.2720, τ2 = 0.8310,

τ3 = 1.2299;
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6) при m = 500, коли τ ∈ (0, τ1) ∪ (τ2, τ3), де τ1 = 0.2718, τ2 = 0.8330,

τ3 = 1.2290;

Для наглядностi побудуємо графiк, на якому в залежностi вiд τ розста-

вимо значення дiйсної частини кореня, який є коренем з найбiльшою дiйсною

частиною серед коренiв апроксимуючого многочлена при заданому τ .

Рис. Б2 Графiк залежностi вiд τ найбiльшої дiйсної частини коренiв

характеристичного рiвнняня
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ДОДАТОК В

Моделювання крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiв-

нянь iз запiзненням

Для реалiзацiї розглянутого в 3 роздiлi роботи алгоритму апроксима-

цiї крайової задачi для iнтегро – диференцiальних рiвнянь iз запiзненням

була розроблено прикладна програма iз використанням мови програмуван-

ня JavaScript, бiблiотеки jQuery для зручного зчитування значень iз полiв

вводу, а також CSS-фреймворка Bootstrap для оформлення користувацького

iнтерфейсу.

Програмне забезпечення створене у виглядi вебзастосунку, у верхнiй ча-

стинi якого задаються параметри крайової задачi, а саме початок та кiнець

вiдрiзка, запiзнення, початкова функцiя, кiлькiсть точок розбиття вiдрiзка,

спосiб обчислення iнтеграла, а також точний розв’язок, якщо вiн вiдомий.

Якщо точний розв’язок невiдомий, користувач може прибрати галочку ”То-

чний розв’язок вiдомий”, i тодi вiдповiдне текстове поле приховається.

Важливо зазначити, що всi текстовi поля (окрiм кiлькостi точок розбит-

тя) можуть мiстити не лише числа, а й функцiї чи математичнi константи, якi

пiдтримуються мовою JavaScript. Наприклад, Math.PI (число пi), Math.sin(x),

Math.cos(x), Math.tan(x), Math.sqrt(x) (корiнь квадратний) тощо. Для обчи-

слення таких значень чи функцiй JavaScript використовує зручну функцiю

eval.

Рис. В1 Головна сторiнка прикладної програми
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Пiсля вводу потрiбних даних користувач повинен натиснути кнопку ”Об-

числити”, щоб програма знайшла наближений розв’язок, який з’явиться у ви-

глядi таблицi в нижнiй частинi вiкна. Якщо задано точний розв’язок, то вiн

теж буде обчислений у вiдповiдних точках, а також виведуться абсолютна та

вiдносна похибки. Нижче наведено результати числових експериментiв для

прикладу 3.4. Розглядається розмiрнiсть апроксимуючої системи при m = 20

та використання квадратурної формули лiвих прямокутникiв.

Таблиця В1

Результати числових експериментiв при m = 20 i використання

формули лiвих прямокутникiв для прикладу 3.4

142



Як видно iз результатiв обчислень, у цьому випадку абсолютна похиб-

ка наближення точного розв’язку крайової задачi (3.68)–(3.69) не перевищує

0.017, а вiдносна – 0,49%.

Таблиця В2

Результати числових експериментiв при m = 20 i використання

формули лiвих прямокутникiв для прикладу 3.4

Якщо ж використовувати формулу правих прямокутникiв, абсолютна

похибка наближення точного розв’язку крайової задачi (3.68)–(3.69) не пере-

вищує 0.017, а вiдносна – 0,51% при m = 20.
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При зменшеннi кiлькостi точок розбиття вiдрiзка, де знаходиться розв’я-

зок крайової задачi, точнiсть наближення зменшується.

Таблиця В3

Результати числових експериментiв при m = 10 i використання

формули правих прямокутникiв для прикладу 3.4

Отриману таблицю можна легко скопiювати для подальшого аналiзу,

наприклад, у текстовий редактор Microsoft Word чи табличний редактор Mi-

crosoft Excel.
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Код програми: 

 

Файл index.html 
<!DOCTYPE html> 
<html lang="en" dir="ltr"> 

  <head> 
    <meta charset="utf-8"> 
    <title>Крайова задача</title> 
    <script src="https://code.jquery.com/jquery-1.12.4.min.js" 

integrity="sha256-ZosEbRLbNQzLpnKIkEdrPv7lOy9C27hHQ+Xp8a4MxAQ=" 

crossorigin="anonymous"></script> 
    <link 

href="https://cdn.jsdelivr.net/npm/bootstrap@5.3.1/dist/css/bootst

rap.min.css" rel="stylesheet"> 
    <script 

src="https://cdn.jsdelivr.net/npm/bootstrap@5.3.1/dist/js/bootstra

p.bundle.min.js"></script> 
    <script src="index.js" charset="utf-8"></script> 
    <style media="screen"> 
      .form-group { 

        padding-top: 5px; 
        padding-bottom: 5px; 
      } 

    </style> 
  </head> 
  <body> 
    <div class="container mt-5"> 

    <div class="row"> 
      <div class="col-md-6"> 
        <div class="form-group"> 

          <label for="a">Початок відрізка (a)</label> 
          <input type="text" class="form-control" id="a" 

value="0"> 
        </div> 

        <div class="form-group"> 
          <label for="tau">Запізнення (&tau;)</label> 
          <input type="text" class="form-control" id="tau" 

value="Math.PI / 2"> 
        </div> 
        <div class="form-group"> 
          <label for="m">Кількість точок розбиття (m)</label> 

          <input type="number" class="form-control" id="m" 

value="20"> 
        </div> 
        <div class="form-group"> 

          <input type="checkbox" class="form-check-input" id="is-

precise-solution-given" checked="checked"> 
          <label class="form-check-label" for="is-precise-

solution-given">Точний розв'язок відомий</label> 
        </div> 
        <div class="form-group" id="precise-solution-container"> 
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          <input type="text" class="form-control" id="precise-

solution" value="(3-Math.PI)*Math.cos(x)+(5-

Math.PI)*Math.sin(x)+Math.PI-1"> 
        </div> 

        <div class="form-group"> 
          <button class="btn btn-primary" 

id="calculate">Обчислити</button> 
        </div> 

      </div> 
      <div class="col-md-6"> 
        <div class="form-group"> 

          <label for="b">Кінець відрізка (b)</label> 
          <input type="text" class="form-control" id="b" 

value="Math.PI / 2"> 
        </div> 

        <div class="form-group"> 
          <label for="initialFunction">Початкова функція</label> 
          <input type="text" class="form-control" 

id="initialFunction" value="Math.sin(x) + 2"> 
        </div> 
        <div class="form-group"> 
          <div>Спосіб обчислення інтеграла:</div> 

          <div class="form-check"> 
            <input class="form-check-input" type="radio" 

name="integral-algorithm" id="integral-algorithm1" value="left-

rectangle-rule" checked="checked"> 
            <label class="form-check-label" for="integral-

algorithm1"> 
              Формула лівих прямокутників 

            </label> 
          </div> 
          <div class="form-check"> 
            <input class="form-check-input" type="radio" 

name="integral-algorithm" id="integral-algorithm2" value="right-

rectangle-rule"> 
            <label class="form-check-label" for="integral-

algorithm2"> 
              Формула правих прямокутників 
            </label> 
          </div> 

        </div> 
      </div> 
    </div> 

  </div> 
  <div class="container mt-5"> 
      <table class="table table-striped table-hover" 

id="calc_result"> 

      <thead> 
        <tr> 
          <th>№</th> 

          <th>x</th> 
          <th>Наближений розв'язок</th> 
          <th>Точний розв'язок</th> 
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          <th>Абсолютна похибка</th> 

          <th>Відносна похибка</th> 
        </tr> 
      </thead> 

      <tbody> 
      </tbody> 
    </table> 
  </div> 

  </body> 
</html> 

 

Файл index.js 
 

$(document).ready(function(){ 

 

var isPreciseSolutionGiven = true; 
 

function preciseSolution(x) 
{ 
  return (3 - Math.PI) * Math.cos(x) + (5 - Math.PI) * Math.sin(x) 

+ Math.PI - 1; 

} 
 

function initialFunction(x) 

{ 
  return Math.sin(x) + 2; 
} 
 

function z0(j,tau,m) 
{ 
  return Math.sin(-j*tau/m) + 2; 

} 
 

function findApproximateSolution() 
{ 

  // кількість точок розбиття відрізка 
  var m = parseInt($('input#m').val()); 
  var a = eval($('input#a').val()); 
  var b = eval($('input#b').val()); 

  var h = (b-a) / m; 
  var tau = eval($('input#tau').val()); 
  z_current = []; 

  z_prev = []; 
  z_result_vector = []; 
 

  z_result_vector[0] = z0(m,tau,m); 

  for(i=1,x=a;i<=m;i++,x+=h) 
  { 
    for(j=0;j<=m;j++) 

    { 
      z_prev[j] = (i==1) ? z0(j,tau,m) : z_current[j]; 
    } 
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    for(j=i;j<=m;j++) 
    { 
      z_current[j] = z_prev[j] + h*m/tau*(z_prev[j-1] - 

z_prev[j]); 
    } 
    z_result_vector[i] = z_current[m]; 
  } 

 

  var integral = 0; 
 

  if($('input[name="integral-algorithm"]:checked').val() == 'left-

rectangle-rule') 
  { 
    // формула лівих прямокутників 

    for(j=0;j<=m-1;j++) 
    { 
      integral += h * z_result_vector[j]; 

    } 
  } 
  else if($('input[name="integral-algorithm"]:checked').val() == 

'right-rectangle-rule') 

  { 
    // формула правих прямокутників 
    for(j=1;j<=m;j++) 

    { 
      integral += h * z_result_vector[j]; 
    } 
  } 

 

  var c1 = 4 - integral; 
  var c2 = 2 - integral; 
 

  $("table#calc_result tbody").empty(); 
 

  // обчислення наближених значень у точках та вивід результатів 

  for(j=0,x=a;j<=m;j++,x+=h) 
  { 
    var precise = preciseSolution(x); 
    var z_approx = c1 * Math.sin(x) + c2 * Math.cos(x) + integral; 

    var absolute_error = Math.abs(precise - z_approx); 
    var relative_error = ((precise == 0) || (z_approx == 0)) ? 0 : 

(Math.abs(absolute_error / precise) * 100).toFixed(2); 

    var newTableRow = "<tr><td>" + j + "</td><td>" + x + 

"</td><td>" + z_approx + "</td>"; 
    if(isPreciseSolutionGiven) 
    { 

      newTableRow += "<td>" + precise + "</td><td>" + 

absolute_error + "</td><td>" + relative_error + "%</td>"; 
    } 

    newTableRow += "</tr>"; 
    $("table#calc_result tbody").append(newTableRow); 
  } 
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} 

 

// Кнопка "Обчислити" 
$('.btn#calculate').click(function() { 

  findApproximateSolution(); 
}); 
 

// Чи заданий точний розв'язок 

$('input#is-precise-solution-given').change(function() { 
  isPreciseSolutionGiven = $(this).is(':checked'); 
  $('input#precise-solution').toggle(isPreciseSolutionGiven); 

  findApproximateSolution(); 
}); 
 

findApproximateSolution(); 

 

}); 
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