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Роздiл 1. Тензорний аналiз

1.1. Перетворення координат

Сукупнiсть n незалежних змiнних xi, де i набуває зна-
чень вiд 1 до n, можна розглядати як систему координат
в n-вимiрному просторi Vn в тому сенсi, що кожна система
значень цих змiнних визначає точку в просторi Vn. Будемо
вважати координати дiйсними.

Нехай задано систему n незалежних дiйсних функцiй ϕi

змiнних x1, x2, ..., xn. Для того щоб цi функцiї були незале-
жними, необхiдно i досить, щоб якобiан, складений для цих
функцiй, не дорiвнював тотожно нулевi.

Отже, ∣∣∣∣∂ϕi∂xj

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ϕ1

∂x1
... ∂ϕn

∂x1

... ... ...
∂ϕ1

∂xn
... ∂ϕn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0. (1.1)

Якщо вважати,що

x′i = ϕ(x1, ..., xn), i = 1, ..., n (1.2)

то сукупнiсть змiнних x′i є iншою системою координат у про-
сторi; якщо в правi частини рiвностей (1.2) пiдставити коор-
динати xi будь-якої точки P , то цi рiвностi визначатимуть
координати x′i тiєї ж точки P в новiй системi координат. От-
же, рiвностi (1.2) визначають перетворення координат у про-
сторi Vn. Виходячи iз умов (1.1), змiннi xi можна виразити
через x′i

xi = ψi(x′1, ..., x′n), i = 1, ..., n. (1.3)



5

Оскiльки всi x є функцiями вiд x′, то

∂xk

∂xj
=

n∑
i=1

∂xk

∂x′i
∂x′i

∂xj
.

Але, оскiльки всi x незалежнi, то лiва частина дорiвнює нулю,
якщо k 6= j, i дорiвнює одиницi, якщо k = j. Запишемо це у
виглядi

n∑
i=1

∂xk

∂x′i
∂x′i

∂xj
= δkj , (1.4)

де δkj – символ Кронекера.
Аналогiчно до (1.4),

n∑
i=1

∂x′k

∂xi
∂xi

∂x′j
= δkj . (1.5)

Якщо в (1.4) фiксувати значення k, а iндексу j надавати зна-
чення вiд 1 до n, то одержимо n лiнiйних рiвнянь вiдносно
∂xk

∂x′i
.

В точцi P простору деякий напрямок визначається ди-
ференцiалами dxi; цей самий напрямок визначається в iншiй
системi координат x′i диференцiалами dx′i:

dx′i =
n∑
j=1

∂ϕi

∂xj
dxj =

n∑
j=1

∂x′i

∂xj
dxj. (1.6)

Надалi, якщо однаковий iндекс входить двiчi в деякий
член: один раз як верхнiй iндекс, а iнший – як нижнiй, то бу-
демо вважати, що це iндекс пiдсумовування. Тобто рiвнiсть
(1.6) можна записати ще так:

dx′i =
∂x′i

∂xj
dxj, (i, j = 1, ..., n). (1.7)
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Iндекс, по якому вiдбувається сумування, називатимемо фi-
ктивним або нiмим iндексом, оскiльки вибiр букви, що по-
значає даний iндекс, неiстотний. Проте буква, що позначає
нефiктивний iндекс, не може бути обраною у виглядi позна-
чення фiктивного iндексу. Зазначимо, що (1.7) визначає n
рiвностей.

Використовуючи введене позначення суми, рiвностi (1.4)
та (1.5) можна записати так:

∂xk

∂x′i
∂x′i

∂xj
= δkj ;

∂x′k

∂xi
∂xi

∂x′j
= δkj . (1.8)

1.2. Контраварiантнi вектори. Конгруенцiї
кривих

Нехай задано систему n функцiй λj вiд змiнних x i нехай
n функцiй λ′i визначаються рiвностями

λ′i = λj
∂x′i

∂xj
, (i, j = 1, ..., n) (1.9)

(ми припускаємо, що у функцiї λj, а також у функцiї ∂x′j

∂xj
=

∂ϕj(x1,...,xn)
∂xj

пiдставленi замiсть незалежних змiнних xi фун-
кцiї ψ(x′1, ..., x′n), що входять в (1.3)). Такий вигляд мають,
наприклад, рiвностi (1.7). Якщо рiвностi (1.9) помножити на
∂xk

∂x′i
i виконати пiдсумовування за iндексом i вiд 1 до n, то,

використовуючи (1.8), одержимо:

∂xk

∂x′i
λ′i = λj

∂x′i

∂xj
∂xk

∂x′i
= λjδkj .

Отже, матимемо

λk = λ′i
∂xk

∂x′i
. (1.10)
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Припустимо, що задано систему функцiй λ′′i в системi ко-
ординат x′′i. Дана система функцiй визначається рiвностями
вигляду (1.9)

λ′′i = λk
∂x′′i

∂xk
.

Тодi iз (1.10) одержимо

λ′′i = λ′l
∂xk

∂x′l
∂x′′i

∂xk
= λ′l

∂x′′i

∂x′l
.

Зазначимо, що ми замiнили в рiвностi (1.10) фiктивний iн-
декс i на l. Одержана рiвнiсть i рiвнiсть (1.10) аналогiчнi до
рiвностi (1.9); це дає змогу говорити, що спiввiдношення (1.9)
володiють груповою властивiстю.

Якщо двi системи функцiй λi i λ′i пов’язанi спiввiдноше-
ннями вигляду (1.9), то казатимемо, що λi є компонентами
контраварiантного вектора в системi xi, а λ′i – компонентами
того ж вектора в системi x′i. Iз цього означення випливає,
що будь-якi n функцiй вiд x можуть бути прийнятi в да-
нiй системi координат за компоненти деякого контраварiан-
тного вектора, координати якого в iншiй системi координат
визначаються рiвностями (1.9). Iз (1.7) бачимо, що першi ди-
ференцiали координат у будь-якiй системi координат є ком-
понентами контраварiантного вектора, компонентами якого
в iншiй системi координат є першi диференцiали координат
в цiй другiй системi. Визначений у вказаний спосiб контра-
варiантний вектор задає напрямок у кожнiй точцi простору.
Тому використовуватимемо рiвноправно термiни "вектор" i
"векторне поле".

Якщо λi – компоненти контраварiантного вектора, то в
кожнiй точцi простору перенесення в напрямку цього вектора
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задовольняє рiвностi:
dx1

λ1
=
dx2

λ2
= ... =

dxn

λn
.

Згiдно з теорiєю диференцiальних рiвнянь такого вигляду, цi
рiвняння мають n− 1 незалежний розв’язок

ϕ(x1, x2, ..., xn) = cj, (j = 1, ..., n− 1), (1.11)

де числа c – довiльнi сталi i матриця (∂ϕ
j

∂xi
) має ранг n − 1.

Функцiї ϕj є розв’язками рiвняння з частинними похiдними

λi
∂ϕ

∂xi
= 0.

Якщо виконати перетворення координат (1.2), у якому за-
мiсть ϕj, де j = 1, ..., n− 1, вiзьмемо вказанi вище розв’язки,
а за ϕn – яку-небудь функцiю, вибравши її так, щоб викону-
валась умова (1.1), тодi, внаслiдок (1.9), одержимо

λ′j = 0, (j = 1, ..., n− 1), λ′n 6= 0.

Таким чином, якщо задано контраварiантний вектор, то
можна так вибрати систему координат, що в нiй всi компо-
ненти цього вектора, крiм однiєї, дорiвнюватимуть нулю.

Якщо в (1.11) пiдставити координати деякої точки P , то
визначимо значення сталих cj, i n−1 рiвняння (1.11) визначає
при даних значеннях cj криву, що проходить через точку P .
Отже, рiвняння (1.11) визначають конгруенцiю кривих так,
що через кожну точку простору Vn проходить одна iз цих
кривих. Будемо казати, що ця конгруенцiя визначається ве-
кторним полем λi i що вектор λi в кожнiй точцi є дотичним
вектором до кривої конгруенцiї, що проходить через цю то-
чку. Отже, ми ототожнюватимемо диференцiали для кривої
з компонентами дотичного вектора.


