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We establish sufficient conditions for the existence and uniqueness of a solutions of the boundary value
problems for integro-differential equations with many delays. An iterative scheme of the approximation of
boundary value problem with delay by boundary value problem for ordinary differential equations system
is given and described.

Дослiджено достатнi умови iснування та єдиностi розв’язкiв крайових задач для iнтегро-
диференцiальних рiвнянь з багатьма запiзненнями. Запропоновано i обгрунтовано iтерацiйну схему
апроксимацiї крайової задачi iз запiзненням крайовою задачею для системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь.

Вступ. Крайовi задачi для iнтегро-диференцiальних рiвнянь з аргументом, що вiдхиляє-
ться, є математичними моделями рiзноманiтних прикладних процесiв в бiологiї, iмунологiї,
медицинi. Важливою задачею при їх дослiдженнi є встановлення зручних умов, що гаран-
тують iснування розв’язкiв таких задач [1,2].

Знаходження розв’язкiв крайових задач iз запiзненням в аналiтичнiй формi можливе
тiльки в найпростiших випадках, тому актуальною задачею є розробка ефективних мето-
дiв їх наближеного розв’язання [3]. Застосування методу сплайн функцiй для наближеного
розв’язання крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь дослiджувалось в робо-
тах [4,5].

Схеми апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь спецiальними системами зви-
чайних диференцiальних рiвнянь запропонованi в роботах [6,7]. Цей пiдхiд був застосований
до дослiдження одного класу крайових задач iз запiзненням [8].

Метою даної роботи є поширення схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь
для дослiдження крайових задач для iнтегро-диференцiальних рiвнянь iз багатьма запiзне-
ннями.

1. Постановка задачi та iснування розв’язку
Введемо позначення

[y(x)] = (y(x), y(x− τ1), . . . , y(x− τn)] ,
[y(x)]1 = (y′(x), y′(x− τ1), . . . , y′(x− τn)] ,

(1)

де 0 < τ1 < τ2 < . . . < τn = τ.

Розглянемо крайову задачу

y′′(x) = f (x, [y(x)], [y(x)]1) +

b∫
a

g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) ds, x ∈ [a, b], (2)

y(p)(x) = ϕ(p)(x), p = 0, 1, x ∈ [a− τ, a], y(b) = γ, (3)

де γ ∈ R, ϕ(x) ∈ C1[a− τ, a] – початкова функцiя.
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Введемо множину точок, що визначається запiзненнями τi, i = 1, n

E =
{
xi ∈ [a, b] : xi = a+ τi, i = 1, n

}
.

Вiдзначимо, що в точках множини E розв’язок крайової задачi (2)–(3), взагалi кажучи, має
розривну другу похiдну.

Введемо позначення

P = sup

{
|f (x, [y(x)], [y(x)]1)|+

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) ds

∣∣∣∣∣∣ ; |y(x)| < P1, |y(x− τi)| < P1,

|y′(x)| < P2, |y′(x− τi)| < P2, i = 1, n, x ∈ [a, b]

}
,

J = [a− τ, a], I = [a, b], I1 = [a, x1], I2 = [x1, x2], . . . , In = [xn−1, xn], In+1 = [xn, b],

B =

y(x) : y(x) ∈
(
C(J ∪ I) ∩

(
C1(J) ∪ C1(I)

))
∩

n+1⋃
j=1

C2(Ij)

 , |y(x)| < P1, |y′(x)| < P2

 ,

де P1, P2 – додатнi сталi.
Розв’язком крайової задачi (2)–(3) будемо вважати функцiю y = y(x) iз простору B, яка

задовольняє рiвняння (2), за можливим винятком точок множини E та крайовi умови (3).
Введемо в просторi B норму

‖y‖B = max

{
8

(b− a)2
max
x∈J∪I

|y(x)|, 2

b− a
max

(
max
x∈J
|y′(x)|,max

x∈I
|y′(x)|

)}
,

iз цiєю нормою даний простiр є банаховим простором.
Крайова задача (2)–(3) еквiвалентна iнтегральному рiвнянню [9]

y(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ(x, s)ds+ l(x), x ∈ J ∪ I, (4)

Ḡ(x, s) =

{
G(x, s), x, s ∈ I,
0, в iншому випадку, l(x) =

 ϕ(x), x ∈ J,
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a), x ∈ I,

G(x, s) =


(s− a)(x− b)

b− a
, a ≤ s ≤ x ≤ b,

(x− a)(s− b)
b− a

, a ≤ x ≤ s ≤ b,

функцiя Грiна крайової задачi

y′′(x) = 0, x ∈ I, y(a) = y(b) = 0.

Визначимо оператор T в просторi B

(Ty)(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ(x, s)ds+ l(s), x ∈ J ∪ I.
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Звiдси

(Ty)′(x) =

b∫
a−τ

f (s, [y(s)], [y(s)]1) +

b∫
a

g (s, ξ, [y(ξ)], [y(ξ)]1) dξ

 Ḡ′x(x, s)ds+
γ − ϕ(a)

b− a
,

x ∈ J ∪ I.

Нехай функцiя f (x, [y(x)], [y(x)]1) неперервна в областi G[a, b] × Gn+1
1 × Gn+1

2 , а фун-
кцiя g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) – неперервна в областi Q = [a, b] × G, де G1 = {u ∈ R : |u| < P1},
G2 = {v ∈ R : |v| ≤ P2}, P1, P2 – додатнi сталi, що входять в означення простору B та за-
довольняють за змiнними [y(x)], [y(x)]1 умову Лiпшиця зi сталими Li та L1

i , i = 0, 2n+ 1
вiдповiдно.

Має мiсце наступна теорема.
Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1) max

{
max
x∈J
|ϕ(x)|, (b− a)2

8
P + max (|ϕ(a)|, |γ|)

}
≤ P1,

2) max

{
max
x∈J
|ϕ′(x)|, b− a

2
P +

∣∣∣∣γ − ϕ(a)

b− a

∣∣∣∣} ≤ P2,

3)
(b− a)2

8

n∑
i=0

(
Li + (b− a)L1

i

)
+
b− a

2

2n+1∑
i=n+1

(
Li + (b− a)L1

i

)
< 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок крайової задачi (2)–(3) в просторi B.
Доведення теореми проводиться аналогiчно до теореми 1 [5].
2. Схема апроксимацiї крайової задачi
Розглянемо застосування схем апроксимацiї диференцiально-рiзницевих рiвнянь [6, 7] до

крайової задачi (2)–(3). Спочатку проаналiзуємо наближення елементiв iз запiзненням, що
входять в рiвняння (2). Якщо запiзнення τ не є малим, тодi для покращення апроксимацiї
розглянемо m елементiв запiзнення, що послiдовно мiж собою зв‘язанi

v1(x) = y
(
x− τ

m

)
, v2(x) = y1

(
x− τ

m

)
= y

(
x− 2τ

m

)
, . . . ,

vm(x) = ym−1

(
x− τ

m

)
= y (x− τ) .

Поставимо їм у вiдповiднiсть послiдовнiсть аперiодичних ланок, що визначаються системою
диференцiальних рiвнянь [6]

τ

m
z′1(x) + z1(x) = y(x),

τ

m
z′i(x) + zi(x) = zi−1(x), i = 2,m, x ∈ [a, b], (5)

zi(a) = y

(
a− iτ

m

)
, i = 1,m, (6)

де y(x) – вхiдна функцiя першого елемента запiзнення.
Вiдзначимо, що система (5)–(6) дослiджена в [10, 11]. Якщо функцiя y(x) задовольняє

умову Лiпшиця або має обмежену сталою M похiдну на [a− τ, b], тодi∣∣∣∣zi(x)− y
(
x− iτ

m

)∣∣∣∣ ≤ 2Mτ√
m
, i = 1,m, x ∈ [a, b]. (7)

У випадку y(x) ∈ C[a− τ, b], тодi∣∣∣∣zi(x)− y
(
x− iτ

m

)∣∣∣∣ ≤ 2

(
Kτ√
m

+ ω
(
y,
τ

m

))
= α1

( τ
m

)
, i = 1,m, x ∈ [a, b], (8)
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де стала K > 0 не залежить вiд m, ω
(
y,
τ

m

)
модуль неперервностi функцiї y(x) на [a− τ, b].

Якщо x(t) кусково-неперервна функцiя на [a− τ, b], що має скiнченне число точок роз-
риву першого роду, тодi мають мiсце нерiвностi [12]

b∫
a

∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ dx ≤ α2

( τ
m

)
, j = 1,m. (9)

У нерiвностях (8), (9) α1(δ), α2(δ) монотонно зростаючi функцiї, для яких lim
δ→0

αi(δ) = 0,
i = 1, 2.

Введемо позначення
[z(x)] = (z0(x), zl1(x), . . . , zln(x)) ,

[w(x)] = (w0(x), wl1(x), . . . , wln(x)) ,

де iндекси lj однозначно визначаються нерiвностями

τ lj
m
≤ τj <

τ(lj + 1)

m
. (10)

Поставимо у вiдповiднiсть крайовiй задачi (2)–(3) крайову задачу для системи звичай-
них iнтегро-диференцiальних рiвнянь вигляду

z′′0 (x) = f (x, [z(x)], [w(x)]) +

b∫
a

g (x, s, [z(s)], [w(s)]) ds, (11)

zj(x) =
m

τ
(zj−1(x)− zj(x)) , j = 1,m,

zj(a) = ϕ

(
a− jτ

m

)
, j = 0,m, z0(b) = γ, (12)

w0(x) =

b∫
a

f (s, [z(s)], [w(s)]) +

b∫
a

g (s, ξ, [z(ξ)], [w(ξ)]) dξ

G′x(x, s)ds+
γ − ϕ(a)

b− a
, (13)

w′j(x) =
m

τ
(wj−1(x)− wj(x)) , j = 1,m,

wj(a) = ϕ′
(
a− jτ

m

)
, j = 1,m. (14)

3. Обгрунтування схеми апроксимацiї
Введемо позначення

Nj(x) = max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣zj(ξ)− y(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ ,
Wj(x) = max

a≤ξ≤x

∣∣∣∣wj(ξ)− y′(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ , j = 0,m, x ∈ I, (15)

де zj(x), wj(x) – розв’язки крайової задачi (11)–(14), а y(x) – розв’язок крайової задачi
(2)–(3).

Представимо zj(x) = z
(1)
j (x) + z

(2)
j (x), де z(1)j (x) та z(2)j (x) розв’язки таких задач Кошi

τ

m
z
′(1)
1 (x) + z

(1)
1 (x) = y(x),
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τ

m
z
′(1)
j (x) + z

(1)
j (x) = z

(1)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ I,

z
(1)
j (a) = y

(
a− jτ

m

)
, j = 1,m, (16)

τ

m
z
′(2)
1 (x) + z

(2)
1 (x) = z0(x)− y(x),

τ

m
z
(2)
j (x) + z

(2)
j (x) = z

(2)
j−1(x), j = 2,m, t ∈ I,

z
(2)
j (a) = 0, j = 1,m. (17)

Оцiнимо рiзницi
∣∣∣∣zj(x)− y

(
x− jτ

m

)∣∣∣∣, j = 1,m, враховуючи структуру систем (16)–(17)∣∣∣∣zj(x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣z(1)j (x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣+
∣∣∣z(2)j (x)

∣∣∣ . (18)

Оскiльки y(x) ∈ C[a− τ, b], тому згiдно нерiвностi (8) маємо∣∣∣∣z(1)j (x)− y
(
x− jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ α1

( τ
m

)
.

Для другого доданка в правiй частинi (18), аналогiчно як в роботi [11] нескладно одержати
нерiвнiсть ∣∣∣z(2)j (x)

∣∣∣ ≤ max
a≤ξ≤x

|z0(ξ)− y(ξ)| = N0(x). (19)

Iз нерiвностей (18), (19) дiстаємо оцiнку

Nj(x) ≤ α1

( τ
m

)
+N0(x), j = 1,m, x ∈ I. (20)

Розглянемо тепер представлення

wj(x) = w
(1)
j (x) + w

(2)
j (x), j = 1,m,

де w(1)
j (x), w(2)

j (x) – розв’язки задач Кошi

τ

m
w
′(1)
1 (x) + w

(1)
1 (x) = y′(x),

τ

m
w
′(1)
j (x) + w

(1)
j (x) = w

(1)
j−1(x), j = 2,m, x ∈ I,

wj(a) = y′
(
a− jτ

m

)
, j = 1,m, (21)

τ

m
w
′(2)
1 (x) + w

(2)
1 (x) = w0(x)− y′(x),

τ

m
w
′(2)
j (x) + w

(2)
j (x) = w

(2)
j−1(x), j = 2,m, x ∈ I,

w
(2)
j (a) = 0, j = 1,m. (22)

Оцiнимо рiзницi
x∫
a

∣∣∣∣wj(s)− y′(s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds, j = 1,m, враховуючи вигляд систем (21),

(22):
x∫
a

∣∣∣∣wj(s)− y′(s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds ≤
x∫
a

∣∣∣∣w(1)
j (s)− y′

(
s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds+

x∫
a

∣∣∣w(2)
j (s)

∣∣∣ ds,
5



j = 1,m, x ∈ I. (23)

Функцiя y′(x) є кусково-неперервною на [a− τ, b], тому згiдно (9)

x∫
a

∣∣∣∣w(1)(s)− y′
(
s− jτ

m

)∣∣∣∣ ds ≤ α2

( τ
m

)
, j = 1,m, x ∈ I.

Для оцiнки
∣∣∣w(2)

j (x)
∣∣∣, аналогiчно як в (19), маємо∣∣∣w(2)

j (x)
∣∣∣ ≤ max

a≤ξ≤x

∣∣w0(ξ)− y′(ξ)
∣∣ = W0(x).

Враховуючи одержанi нерiвностi, iз (23) дiстаємо

x∫
a

wj(s)ds ≤ α2

( τ
m

)
+

x∫
a

w0(s)ds, j = 1,m, x ∈ I. (24)

Для функцiї z0(x) запишемо еквiвалентне iнтегральне рiвняння

z0(x) =

b∫
a

f (s, [z(s)], [w(s)]) +

b∫
a

g (s, ξ, [z(ξ)], [w(ξ)]) dξ

G(x, s)ds+

+
γ − ϕ(a)

b− a
(x− a) + ϕ(a), x ∈ I. (25)

Враховуючи позначення (9), (15), оцiнки (20) та (24), одержимо допомiжнi нерiвностi∣∣y(x− τj)− zlj (x)
∣∣ ≤ ∣∣∣∣y(x− τj)− y

(
x− ljτ

m

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣y(x− ljτ

m

)
− zlj (x)

∣∣∣∣ ≤
≤ Nlj (x) + ω

(
y,
τ

m

)
≤ α1

( τ
m

)
+N0(x) + ω

(
y,
τ

m

)
=

= β1

( τ
m

)
+N0(x), j = 1,m, x ∈ I. (26)

b∫
a

∣∣y′(s− τj)− wlj (s)∣∣ ds ≤ b∫
a

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+

b∫
a

∣∣∣∣y′(s− ljτ

m

)
− wlj (s)

∣∣∣∣ ds ≤

≤

a+
ljτ

m∫
a

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+

a+τj∫
a+

ljτ

m

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+

+

b∫
a+τj

∣∣∣∣y′(s− τj)− y′(s− ljτ

m

)∣∣∣∣ ds+ α2

( τ
m

)
+

b∫
a

W0(s)ds ≤

≤
(

max
x∈J
|ϕ′(x)|+ P2

)
2τ

m
+ (b− a)ω

(
y′,

τ

m

)
+ α2

( τ
m

)
+

b∫
a

W0(s)ds =

= β2

( τ
m

)
+

b∫
a

W0(s)ds, j = 1,m, x ∈ I, (27)
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де
β1

( τ
m

)
= α1

( τ
m

)
+ ω

(
y,
τ

m

)
,

β2

( τ
m

)
=

(
max
x∈J
|ϕ′(x)|+ P2

)
2τ

m
+ (b− a)ω

(
y′,

τ

m

)
+ α2

( τ
m

)
,

ω
(
y,
τ

m

)
, ω
(
y′,

τ

m

)
– модулi неперервностi функцiй y(x) та y′(x) вiдповiдно на J ∪ I та I.

Враховуючи властивостi функцiй f та g, оцiнки (26) та (27) та |G(x, s)| ≤ b− a
4

, x, s ∈ I,
iз спiввiдношень (4) i (25) дiстанемо нерiвностi

|y(x)− z0(x)| ≤ (b− a)2

4
β1

( τ
m

) n∑
j=0

(
Lj + (b− a)L1

j

)
+
b− a

4
β2

( τ
m

) 2n+1∑
j=n+1

(
Lj + (b− a)L1

j

)
+

+
b− a

4

n∑
j=0

(
Lj + (b− a)L1

j

) b∫
a

N0(s)ds+
b− a

4

2n+1∑
j=n+1

(
Lj + (b− a)L1

j

) b∫
a

W0(s)ds. (28)

Позначимо max
0≤i≤2n+1

(Li, L
1
i ) = Q, тодi нерiвнiсть (28) перепишемо у виглядi

|y(x)− z0(x)| ≤ b− a
4

Q(n+ 1)(1 + b− a)
[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
+

+
b− a

4
Q(n+ 1)(1 + b− a)

b∫
a

[N0(s) +W0(s)]ds. (29)

Враховуючи тепер, що |G′x(x, s)| ≤ 1, t, s ∈ I, аналогiчно маємо

|y′(x)− w0(x)| ≤ Q(n+ 1)(1 + b− a)
[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
+

+Q(n+ 1)(1 + b− a)

b∫
a

[N0(s) +W0(s)]ds. (30)

Нерiвностi (29), (30) справедливi для всiх x ∈ I, тому дiстаємо оцiнку

N0(b) +W0(b) ≤ Q1

[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
+Q1

b∫
a

[N0(s) +W0(s)]ds, (31)

де Q1 = Q(n+ 1)(1 + b− a)

(
1 +

b− a
4

)
.

Застосувавши, тепер нерiвнiсть Гронуола, дiстаємо

N0(b) +W0(b) ≤ Q1

[
(b− a)β1

( τ
m

)
+ β2

( τ
m

)]
eQ1 .

Сформулюємо одержаний результат у виглядi теореми.
Теорема 2. Нехай функцiї f (x, [y(x)], [y(x)]1) та g (x, s, [y(s)], [y(s)]1) задовольняють

умови теореми 1. Тодi крайова задача (11)–(14) апроксимує крайову задачу (2)–(3) i мають
мiсце спiввiдношення

max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣zj(ξ)− y(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣+ max
a≤ξ≤x

∣∣∣∣wj(ξ)− y′(ξ − jτ

m

)∣∣∣∣ ≤ Nγ ( τm) , j = 0,m, x ∈ I,

7



де стала N не залежить вiд j та m, а γ
( τ
m

)
– монотонно неспадна функцiя, така що

lim
m→∞

γ
( τ
m

)
= 0.
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