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ВСТУП

Вивчення диференцiальних рiвнянь з випадковими фун-
кцiями спонукається все бiльш зростаючими запитами меха-
нiки, задачами автоматичного керування, радiоелектронiки,
економiки, страхової i фiнансової математики та багатьох роз-
дiлiв теоретичної фiзики.

При розглядi диференцiальних рiвнянь з випадковими
функцiями слiд розрiзняти два випадки. У першому — ви-
падковi функцiї, що входять до диференцiального рiвняння, є
регулярними, а бiльшiсть питань, якi пов’язанi з дослiджен-
ням властивостей розв’язкiв рiвнянь, можна розв’язувати за
допомогою класичних методiв теорiї звичайних диференцiаль-
них рiвнянь. Виняток становить задача про знаходження скiн-
ченновимiрних розподiлiв (або iнших iмовiрнiсних характери-
стик) розв’язкiв рiвнянь. До цього часу ця задача розв’язує-
ться лише для лiнiйних рiвнянь. Для нелiнiйних ще, на наш
погляд, немає загальних методiв розв’язання такої задачi. У
другому випадку доводиться розглядати диференцiальнi рiв-
няння, що мiстять узагальненi випадковi процеси типу "бiлого
шуму". Такi рiвняння можна отримати в результатi гранично-
го переходу вiд рiвнянь, що описують системи, на якi дiють
швидкозмiннi впливи (дробовий ефект у радiоелектронних си-
стемах; хаотичний тепловий рух молекул, що дiють на броу-
нiвську частинку; еволюцiя вартостей акцiй i т. iн.). До по-
дiбних рiвнянь класичнi методи застосувати неможливо, а це
означає, що для них розроблено спецiальну теорiю стохасти-
чних диференцiальних рiвнянь. На вiдмiну вiд першого випад-
ку, для розв’язкiв таких рiвнянь iснують ефективнi методи ви-
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6

значення скiнченновимiрних розподiлiв. Вони грунтуються на
тому, що розв’язки рiвнянь є марковськими процесами. Таким
чином, теорiя стохастичних диференцiальних рiвнянь пов’яза-
на з одним iз найважливiших роздiлiв сучасної теорiї випад-
кових процесiв — марковськими процесами.

Термiн "стохастичне диференцiальне рiвняння"був започа-
ткований С.Н. Бернштейном. Важливе значення у застосуван-
нi теорiї стохастичних диференцiальних рiвнянь вiдiграли ро-
боти М.М. Боголюбова та М.М. Крилова. В них вперше роз-
глядалося граничне рiвняння динамiчної системи пiд впливом
випадкової сили, що збiгалося до процесу з незалежними змiн-
ними. Для перехiдних iмовiрностей було розглянуто рiвняння
Фоккера-Планка. Однак граничний перехiд не був обгрунто-
ваний. Це зробив Й.I. Гiхман. Вiдтодi почалося систематичне
дослiдження диференцiальних рiвнянь з випадковими функцi-
ями. Й.I. Гiхман дає загальне поняття стохастичного диферен-
цiального рiвняння: доведено теореми iснування та єдиностi i
диференцiйованiсть розв’язку за початковими даними, виве-
дено рiвняння А.М. Колмогорова для перехiдних iмовiрностей
розв’язкiв. В цей же час японський математик К. Iто на шляху
дослiдження неперервностi марковських процесiв незалежно
побудував подiбну теорiю стохастичних диференцiальних рiв-
нянь, що грунтувалася на поняттi стохастичного iнтегралу.

Надалi стохастичнi диференцiальнi рiвняння вивчалися ба-
гатьма авторами. Слiд вiдмiтити працi Й.I. Гiхмана [11—13],
А.В. Скорохода [11—13, 50], В.С. Королюка [26—29], М.О. Пор-
тенка [28], Є.Ф. Царкова [44, 45, 54, 57], Ю.В. Козаченка,
Д.Г. Коренєвського [25], Р.З. Хасьмiнського [52], I.Я. Каца
[126], В.Б. Колмановського, В.Р. Носова [24] та багатьох iн-
ших вiтчизняних i закордонних математикiв.

Дана робота присвячена дослiдженню стiйкостi та опти-
мального керування в стохастичних динамiчних системах з
випадковими операторами.

У роздiлi 1 висвiтлюється питання про iснування та єди-
нiсть l-го моменту сильного розв’язку стохастичних iнтегро-
диференцiальних рiвнянь Iто-Вольтерри.

Роздiл 2 присвячено дослiдженню стiйкостi у середньому
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квадратичному розв’язкiв лiнiйних стохастичних диференцi-
альних рiвнянь з випадковими операторами.

Матерiал третього роздiлу обгрунтовує теореми про асим-
птотичну стiйкiсть у середньому квадратичному розв’язкiв
стохастичних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з пуассонiв-
ськими збуреннями.

Четвертий роздiл присвячено встановленню достатнiх
умов iснування оптимального керування стохастичними ди-
намiчними системами зi всiєю передiсторiєю з пуассоновими
перемиканнями за допомогою теореми порiвняння.

У роздiлi 5 описуються основнi теореми про стiйкiсть роз-
в’язкiв дифузiйних стохастичних функцiонально-диференцi-
альних рiвнянь з марковськими параметрами зi скiнченною
пiслядiєю.

Роздiл 6 присвячено доведенню теорем про iснування
розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного дифузiйного стохасти-
чного диференцiально-рiзницевого рiвняння нейтрального ти-
пу в частинних похiдних з урахуванням випадкових зовнiшних
збурень та iснування i стабiлiзацiю сильного розв’язку авто-
номних стохастичних рiвнянь Iто-Скорохода в частинних по-
хiдних iз випадковими параметрами.

Автори висловлюють подяку Антонюк С.В., Березi В.Ю.,
Дарiйчуку I.В., Довгуню А.Я., Донець Н.П., Дорошенко I.В.,
Лукашiву Т.О., Малику I.В., Мусурiвському В.I., Нiкiтiну
А.В., Перун Г.М., Свердану М.Л., Ясинськiй Л.I., Ясинсько-
му Є.В. за плiдну участь в обговореннi поставлених задач та
отриманих результатiв.
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Роздiл 1. Iснування та
єдинiсть розв’язкiв
стохастичних
iнтегро-диференцiальних
рiвнянь

§ 1.1. Про iснування l-го моменту силь-
ного розв’язку стохастичних iнтегро-
диференцiальних рiвнянь Iто-Вольтерри

Питанню iснування та єдиностi розв’язку детермiнованих
та стохастичних (у випадку наявностi вiнерiвських збурень)
iнтегро-диференцiальних рiвнянь Iто-Вольтерри присвячена
праця [93]. Там же доведено маркiвську властивiсть розв’яз-
ку та дослiджено питання стiйкостi розв’язку таких рiвнянь.
У працях [45, 106, 107] розвинуто методику дослiдження сто-
хастичних рiвнянь Iто-Вольтерри на випадок наявностi пу-
ассонiвських перемикань. Матерiал даної роботи узагальнює
результати щодо iснування та єдиностi розв’язку, що розгля-
далися в роботах [45, 93, 106, 107], на стохастичне iнтегро-
диференцiальне рiвняння Iто-Скорохода-Вольтерри спецiаль-
ного вигляду (випадок l-го моменту, l > 1).

Розглянемо на (Ω,F ,P) з потоком σ-алгебр {F t, t ≥ t0}
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стохастичне iнтегро-диференцiальне рiвняння Iто-Скорохода-
Вольтерри

dx(t) =

[
a1(t, xt) +

t∫
t0

a2(t, s, xs)ds+

t∫
t0

a3(t, s, xs)dw(s)+

+

t∫
t0

∫
U

a4(t, s, xs, u)ν̃(du, ds)

]
dt+

+

[
b1(t, xt) +

t∫
t0

b2(t, s, xs)ds+

t∫
t0

b3(t, s, xs)dw(s)+

+

t∫
t0

∫
U

b4(t, s, xs, u)ν̃(du, ds)

]
dw(t)+

+

∫
U

[
c1(t, xt, u) +

t∫
t0

c2(t, s, xs, u)ds+

+

t∫
t0

c3(t, s, xs, u)dw(s)+

+

t∫
t0

∫
U

c4(t, s, xs, u, u1)ν̃(du1, ds)

]
ν̃(du, dt); (1.1)

xt0 = ϕt0 ; (1.2)

де {x(t) ≡ x(t, ω)} ⊂ Rn, t ≥ t0, ω ∈ Ω; {a1(t, ϕ)}, {b1(t, ϕ)}
неперервнi за t ≥ t0, ϕ ∈ DR+ вiдображення в Rn; DR+ — про-
стiр Скорохода [13, 28] локально обмежених функцiй, якi є
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неперервними справа та мають лiвостороннi границi (НПЛГ),
вигляду ϕ : R+ → Rn з нормою

‖ϕ‖Dp ≡

(
|ϕ(0)|p + ‖ϕ‖pρ

)1/p

≡

(
|ϕ(0)|p +

∞∫
0

|ϕ(s)|pρ(s)ds

)1/p

,

(1.3)
де Dp — простiр DR+ з нормою (1.3), 1 ≤ p <∞,

xt(s) ≡

{
x(t− s), t0 ≤ s ≤ t,
ϕ(s− t), s > t.

(1.4)

ρ : R+ → R+ — обмежена функцiя згладжуючої дiї (див. п.
5.1.1 [45]). {a2(t, s, xs)}, {b2(t, s, xs)}— Rn-вимiрнi; {a3(t, s, xs)},
{b3(t, s, xs)} — Rn ⊗ Rm ⊗ Rm-вимiрнi; {w(s)} — Rm-вимiрний
стандартний вiнерiвський процес на ймовiрнiсному просто-
рi (Ω,F ,P) (цi функцiонали визначенi та вимiрнi за Боре-
лем на G × Dp, де G ≡ {(t, s) ∈ [t0, T ] × [t0, T ] : s ≤ t}).
{a4(t, s, xs, u)} i {b4(t, s, xs, u)}, крiм цього, вимiрнi за u ∈
U ⊂ Rn; {c1(t, xs, u)} — Rn ⊗ U-вимiрний, {c2(t, s, xs, u)} i
{c3(t, s, xs, u)} — Rn ⊗ Rm ⊗ U-вимiрний, {c4(t, s, xs, u, u1)} —
Rn ⊗ Rm ⊗ U ⊗ U-вимiрний (цi функцiонали визначенi та ви-
мiрнi за Борелем на G ×Dp×U). {ν̃(du, dt)} — центрована пу-
ассонiвська мiра з параметром Π(du)dt, яка не залежить вiд
{w(t)}. Нехай {F t, t ≥ t0} — потiк σ-алгебр множин з Ω такий,
що {w(t)} i {ν̃(t, A)}, A ∈ A (A — σ-алгебра множин U), F t
— вимiрнi ∀ t ≥ t0. Позначимо через J t0 , t0 ≥ 0 простiр вимiр-
них випадкових процесiв {x(t), t ≥ t0} таких, що xt0 ∈ Dp для
кожного ω ∈ Ω та {x(t)} не залежить вiд приростiв вiнерiв-
ського процесу та пуассонiвської мiри {w(s) − w(t0), s ≥ t0} i
{ν̃(s, A)− ν̃(t0, A), s ≥ t0, A ∈ A}.

Означення. Стохастичний процес {x(t), t ∈ (−∞, T ]} є
сильним розв’язком рiвняння (1.1), (1.2) для t ∈ [t0, T ], якщо:
1) {x(t)} неупереджуючий [28] для t ≤ T ; 2) xt ∈ Dp при
t ∈ [t0, T ] майже скрiзь; 3) xt0 = ϕt0 майже скрiзь; 4) iнте-
грали вiд модулiв ai, bi, ci, i = 1, 4 cкiнченнi. 5) для t ≥ t0
справджується вiдповiдне iнтегральне рiвняння.
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Далi позначимо для x : R+ × Ω → Rn через |x(·)|∗t0(t) ≡
sup
t0≤s≤t

|x(s)|. Надалi будемо суттєво використовувати нерiвностi

Буркгольдера [93] для довiльного l > 1:

E

∣∣∣∣∣
t∫

t0

ψ1(s)dw(s)

∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ c11E

( t∫
t0

|ψ1(s)|2ds

)l/2

, (1.5)

E

∣∣∣∣∣
t∫

t0

∫
U

ψ2(s, u)ν̃(du, ds)

∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤

≤ c21E

( t∫
t0

∫
U

|ψ2(s, u)|2Π(du)ds

)l/2

, (1.6)

для J t-вимiрного процесу {ψ1(t, ω)} такого, що
T∫

t0

ψ2
1(t)dt <∞

майже скрiзь та для J t-вимiрного процесу {ψ2(t, u, ω), u ∈ U}

такого, що
T∫

0

∫
U

ψ2
2(t, u)Π(du)dt <∞ майже скрiзь.

Позначимо

R(t, x) ≡
t∫

t0

a1(s, xs)ds+

t∫
t0

s∫
t0

a2(s, v, xv)dvds+

+

t∫
t0

s∫
t0

a3(s, v, xv)dw(v)ds+

t∫
t0

s∫
t0

∫
U

a4(s, v, xv, u)ν̃(du, dv)ds+

+

t∫
t0

b1(s, xs)dw(s) +

t∫
t0

s∫
t0

b2(s, v, xv)dvdw(s)+
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+

t∫
t0

s∫
t0

b3(s, v, xv)dw(v)dw(s)+

+

t∫
t0

s∫
t0

∫
U

b4(s, v, xv, u)ν̃(du, dv)dw(s)+

t∫
t0

∫
U

c1(s, xs, u)ν̃(du, ds)+

+

t∫
t0

∫
U

s∫
t0

c2(s, v, xv, u)dvν̃(du, ds)+

+

t∫
t0

∫
U

s∫
t0

c3(s, v, xv, u)dw(s)ν̃(du, ds)+

+

t∫
t0

∫
U

s∫
t0

∫
U

c4(s, v, xv, u, u1)ν̃(du1, dv)ν̃(du, ds) ≡

≡
4∑
i=1

Ri(t, x) +
4∑
i=1

Qi(t, x) +
4∑
i=1

Si(t, x), (1.7)

де перша сума мiстить першi чотири доданки, друга — насту-
пнi чотири доданки з iнтегралами за вiнерiвським процесом,
третя — чотири доданки з iнтегралами за пуассонiвською мi-
рою. Надалi будемо опускати iндекс Dp у позначеннi ‖ · ‖Dp .

Лема 1.1. Нехай для функцiоналiв {ai}, {bi}, {ci}, i = 1, 4
виконується вiдповiдна умова Лiпшиця з константою L > 0,
тодi для розв’язку {x(t)} ⊂ Rn стохастичного диференцi-
ального рiвняння (1.1), (1.2) справджується наступна оцiн-
ка: E|R(·, x) − R(·, y)|∗lt0(t) ≤ K1E‖δt0‖l + M̄ t

t0
E|δ(·)|∗lt0(t), де

R(·, ·) визначений за формулою (1.7), δ(t) ≡ x(t)− y(t), K1 =
O((t − t0)1/2), M̄ t

t0
залежить тiльки вiд t − t0 та M̄ t

t0
= o(1)

при t− t0 → 0.
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Доведення. Нехай T > t0. Для t ∈ [t0, T ] матимемо

E|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0(t) ≤ c1

4∑
i=1

[
E|Ri(t, x)−Ri(t, y)|∗lt0(t)+

+E|Qi(t, x)−Qi(t, y)|∗lt0(t) + E|Si(t, x)− Si(t, y)|∗lt0(t)

]
,

де c1 — деяка додатна стала.
З роботи [93] вiдомо, що:

E|R1(·, x)−R1(·, y)|∗lt0(t) ≤ (t− t0)l−1LlE
t∫

t0

‖δs‖lds;

E|R2(·, x)−R2(·, y)|∗lt0(t) ≤

≤ Ll(t− t0)2l−1E
t∫

t0

‖δv‖ldv;

E|R3(·, x)−R3(·, y)|∗lt0(t) ≤ Ll(t− t0)2l−2×

×E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

;

E|Q1(·, x)−Q1(·, y)|∗lt0(t) ≤ LlE

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

;

E|Q2(·, x)−Q2(·, y)|∗lt0(t) ≤ Ll(t− t0)2l−2E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

;
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E|Q3(·, x)−Q3(·, y)|∗lt0(t) ≤ Ll(t− t0)l−1E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

.

Використовуючи нерiвностi Гельдера i Буркгольдера (1.5),
(1.6), а також лему 1.2.2 з роботи [45], можна стверджува-

ти, що E|R4(·, x)−R4(·, y)|∗lt0(t) ≤ Ll(t− t0)2l−2E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

.

Аналогiчно можна одержати оцiнки E|Q4(·, x)−Q4(·, y)|∗lt0(t) ≤

Ll(t−t0)l−1E

(
t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

. Випишемо тепер нерiвностi для до-

данкiв Si(t, x), i = 1, 4 iз спiввiдношення (1.7)

E|S1(·, x)− S1(·, y)|∗lt0(t) ≤ LlE

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

;

E|S2(·, x)− S2(·, y)|∗lt0(t) ≤

≤ Ll(t− t0)2l−2E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

;

E|S3(·, x)− S3(·, y)|∗lt0(t) ≤ Ll(t− t0)l−1×

×E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

. E|S4(·, x)− S4(·, y)|∗lt0(t) ≤

≤ Ll(t− t0)l−1E

( t∫
t0

‖δv‖2dv

) l
2

.
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Використовуючи наслiдок 2В) з працi [1] та наслiдок 5.2 з
працi [45], доведену в працi [93, формула (2.7)] нерiвнiсть

t∫
t0

‖δv‖ldu ≤ k̃l/p

[
K2(t− t0)‖δt0‖lρ+

+

t∫
t0

|δ(u)|ldu+

t∫
t0

( u∫
t0

|δ(v)|pρ(u− v)dv

) l
p

du

]
i наслiдок з неї:( t∫

t0

‖δv‖2dv

)l/2

≤ k̃l/2k̃
l/2
τ

[
=

K
λ

(t− t0)l/2‖δt0‖+

+

( t∫
t0

|δ(v)|2dv

)l/2

+

( t∫
t0

( v∫
t0

|δ(s)|2ρ(v − s)ds

)τ

du

)l/2]
,

де k̃l/p, K2 деякi додатнi сталi, ‖δu‖pρ ≡
∞∫

0

|δ(u − v)|pρ(v)dv,

одержимо наступну оцiнку

E|R(·, x)−R(·, y)|∗lt0(t) ≤ K1E‖δt0‖l + M̄ t
t0
E|δ(·)|∗lt0(t), (1.8)

де M̄ t
t0

= o(1) при t− t0 → 0. Лему доведено.
Теорема 1.1. Нехай
1) для коефiцiєнтiв стохастичного iнтегро-

диференцiального рiвняння (1.1), (1.2) виконується умо-
ва Лiпшiца зi сталою L > 0 для довiльних (t, s) ∈ G та
x, y ∈ Dp, u ∈ U;

2) для коефiцiєнтiв стохастичного iнтегро-
диференцiального рiвняння (1.1), (1.2) виконується умова
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рiвномiрної обмеженостi по t ∈ R з правою частиною
вигляду L(1 + ‖x‖Dp);

3) iснує початковий процес x− ∈ J t0 такий, що

E‖xt0−‖lDp <∞. (1.9)

Тодi iснує єдиний l-ий момент (l > 1) сильного розв’язку
рiвняння (1.1), (1.2) {x(t)} ⊂ Dp та E{|x(·)|∗lt0(T )} <∞.

Доведення. Iснування. Побудуємо xn:

xn(t) = x−(t) ∀ t ≤ t0 ∀n ≥ 1; x0(t) = x−(t0) ∀ t ≥ t0.

Для n ≥ 1, ∀ t > t0:

xn(t) = x−(t0) +

t∫
t0

a1(s, xsn−1)ds+

t∫
t0

s∫
t0

a2(s, v, xvn−1)dvds+

+

t∫
t0

s∫
t0

a3(s, v, xvn−1)dw(v)ds+

+

t∫
t0

s∫
t0

∫
U

a4(s, v, xvn−1, u)ν̃(du, dv)ds+

+

t∫
t0

b1(s, xsn−1)dw(s) +

t∫
t0

s∫
t0

b2(s, v, xvn−1)dw(v)ds+

+

t∫
t0

s∫
t0

b3(s, v, xvn−1)dw(v)dw(s)+

+

t∫
t0

s∫
t0

∫
U

b4(s, v, xvn−1, u)ν̃(du, dv)dw(s)+
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+

t∫
t0

∫
U

c1(s, xvn−1, u)ν̃(du, ds)+

+

t∫
t0

∫
U

s∫
t0

c2(s, v, xvn−1, u)dvν̃(du, ds)+

+

t∫
t0

∫
U

s∫
t0

c3(s, v, xvn−1, u)dw(v)ν̃(du, ds)+

+

t∫
t0

∫
U

s∫
t0

∫
U

c4(s, v, xvn−1, u, u1)ν̃(dv, du1)ν̃(du, ds). (1.10)

Тут xsn−1 задається, як у (1.4).
З (1.10), умов 1)—2) теореми i леми 5.2.1 з роботи [45] ви-

пливає, що {xn(t), t ≥ 0} — вимiрний вiдносно σ-алгебри Ft,
xtn ∈ Dp ∀ t ≥ t0.

Методом математичної iндукцiї покажемо, що E‖x·n‖∗lt0(t) <
∞ ∀ t0 ≤ t ≤ T . При n = 0 маємо xt00 ∈ Dp i з вище побудо-
ваного ∀ t ∈ [t0, T ]: ‖xt0‖ = ‖T t−t0xt00 ‖ ≤ C · ‖xt00 ‖ = C‖xt0−‖,
де C — константа, яка залежить вiд

=

K. Звiдси E‖x·0‖∗lt0(T ) ≤
C ·E‖xt0−‖lDp <∞. Нехай виконується E‖x·n−1‖∗lt0(t) <∞, t0 ≤
t ≤ T. Використовуючи нерiвнiсть Гельдера, одержимо ∀ t ∈
[t0, T ]: E‖x·n‖∗lt0(t) ≤ klE[|x−(t0)|l+Ll(kl(T−t0)l+cl(T−t0)l/2)(1+
‖xn−1‖∗lt0(T ))] <∞, де kl, cl — деякi сталi.

Далi, одержимо: E|xn(·) − xn−1(·)|∗lt0(t) = E|R(·, xn−1) −
R(·, xn−2)|∗lt0(t) ≤ M̄ t

t0
E|xn−1(·) − xn−2(·)|∗lt0(t). Можемо вибра-

ти t1 > 0 так, щоб M t
t0

<
1

2
для t ∈ [t0, t1 + t0]. Якщо

позначимо d ≡ E|x1(·) − x0(·)|∗lt0(T ) < ∞, то одержимо, що
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E|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0 ≤
d

2n
, t ∈ [t0, t1 + t0]. Тодi, згiдно з нерiв-

нiстю Чебишова, одержимо:
∞∑
n=1

P

{
|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0(t) >

1

n2

}
≤

≤
∞∑
n=1

n2lE|xn(·)− xn−1(·)|∗lt0(t) ≤ d
∞∑
n=1

n2l

2n
<∞,

звiдки, за лемою Бореля-Кантеллi [28], випливає, що ряд

xn(t) ≡ x−(t0) +
n−1∑
k=1

[xk(t) − xk−1(t)] майже скрiзь монотонно

збiжний на [t0, t1]. Тобто, x(t) = lim
n→∞

xn(t) iснує, неупереджу-
ючий та F t-вимiрний на [t0, t1].

Залишилося показати, що {x(t), t ≤ t1} є розв’язком рiв-
няння (1.1), (1.2). Використовуючи (1.8), проведемо наступнi
оцiнки:

E

∣∣∣∣∣x(·)−x−(t0)−
·∫

t0

a1(s, xs)ds− ...−
·∫

t0

∫
U

s∫
t0

∫
U

c4(s, v, xv, u, u1)×

×ν̃(dv, du1)ν̃(du, ds)

∣∣∣∣∣
∗l

t0

(t) ≤ klE|x(·)− xn(·)|∗lt0(t)+

+klM̄
t
t0
E|x(·)− xn−1(·)|∗lt0(t).

Нагадаємо, що для t ≤ t1 маємо M̄ t
t0
≤ 1

2
.

Якщо покажемо, що lim
n→∞

E|x(·) − xn(·)|∗lt0(t) = 0, то твер-
дження буде доведено.

Нехай bi ≡ i−2/l′ , l′ = l/(l − 1). Тодi, згiдно з нерiвнiстю

Гельдера E|xn(·) − xn+k(·)|∗l(t) ≤

(
∞∑
i=n

db−li
2i

)(
∞∑
i=n

bl
′

i

)l−1

та
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|x(·) − xn(·)|∗l(t) ≤ lim inf
k
|xn(·) − xn+k(·)|∗l(t), за лемою Фату

[6] матимемо E|xn(·)−x(·)|∗l(t) ≤ d

(
∞∑
i=n

b−l
i

2i

)(
∞∑
i=n

bl
′
i

)l−1

→
n→∞

0.

Отже, доведено iснування l-го моменту F t-вимiрного розв’яз-
ку {x(t)} для t0 ≤ t ≤ t0 + t1.

Цей розв’язок можна розширити для довiльного t ∈
[t0, T ], використовуючи методику, що описана в [93]. Єдинiсть
розв’язку доводиться за допомогою стандартного вiдомого ме-
тоду [93, 13]. Теорему доведено.

Ця теорема буде використана авторами при подальших до-
слiдженнях системи (1.1), (1.2) на стiйкiсть.
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Роздiл 2. Дослiдження
стiйкостi у середньому
квадратичному розв’язкiв
лiнiйних стохастичних
диференцiальних рiвнянь з
випадковими операторами

Першi згадки про стохастичнi диференцiальнi рiвняння з
випадковими операторами (CDРВО) знаходимо в роботах [48,
50, 62, 63, 90, 95, 96].

Для дослiдження стiйкостi в середньому квадратичному
тривiального розв’язку лiнiйних CDРВО застосовуються iн-
тегральнi рiвняння для других моментiв, якi мiстять матри-
чний розв’язок вiдповiдного детермiнованого диференцiально-
функцiонального рiвняння [54], [57], [70].

Така ж методика застосовується для дослiдження стабiлi-
зацiї у середньому квадратичному задачi Кошi для лiнiйних
стохастичних рiвнянь з частинними похiдними (СРЧП) та по-
стiйними коефiцiєнтами [42], крайової задачi для лiнiйних СР-
ЧП та постiйними коефiцiєнтами, а також систем СРЧП зi
змiнними коефiцiєнтами.

У цьому роздiлi представлено умови асимптотичної пове-
дiнки тривiального розв’язку систем CDРВО, що є узагальне-

20

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



21

нням результатiв [71].

§ 2.1. Iснування та єдинiсть розв’язкiв сто-
хастичних диференцiальних рiвнянь з ви-
падковими операторами

Нехай задано iмовiрнiсний простiр (Ω,F ,P) i потiк σ-алгебр,
{N t, t ≥ 0}, N t ∈ F , на якому розглядається система стоха-
стичних диференцiальних рiвнянь

dx(t) = a(t, A1(xt), B1(xt), D1(xt))dt+

+b(t, A2(xt), B2(xt), D2(xt))dw0(t)+

+

∫
U

c(t, A3(xt), B3(xt), D3(xt), u)ν̃0(dt, du), (1.1)

x0(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0], (1.2)

де x(t) ∈ Rn; xt := {x(t + θ), θ ∈ [−h, 0]}, Dn([−h, 0]) — про-
стiр Скорохода неперервних справа функцiй {ψ(t)} ⊂ Rn , якi
мають лiвостороннi границi (НПЛГ) з нормою

‖ψ (θ)‖ := sup
−h≤θ≤0

|ϕ (θ)| ;

{w0(t)} — n-вимiрний вiнерiвський процес; ν̃0(du, dt) :=
ν0(dt, du)− Π0(du)dt — центрована пуассонiвська мiра [11].

Опишемо задання коефiцiєнтiв рiвняння (1.1):
1. Ai(·), Bi(·), Di(·), i = 1, 2, 3 — оператори:

Ai(xt) =

0∫
−h

x(t+ θ)dβi(θ); Bi(xt) :=

0∫
−h

fi(θ)x(t+ θ)dwi(θ);

Di(xt) :=

0∫
−h

∫
U

γi(θ, u)x(t+ θ)ν̃i(dθ, du); (1.3)
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де {βi(t)}, {fi(θ)} — функцiї обмеженої варiацiї; γi (t, u) ∈ R
— вимiрнi стосовно N R+ ∪ U , локально обмеженi по t та∫
U
|γi(t, u)|2Πi(du) <∞.

2. {wi(t), t ∈ R+, i = 1, 2, 3} — одновимiрнi вiнерiвськi про-
цеси; {ν̃i(dt, du), t ≥ 0, u ∈ U, i = 1, 2, 3} — центрованi пуассо-
нiвськi мiри та початковий випадковий процес {φ(t), t ∈ R+} ⊂
Dn([−h, 0]) не залежнi мiж собою.

3. Функцiя a : R+ × Rn × Rn × Rn → Rn вимiрна за су-
купнiстю змiнних та локально обмежена. У цих припущеннях
iнтеграл

t∫
0

a (s, A1 (xs) , B1 (xs) , D1 (xs)) ds,

визначений для будь-якого локально-обмеженого вимiрного
процесу {x(t), t ∈ R+}.

4. Функцiя b : R+ × Rn × Rn × Rn → Mn(Rn) вимiрна i
локально обмежена. Стохастичнi iнтеграли

0∫
−h

fi (s)x (t+ s) dwi (s), i = 1, 2, 3;

t∫
0

b (s, A2 (xs) , B2 (xs) , D2 (xs)) dw0 (s)

iснують для будь-якого локально обмеженого процесу, узго-
дженого i прогресивно вимiрного стосовно потоку σ-алгебр{
N t
}
, якщо вiнерiвськi процеси {wi(t), t ∈ R+, i = 1, 2, 3}, та-

кож узгодженi з цим потоком.
5. Задане деяке вимiрне (U,U) i функцiя c : R+×Rn×Rn×

Rn×U→→ Rn — вимiрна стосовноN R+∨N R+∨N R+∨N R+∨U.
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Стохастичнi iнтеграли

0∫
−h

∫
U

γi (s, u)x (t+ s) ν̃i (ds, du), i = 1, 2, 3;

t∫
0

∫
U

c (s, A3 (xs) , B3 (xs) , D3 (xs) , u) ν̃0 (ds, du)

визначенi для будь-якого локально обмеженого процесу
{x(t), t ∈ R+}, якщо вiн узгоджений та прогресивно вимiр-
ний стосовно деякого потоку

{
N t
}
, з яким узгодженi мi-

ри {ν̃i(dt, du), t ∈ R+, u ∈ U}. Отже, задано функцiї a, b, c
i на одному й тому ж iмовiрнiсному просторi заданi wi, ν̃i,
i = 1, 2, 3. Для того, щоб мати стохастичнi диференцiали та
iнтеграли, необхiдно мати на цьому ймовiрнiсному просторi
потiк σ-алгебр

{
N t
}
, з яким узгодженi вiнерiвськi процеси та

випадковi мiри.
Пiд сильним розв’язком рiвняння розумiємо прогресивно

вимiрнi й
{
N t
}
-узгодженi процеси такi, що з iмовiрнiстю оди-

ниця виконується рiвнiсть

x (t) = x (0) +

t∫
0

a (s, A1 (xs) , B1 (xs) , D1 (xs)) ds+

+

t∫
0

b (s, A2 (xs) , B2 (xs) , D2 (xs)) dw0 (s)+

+

t∫
0

∫
U

c (s, A3 (xs) , B3 (xs) , D3 (xs) , u) ν̃0 (ds, du). (1.4)

Лема 2.2.1. Якщо {ϕ(t)} — вимiрна, невiд’ємна, обмеже-
на функцiя, ϕ(t) ≡ 0 при t ≤ 0, та за умови t > 0 задовольняє
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нерiвнiсть:

φ (t) ≤ L

t∫
0

0∫
−h

φ (t+ s) dβ (s) dτ, (1.5)

то ϕ(t) ≡ 0 для ∀t > 0.
Доведення. Iтеруючи один раз нерiвнiсть (1.5) i врахову-

ючи умови леми 2.1.1, отримаємо:

φ (t) ≤ L

t∫
0

0∫
−h

τ∫
0

0∫
−h

φ (τ1 + s1) dβ (s1) dτ1dβ (s) dτ ≤

≤ L2V m

t∫
0

0∫
−h

τ∫
0

dτ1dβ(s)dτ ≤ L2V m

t∫
0

τdβ(s)dτ ≤ L2V 2t2m

2!
,

де |φ (t)| ≤ m;
0∫
−h
dβ (s) ≤ m ;

t∫
0

0∫
−h
τdβ (s) dτ ≤ V t2

2
.

Повторюючи ns раз iтерацiї, отримаємо:

φ (t) ≤ (LV t)nmn−1

n!
,

що й доводить лему.
Теорема 2.1.1. Нехай коефiцiєнти рiвняння (1.1) задо-

вольняють умови:
1) a(s, 0, 0, 0), b(s, 0, 0, 0),

∫
U
|c (s, 0, 0, 0, u)|2 Π (du) локально

обмеженi за s;
2) iснує зростаюча функцiя l(s) така, що:

|a (s, x1, y1, z1)− a (s, x2, y2, z2)|2 +

+ |b (s, x1, y1, z1)− b (s, x2, y2, z2)|2 +
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+

∫
U

|c (s, x1, y1, z1, u)− c (s, x2, y2, z2, u)|2 Π (du) ≤

≤ l (s)
(
|x1 − x2|2 + + |y1 − y2|2 + |z1 − z2|2

)
.

Позначимо через N t σ-алгебру, породжену величинами
x(0), ν̃ (ds, du), w(s) за умови s ≤ t. Якщо x(0) не залежить
вiд сукупностi величин {w0(s), ν̃0(ds, du)} та E{|x(0)|2} <∞,
то рiвняння (1.1) має N t-вимiрний розв’язок, при цьому
E{|x(s)|2} <∞ i x (t) ∈ Dn ([−h, 0]).

Доведення теореми 1.1 повторює iдеї доведення теореми 3
[12].

Доведення. Скористаємося методом послiдовних набли-
жень. Нехай x0 (t) = x (0) = φ (0),

xn+1 (t) = φ (0) +

t∫
0

a (s, A1 (xns) , B1 (xns) , D1 (xns)) ds+

+

t∫
0

b (s, A2 (xns) , B2 (xns) , D2 (xns)) dw0 (s)+

+

t∫
0

∫
U

c (s, A3 (xns) , B3 (xns) , D3 (xns) , u) ν̃0 (ds, du) . (1.6)

Якщо xn (t) визначений та N t-вимiрний i E{|x(s)|2} — ло-
кально обмежене, то iнтеграли у правiй частинi (1.6) визна-
ченi i теж N t-вимiрнi. Покажемо, що E{|xn+1(s)|2} локально
обмежене. Спочатку проведемо наступнi оцiнки:

|xn+1 (t)− x (0)| ≤ 3

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

a (s, A1 (xns) , B1 (xns) , D1 (xns)) ds

∣∣∣∣∣∣
2

+
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+3

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

b(s, A2(xns), B2(xns), D2(xns))dw0(s)

∣∣∣∣∣∣
2

+

+3

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
b

Uc(s, A3(xns), B3(xns), D3(xns), u)ν̃0(ds, du)

∣∣∣∣∣∣
2

.

З урахуванням нерiвностi Кошi - Буняковського запишемо:

E

∣∣∣∣∣
t∫

0

a(s, A1(xns), B1(xns), D1(xns))

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ t

t∫
0

E|a(s, A1(xns), B1(xns), D1(xns))|2ds ≤

≤ 2t

t∫
0

|a(s, 0, 0, 0)|2ds+

+2t

t∫
0

E|a(s, A1(xns), B1(xns), D1(xns))− a(s, 0, 0, 0)|2ds ≤

≤ 2t

t∫
0

|a(s, 0, 0, 0)|2ds+

+2tl(t)

t∫
0

(E|A1(xns)|2 + E|B1(xns)|2 + E|D1(xns)|2)ds;

E(|A1(xns)|2) = E

( 0∫
−h

|xn(t+ s)|dβ1(t)

)2

≤

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



27

≤
0
∨
−h
β1(t)

0∫
−h

E|xn(t+ s)|2,

де
0
∨
−h
β1 (t) — повна варiацiя функцiї β1 (t).

E(|B1(xns)|2) = F 2
1

( 0∫
−h

E|xn(s+ t)|dt

)2

,

де F1 = const, що обмежує f1 (t);

E(|D1(xns)|2) = CG2
1

( 0∫
−h

E|xn(s+ t)|dt

)2

,

де G1 = const, що обмежує γ1 (t),
∫
U

du
|u|n+1 ≤ C.

E

∣∣∣∣∣
t∫

0

b(s, A2(xns), B2(xns), D2(xns))dw0(s)

∣∣∣∣∣
2

=

=

t∫
0

E|b(s, A2(xns), B2(xns)D2(xns))|2ds ≤ 2

t∫
0

|b (s, 0, 0, 0)|2 ds+

+2

t∫
0

E
∣∣b (s, A2 (xns) , B2 (xns) , D2 (xns))− b(s, 0, 0, 0)|2ds ≤

≤ 2

t∫
0

|b(s, 0, 0, 0)|2ds+
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+2l(t)

t∫
0

(E|A2(xns)|2 + E|B2(xns)|2 + E|D2(xns)|2)ds,

E

∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
U

c(s, A3(xns), B3(xns), D3(xns), u)ν̃0(ds, du)

∣∣∣∣∣
2

=

=

t∫
0

∫
U

E

∣∣∣∣∣c(s, A3(xns), B3(xns), D3(xns), u)

∣∣∣∣∣
2

Π(du)ds ≤

≤ 2

t∫
0

∫
U

|c(s, 0, 0, 0, u)|2Π(du)ds+

+2l(t)

t∫
0

(E|A3(xns)|2 + E|B3(xns)|2 + E|D3(xns)|2)ds.

З цих оцiнок випливає, що iснує зростаюча функцiя c(t),
для якої

E|xn+1(t)|2 ≤ c(t)

t∫
0

( 0∫
−h

E|xn(s)|2dτ + |a(s, 0, 0, 0)|2+

+|b(s, 0, 0, 0)|2 +

∫
U

|c(s, 0, 0, 0, u)|Π(du)

)
ds.

Оскiльки {x0 (t)} ∈ N t-вимiрний та E|x0(t)|2 = E|x(0)|2, то
для всiх n процеси xn (t) визначенi, N t-вимiрнi та E|xn(t)|2
локально обмеженi.

Далi очевидний ланцюг нерiвностей:

E|xn+1(t)− xn(t)|2 ≤ 3E

∣∣∣∣∣
t∫

0

(a(s, A1(xns), B1(xns), D1(xns))−
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−a(s, A1 (xn−1s) , B1 (xn−1s) , D1 (xn−1s)) ds

∣∣∣∣∣
2

+

+3E

∣∣∣∣∣
t∫

0

(b(s, A2(xns), B2(xns), D2 (xns))−

−b (s, A2 (xn−1s) , B2 (xn−1s) , D2 (xn−1s)) dw0 (s)

∣∣∣∣∣
2

+

+3E

∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
U

(c(s, A3(xns), B3(xns), D3(xns), u)−

−c(s, A3xn−1,s), B3(xn−1,s), D3(xn−1,s), u))ν̃0(ds, du)

∣∣∣∣∣
2

.

Використовуючи умову 2) можна показати, що ∀T > 0∃ kT =
const, що при t ≤ T , n ≥ 1:

E|xn+1(t)− xn(t)|2 ≤ kT

T∫
0

0∫
−h

E|xn(s+ τ)− xn−1(s+ τ)|2dτds,

E|x1(t)− x(0)|2 ≤ kT

T∫
0

0∫
−h

E|x0(s+ τ)|2dτds = kT t

0∫
−h

E|x(0)|2dτ.

Тому

E|xn+1(t)− xn(t)|2 ≤ kn+1
T

tn+1

(n+ 1)!

0∫
−h

E|x(0)|2dτ.
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Оскiльки для ∀T > 0

∞∑
n=0

sup
t≤T

(E|xn+1(t)− xn(t)|2)1/2 <∞,

то xn (t) збiгається у середньому квадратичному до деякого
процесу x̄ (t), причому

lim
n→∞

sup
t≤T

M |xn(t)− x̄(t)|2 = 0 ∀T > 0. (1.7)

Процес {x̄ (t)} є N t-вимiрний. Покажемо, що для кожного t з
iмовiрнiстю 1 виконується (1.1). Для цього достатньо довести,
що iнтеграли у правiй частинi (1.6) за умови n→∞ наближа-
ються в середньому квадратичному до вiдповiдних iнтегралiв
у правiй частинi (1.1). Наприклад, для iнтеграла за випадко-
вою мiрою ν̃0 маємо:

E

∣∣∣∣∣
t∫

0

∫
U

c(s, A3(xns), B3(xns), D3(xns), u)−

−c(s, A3(x̄ns), B3(x̄ns), D3(x̄ns), u)ν̃0(ds, du)

∣∣∣∣∣
2

=

=

t∫
0

∫
U

E|c(s, A3(x̄s), B3(x̄s), D3(x̄s), u)−

−c(s, A3(xns), B3(x̄ns), D3(x̄ns), u)|2Π(du)ds ≤

≤ l(t)

t∫
0

0∫
−h

E|x̄(s+ τ)− xn(s+ τ)|2dτds.

Вираз у правiй частинi наближається до нуля завдяки (1.7).
Для решти iнтегралiв доведення можна провести аналогiчно.
Теорема 2.1.1. доведена.
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Теорема 2.1.2. Нехай для коефiцiєнтiв рiвняння 2.1.1
виконується умова "лiнiйної обмеженостi тобто за деякого
l > 0:

|a (t, x, y, z)|2 + |b (t, x, y, z)|2 +

∫
U

|c (t, x, y, z)|2 Π (du) ≤

≤ l
(
1 + |x|2 + |y|2 + |z|2

)
(1.8)

i для ∀ r > 0 можна вказати таку сталу lr, що

|a(t, x1, y1, z1)− a(t, x2, y2, z2)|2 + |b(t, x1, y1, z1)−

−b (t, x2, y2, z2)|2 +

∫
U

|c (t, x1, y1, z1)− c (t, x2, y2, z2)|2 Π (du) ≤

≤ lr
(
|x1 − x2|2 + |y1 − y2|2 + |z1 − z2|2

)
(1.9)

за s ≤ t, |xi| ≤ r, |yi| ≤ r, |zi| ≤ r, i = 1, 2. Якщо x(0) не зале-
жить вiд сукупностi величин {w0 (s) , ν̃0 (ds, du)}, то розв’я-
зок (1.1)—(1.2) єдиний та N t-вимiрний.

Доведення. Нехай маємо два розв’язки

xi (t) = x (0) +

t∫
0

a (s, A1 (xis) , B1 (xis) , D1 (xis)) ds+

+

t∫
0

b (s, A2 (xis) , B2 (xis) , D2 (xis)) dw0 (s)+

+

t∫
0

∫
U

c (s, A3 (xis) , B3 (xis) , D3 (xis) , u) ν̃0 (ds, du) ,
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i = 1, 2. Тодi

E|x1(t)− x2(t)|2 ≤ E[

t∫
0

(a(s, A1(x1s), B1(x1s), D1(x1s))−,

−a(sA1 (x2s) , B1 (x2s) , D1 (x2s)) ds+

+

t∫
0

(b (s, A2 (x1s) , B2 (x1s) , D2 (x1s))−

−b (s, A2 (x2s) , B2 (x2s) , D2 (x2s))) dw0 (s) +

t∫
0

∫
U

(c (s, A3 (x1s) ,

B3 (x1s) , D3 (x1s) , u)− c (s, A3 (x2s) , B3 (x2s) , D3 (x2s) , u))×

×ν̃0(ds, du)]2 ≤ 3E

[ t∫
0

(a(s, A1(x1s), B1(x1s), D1(x1s))−

−a(s, A1(x2s), B1(x2s), D1(x2s)))ds

]2

+

+3E

[ t∫
0

(b(s, A2(x1s), B2(x1s), D2(x1s))−

−b(s, A2(x2s), B2(x2s), D2(x2s)))dw0(s)

]2

+

+3E[

t∫
0

∫
U

(c(s, A3(x1s), B3(x1s), D3(x1s), u)−

−c(s, A3(x2s), B3(x2s), D3(x2s), u))ν̃0(ds, du)]2.

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



33

Оцiнимо тепер кожен з трьох доданкiв:

E

[ t∫
0

(a(s, A1(x1s), B1(x1s), D1(x1s))−

−a(s, A1(x2s), B1(x2s), D1(x2s)))ds

]2

≤

≤ tE
t∫

0

(a(s, A1(x1s), B1(x1s), D1(x1s))−

−a(s, A1(x2s), B1(x2s), D1(x2s)))
2ds ≤

≤ TE
t∫

0

lr(|A1(x1s)− A1(x2s)|2+

+|B1(x1s)−B1(x2s)|2 + |D1(x1s)−D1(x2s)|2)ds ≤

≤ TE
t∫

0

lr[(|A1(|x1s − x2s|))2+

+(B1(|x1s − x2s|))2 + (D1(|x1s − x2s|))2]ds =

= T lr

t∫
0

[E(|A1(|x1s − x2s|))2+

+E(B1(|x1s − x2s|))2 + E(D1(|x1s − x2s|))2]ds.

Використовуючи властивостi iнтегралiв за вiнерiвським про-
цесом та пуассонiвською випадковою мiрою, одержимо:

E(|A1(|x1s − x2s|))2 = E
[ 0∫
−h

|x1(s+ τ)− x2(s+ τ)|dβ1(τ)

]2

≤
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≤
0∨
−h

β1(t)

0∫
−h

E|x1(s+ τ)− x2(s+ τ)|2dτ,

де
0
∨
−h
β1 (t) — повна варiацiя функцiї β1 (t);

E(|B1(|x1s − x2s|))2 = F 2
1

( 0∫
−h

E|x1(s+ τ)− x2(s+ τ)|dτ

)2

,

де F1 = const, що обмежує f1 (t);

E(|D1(|x1s − x2s|))2 = CG2
1

( 0∫
−h

E|x1(s+ τ)− x2(s+ τ)|dτ

)2

,

де G1 = const, що обмежує γ1 (t) та
∫
U

du
|u|2 ≤ C.

Якщо так само оцiнити iншi два доданки, то отримаємо
нерiвнiсть

E[x1(t)− x2(t)]2 ≤ L

t∫
0

0∫
−h

E|x1(s+ τ)− x2(s+ τ)|2dβ(τ)ds,

де L = 3lr(T + 1 + C);

β (τ) =

[
0
∨
−h
β1 (τ) +

0
∨
−h
β2 (τ) +

0
∨
−h
β3 (τ) +

+ max
{
F 2

1 , F
2
2 , F

2
3

}
+ C max

{
G2

1, G
2
2, G

2
3

}]
τ.

За лемою 2.1.1. отримуємо E[x1(t)− x2(t)]2 = 0. А це означає,
що для будь-якого t ∈ [0, T ] два розв’язки збiгаються з iмовiр-
нiстю одиниця, тобто P{ω : x1(t) = x2(t)} = 1. Теорема 2.1.2.
доведена.
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§ 2.2. Формула Кошi при стохастичних збу-
реннях

Позначимо H1 (a, b) простiр N t-вимiрних випадкових процесiв
ξ (t) ∈ Rn з нормою

‖ξ‖(a,b) =

( b∫
a

E{|ξ(t)|2}dt

)1/2

.

Якщо (a, b) = (0,∞), то замiсть H1 (a, b) будемо писати H1 та
позначати норму ‖·‖0.

Лема 2.2.1. Якщо функцiї {h (t, s) , t ≥ s ≥ 0} та
{p (t, s) , t ≥ s ≥ 0} неперервнi разом з своїми частинни-
ми похiдними {h′t (t, s) , t ≥ s ≥ 0} та {p′t (t, s) , t ≥ s ≥ 0},
процес {f (t) , t ∈ [0, T ]} є елементом H1 (0, T ), при будь-яких
T > 0, {γ (t, u) , t ∈ [0, T ]} є N t-узгодженим та при будь-яких
T > 0 iснує

T∫
0

∫
U

E|γ(s, u)|2Π(du) <∞, (U ⊂ Rn) (2.1)

то випадковi процеси

z (t) =

t∫
0

h (t, s) f (s) dw (s) (2.2)

u (t) =

t∫
0

∫
U

p (t, s) γ (s, u) ν̃ (ds, du) (2.3)

мають стохастичнi диференцiали

dz (t) =

 t∫
0

h′t (t, s) f (s) dw (s)

 dt+ h (t, t) f (t) dw (t) (2.4)
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du (t) =

 t∫
0

∫
U

p′t (t, s) γ (s, u) ν̃ (ds, du)

 dt+

+

∫
U

p (t, t) γ (t, u) ν̃ (dt, du) (2.5)

Доведення наведемо лише для формули (2.4). Нехай t′′ >
t′ ≥ 0, ∆ = t′′−t′

m
, tk = t′ + k∆, k = 0, 1, ..m, m ∈ N. Тодi можна

записати

z (t′′)− z (t′) =
m−1∑
k=0

t′′∫
t′

h (τ, τ) f (τ) dw (τ)+

+
m−1∑
k=0

tk+1∫
tk

[h (tk+1, τ)− h (τ, τ)] f (τ) dω (τ)+

+
m−1∑
k=0

tk∫
0

tk+1∫
tk

h
′

t(t, τ)dtf(τ)dw(τ) =

=

t′′∫
t′

h′(t, t)f(t)dw(t) +

t′′∫
t′

t∫
0

h
′

t(t, τ)f(τ)dw(τ)dt = Am +Bm,

де

Am =
m−1∑
k=0

tk+1∫
tk

[h (tk+1, τ)− h (τ, τ)] f (τ) dw (τ),

Bm = −
m−1∑
k=0

tk+1∫
tk

t∫
tk

h′t (t, τ) f (τ) dw (τ) dt.

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



37

Нехай C = sup
t′≤τ≤t≤t′′

|H ′t (t, τ)|2. Тодi

E{|Am|2} ≤ m
m−1∑
k=0

tk+1∫
tk

[h(tk+1, τ)− h(τ, τ)]2E{|f(τ)|2}dτ ≤

≤ m
m−1∑
k=0

C2∆2

tk+1∫
tk

E{|f(τ)|2}dτ ≤ C2(t′′ − t′)2

m
‖f‖l[t′,t′′],

E{|Bm|2} ≤ m
m−1∑
k=0

tk+1∫
tk

∣∣∣∣∣
tk+1∫
τ

h
′

t(t, τ)

∣∣∣∣∣
2

E{|f(τ)|2}dτ ≤

≤ m
m−1∑
k=0

∆2C2

tk+1∫
tk

E{|f(τ)|2}dτ ≤ C2(t′′ − t′)2

m
‖f‖l[t′,t′′].

Отже, lim
m→∞

Am = lim
m→∞

Bm = 0.
Лема 2.2.1 доведена. �
Тепер можна встановити справедливiсть одного з варiантiв

формули Кошi для аналiзу рiвнянь вигляду

dx (t) = a (t, xt) dt+ α (t) dt+ β (t) dw (t) +

+

∫
U

γ (t, u) ν̃ (dt, du). (2.6)

Наслiдок 2.2.1. Якщо a (·, ·) — лiнiйне неперервне за су-
купнiстю змiнних вiдображення [t0, T ] × Cn в Rn, {α (t)} ∈
H1 (t0, T ), {α (t)} ∈ H1 (t0, T ), {γ (t, u)} — N t-узгоджений та
задовольняє спiввiдношення (2.1), тодi розв’язок початкової
задачi

x(t0 + θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0] (2.7)
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для (2.6) на вiдрiзку [t0, T ] може бути зображений у виглядi

x (t) = y (t) +

t∫
t0

h (t, τ)α (t) dt+

+

t∫
t0

h (t, τ) β (t) dw (t) +

t∫
t0

∫
Rm

h (t, τ) γ (τ, u)ν̃ (dτ, du) , (2.8)

де y (t) — розв’язок початкової задачi (2.7) для однорiдного
рiвняння

dy

dt
= a (t, yt) , (2.9)

a h (t, τ) — матриця Кошi для (2.9), тобто матричний
розв’язок (2.9), що задовольняє при всiх τ ∈ [t0, T ] умову

h(τ + θ, τ) =

{
0, θ ∈ [−h, 0),
I, θ = 0.

Доведення випливає з можливостi диференцiювання
{h (t, τ) , t ≥ τ ≥ t0} по t та застосування леми 2.2.1. �

Формулу (2.8) можно застосовувати для аналiзу рiвнянь
вигляду

dx (t) = a (t, xt) dt+ α̂ (t) dt+ β̂ (t) dw (t) +

+

∫
U

γ̂ (t, u) ν̃ (dt, du), (2.10)

де α̂ , β̂ та γ̂ — деякi вiдображення, що задовольняють умо-
ви теореми iснування розв’язку [54], [56], а також забезпе-
чують належнiсть α (t)

∆
= α̂ (t, xt) та β (t)

∆
= β̂ (t, xt) простору

H1 (0, T ) та виконання нерiвностi (2.1) для γ (t, u)
∆
= γ̂ (t, xt, u).
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Для розв’язку (2.10), що проходить через (t0, φ) можна запи-
сати:

x (t, t0, φ) = y (t, t0, φ) +

t∫
t0

h (t, τ) α̂ (τ, xτ ) dτ+

+

t∫
t0

h (t, τ) β̂ (τ, xτ ) dw (τ)+

+

t∫
t0

∫
Rm

h (t, τ) γ̂ (τ, xτ , u) ν̃ (dτ, du). (2.11)

У наступних параграфах застосовуються iнтегральнi пред-
ставлення (2.8) та (2.11) для дослiдження стiйкостi розв’язкiв
стохастичних диференцiальних рiвнянь з випадковими опера-
торами та дослiдження стабiлiзацiї в середньому квадратично-
му розв’язкiв стохастичних рiвнянь в частинних похiдних.

§ 2.3. Асимптотична стiйкiсть в середньо-
му квадратичному розв’язкiв лiнiйних сто-
хастичних систем з випадковими оператора-
ми

Розглянемо стацiонарну задачу

dx(t) = a (xt) + b(A1(xt), B1(xt), D1(xt))dw0(t)+

+

∫
U

c(A2(xt), B2(xt), D2(xt))dtν̃0(dt, du) (3.1)

x0(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−r, 0], (3.2)
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де x(t) ∈ Rn; xt := x(t+ θ), θ ∈ [−r, 0], ϕ(θ) — невипадкова
функцiя; a : D0([−r, 0]) — лiнiйний оператор; b : Rn×Rn×Rn →
Rn, c : Rn × Rn × Rn × U → Rn — лiнiйнi функцiї, аргументи
яких є лiнiйними операторами (2.3). Нехай виконуються умови
теореми 2.1.1, тодi iснує єдиний сильний розв’язок задачi (3.1),
(3.2) з точнiстю до стохастичної еквiвалентностi.

Позначимо через H(t, τ) матрицю Кошi, тобто, при
t > τ матриця H(t, τ) є розв’язком детермiнованого
диференцiально-функцiонального рiвняння:

dy (t) = a (xt) dt (3.3)

за умови

H(t, τ) =

{
0, t < τ,
I, t = τ

де I — одинична матриця.
У стацiонарному випадку матриця Кошi може бути запи-

сана у виглядi [6]

H (t, τ) =
1

2πi

∫
Γ

eλ(t−τ)Λ−1 (λ) dλ, (3.4)

де Λ (λ) = λI − a
(
eλθ
)
, а Γ — контур, що охоплює всi коренi

квазiполiнома det Λ (λ) = 0.
Тодi розв’язок задачi (3.1), (3.2) можна записати за фор-

мулою Кошi (2.11) у виглядi

x (t) = y (t) +

t∫
t0

H (t− τ) b (A1 (xt) , B1 (xt) , D1 (xt)) dw (τ)+

+

t∫
0

∫
U

H (t− τ) c (A2 (xt) , B2 (xt) , D1 (xt) , u) ν̃0 (du, dτ), (3.5)

де y(t) — розв’язок рiвняння (3.3) за детермiнованою початко-
вою функцiєю ϕ(θ).
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Позначимо через r(B) спектральний радiус матрицi B.
Пiд простором N∞ будемо розумiти простiр випадкових

функцiй f1 (t) , f2 (t, u) ∈ Rn, u ∈ U ⊂ Rn, якi є N+-вимiрнi
при t ≥ 0 i такi, що для них iснують iнтеграли
∞∫

0

M
{
|f1 (t)|2

}
dt <∞,

∞∫
0

∫
U

M
{
|f2 (t, u)|2

}
Π (du, dt) <∞.

Теорема 2.3.1. Нехай власнi значення твiрного операто-
ра напiвгрупи розв’язкiв рiвняння (3.3) лежать у лiвiй пiв-
площинi Reλ < 0. Будь-якi лiнiйнi оператори на розв’язках
задачi (3.1), (3.2) вигляду:

F (xt) := F (Ai (xt) , Bi (xt) , Di (xt)) ;

Φ (xt) := Φ (Ai (xt) , Bi (xt) , Di (xt), u) ,

∀u ∈ U, t ≥ 0, i = 1, 2, належать до простору N∞ тодi й
тiльки тодi, коли r(B) < 1, де матриця B має конструкцiю:

B :=

∞∫
0

b
(
A2

1 (Ht) , B
2
1 (Ht) , D

2
1 (Ht)

)
dt+

+

∞∫
0

∫
U

c
(
A2

2 (Ht) , B
2
2 (Ht) , D

2
2 (Ht) , u

)
Π (du, dt), (3.6)

а Ht := Ht(t+ θ), θ ∈ [−r, 0]

A2
i (Ht) =

 0∫
−r

Htdβi (θ)

2

; (3.7)

B2
i (Ht) =

0∫
−r

[fi (θ)]
2H2

t dθ; (3.8)
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D2
i (Ht) =

0∫
−r

∫
U

[γi (θ, u)]2H2
t Πi (du) dθ, i = 1, 2. (3.9)

Зауваження 2.3.1. Значок 2 означає, що кожний елемент
вектора або матрицi береться у квадратi.

Доведення. Замiнимо у (3.5) x(t) на x(t+θ) та застосуємо
лiнiйнi оператори b(·, ·, ·), c(·, ·, ·, u). В результатi маємо:

b(A1(xt), B1(xt), D1(xt)) = b(A1(yt), B1(yt), D1(yt))+

+

t∫
0

b(A1(Ht−τ ), B1(Ht−τ ), D1(Ht−τ ))×

×b(A1(xτ ), B1(xτ ), D1(xτ ))dw0(τ)+

+

t∫
0

∫
U

b(A1(Ht−τ ), B1(Ht−τ ), D1(Ht−τ ))×

×c(A2(xτ ), B2(xτ ), D2(xτ ), u)ν̃0 (du, dτ) ,

c(A2(xt), B2(xt), D2(xt), u) = c(A2(yt), B2(yt), D2(yt), u)+

+

t∫
0

c(A2(Ht−τ ), B2(Ht−τ ), D2(Ht−τ ))×

×b(A2(xτ ), B2(xτ ), D2(xτ ))dw0(τ)+

+

t∫
0

∫
U

c(A2(Ht−τ ), B2(Ht−τ ), D2(Ht−τ ), u)×

×c(A2(xτ ), B2(xτ ), D2(xτ ), u)ν̃ (du, dτ) .
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Пiднесемо до квадрату лiву та праву частину одержаних
рiвнянь в розумiннi Зауваження 2.3.1, застосуємо операцiю ма-
тематичного сподiвання, та використовуючи властивостi сто-
хастичних iнтегралiв [11], одержимо:

µb (t) =
[
b2 (yt)

]
+

t∫
0

b2 (Ht−τ )µb (τ) dτ+

+

t∫
0

∫
U

b2 (Ht−τ )µc (τ, u) Π (du) dτ (3.10)

µc (t, u) = c2 (yt, u) +

t∫
0

c2 (Ht−τ , u)µc (τ, u) dτ+

+

t∫
0

∫
U

c2 (Ht−τ , u)µc (τ, u) Π (du) dτ (3.11)

де
b2(yt) := b(A2

1(yt), B
2
1(yt), D

2
1(yt));

c2(yt, u) := c(A2
2(yt), B

2
2(yt), D

2
2(yt), u);

b2(Ht) := b(A2
1(Ht), B

2
1(Ht), D

2
1(Ht));

c2(Ht, u) := c(A2
2(Ht), B

2
2(Ht), D

2
2(Ht), u);

µb (t) := M
{
b2 (xt)

}
; µc (t, u) := M

{
c2 (xt, u)

}
.

Проiнтегруємо рiвняння (3.10), (3.11) по t вiд 0 до ∞ та
змiнимо порядок iнтегрування (причому друге рiвняння спо-
чатку проiнтегруємо по u ∈ U); в результатi легко записати:

∞∫
0

µb (t) dt =

∞∫
0

[b (yt)]
2 dt+

∞∫
0

[b (Ht)]
2 dt

∞∫
0

µb (t) dt+
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+

∞∫
0

[b (Ht)]
2 dt

∞∫
0

∫
U

µc (t) Π (du) dt; (3.12)

∞∫
0

∫
U

µc (t, u) Π (du) dt =

∞∫
0

∫
U

[c (yt)]
2 Π (du) dt+

+

∞∫
0

∫
U

[c (Ht, u)]2 Π (du) dt+

∞∫
0

µb (t) dt+

+

∞∫
0

∫
U

[c (Ht, u)]2 Π (du) dt

∞∫
0

∫
U

µc (t, u) Π (du) dt; (3.13)

де
b(yt) := b(A1(yt), B1(yt), D1(yt));

c(yt, u) := c(A2(yt), B2(yt), D2(yt), u);

b(Ht) := b(A1(Ht), B1(Ht), D1(Ht));

c(Ht, u) := c(A2(Ht), B2(Ht), D2(Ht), u).

Якщо в якостi вектора y(t) вибрати стовпчики матрицi
H(t), позначивши їх вiдповiдно yj(t), j = 1, n, то, аналогiчно
(3.12) та (3.13), можна отримати, що

∞∫
0

µbj(t)dt =

∞∫
0

[b(yjt)]
2dt+

∞∫
0

[b(Ht)]
2dt

∞∫
0

µbj(t)dt+

+

∞∫
0

[b (Ht)]
2 dt

∞∫
0

∫
U

µcj (t) Π (du) dt; (3.14)

∞∫
0

∫
U

µcj(t, u)Π(du)dt =

∞∫
0

∫
U

[c(yjt)]
2Π(du)dt+
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+

∞∫
0

∫
U

[c (Ht, u)]2 Π (du) dt+

∞∫
0

µbj (t) dt+

+

∞∫
0

∫
U

[c (Ht, u)]2 Π (du) dt

∞∫
0

∫
U

µcj (t, u) Π (du) dt. (3.15)

У вiдповiдних позначеннях перепишемо (3.14) та (3.15) у ви-
глядi

Mj = Nj + BMj;

де
Mj = M

(1)
j +M

(2)
j ; Nj = N

(1)
j +N

(2)
j ;

N
(1)
j =

∞∫
0

b2 (yj (t+ θ)) dt;

N
(2)
j =

∞∫
0

∫
U

c2 (yj (t+ θ) , u) Π (du) dt;

M
(1)
j =

∞∫
0

µbj (t) dt; M
(2)
j =

∞∫
0

∫
U

µcj (t, u) Π (du) dt.

Очевидно, що вектор Nj спiвпадає з j-м стовпчиком ма-
трицi B, причому ясно, що: B = {N1, N2, . . . , Nn} та M =
{M1,M2, . . . ,Mn}.

Тодi з вищезгаданої формули отримуємо матричне рiвнян-
ня:

M = B + BM. (3.16)

Необхiднiсть. Доведемо вiд супротивного. Оскiльки ма-
триця B складена з невiд’ємних елементiв, тодi [10] λB > 0.
Нехай λ0 ≥ 1. У випадку λ0 = 1 доведемо, що рiвняння (3.16)
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має необмежений розв’язок. Нехай це не так, тодi обмежений
розв’язок має i рiвняння:

X = b+ Bχ, (3.17)

де χ = Mb, b — власний вектор матрицi B, який вiдповiд-
ає власному значенню λ0 = 1. У пiдпросторi, який породжує
власний вектор d, рiвняння (3.17) має вигляд y + b = y, що не
має розв’язку при жодному y (‖y‖ <∞). Одержане протирiч-
чя означає, що якщо λ0 = 1, то знайдуться початковi функцiї
ϕ(θ), для яких

b(xt) := b(A1(xt), B1(xt), D1(xt)) /∈ N∞

c(xt, u) := c(A2(xt), B2(xt), D2(xt), u) /∈ N∞
а значить F (xt) /∈ N∞, Φ(xt) /∈ N∞. Одержали протирiччя.

У випадку λ0 > I доведемо, що рiвняння (3.16) має нео-
бмежений розв’язок при будь-якiй достатньо малiй за нормою
початковiй функцiї. Нехай це не так, тодi рiвняння (3.17) має

необмежений розв’язок X =
b

1− λ0

, координати якого недо-

датнi.
Достатнiсть випливає, якщо до системи (3.10), (3.11) за-

стосувати метод послiдовних наближень знаходження розв’яз-
кiв [11].

Аналогiчно матричному рiвнянню (3.16) легко записати
M = BM +N , де матриця-вектор має вигляд:

N =

∞∫
0

b2 (yt) dt+

∞∫
0

∫
U

c2 (yt, u) Π (du) dt.

Побудуємо послiдовнi наближення:

Mn = BMn−1 +N, n = 1, 3,

з M0 = 0. Звiдки одержимо, що µbn (t), µc (t, u) ∈ L1 (0,∞).
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Дiйсно, якщо взяти M0 = 0, тодi Mn =
n−1∑
k=0

BkN . Вiдомо

[10], що
lim
n→∞

n
√
‖Bn‖ = max

r
λr < 1

Тодi для достатньо великих n0, (n ≥ n0) маємо
n
√
‖Bn‖ < (q + ε) < 1

та
‖Bn‖ < (q + ε)n .

Таким чином, при n ≥ n0

‖Mn‖ ≤
n−1∑
k=0

gk‖N‖,

де 0 < g = q + ε < 1, звiдки

lim
n→∞

‖Mn‖ <
‖N‖
g − 1

,

тобто довели, що

b(A1(xt), B1(xt), D1(xt)) /∈ N∞,

c(A2(xt), B2(xt), D2(xt), u) /∈ N∞.
Достатнiсть стає зрозумiлою, якщо застосувати до (3.5) опе-
ратори F (·), Φ(·, u) та проробивши вiдповiднi перетворення,
що привели до (3.10), (3.11), легко записати:

∞∫
0

µF (t) dt =

∞∫
0

F 2 (yt) dt+

∞∫
0

F 2 (Ht) dt

∞∫
0

µb (t) dt+

+

∞∫
0

F 2 (Ht) dt

∞∫
0

∫
U

µc (t, u) Π (du) dt;
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∞∫
0

∫
U

µΦ (t, u) Π (du) dt =

∞∫
0

∫
U

Φ2 (yt, u) Π (du) dt+

∞∫
0

µb (t) dt+

+

∞∫
0

∫
U

Φ2 (Ht, u) Π (du) dt+

+

∞∫
0

∫
U

Φ2 (Ht, u) Π (du) dt

∞∫
0

∫
U

µc (t, u) Π (du) dt.

Аналогiчнi мiркування, якi мiстяться в доведеннi необхiдностi,
дають достатнiсть теореми, тобто F (·) ∈ N∞ та Φ(·, u) ∈ N∞.

Теорема 2.3.2. Якщо тривiальний розв’язок (3.3) експо-
ненцiально стiйкий, то в умовах теореми 2.3.1 тривiальний
розв’язок задачi (3.1), (3.2) асимптотично стiйкий в сере-
дньому квадратичному.

Доведення. Застосуємо до (3.10), (3.11) перетворення Ла-
пласа [7]:

Mb (λ) = Yb (λ) +Hb (λ)Mb (λ) +Hb (λ)Mc (λ) ;

Mc (λ) = Yc (λ) +Hc (λ)Mb (λ) +Hc (λ)Mc (λ) ;

де
Mb (λ) = L{µb (t)}; Mc (λ) = L{µc (t, u)};

Hb (λ) = L{b2 (Ht)}; Hc (λ) = L{
∫
U

c2 (Ht, u) Π (du)};

Yb (λ) = L{b2 (yt)}; ;Yc (λ) = L{
∫
U

c2 (yt, u) Π (du)}.

Звiдси легко бачити, що:

M (λ) = Y (λ) +H (λ)M (λ) , (3.18)
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де M (λ) = Mb (λ) + Mc (λ); H (λ) = Hb (λ) + Hc (λ); Y (λ) =
Yb (λ) + Yc (λ). З (3.18) маємо M (λ) = [I−H (λ)]−1Y (λ).

Зауважимо, що з умов теореми 2.3.2 розв’язок рiвняння
(3.3) експоненцiально стiйкий [15]. Тодi Y (λ), як перетворе-
ння Лапласа, не має полюсiв у пiвплощинi Reλ ≥ 0 [15]. По-
значимо через γ (λ) корiнь Перрона матрицi Ht (λ) [10]. Тодi з
конструкцiї матрицi H (λ) випливає, що max

Reλ=a
γ (λ) = γ (a).

Встановимо, що рiвняння det [I−H (λ)] = 0 має коре-
нi тiльки в пiвплощинi Reλ < 0. Припустимо протилежне:
det [I−H (λ0)] = 0, де Reλ0 ≥ 0. Це означає, що H (λ0) має
власне значення 1. Тодi γ (Reλ0) ≥ 1. Але елементи матрицi
H (λ) при дiйсних λ спадають, тобто γ (Reλ) — спадна фун-
кцiя. Таким чином, γ(0) ≥ 1 i матриця H (0) = B має власне
значення за модулем не менше 1. А це протирiчить умовам те-
ореми 2.3.2, що r(B) < 1. Таким чином одержано, що полюса
M (λ) лежать у лiвiй площинi.

Оригiнал µ (t) веде себе при t → +∞ як eαt, де α > 0 та
α є дiйсною частиною найбiльш вiддаленого вправо полюса
зображення M (λ) [15]. Тодi

|µb (t)|+

∣∣∣∣∣∣
∫
U

µc (t, u) Π (du)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ke−βt ‖φ‖ , K > 0, β > 0.

За умов теореми 2.3.1 для довiльного лiнiйного оператора
F (·), Φ (·, u) маємо оцiнку [34]:∣∣F 2 (yt)

∣∣+

∫
U

∣∣Φ2 (yt, u)
∣∣Π (du) ≤ K1e

−β1t ‖φ‖ , K1 > 0, β1 > 0.

Асимптотична стiйкiсть у середньому квадратичному три-
вiального розв’язку (3.1), (3.2) випливає з нерiвностi:

M{|x (t)|2} ≤ K1e
−β1t ‖φ‖+ ‖H (t)‖2

C(0,∞)

∞∫
0

|µb (t)| dt+
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+ ‖H (t)‖2
C(0,∞)

∞∫
0

∫
U

|µc (t, u)|Π (du) dt.

Доведення теореми 2.3.2 завершено. �
Зауваження 2.3.2. Якщо в рiвняннi (3.1), (3.3) b(·, ·, ·) =

b(xt), c(·, ·, ·, u) = c(xt, u), то результати роботи [69] виплива-
ють з 2.3.1 та 2.3.2.

Теорема 2.3.3. Нехай тривiальий розв’язок рiвняння
(3.3) експонецiально стiйкий та r(B) < 1. Тодi в будь-якому
околi нуля знайдеться така початкова функцiя ϕ(θ), що

lim
t→∞

M{|x (t)|2} =∞.

Доведення. При доведеннi теореми 2.3.2 одержали:

M (λ) = [I−H (λ)]−1Y (λ) ;

деY (λ) з умови теореми 2.3.3 не має особливостей в пiвплощи-
нi Reλ0 ≥ 0. Тодi полюси вектора M (λ) збiгаються з нулями
визначника det [I−H (λ)].

Матриця H (λ) має додатне власне значення γ (λ), яке не
менше за модулем вiд усiх iнших власних значень, тобто

max
Reλ=a

γ (λ) = γ (a) .

З умов теореми 2.3.3 γ (0) > 1, де γ (λ) — неперервна функцiя
дiйсного λ i така, що

lim
λ→∞

γ (λ) = 0.

Таким чином, знайдеться λ0 > 0 таке, що γ(λ0) = 1. Тодi

|µb(t)|+
∫
U

|µc(t, u)|Π(du)
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росте при t → ∞ eλ0t [1], що й завершує доведення теореми
2.3.3. �

Зауважимо, що випадок r(B) = 1 потребує окремих дослi-
джень.

Зауваження 2.3.3. Якщо пiдставити (3.4) у формулу
(3.6), що визначає матрицю B, та застосувати теорему План-
шереля [6], то формула (3.6) набуде зручного вигляду для пра-
ктичного застосування:

B = 1
π

∞∫
0

∣∣b (A1(eisθ), B1(eisθ), D1(eisθ)
)∣∣2 [V −1(is)

]2
+
ds+

+ 1
π

∞∫
0

∫
U

∣∣c (A2(eisθ), B2(eisθ), D2(eisθ)
)∣∣2 [V −1(is)

]2
+

Π(du)ds,

де + означає, що кожен елемент матрицi або вектора береться
за модулем.

§ 2.4. Стiйкiсть розв’язкiв систем стохасти-
чних рiвнянь з випадковими операторами та
змiнними коефiцiєнтами

Нехай на ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P) заданий випадко-
вий процес x(t) ∈ Rn системою стохастичних диференцiальних
рiвнянь

dx(t) = a(t, xt)dt+ dW0(t)b (t, A1(xt), B1(xt), D1(xt)) +

+

∫
U

c (t, A2(xt), B2(xt), D2(xt), u) ν̃0(du, dt) (4.1)

з детермiнованими початковими умовами

x0(t) = φ(t), t ∈ [−r, 0], (4.2)
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де Dn([−r, 0]) — простiр Скорохода неперервних справа фун-
кцiй φ(t) ∈ Rn, якi мають лiвостороннi границi (НПЛГ) з рiв-
номiрною нормою.

a(t, ·, ·, ·) : R+ × Rn × Rn × Rn → Rn;

b(t, ·, ·, ·) : R+ × Rn × Rn × Rn → Rn;

c(t, ·, ·, ·, u) : R+ × Rn × Rn × Rn × U→ Rn;

U ⊂ Rn — лiнiйнi вiдображення, аргументи яких — лiнiйнi
оператори:

Ai(xt) :=

0∫
−r

x(t+ θ)dβi(θ); (4.3)

Bi(xt) :=

0∫
−r

αi(θ)x(t+ θ)dwi(θ); (4.4)

Di(xt) :=

0∫
−r

∫
U

γi(θ, u)x(t+ θ)ν̃i(du, dθ), i = 1, 2. (4.5)

Тут βi(t) — функцiї обмеженої варiацiї; αi(t) : R+ → R, NR+-
вимiрнi локально обмеженi по t; γi(t, u) : R+ × U→ R-вимiрнi
вiдносно N R+ × U, локально обмеженi по t та∫

U

|γi(t, u)|2 Πi(du) <∞;

{wi(t), t ≥ 0, i = 1, 2} — одновимiрнi вiнерiвськi процеси,
{ν̃i(du, dt), t ≥ 0, u ∈ U, i = 1, 2} — центрованi пуассонiвськi
мiри, матриця W0(t) := {wij(t)} складена з незалежних за су-
купнiстю вiнерiвських процесiв з нульовими зносами та коефi-
цiєнтами дифузiї, що дорiвнюють одиницi; ν̃0(du, dt) — центро-
вана пуассонiвська мiра. Зауважимо, що винерiвськi процеси
та пуассонiвськi мiри незалежнi мiж собою [11].
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Для того, щоб мати стохастичнi диференцiали та iнтегра-
ли, треба задати на ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P) потiк σ-
алгебр, з яким узгоджуються вiнерiвськi процеси та випадковi
мiри [12].

Пiд сильним розв’язком рiвняння (4.1) розумiємо прогре-
сивно вимiрнi таN t-узгодженi процеси, для яких майже скрiзь
виконується рiвнiсть

x(t) = φ(0)+

t∫
0

a(s, xs)ds+

t∫
0

dW0(s)b (s, A1(xs), B1(xs), D1(xs))+

+

t∫
0

∫
U

c (s, A2(xs), B2(xs), D2(xs), u) ν̃0(du, ds) (4.6)

а при t ∈ [−r, 0] визначаються (4.2).
Зауважимо, що сильний розв’язок задачi (4.1), (4.2) iснує

та єдиний з точнiстю до стохастичної еквiвалентностi.
Якщо позначити через h(t, s) матрицю Кошi детермiнова-

ного рiвняння:

dy(t) = a(t, yt)dt, t ≥ s, (4.7)

що задовольняє умову h(t, s) = 0 при t < s; h(t, t) = I.
Тодi розв’язок задачi (4.1), (4.2) можна представити у ви-

глядi

x(t) = y(t) +

t∫
0

h(t, s)[dW0(s)]b (s, A1(xs), B1(xs), D1(xs))+

+

t∫
0

∫
U

h(t, s)c (s, A2(xs), B2(xs), D2(xs), u) ν̃0(du, ds) (4.8)

де y(t) — розв’язок рiвняння (4.7), який побудованй за поча-
тковою функцiєю φ(t) ∈ Rn (формула Кошi (2.8)).
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Теорема 2.4.1. Нехай
1) тривiальний розв’язок рiвняння (4.7) експоненцiально

стiйкий;
2) матриця Кошi h(t, s) задовольняє умови

sup
t≥s≥0

∥∥h2(t, s)
∥∥ <∞, sup

t≥0

t∫
0

∥∥h2(t, s)
∥∥ ds <∞,

3)

sup
t≥0
‖b(t, ·, ·, ·)‖ <∞, sup

t≥0
sup
u∈U
‖c(t, ·, ·, ·, u)‖ <∞

4) для матрицi

Q := lim
t→∞

[

t∫
0

b2 (t, ht(θ, s)) ds+

t∫
0

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u) Π(du)ds]

(4.9)
спектральний радiус r(Q) < 1. Тодi тривiальний розв’язок
задачi (4.1), (4.2) асимптотично стiйкий у середньому ква-
дратичному. Тут введено позначення

b2(t, ht(θ, s)) := b(t, A2
1(ht), B

2
1(ht), D

2
1(ht)); (4.10)

c2(t, ht(θ, s), u) := c(t, A2
2(ht), B

2
2(ht), D

2
2(ht), u); (4.11)

де аргументи мають структуру:

A2
i (ht(θ, s)) := [

0∫
−r

ht(θ, s)dβi(θ)]
2; (4.12)

B2
i (ht(θ, s)) :=

0∫
−r

[fi(θ)]
2h2

t (θ, s)dθ; (4.13)
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D2
t (ht(θ, s)) :=

0∫
−r

∫
U

[γi(θ, u)]2h2
t (θ, s)Πi(du)dθ, i = 1, 2

(4.14)
де 2 означає, що кожний елемент вектора або матрицi бере-
ться у квадратi.

Доведення. Запишемо рiвняння (4.8) в момент часу t =
θ, застосуємо до одержаних рiвнянь вiдповiдно оператори
b(t, ·, ·, ·) та c(t, ·, ·, ·, u), пiднесемо до квадрату лiвi та правi
частини цих рiвнянь, та, якщо застосувати операцiю матема-
тичного сподiвання з врахуванням властивостей стохастичних
iнтегралiв [11], тодi

µb (t) = b2 (yt) +

t∫
0

b2 (t, ht(θ, s))µb(s)ds+

+

t∫
0

∫
U

b2 (s, ht(θ, s))µc (s, u) Π (du) ds (4.15)

∫
U

µc (t, u) Π(du) =

∫
U

c2 (yt, u) Π(du)+

+

t∫
0

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u)µb(s)Π(du)ds+

+

t∫
0

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u1) ·
∫
U

µc(s, u)Π(du1)ds (4.16)

де b2, c2 визначенi (4.10)—(4.14); µb(t) = E{b2(t, xt)}; µb(t) =
E{c2(t, xt, u)}.
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Додамо рiвняння (4.15) та (4.16) i позначимо

m(t) = µb (t) +

∫
U

µc (t, u) Π(du);

f(t) = b2 (t, yt) +

∫
U

c2 (t, yt, u) Π(du).

Тодi

m(t) = f(t) +

t∫
0

b2 (t, ht(θ, s))m(s)ds+

+

t∫
0

∫
U

c2 (s, ht(θ, s), u)m(s)Π (du) ds. (4.17)

Зауважимо, що матриця Q умови (4.9) має найбiльше дода-
тне власне значення λQ [1] для Q iснує таке ε > 0, що матриця
Qε = {qij + ε} також має найбiльше власне значення λQε < I.
Далi очевидна нерiвнiсть sup

s≥T
Qε ≤ Qε, де

Q(t) =

t∫
0

b2 (t, ht(θ, s)) ds+

t∫
0

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u) Π(du)ds.

Ясно, що на iнтервалi [0, T0] розв’язок m(t) системи (4.17)
обмежений [54].

Позначимо
M(t, T ) = max

τ∈[T,t]
m(τ).

Тодi при t ≥ T0 з (4.17) одержимо нерiвнiсть

M(t, T ) ≤ max
τ∈[T,t]

f(τ) + max
τ∈[T,t]

 τ∫
0

b2 (τ, hτ (θ, s))m(s)ds+
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+

τ∫
0

∫
U

c2 (τ, hτ (θ, s), u)m(s)Π(du)ds

+

+ max
τ∈[T,t]

 T0∫
0

b2 (τ, hτ (θ, s))m(s)ds+

+

T0∫
0

∫
U

c2 (τ, hτ (θ, s), u)m(s)Π(du)ds

 ≤
≤ Φ(t) + max

τ∈[T,t]
Q(τ)M(t, T ) ≤ Φ(t) +QεM(t, T ),

де

Φ(t) := max
τ∈[T,t]

f(τ) + max
τ∈[T,t]

 T0∫
0

b2 (τ, hτ (θ, s))m(s)ds+

+

T0∫
0

∫
U

c2 (τ, hτ (θ, s), u)m(s)Π(du)ds

 .
З умови λQε < 1 та обмеженостi норми вектора Φ(t) випли-

ває, що lim
t→∞
|M(t, T )| < ∞. Доведемо спочатку допомiжний

результат.
Лема 2.4.1. За умов теореми отримуємо lim

t→∞
|m(t)| = 0

.
Доведення. Для ∀ t, T1 таких, що t ≥ T1 виконується не-

рiвнiсть

m(t) ≤ f(t) +

T1∫
0

b2 (t, ht(θ, s))m(s)ds+
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+

T1∫
0

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u)m(s)Π(du)ds+Q(t)M(t, T1). (4.18)

Обчислимо верхню межу вiд обох частин нерiвностi (4.18) при
t→∞.

Враховуючи умови 1)-3) теореми 2.4.1 та обмеженiсть m(t)
на [0, T1] робимо висновок, що виконанi умови теореми Лебега
про граничний перехiд пiд знаком iнтегралiв в правiй частинi
(4.18) i

lim
t→∞

[f(t) +

T1∫
0

b2 (t, ht(θ, s))m(s)ds+

+

T1∫
0

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u)m(s)Π(du)ds] = 0.

Тодi lim
t→∞

m(t) ≤ Q ·M(∞, T1), де m(∞, T1) = sup
s≥T1

m(s).

Одержана нерiвнiсть має мiсце при будь-якому T1, тодi
lim
t→∞

m(t) ≤ Q · lim
t→∞

m(t), а, отже, з умови 4) теореми випли-

ває, що lim
t→∞
|m(t)| = 0. Лема 2.4.1 доведена. �

Далi, якщо використати (4.17), можна записати

E{x2(t)} = y2(t) +

h∫
0

h2(t, s)m(s)ds.

Звiдки маємо, що

|E{x2(t)}| = |y2(t)|+
h∫

0

‖h2(t, s)‖|m(s)|ds.

Для довiльного ε > 0 iснує T > 0 таке, що |m(t)| < ε для
∀ t ≥ T .
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Згiдно з умовою 2) теореми 2.4.1

t∫
0

∥∥h2(t, s)
∥∥ · |m(s)| ds ≤

T∫
0

∥∥h2(t, s)
∥∥ · |m(s)| ds+ Cε

де C > 0. Тому lim
t→∞
|E{x2(t)}| ≤ Cε. Але ε > 0 мале, тодi

lim
t→∞

E{x2(t)} = 0. Теорема 2.4.1 доведена. �
Зауваження 2.4.1. Якщо в рiвняннi (4.1) b(t, ·, ·, ·) =

b(t, xt) : Rt × Dn([−r, 0]) → R; c(t, ·, ·, ·, u) = c(t, xt, u) : Rt ×
Dn([−r, 0])× U→ R, то умова (4.9) набуде вигляду [105]

d = lim
t→∞

t∫
0

[b2 (t, ht(θ, s)) +

∫
U

c2 (t, ht(θ, s), u) Π(du)]ds < 1

(4.19)
Приклад 2.4.1. Нехай випадковий процес x(t) ∈ R1 зада-

но рiвнянням

dx(t) = −ax(t)dt+ bx(t− 1)dw0(t) +C

∫
U

x(t− 1)f(u)ν̃0(du, dt),

де a > 0. Оскiльки, h(t) = e−at, тодi за теоремою 2.4.1 умови
стiйкостi в середньому квадратичному задаються нерiвнiстю

b2 + c2

∫
U

f 2(u)Π(du) < 2ae−2a.

Приклад 2.4.2. Нехай випадковий процес x(t)1 ∈ R зада-
но рiвнянням

dx(t) = −ax(t)dt+ bx(αt)dw0(t) + C

∫
U

x(βt)f(u)ν̃0(du, dt),

(4.20)
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0 < α ≤ 1; 0 < β ≤ 1; a > 0. Очевидно, що h(t, T ) = e−a(t−T ).
Тодi достатнi умови стiйкостi в середньому квадратичному

тривiального рiвняння набувають вигляду

lim
t→∞

[b2

αt∫
0

e−2a(αt−τ)dτ + c2

βt∫
0

∫
U

f 2(u)e−2a(βt−τ)Π(du)dτ ] =

=
b2

2a
+
c2

2a

∫
U

f 2(u)Π(du) < 1.

Або b2 + c2

∫
U

f 2(u)Π(du) < 2a. Для ξ(t) = E{x2(t)} запишемо

рiвняння

ξ(t) = y2(t) + b2

t∫
0

h2(t− s)ξ(αs)ds+

+c2

t∫
0

∫
U

h2(t− s)f 2(u)ξ(βs)Π(du)ds.

Пiсля iнтегрування вiд 0 до ∞ одержимо, що розв’язок x(t)
належить простору сумовних в середньому квадратичному ви-
падкових процесiв, якщо

b2

απ

∞∫
0

ds

|is+ a|2
+

c2

βπ

∞∫
0

∫
U

f 2(u)

|is+ a|2u2
Π(du)ds < 1,

або
b2β + αc2

∫
U

f 2(u)Π(du) < 2aαβ.

Тому можна стверджувати, що рiвняння (4.20) має розв’язок
не сумовний з квадратом, який збiгається до нуля в середньо-
му квадратичному.
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§ 2.5 Асимптотична стiйкiсть розв’язкiв
систем стохастичних диференцiальних рiв-
нянь у критичному випадку

Позначимо (Ω,F ,P) iмовiрнiсний простiр, {F t, t ≥ 0}-потiк
σ-алгебр, F t ⊂ F ; Rn — n-вимiрний евклiдiв простiр; Dn :=
Dn([−r, 0]) — простiр Скорохода неперервних справа функцiй
φ(t) ∈ Rn, якi мають лiвостороннi границi (НПЛГ) з рiвномiр-
ною нормою

‖φ(θ)‖ := sup
−r≤θ≤0

|φ(θ)| . (5.1)

N 1 — простiр неперервних на [0,∞) дiйсних функцiй α(t) :
[0,∞)→ Rn таких, що

∞∫
0

∣∣2α(t) + α2(t)
∣∣ dt < +∞;

N 2 — простiр неперервних додатних функцiй β(t) : [0,∞) →
Rn , для яких

∞∫
0

(
β(t) + β2(t)

)
dt < +∞.

Розглянемо випадковий процес x(t) ∈ Rn, який визначає-
ться рiвнянням

dx(t) = a(xt)dt+ [I +B(t)]dW0(t)b (A1(xt), B1(xt), D1(xt)) +

+[I +D(t)]

∫
U

c (A2(xt), B2(xt), D2(xt), u) ν̃0(du, dt) (5.2)

з початковими умовами

x(t) = φ(t), t[−r, 0], (5.3)
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де xt := {x(t+ θ), θ ∈ [−r, 0]}; лiнiйнi неперервнi функцiї a(·) :
Dn → Rn; b(·, ·, ·) : Rn × Rn × Rn → Rn; c(·, ·, ·, u) : Rn × Rn ×
Rn×U→ Rn з операторами Ai(·), Bi(·), Di(·) : Dn → Rn, i = 1, 2
вигляду

Ai(xt) :=

0∫
−r

x(t+ θ)dβi(θ);

Bi(xt) :=

0∫
−r

αi(θ)dwi(θ)x(t+ θ); (5.4)

Di(xt) :=

0∫
−r

∫
U

γi(θ, u)x(t+ θ)ν̃i(du, dθ), (5.5)

де βi(t) —функцiї обмеженої варiацiї; {αi(t)} : R+ → R ∈ N R+-
вимiрнi, локально обмеженi; γi(t, u) : R+ × U → R — вимiрнi
стосовно N R+ ∨ U, локально обмеженi та∫

U

|γi(t, u)|2 Πi(du) <∞; i = 1, 2.

Матриця W0(t) складається з одновимiрних вiнерiвських про-
цесiв, попарно незалежних мiж собою; ν̃i(du, dt), i = 0, 1, 2 —
центрованi пуассонiвськi мiри, що незалежнi одна вiд одної та
вiд елементiв матриць t ∈ (0,∞) [11]

B(t) := diag {b1(t), b2(t), ..., bn(t)}, bi(t) ∈ N 1 ∨N 2, i = 1, n;

D(t) := diag {d1(t), d2(t), ..., dn(t)}, di(t) ∈ N 1∨N 2, i = 1, n;

t ∈ (0,∞).
Пiд сильним розв’язком задачi (5.2), (5.3) розумiємо се-

парабельний процес x(t) ∈ Rn, t ∈ [−r,∞), визначений за
t ∈ [−r, 0] спiввiдношенням (5.3), вимiрний стосовно σ-алгебри
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t ∈ (0,∞) (Lt — σ-алгебра борелевих множин вiдрiзка [−r, t])
та такий, що за умови t ∈ (0,∞) майже скрiзь виконується

x(t) = φ(0) +

t∫
0

a(xs)ds+

+

t∫
0

[I +B(s)]dW0(s)b (A1(xs), B1(xs), D1(xs))+

+

t∫
0

[I +D(s)]

∫
U

c (A2(xs), B2(xs), D2(xs), u) ν̃0(du, ds) (5.6)

Зауважимо, що коефiцiєнти a, b, c треба задати на ймовiр-
нiсному просторi (Ω,F ,P), де визначенi Wi(t), ν̃i, i = 0, 1, 2.
Для того, щоб мати стохастичнi диференцiали i iнтеграли,
треба мати на цьому ймовiрнiсному просторi потiк σ-алгебр
{F t, t ≥ 0}, з яким узгодженi вiнерiвськi процеси i випадковi
центрованi мiри [11].

Умови, яким задовольняють a(·) , b(·, ·, ·), c(·, ·, ·, u), B(t),
D(t) i ϕ(t), гарантують iснування та єдинiсть сильного
розв’язку задачi Кошi.

Фундаментальний розв’язок детермiнованого
диференцiально-функцiонального рiвняння

dy(t) = a(yt)dt, t ≥ 0, (5.7)

позначимо через h(t): h(0) = I; h(s) = 0 ∀ s ∈ [−r, 0);

h(t) =
1

2πi

∫
Γ

eλtΛ−1(λ)dλ (5.8)

для t ≥ 0, де Λ(λ) = λI− a(eλθ), а Γ — контур, що охоплює всi
нулi квазiполiнома det Λ(λ) [7].

Теорема 2.5.1. Нехай:
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1) тривiальний розв’язок рiвняння (5.7) експоненцiально
стiйкий;

2) корiнь Перрона [10] матрицi

Q =

∞∫
0

b
(
A2

1(ht), B
2
1(ht), D

2
1(ht)

)
dt+

+

t∫
0

∫
U

c
(
A2

2(ht), B
2
2(ht), D

2
2(ht), u

)
Π (du) dt (5.9)

дорiвнює одиницi. Тодi тривiальний розв’язок задачi (5.2),
(5.3):

I) стiйкий у середньому квадратичному, якщо
{bi(t), di(t), i = 1, n} ⊂ N 1 та монотонно спадають;

II) не стiйкий у середньому квадратичному, якщо
{bi(t), di(t), i = 1, n} ⊂ N 2 та монотонно зростають.

Тут уведено позначення:

A2
i (ht) = [

0∫
−r

h(t+ θ)dβi(θ)]
2; (5.10)

B2
i (ht) =

0∫
−r

α2
i (θ)h

2(t+ θ)dθ; (5.11)

D2
i (ht) =

0∫
−r

∫
U

γ2
i (θ, u)h2(t+ θ)Πi(du)dθ, i = 1, 2. (5.12)

де 2 означає, що кожний елемент вектора або матрицi береться
у квадратi.

Доведення. Рiвняння (5.6) еквiвалентне наступному iнте-
гральному рiвнянню (див. (2.8))

x(t) = y(t)+
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+

t∫
0

h(t− s)[I +B(s)]dW0(s)b (A1(xs), B1(xs), D1(xs))+

+

t∫
0

∫
U

h(t− s)[I +D(s)]c (A2(xs), B2(xs), D2(xs), u) ν̃0(du, ds),

(5.13)
де y(t) — будь-який розв’язок детермiнованого рiвняння (5.7)
з початковою умовою (5.3).

Запишемо рiвняння (5.13) у момент часу t + θ i засто-
суємо до одержаних рiвнянь вiдповiдно оператори b(·, ·, ·) та
c(·, ·, ·, u):

b(A1(xt), B1(xt), D1(xt)) = b(A1(yt), B1(yt), D1(yt))+

+

t∫
0

b (A1(ht−s), B1(ht−s), D1(ht−s)) [I+

+B(s)]dW0(s)b (A1(xs), B1(xs),

D1(xs))+

t∫
0

∫
U

b (A1(ht−s), B1(ht−s), D1(ht−s)) [I +D(s)]c (A2(xs),

B2(xs), D2(xs), u) ν̃0(du, ds)

c(A2(xt), B2(xt), D2(xt)) = c(A2(yt), B2(yt), D2(yt))+

+

t∫
0

c(A2(ht−s), B2(ht−s), D2(ht−s))[I+

+B(s)]dW0(s)b(A1(xs), B1(xs),

D1(xs))+

t∫
0

∫
U

c (A2(ht−s), B2(ht−s), D2(ht−s)) [I +D(s)]c (A2(xs),
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B2(xs), D2(xs), u) ν̃0(du, ds).

Пiднесемо до квадрата одержанi вище рiвняння, застосує-
мо операцiю математичного сподiвання, використаємо власти-
востi стохастичних iнтегралiв i, проiнтегрувавши друге рiвня-
ння за u ∈ U, одержимо

µb (t) = b2 (yt) +

t∫
0

b2 (ht−s)µb(s)ds+

+

t∫
0

b2 (ht−s)B
+µb(s)ds+

t∫
0

∫
U

b2 (ht−s)µc (t, u) Π (du) ds+

+

t∫
0

∫
U

b2 (ht−s)D
+µc (t, u) Π (du) ds (5.14)

∫
U

µc (t, u) Π(du) =

∫
U

c2 (yt, u) Π(du)+

+

t∫
0

∫
U

c2 (ht−s, u)µb(s)Π(du)ds+

+

t∫
0

∫
U

c2 (ht−s, u)B+(s)µb(s)Π(du)ds+

+

t∫
0

∫
U

c2 (ht−s, u1)

∫
U

µc(t, u)Π(du)×

×Π(du1)ds+

t∫
0

∫
U

c2 (ht−s, u1)D+

∫
U

µc(s, u)Π(du1)Π(du)ds

(5.15)
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де
µb(t) := E{b2(xt)}; µc(t, u) := E{c2(xt, u)};

b2(xt) := b
(
A2

1(xt), B
2
1(xt), D

2
1(xt)

)
; (5.16)

c2(xt, u) := c
(
A2

2(xt), B
2
2(xt), D

2
2(xt), u

)
; (5.17)

(аргументи визначенi за формулами (5.10), (5.11), (5.12));
b2(yt), c2(yt, u), b2(ht), c2(ht, u) визначенi за формулами (5.16),
(5.17));

B+(s) = diag{2b1(t) + b2
1(t), ..., 2bn(t) + b2

n(t)},

D+(s) = diag{2d1(t) + d2
1(t), ..., 2dn(t) + d2

n(t)}.
Складемо рiвняння (5.14) та (5.15) та позначимо:

k(t) = b2(ht) +

∫
U

c2 (ht, u) Π(du);

m(t) = µb(ht) +

∫
U

µc (t, u) Π(du);

f(t) = b2(yt) +

∫
U

c2 (yt, u) Π(du).

Тодi

m(t) = f(t) +

t∫
0

k(t− s)m(s)ds+

+

t∫
0

k(t− s)[B+(s) +D+(s)]m(s)ds. (5.18)

Зауважимо, що f(t) i k(t) задовольняють нерiвностi

|f(t)|+ ‖k(t)‖ ≤ N exp(−γt), t ≥ 0 (5.19)
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згiдно з умовою 1) теореми 2.5.1.
Рiвняння (18) можна представити у виглядi

m(t) = f(t) +

t∫
0

H(t− s)f(s)ds+

+

t∫
0

H(t− s)[B+(s) +D+(s)]m(s)ds, t ≥ 0, (5.20)

де

H(t) = k(t) +

t∫
0

k(t− s)k(s)ds+

+

t∫
0

t∫
0

k(t− s)k(s− s1)k(s1)dsds1 + ...

Якщо використати властивостi перетворення Лапласа [9],
то умови 2) теореми 2.5.1 дають спiввiдношення H(t) = A +
∆(t), де матриця A = {aij}, а елементи δij(t) матрицi ∆(t) :=
{δij(t)} є неперервнi функцiї, для яких

lim
t→+∞

δij(t) = 0; i, j = 1, n. (5.21)

Тодi з (5.7) випливає нерiвнiсть [71]

m(t) ≤ C + L

t∫
0

[‖B+(s)‖+ ‖D+(s)‖]m(s)ds, t ≥ 0,

де

C = sup
t≥0

t∫
0

H(t− s)f(s)ds; L = sup
t≥0

H(t).
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Отже, лема Гронуолла-Беллмана [6] дає оцiнку

m(t) ≤ C exp

{
L

t∫
0

[‖B+(s)‖+ ‖D+(s)‖]m(s)ds

}
; t ≥ 0.

(5.22)

Доведення I) твердження. Нехай {bi(t), di(t), i = 1, n} ⊂
N 1, тодi sup

t≥0
|m(t)| < ∞. Пiдносячи обидвi частини рiвняння

(5.13) до квадрату та застосовуючи операцiю математичного
сподiвання, одержимо:

µ (t) = y2 (t) +

t∫
0

h2 (t− s) [I +B+(s) +D+(s)]m(s)ds, t ≥ 0,

де µ(t) = E{x2(t)}.
Зауважимо, що з умови I) теореми 2.5.1 випливає нерiв-

нiсть [46],

|y2(t)|+ ‖h2(t)‖ ≤M exp{−γ1t}, t ≥ 0, (5.23)

для деяких M > 0 та γ1 > 0.
Вiдповiдно до записаної вище нерiвностi, sup

t≥0
|m(t)| <∞ та

t∫
0

∥∥B+(s)
∥∥ ds <∞, t∫

0

∥∥D+(s)
∥∥ ds <∞,

що означає sup
t≥0
|µ(t)| < ∞. Це завершує доведення I-ої части-

ни твердження теореми, бо φ(t) ∈ D0 — будь-яка, а стiйкiсть
розв’язкiв лiнiйних детермiнованих систем еквiвалентна обме-
женостi кожного розв’язку [53].
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Доведення II) твердження. Вiзьмемо {bi(t), di(t), i =
1, n} ⊂ N 2 та виберемо початкову функцiю φ(t) ∈ D0 розв’яз-
ку y(t) рiвняння (5.7) таку, що

∞∫
0

f(t)dt > 0, (5.24)

де f(t) := b2(yt) +

∫
U

c2 (yt, u) Π(du).

Нерiвнiсть (5.23) можлива через умову I) теореми 2.5.1.
Розглянемо рiвняння (5.20). Якщо врахувати спiввiдноше-

ння (5.19), (5.21) та (5.24), то

lim
t→∞

t∫
0

H(t− s)f(s)ds > 0.

Тому

lim
t→∞

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

H(t− s)[B+(s) +D+(s)][

s∫
0

H(s− s1)f(s1)ds1]ds

∥∥∥∥∥∥ =∞,

(5.25)
що випливає з {bi(t), di(t)} ⊂ N 2.

Очевидна нерiвнiсть

m(t) ≥
t∫

0

H(t− s)f(s)ds+

t∫
0

H(t− s)[B+(s) +D+(s)]×

×[

s∫
0

H(s− s1)f(s1)ds1]ds, t ≥ 0,
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тодi з (5.25) маємо
lim
t→∞
|m(t)| =∞. (5.26)

Спiввiдношення (5.23) та (5.25) приводять до lim
t→∞
|µ(t)| =∞ ,

що завершує доведення теореми 2.5.1. �
Теорема 2.5.2. Нехай:
1) тривiальний розв’язок рiвняння (5.7) експоненцiально

стiйкий;
2) корiнь Перрона матрицi

Q =
N∑
j=1

∞∫
0

bj(A
2
1,j(ht), B

2
1,j(ht), D

2
1,j(ht))dt+

+
M∑
m=1

t∫
0

∫
U

cm(A2
2,m(ht), B

2
2,m(ht), D

2
2,m(ht), u)Πm(du)dt

дорiвнює одиницi. Тодi тривiальний розв’язок системи

dx(t) = a(xt)dt+
N∑
j=1

[I +Bj(t)]dW0,j(t)bj(xt)+

+
M∑
m=1

[I +Dm(t)]

∫
U

cm(xt, u)ν̃0,m(du, dt)

стiйкий у середньому квадратичному, якщо елементи ма-
трицi max{Bj(t), Dj(t)} належать N 1 i монотонно спада-
ють; нестiйкий у середньому квадратичному, якщо елемен-
ти матрицi min{Bj(t), Dj(t)} належать N 2 i монотонно
зростають.

Тут пiд max{Bj(t), Dj(t)} розумiємо точну нижню границю
матриць-функцiй B(t), для яких B(t) ≥ Bj(t), B(t) ≥ Dm(t),
∀ t ≥ 0; пiд min{Bj(t), Dj(t)} розумiємо точну верхню границю
матриць-функцiй B(t), для яких B(t) ≤ Bj(t), B(t) ≤ Dm(t),
t ≥ 0; j = 1, N , m = 1,M .
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Зауваження 2.5.1. Якщо рiвняння (5.2) має коефiцiєнти
b(·, ·, ·) = b(xt) : D0 → Rn, c(·, ·, ·, u) = c(xt, u) : D0 × U → Rn ,
то умова (5.9) набуває вигляду [46]

Q =
1

π

∞∫
0

∣∣b(eisθ)∣∣2 [Λ−1(is)
]2

+
ds+

+
1

π

∞∫
0

∫
U

∣∣c(eisθ, u)
∣∣2 [Λ−1(is)

]2
+

Π(du)ds,

де + означає, що елементи матрицi взятi за модулем.
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Роздiл 3. Дослiдження
властивостей розв’язкiв
стохастичних
диференцiальних рiвнянь

§ 3.1. Асимптотична стiйкiсть у середньо-
му квадратичному розв’язкiв стохастичних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь з пуас-
сонiвськими збуреннями

Матерiали цього пiдроздiлу мiстять результати робiт, що сто-
суються асимптотичної стiйкостi у середньому квадратичному
розв’язкiв стохастичних диференцiально-рiзницевих рiвнянь з
пуассонiвськими збуреннями iз загаюванням та нерозв’язаних
вiдносно похiдних; iтерацiйної та оптимiзацiйної процедури
розв’язання узагальненого матричного рiвняння Сiльвестра.

3.1.1. Достатнi умови асимптотичної стiйкостi у се-
редньому квадратичному розв’язкiв стохастичних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз загаюванням

Нехай на ймовiрнiсному просторi (Ω, F,P) з потоком σ-алгебр
{Ft, t ≥ t0}, Ft ⊂ F задано випадковий процес {x(t), t ≥ t0 −

73
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τ} ∈ Rn системою стохастичних диференцiальних рiвнянь:

dx(t) = [Ax(t) + A1x(t− τ)]dt+ [Bx(t) +B1x(t− τ)]dw(t)+

+

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]ν̃(du, dt), (3.1)

з початковою умовою

0 ≤ t0 ≤ t; x(θ) = x0 = const 6= 0; τ > 0; t0 − τ ≤ θ ≤ t0,
(3.2)

де {w(t) ≡ w(t, ω), t ≥ t0} - скалярний вiнерiвський
процес; {ν(dt, du)} — пуассонiвська мiра з незалежними
значеннями на R+ × U; U — деякий вимiрний простiр;
ν̃(du, dt) = ν(du, dt) − Π(du)dt - центрована пуассонiвська мi-
ра, U ∈ Rn; A,B,A1, B1, D - сталi матрицi розмiрностi n × n;
C(u), C1(u) - матричнi функцiї такi, що∫
U

‖C(u)‖2Π(t, du) <∞;

∫
U

‖C1(u)‖2Π(t, du) <∞, ∀ t > 0,

(3.3)
Π(t, du) ≡M{ν(t, du)}.

Позначимо через Dn ≡ Dn([t0− τ, T0]), T0 ≥ t0, простiр Ско-
рохода неперервних справа функцiй {ϕ(t)} ⊂ Rn, якi мають
лiвостороннi границi [13].

У просторi Dn розглядається звичайна метрика Скорохода
А.В. [13] ∀x, y ∈ Dn

ρ(x, y) ≡ inf
λ

[
sup

t0−τ≤t≤t0
|x(t)− y(λ(t))|+ sup

t0−τ≤t≤t0
|t− λ(t)|

]
,

(3.4)
де {λ(t), t ∈ [t0− τ, T0]} ⊂ Λ — множина всiх зростаючих непе-
рервних вiдображень вiдрiзка [t0 − τ, T0] на себе: (λ(t0 − τ) =
t0 − τ ; λ(T0) = T0).

Зауважимо, що простiр Dn сепарабельний, але неповний
вiдносно метрик ρ. Простiр Dn буде повним у еквiвалентнiй
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метрицi [13]

ρ1(x, y) = inf
λ

[
sup

t0−τ≤t≤t0
|x(t)− y(λ(t))|+ sup

t6=s

∣∣∣∣log
λ(t)− λ(s)

t− s

∣∣∣∣] .
(3.5)

У просторi Dn([t0−τ, T0]) для робочих оцiнок в теорiї стiйкостi
вигiдно розглядати норму для {ϕ(t)} ⊂ Dn вигляду

‖ϕ(t)‖2
0 ≡ |ϕ(t)|2 +

t0∫
t0−τ

|x(t+ θ)|2dθ. (3.6)

Позначимо через Gt простiр F t-вимiрних випадкових про-
цесiв {ξ(t) ≡ ξ(t, ω)} ⊂ Dn, якi iнтегровнi за часом у середньо-
му квадратичному.

Тодi для ξ ∈ Gt слiд розглядати таку норму

‖ξ‖2
G ≡M{‖ξ‖2

0}. (3.7)

Простiр Dn([t0− τ, T0]) за нормою (3.6) не є повним, тому слiд
розглядати повний розширений простiр D̃n([t0− τ, T0]) до про-
стору Dn([t0 − τ, T0]) за нормою (3.7), де має мiсце теорема
iснування та єдиностi розв’язку системи (3.1), (3.2) з точнi-
стю до стохастичної еквiвалентностi D̃n ⊇ Dn [13].

Пiд сильним розв’язком задачi (3.1),(3.2) розумiємо ([13])
сепарабельний випадковий процес {x(t), t ≥ t0} у просторi
Скорохода Dn([t0 − τ, T0]) неперервних справа функцiй, якi
мають лiвостороннi границi, який з iмовiрнiстю одиниця за-
довольняє при ∀t ≥ t0 рiвняння

x(t) = x0 + A

t∫
t0

x(s)ds+ A1

t∫
t0

x(s− τ)ds+

+B

t∫
t0

x(s)dw(s) +B1

t∫
t0

x(s− τ)dw(s)+
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+

t∫
t0

∫
U

C(u)x(s)ν̃(ds, du) +

t∫
t0

∫
U

C1(u)x(s− τ)ν̃(ds, du). (3.8)

Означення 3.1. Тривiальний розв’язок {x(t) ≡ 0} систе-
ми (3.1),(3.2) називається абсолютно стiйким за Ляпуновим
у середньому квадратичному, якщо для довiльного як завгодно
малого ε > 0 iснує δ > 0 таке, що з умови |x0| < δ випливає

E{|x(t)|2 | |x0| < δ} < ε.

Означення 3.2. Тривiальний розв’язок {x(t) ≡ 0} систе-
ми (3.1),(3.2) називається абсолютно асимптотично стiй-
ким за Ляпуновим у середньому квадратичному, якщо вiн аб-
солютно стiйкий в розумiннi означення 1 та

lim
t→∞

E{|x(t)|2 | |x0| < δ} = 0.

Проведемо дослiдження абсолютної асимптотичної стiйко-
стi у середньому квадратичному тривiального розв’язку систе-
ми (3.1), (3.2) методом функцiоналiв Ляпунова-Красовського.
Потрiбний функцiонал Ляпунова-Красовського слiд шукати
серед квадратичних функцiоналiв вигляду [25]

V (x(t+ θ)) = [x(t)]THx(t)+

+γ

t∫
t−τ

xT (θ)Hx(θ)dθ; −τ ≤ θ ≤ 0, (3.9)

де невiдому симетричну додатно визначену матрицю H роз-
мiрностi n× n та коефiцiєнт γ > 0 визначимо нижче.

Покажемо, що iснують матричне рiвняння та скалярна (не-
покращувана) нерiвнiсть, з яких можна однозначно знайти ма-
трицю H > 0n×n та число γ > 0, тим самим визначивши фун-
кцiонал (3.9) i сформулювати критерiй асимптотичної стiй-
костi у середньому квадратичному. З цiєю метою обчислимо,
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використовуючи формулу Iто-Скорохода стохастичного дифе-
ренцiювання, диференцiал dV функцiонала (3.9) на розв’язках
системи стохастичних рiвнянь (3.1),(3.2). Одержимо:

dV (x) = d(x(t))THx(t) + (x(t))THdx(t)+

+[Bx(t) +B1x(t− τ)]TH[Bx(t) +B1x(t− τ)]dt+

+[γ(x(t))THx(t)− γ(x(t− τ))THx(t− τ)]dt+

+[

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]TH[C(u)x(t)+

+C1(u)x(t− τ)]Π(du)]dt+

+

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]TH[C(u)x(t)+

+C1(u)x(t− τ)]ν̃(du, dt) =

=
{

[Ax(t) + A1x(t− τ)]Tdt+ [Bx(t) +B1x(t− τ)]Tdw(t)+

+

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]T ν̃(du, dt)
}
Hx(t)+

+(x(t))TH
{

[Ax(t) +A1x(t− τ)]dt+ [Bx(t) +B1x(t− τ)]dw(t)+

+

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]ν̃(du, dt)
}

+

+[Bx(t) +B1x(t− τ)]TH[Bx(t) +B1x(t− τ)]dt+

+[γ(x(t))THx(t)− γ(x(t− τ))THx(t− τ)]dt+

+[

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]TH[C(u)x(t)+

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



78

+C1(u)x(t− τ)]Π(du)]dt+

+

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]TH[C(u)x(t)+

+C1(u)x(t− τ)]ν̃(du, dt). (3.10)

Визначимо, виходячи з (3.10), математичне сподiвання повної
похiдної E{dV

dt
} на розв’язках системи (3.1), (3.2). Одержимо

вираз

E{dV
dt
} =

E{dV }
dt

= [Ax(t) + A1x(t− τ)]THx(t)+

+(x(t))TH[Ax(t) + A1x(t− τ)]+

+[Bx(t) +B1x(t− τ)]TH[Bx(t) +B1x(t− τ)]+

+γ(x(t))THx(t)− γ(x(t− τ))THx(t− τ)+

+

∫
U

[C(u)x(t)+C1(u)x(t−τ)]TH[C(u)x(t)+C1(u)x(t−τ)]Π(du).

(3.11)
Праву частину спiввiдношення (3.11) можна розглядати як
квадратичну форму вiд x(t), x(t−τ). Тодi (3.11) перепишеться
у виглядi:

E{dV
dt
} =

[
x(t)

x(t− τ)

]
=

=

[
K11(H) K12(H)
K21(H) K22(H)

] [
x(t)

x(t− τ)

]
. (3.12)

Тут

K11(H) = ATH +HA+ γH +BTHB + P11(H);

K12(H) = HA1 +BT
1 HB + P12(H);

K21(H) = AT1H +BT
1 HB + P21(H); (3.13)
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K22(H) = −γH +BT
1 HB1 + P22(H);

P11(H) ≡
∫
U

CT (u)HC(u)Π(du);

P12(H) ≡
∫
U

CT (u)HC1(u)Π(du);

P21(H) ≡
∫
U

CT
1 (u)HC(u)Π(du);

P22(H) ≡
∫
U

CT
1 (u)HC1(u)Π(du).

Математичне сподiвання (3.12) вiд’ємне лише в тому випад-
ку, коли квадратична форма, яка стоїть справа у (3.12), на
розв’язках x(t) вiд’ємно визначена, а за сукупнiстю всiх змiн-
них x(t) i x(t − τ) лишається недодатно визначеною; iншими
словами, коли вiд’ємно визначена матриця K11(H) та недода-
тно визначена наступна блочна матриця

K(H) ≡
[
K11(H) K12(H)
K21(H) K22(H)

]
. (3.14)

МатрицяK11(H) вiд’ємно визначена тодi i тiльки тодi, коли
матриця H обчислюється як розв’язок матричного рiвняння
Сiльвестра:

ATH +HA+ γH +BTHB + P11(H) = −G, (3.15)

де G — довiльна симетрична додатно визначена матриця роз-
мiрностi n× n.

Ясно, що якщо система вигляду

dy(t)

dt
= Ay(t), t0 ≤ t, (3.16)
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y(t0) = x0

є асимптотично нестiйкою, то не iснує i такого числа γ > 0, при
якому iснує розв’язок H > 0n×n рiвняння Сiльвестра (3.15).
Також очевидно, що для того щоб iснувало число γ > 0, при
якому рiвняння Сiльвестра (3.15) має розв’язок у класi дода-
тно визначених матриць H, необхiдно i досить (див.[25, c.42,
лема 2.2]), щоб матриця A була експоненцiально стiйкою з де-
яким показником експоненти β.

Тодi, обираючи γ з iнтервалу 0 < γ < 2β (γ → 2β), прихо-
димо до наступної теореми.

Теорема 3.1. Тривiальний розв’язок {x(t) ≡ 0} системи
рiвнянь (3.1),(3.2) асимптотично стiйкий за Ляпуновим у
середньому квадратичному для довiльного сталого вiдхилен-
ня аргумента τ ≥ 0, якщо:

1) матриця A експоненцiально стiйка з показником екс-
поненти β > 0;

2) матриця A+ A1 гурвiцева;
3) iснує додатно визначений розв’язок H матричного уза-

гальненого рiвняння Сiльвестра (3.15), де γ — додатне число
з iнтервалу 0 < γ < 2β, γ → 2β; G — довiльна симетрична
додатно визначена матриця розмiрностi n× n.

4) має мiсце матрична нерiвнiсть

K(H) ≤ 02n×2n, (3.17)

тобто блочна матриця K(H) є недодатно визначеною.
Нерiвнiсть (3.17) накладає обмеження на матрицi A1, B1 та

матрицi-функцiї C(u), C1(u). При вiдсутностi пуассонiвських
перемикань з вищенаведеної теореми випливає теорема 4.1 ро-
боти [25].

Розглянемо многовид вигляду елiпсоїда

Φ ≡ {x ∈ Rn |E{xTQx} = C; C = const > Q;Q = QT > 0},
(3.18)

де Q — стала матриця.
Теорема 3.2. Розв’язок системи (3.1), (3.2) належить

до елiпсоїда Φ або знаходиться всерединi цього елiпсоїда при
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довiльному загаюваннi τ > 0, якщо виконуються умови 1), 2)
теореми 3.1,

3) початковi умови знаходяться в областi xT0Qx0 ≤ C;
4) для довiльного γ ∈ (0, 2β) при γ → 2β мають мiсце

матричнi спiввiдношення

K(Q) ≤ 0. (3.19)

Знак рiвностi в (3.19) вiдповiдає випадку перебування розв’яз-
кiв на елiпсоїдi.

Доведення теореми 3.2 базується на використаннi додатно
визначеного квадратичного функцiоналу вигляду (3.9) та ана-
лiзi вiдповiдного стохастичного диференцiалу.

При вiдсутностi пуассонiвських перемикань з вищенаведе-
ної теореми випливає теорема 4.6 роботи [25].

3.1.2. Достатнi умови асимптотичної стiйкостi у се-
редньому квадратичному розв’язкiв стохастичних
диференцiально-рiзницевих рiвнянь iз загаюванням,
якi не розв’язанi вiдносно похiдних

Використовуючи методику, наведену в 3.1.1, одержано
аналогiчнi результати для стохастичних диференцiально-
рiзницевих рiвнянь iз загаюванням, якi не розв’язанi вiдносно
похiдних. Наведемо постановку задачi для цього випадку та
формулювання основних теорем.

Нехай на ймовiрнiсному просторi (Ω,F , P ) з потоком σ-
алгебр {F t, t ≥ t0},F t ⊂ F задано випадковий процес
{x(t), t ≥ t0 − τ} ∈ Rn системою наступних стохастичних ди-
ференцiальних рiвнянь iз загаюванням, якi не розв’язанi вiд-
носно похiдних:

Ddx(t) = [Ax(t) + A1x(t− τ)]dt+ [Bx(t) +B1x(t− τ)]dw(t)+

+

∫
U

[C(u)x(t) + C1(u)x(t− τ)]ν̃(du, dt), (3.20)
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з початковою умовою

0 ≤ t0 ≤ t; x(θ) = x0 = const 6= 0; τ > 0; t0 − τ ≤ θ ≤ t0.
(3.21)

де {w(t) ≡ w(t, ω), t ≥ t0} - скалярний вiнерiвський процес;
ν̃(du, dt) = ν(du, dt)−Π(du)dt - центрована пуассонiвська мiра
[13], U ∈ Rn; A,B,A1, B1, D - сталi матрицi розмiрностi n× n;
C(u), C1(u) - матричнi функцiї такi, що∫

U

‖C(u)‖2Π(du) <∞;

∫
U

‖C1(u)‖2Π(du) <∞. (3.22)

Пiд сильним розв’язком задачi (3.20),(3.21) розумiємо ([13])
сепарабельний випадковий процес {x(t), t ≥ t0} у просторi
Скорохода D([t0− τ, T0]) неперервних справа функцiй, якi ма-
ють лiвостороннi границi, який з iмовiрнiстю одиниця задо-
вольняє при ∀t ≥ t0 рiвняння

Dx(t) = Dx0 + A

t∫
t0

x(s)ds+ A1

t∫
t0

x(s− τ)ds+

+B

t∫
t0

x(s)dw(s) +B1

t∫
t0

x(s− τ)dw(s)+

+

t∫
t0

∫
U

C(u)x(s)ν̃(ds, du) +

t∫
t0

∫
U

C1(u)x(s− τ)ν̃(ds, du). (3.23)

Потрiбний для дослiджень функцiонал Ляпунова-
Красовського слiд шукати серед квадратичних функцiоналiв
вигляду

V (x(t+ θ)) = [x(t)]TDTHDx(t)+

+γ

t∫
t−τ

xT (θ)DTHDx(θ)dθ; −τ ≤ θ ≤ 0, (3.24)
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Теорема 3.3. Тривiальний розв’язок {x(t) ≡ 0} системи
рiвнянь (3.20),(3.21) асимптотично стiйкий за Ляпуновим у
середньому квадратичному для довiльного сталого вiдхилен-
ня аргумента τ ≥ 0 тодi i тiльки тодi, коли:

1) матричний пучок A − λD експоненцiально стiйкий з
яким-небудь показником експоненти β > 0, а пучок A+A1−
λD гурвiцевий;

2) iснує додатно визначений розв’язок H матричного уза-
гальненого рiвняння Сiльвестра

ATHD +DTHA+ γDTHD +BTHB+

+

∫
U

CT (u)HC(u)Π(du) = −G, (3.25)

де γ - додатне число з iнтервалу 0 < γ < 2β, γ → 2β; G - до-
вiльна симетрична додатно визначена матриця розмiрностi
n× n.

3) має мiсце матрична нерiвнiсть

R(H) ≤ 02n×2n, (3.26)

де

R(H) ≡
[
R11(H) R12(H)
R21(H) R22(H)

]
,

R11(H) = ATHD +DTHA+ γDTHD +BTHB+

+

∫
U

CT (u)HC(u)Π(du);

R12(H) = DTHA1 +BT
1 HB +

∫
U

CT (u)HC1(u)Π(du);

R21(H) = AT1HD +BT
1 HB +

∫
U

CT
1 (u)HC(u)Π(du);
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R22(H) = −γDTHD +BT
1 HB1+

+

∫
U

CT
1 (u)HC1(u)Π(du).

При вiдсутностi пуассонiвських перемикань з вищенаведе-
ної теореми випливає теорема 4.7 роботи [25].

Розглянемо многовид вигляду (3.18). Тодi справджується
наступне твердження.

Теорема 3.4. Розв’язок системи (3.20), (3.21) належить
до елiпсоїда Φ або знаходиться всерединi цього елiпсоїда при
довiльному загаюваннi τ > 0, якщо виконуються умови 1), 2)
теореми 3.3;

3) початковi умови знаходяться в областi xT0Qx0 ≤ C;
4) для довiльного γ ∈ (0, 2β) при γ → 2β мають мiсце

матричнi спiввiдношення

R(Q) ≤ 0. (3.27)

Знак рiвностi в (3.27) вiдповiдає випадку перебування розв’яз-
кiв на елiпсоїдi.

При вiдсутностi пуассонiвських перемикань з вищенаведе-
ної теореми випливає теорема 4.12 роботи [25].

§ 3.2. Iтерацiйна процедура розв’язання
узагальненого матричного рiвняння Сiльве-
стра

Розглянемо модифiкацiю принципу стислих вiдображень для
розв’язання узагальненого рiвняння Сiльвестра

ATH +HA+BTHB +

∫
U

CT (u)Π(du) = −Q. (3.38)
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Зауважимо, що рiвняння Сiльвестра вигляду (3.15) можна
звести до вигляду (3.38), записавши його як(
A+

1

2
γI

)T
H+H

(
A+

1

2
γI

)
+BTHB+

∫
U

CT (u)Π(du) = −Q.

Розглянемо операторне рiвняння

G[x] = F [x], (3.39)

яке визначено у повному метричному просторi Rn з метрикою
ρ(x, y).

Теорема 3.9. Нехай у повному метричному просторi Rn

задано оператори F [x] та G[x], якi задовольняють наступнi
властивостi:

1) оператори F [x] i G−1[x] переводять точки простору Rn в
точки цього ж простору, тобто F [x] ∈ Rn, G−1[x] ∈ Rn;

2) оператори F [x] i G−1[x] є операторами послiдовного сти-
ску, тобто iснують сталi α > 0 та β > 0 такi, що

ρ(F [x], F [y]) ≤ αρ(x, y), 0 < α < 1,

ρ(G−1[x], G−1[y]) ≤ βρ(x, y), 0 < β < 1.

Тодi операторне рiвняння

G[x] = F [x]

має єдиний розв’язок i вiн може бути знайдений методом по-
слiдовних iтерацiй

x∗ = lim
k→∞

xk, (3.40)

де xk+1 = G−1[F [xk]], k = 0, 1, 2, ...
Доведення. Як випливає з вигляду побудованої послiдов-

ностi (3.40)

ρ(xk, xk+1) = ρ(G−1[F [xk−1]], G−1[F [xk]]) ≤
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≤ βρ(F [xk−1], F [xk]) ≤ αβρ(xk−1, xk) ≤ ... ≤ (αβ)kρ(x0, x1).

Покажемо, що послiдовнiсть {xk}, k = 0, 1, 2, ... — фунда-
ментальна. З умови 1) випливає, що оператор G−1[F [x]] пере-
водить точки простору Rn у точки цього ж простору.

Маємо, що

ρ(xk, xk+1) ≤ ρ(xk, xk+1) + ρ(xk+1, xk+2) + ...+

+ρ(xk+m−1, xk+m) ≤ (αβ)kρ(x0, x1) + (αβ)k+1ρ(x0, x1) + ...+

+(αβ)k+mρ(x0, x1) <
(αβ)k

1− αβ
ρ(x0, x1).

Оскiльки 0 < αβ < 1, то при досить великому k > k(ε)
виконується нерiвнiсть ρ(xk, xk+m) < ε для довiльного m =
1, 2, ..., тобто послiдовнiсть є фундаментальною та

lim
k→∞

xk = x∗, x∗ ∈ Rn.

Доведемо, що x∗ є розв’язком рiвняння (3.39) методом вiд
супротивного. Нехай це не так i

G−1[F [x∗]] = x∗∗.

Тодi

ρ(x∗∗, x∗) ≤ ρ(x∗∗, xn+1) + ρ(xn+1, xn) + ρ(xn, x∗)

i для кожного доданку одержимо:
а) ρ(xn, x

∗) < ε
3
для всiх n > N(ε), оскiльки виконується

(3.40);
б) ρ(xn, x

n+1) < ε
3
для всiх n > N(ε) внаслiдок фундамен-

тальностi послiдовностi {xn}, n = 0, 1, 2, ...;
в)

ρ(x∗∗, xn+1) = ρ(G−1[F [x∗]], G−1[F [xn]]) ≤
≤ βρ(F [x∗], F [xn]) ≤ αβρ(x∗, xn) < ε/3

для n > N(ε), оскiльки 0 < αβ < 1.
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Таким чином, ρ(x∗∗, x∗) < ε, а це можливе лише при
ρ(x∗∗, x∗) = 0, оскiльки ε > 0 — як завгодно мала величина.

Встановимо тепер єдинiсть розв’язку x∗. Нехай це не так
та iснують два розв’язки x∗ та x∗∗ рiвняння (3.39). Тодi для
них

ρ(x∗, x∗∗) = ρ(G−1[F [x∗]], G−1[F [x∗∗]]) ≤
≤ βρ(F [x∗], F [x∗∗]) ≤ αβρ(x∗, x∗∗),

що можливо лише при ρ(x∗, x∗∗) = 0, оскiльки 0 < αβ < 1.
Теорема 3.9 доведена.
Використаємо цей факт для розв’язання узагальненого рiв-

няння Сильвестра (3.38). Перепишемо його у виглядi

−ATH −HA = Q+BTHB +

∫
U

CT (u)HC(u)Π(du). (3.41)

Позначимо:

F [H] = Q+BTHB +

∫
U

CT (u)HC(u)Π(du),

G[H] = −ATH −HA.
Побудуємо неявний метод за iтерацiйним процесом

G[Hk+1] = F [Hk], k = 0, 1, 2, ... (3.42)

Одержимо твердження, яке буде достатньою умовою збi-
жностi методу (3.42) до розв’язку рiвняння (3.41), при цьому
пiд збiжнiстю будемо розумiти те, що послiдовнiсть {Hk}, k =
0, 1, 2, ... збiгається до розв’язка рiвняння, тобто limk→∞Hk =
H∗ та

ATH∗ −H∗A = Q+BTH∗B +

∫
U

CT (u)H∗C(u)Π(du).

Теорема 3.10. Нехай:
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1) матриця A - гурвiцева;
2) |D−1| ≤ β; де D ≡ AT ⊗ I + I ⊗ AT , 0 < β < 1;
3) B - додатно визначена матриця така, що |B|2 ≤ α

2
;

4) ∫
U

CT (u)HC(u)Π(du) ≤ α

2
|H|, 0 < α < 1,

де C(u) - додатно визначена матрична функцiя.
Тодi iтерацiйний процес (3.42) збiгається до розв’язку H∗

рiвняння (3.41).
Доведення. Оскiльки матриця Q додатно визначена i ви-

конується умова 4), то F [H] — оператор, який переводить про-
стiр додатно визначених матриць в себе. Рiвняння Ляпунова

−ATH −HA = F, (3.43)

де F — довiльна додатно визначена матриця, має розв’язок у
виглядi додатно визначеної матрицi H[s], тобто G−1[H] також
переводить простiр в себе (оскiльки виконується умова 1).

Вiзьмемо в якостi метрики матричну норму

ρ(H1, H2) = |H1 −H2|.

Простiр додатно визначених матриць iз введеною таким
чином метрикою буде повним метричним простором. Отже,
для збiжностi iтерацiйного процесу необхiдно перевiрити ви-
конання умови стиску операторiв F [H] та G−1[H]. Одержимо
ланцюг нерiвностей

ρ(F [H1], F [H2]) =

= |BT (H1 −H2)B +

∫
U

CT (u)(H1 −H2)C(u)Π(du)| ≤

≤ |B|2|H1 −H2|+
α

2
|H1 −H2| < α|H1 −H2|.
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Таким чином,

ρ(F [H1], F [H2]) < αρ(H1, H2).

Запишемо рiвняння (3.43) у векторному виглядi:

Wh = f,

де W = AT ⊗ I + I ⊗ AT - кронекеровий добуток матриць;

hT = (h11, ..., h1n, ..., hn1, ..., hnn); hij = hji;

fT = (f11, ..., f1n, ..., fn1, ..., fnn); fij = fji; i = 1, n.

Тодi
h = W−1f

та

ρ(G−1[H1], G−1[H2]) = |W−1h1 −W−1h2| ≤ |W−1||h1 − h2|,

звiдки маємо, що умовою послiдовного стиску є умова

|[AT ⊗ I + I ⊗ AT ]−1| ≤ β, 0 < β < 1.

Теорема 3.10 доведена.
Наведенi теоретичнi вiдомостi дозволяють чисельно реалi-

зувати алгоритм наближеного розв’язання узагальненого рiв-
няння Сiльвестра за допомогою ЕОМ.

§ 3.3. Оптимiзацiйна процедура розв’язання
узагальненого матричного рiвняння Сiльве-
стра

Наведемо ще один метод розв’язання узагальненого рiвняння
Сiльвестра, який полягає в замiнi задачi розв’язання цього
рiвняння розв’язанням спецiальної оптимiзацiйної задачi. Для
цього використаємо методи динамiчного програмування [58,
8].
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Спочатку введемо цiльову функцiю

ϕ0(H) = −λmin(−ATH−HA−BTHB−
∫
U

CT (u)HC(u)Π(du)),

(3.44)
визначену на множинi симетричних додатно визначених ма-
триць H, обмежених одиничною сферою, тобто H ∈ L̄, де

L̄ ≡ {H|λmin(H) ≥;λmax(H) ≤ 1}. (3.45)

Далi розглянемо наступну оптимiзацiйну задачу:

arg min
H∈L̄

ϕ0(H). (3.46)

Лема 3.1. Для оптимiзацiйної задачi (3.46) iснує розв’я-
зок.

Вигляд функцiї ϕ0(H) та область її визначення характери-
зують наступнi твердження.

Лема 3.2. Функцiя ϕ0(H) є опуклою.
Лема 3.3. Множина L̄ є опуклою.
При розв’язуваннi задач опуклого програмування викори-

стовуються поняття узагальненого градiєнта та градiєнтної
множини [58].

Означення 3.3.3. Пiд скалярним добутком двох матриць
H1, H2 ∈ L будемо розумiти вираз

< H1, H2 >≡
n∑
i=1

n∑
j=1

h1
ijh

2
ij,

де H1 = {h1
ij}, H2 = {h2

ij}, i, j = 1, n.
Означення 3.4. Узагальненим градiєнтом опуклої фун-

кцiї ϕ(H) у внутрiшнiй точцi H0 ∈ L̄ називається матриця
Φ, для якої має мiсце нерiвнiсть

ϕ(H)− ϕ(H0) ≥< Φ, H −H0 > .
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Означення 3.5. Множина матриць Φ, якi є градiєнтом
функцiї ϕ(H) у точцi H0 ∈ L̄, називається градiєнтною мно-
жиною та позначається Gϕ[H].

Теорема 3.11. Узагальнений градiєнт Φ функцiї

ϕ0(H) = −λmin(−ATH−HA−BTHB−
∫
U

CT (u)HC(u)Π(du)),

у точцi H0 ∈ L обчислюється за формулою

Φ ≡ {ϕij} = {−yTmin(−AT∆ij −∆ijA−

−BT∆ijB −
∫
U

CT (u)∆ijC(u)Π(du))ymin},

i, j = 1, n, де ∆ij - матрица, в якої на перетинi i-ої стрiчки
та j-го стовпця стоїть одиниця, а решта нулi; ymin - вектор
одиничної сфери, на якому квадратична форма

yT (−ATH0 −H0A−BTH0B −
∫
U

CT (u)H0C(u)Π(du))y

набуває мiнiмального значення.
Замiнимо задачу

ϕ0(H)→ min
H∈L̄

,

де
L̄ ≡ {H : λmin(H) ≥ 0;λmax(H) ≤ 1},

задачею безумовної мiнiмiзацiї.
Для цього розглянемо функцiю Лагранжа

L(H, β) = ϕ0(H) + β1ϕ1(H) + β2ϕ2(H),

β1 ≥ 0, β2 ≥ 0. (3.47)
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Тут ϕ1(H) = −λmin(H);ϕ2(H) = −λmax(H)− 1.
Теорема 3.12. Точка H0 ∈ L̄ є розв’язком задачi (3.46)

тодi i тiльки тодi, коли iмнує вектор (β0
1 , β

0
2), на яко-

му трiйка (H0, β
0
1 , β

0
2) є сiдловою точкою функцiї Лагранжа

(3.47) на множинi L̄x{β1 ≥ 0, β2 ≥ 0}.
Позначимо через Gϕ1 [H] градiентну множину функцiй

ϕ1(H) у точцi H0 ∈ L̄. Легко бачити, що Gϕ1 [H] спiвпадає
з множиною матриць Φ = {ϕ1

ij}; i, j = 1, n, де

ϕ1
ij = −xTmin∆ijxmin. (3.48)

Далi позначимо градiєнтну множину функцiї ϕ2(H) в точцi
H0 ∈ L̄ через Gϕ2 [H], яка спiвпадає з Φ = {ϕ2

ij}; i, j = 1, n, де

ϕ2
ij = −xTmax∆ijxmax, (3.49)

а xmin та xmax - одиничнi векторы, на яких квадратична форма
xTHx набуває вiдповiдно мiнiмального i максимального зна-
чення.

Тодi в термiнах узагальнених градiєнтiв теорему 3.12 мо-
жна сформулювати так.

Теорема 3.13. Точка H0 ∈ L̄ є розв’язком задачi (3.46)
тодi i тiльки тодi, коли iснує вектор (β0

1 , β
0
2), при якому гра-

диєнтна множина

GL[H] = Gϕ0 [H] + β0
1Gϕ1 [H] + β0

2Gϕ2 [H] (3.50)

мiстить нульову матрицю, тобто 0 ∈ GL[H].
Висновок:
1) при розв’язуваннi задачi знаходження arg min

H∈L̄
ϕ0(H) не-

обхiдно обчислити градiєнтну множину GL[H] (3.50) та пере-
вiрити на наявнiсть в ньому нульового вектора.

2) при чисельному розв’язаннi оптимiзацiйних задач (3.46)
будують послiдовнiсть {Hk, k ≥ 1}, яка збiгається до H∗ -
розв’язку задачi (3.46), причому

lim
k→∞

GL[Hk] = 0.
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Послiдовнiсть {Hk, k ≥ 1} будується у виглядi [8]

Hk = Hk−1 − ρkGϕ[Hk−1]/‖Gϕ[Hk−1]‖, k = 1, 2, 3, ..., (3.51)

де H0 - довiльна симетрична додатно визначена матриця.
Далi використовуємо наступне твердження [8].
Теорема 3.14. Нехай
1) функцiя ϕ(H) опукла;
2) область її мiнiмумiв обмежена;
3) задана послiдовнiсть βk > 0:

lim
k→∞

ρk = 0;
∞∑
k=1

ρk =∞.

Тодi для послiдовностi матриць {Hk, k ≥ 1} (3.46) вико-
нується

А) або iснує скiнченне k = k∗ таке, що Hk∗ ∈M∗;
В) або

lim
k→∞

min
H∈M∗

‖Hk −H‖ = 0

та
lim
k→∞

ϕ(Hk) = min
H∈L̄

ϕ(H).

Iз вищевикладеного можна сформулювати наступний ал-
горитм розв’язання узагальненого матричного рiвняння Сiль-
вестра.

0. Задаємо початкову симетричну додатно визначену ма-
трицю H0, k = 0 та eps > 0.

I. Обчислюємо

g1(Hk) = λmax(Hk)− 1;

g2(Hk) = λmin(Hk).

II. Якщо g1(Hk) > 0, то за напрямок спуску вибрати

direct = xxT , де x = arg max
‖z‖=1

zTHkz.
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Перейти до блоку V.
III. Якщо g2(Hk) > 0, то за напрямок спуску вибрати

direct = −yyT , де y = arg min
‖z‖=1

zTHkz.

Перейти до блоку V.
IV. За напрямок спуску необхiдно вибрати

direct = zT∆ijz,

де

z = arg max
‖x‖=1

xT (ATHk+HkA+BTHkB+

∫
U

CT (u)HkC(u)Π(du))x,

∆ij - матриця, в якої на перетинi i-ого рядка та j-ого стовпця
стоїть 1, решта нулi. Перейти до блоку V.

V. Обчислити нове наближення за формулою

Hk+1 = Hk − directhk, k = 0, 1, 2, ...

VI. Якщо умова завершення процедуры ‖GL(Hk)‖ < eps не
виконується, то перейти до блоку I. У протилежному випадку
- до блоку VII.

VII. H∗ = Hk - розв’язок рiвняння Сiльвестрa з точнiстю
eps.
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Роздiл 4. Побудова
оптимального керування
для стохастичних
динамiчних систем

§ 4.1. Стохастична задача оптимального ке-
рування

4.1.1. Теорема порiвняння для розв’язкiв стохасти-
чних диференцiально-функцiональних рiвнянь з не-
обмеженою пiслядiєю

Нехай (Ω, F,P) — ймовiрнiсний простiр з потоком σ-алгебр
{Ft, t ≥ 0}, D — простiр неперервних справа функцiй, що ма-
ють лiвостороннi границi (НПЛГ) зi значеннями з R1 та з рiв-
номiрною метрикою.

Теорема 1.1. Нехай заданi:
1) строго зростаюча функцiя {ρ(x), x ∈ R+} така, що

ρ(0) = 0,

∞∫
0

ρ−2(x)dx =∞; (1.1)

2) неперервнi функцiонали b : R+×D→ R1; c : R+×D×V→

95
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R1, V ⊂ R1 такий, що для довiльних ϕ, ψ ∈ D

|b(t, ϕ)− b(t, ψ)|+
∫
V

|c(t, ϕ, u)− c(t, ψ, u)|Π(du) ≤

≤ ρ(‖ϕ− ψ‖), t ≥ 0; (1.2)

3) два неперервних функцiонали ai : R+ × D→ R1, i = 1, 2
такi, що

a1(t, ϕ) ≤ a2(t, ϕ), t ≥ 0, ϕ ∈ D; (1.3)

4) {xi(t) ≡ xi(t, ω), t ∈ R+, ω ∈ Ω, i = 1, 2} — неперервнi за
t випадковi процеси, {Ft}-вимiрнi за ω;

5) стандартний вiнерiв процес {w(t) ≡ w(t, ω)} ⊂ R1 та-
кий, що w(0) = 0 майже напевно;

6) {ν̃(t, A) = ν(t, A)− Π(A)t, A ∈ V ⊂ R\{0}} — центрова-
на пуассонова мiра, при цьому {w(t)} i {ν̃(t, A)} незалежнi
один вiд одного;

7) {αi(t) ≡ αi(t, ω), t ∈ R, ω ∈ Ω} — вимiрнi вiдносно
{Ft, t ≥ 0} випадковi процеси.

Нехай також майже напевно випадковi процеси з пун-
ктiв 4—7 даної теореми з iмовiрнiстю одиниця задовольня-
ють умови:

xi(t)− xi(0) =

t∫
0

αi(s)ds+

t∫
0

b(s, xsi )dw(s)+

+

t∫
0

∫
V

c(s, xsi , v)ν̃(ds, dv), (1.4)

x1(θ) ≤ x2(θ), θ ∈ (−∞, 0], (1.5)

α1(t) ≤ a1(t, xt1), t ≥ 0, (1.6)

α2(t) ≤ a2(t, xt2), t ≥ 0, (1.7)

де {xt ≡ {x(t+ θ), θ ∈ (−∞, 0]}.
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Тодi з iмовiрнiстю 1 виконується нерiвнiсть

x1(t) ≤ x2(t), ∀ t ≥ 0. (1.8)

Якщо виконується умова єдиностi з iмовiрнiстю одиниця
сильних розв’язкiв хоча б для одного з наступних СДФР:

dx(t) = ai(t, x
t)dt+b(t, xt)dw(t)+

∫
V

c(t, xt, v)ν̃(dt, dv), i = 1, 2,

(1.9)
тодi (1.8) виконується й при бiльш слабкiй умовi:

a1(t, ϕ) ≤ a2(t, ϕ), t ≥ 0, ϕ ∈ D. (1.9′)

Доведення. Будемо вважати, що ai, i = 1, 2, b i c обмеже-
нi, оскiльки цього можна досягти, застосовуючи мiркування
локалiзацiї [9].

Етап I. Припустимо, що для a1(t, x) виконується умова
Лiпшиця:

|a1(t, ϕ)− a1(t, ψ)| ≤ K‖ϕ− ψ‖, ∀ϕ, ψ ∈ D. (1.10)

Виберемо послiдовнiсть {ψn(t), t ∈ R+, n = 1, 2, ...} непе-
рервних функцiй таких, що їх носiї мiстяться в

(an, an−1), 1 > a1 > ... > an > 0,

0 ≤ ψn(t) ≤ 2ρ−2(t)

n
,

an−1∫
an

ψn(t)dt = 1. (1.11)

Нехай

ϕn(t) =


0, x ≤ 0,

x∫
0

dy

y∫
0

ψn(t)dt, x > 0.
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Можна перевiрити, що ϕn ∈ C(R1),

ϕn(x) = 0 n ≤ 0,

ϕn(x) ↑ x+ n→∞;

ϕ
′′

n(x) = ψn(x), 0 ≤ ϕ
′

n(x) ≤ 1, (1.12)

Застосовуючи узагальнену формулу Iто [9], одержимо

ϕn (x1(t)− x2(t)) =
5∑
i=1

Ii(n),

де

I1(n) ≡
t∫

0

ϕ
′

n(x1(s)− x2(s)){b(s, xs1)− b(s, xs2)}dw(s),

I2(n) ≡
t∫

0

ϕ
′

n(x1(s)− x2(s)){α1(s)− α2(s)}ds,

I3(n) ≡ 1

2

t∫
0

ϕ
′′

n(x1(s)− x2(s)){b(s, xs1)− b(s, xs2)}2ds,

I4(n) ≡
t∫

0

∫
V

[ϕn(x1(s)− x2(s) + c(s, xs1, v)− c(s, xs2, v))−

−ϕn(x1(s)− x2(s))]ν̃(ds, dv),

I5(n) ≡
t∫

0

∫
V

[ϕn(x1(s)− x2(s) + c(s, xs1, v)− c(s, xs2, v))−

−ϕn(x1(s)− x2(s))− ϕ′n(x1(s)− x2(s))(c(s, xs1, v)−
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−c(s, xs2, v))]Π(dv)ds.

Використовуючи властивостi стохастичних iнтегралiв [57],
отримаємо

E {I1(n)} = 0, E {I4(n)} = 0,

E{I3(n)} ≤ 1

2
E

{ t∫
0

ϕ
′′

n(x1(s)− x2(s))ρ2(|x1(s)− x2(s)|)ds

}
≤

≤ 1

2
E

{ t∫
0

ψn(x1(s)− x2(s))ρ2(|x1(s)− x2(s)|)ds

}
≤

≤ 1

2
E

{ t∫
0

2

n
ρ−2(|x1(s)− x2(s)|)ρ2(|x1(s)− x2(s)|)ds

}
≤ t

n
.

Далi, враховуючи умови (1.6), (1.7), (1.10), (1.12), одержимо:

I2(n) ≤
t∫

0

ϕ
′

n(x1(s)− x2(s)){a1(s, xs1)− a2(s, xs2)}ds ≤

≤ K

t∫
0

χx1(s)>x2(s)‖xs1 − xs2‖ds ≤

≤ K

t∫
0

(xs1 − xs2)+ds.

З (1.12) випливає, що

lim
n→∞

E{I5(n)} = E

{ t∫
0

∫
V

lim
n→∞

[ϕn(x1(s)− x2(s) + c(s, xs1, v)−
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−c(s, xs2, v))]− lim
n→∞

ϕn(x1(s)− x2(s))−

− lim
n→∞

ϕ
′

n(x1(s)− x2(s))×

×(c(s, xs1, v)− c(s, xs2, v))Π(dv)ds =

=

t∫
0

∫
V

lim
n→∞

(c(s, xs1, v)− c(s, xs2, v))×

×[1− ϕ′n(x1(s)− x2(s))]Π(dv)ds = 0.

З граничної рiвностi

lim
n→∞

ϕn(x1(t)− x2(t))

x1(t)− x2(t)
= 1

випливає нерiвнiсть

E{(x1(t)− x2(t))+} ≤ K

t∫
0

E{(x1(s)− x2(s))+}ds.

Звiдси одержимо, що E{(x1(t)−x2(t))+} = 0, ∀ t ≥ 0, тобто
P{(x1(t) ≤ x2(t))+} = 1, ∀ t ≥ 0.

Внаслiдок виконання умов теорем iснування та єдиностi
розв’язку [2], отримуємо НПЛГ траєкторiї й робимо висновок,
що (1.8) виконується. Завуажимо, що у випадку виконання
умови Лiпшиця (1.10) для a2(t, ϕ), повторюючи мiркування
етапу I, можна одержати (1.8).

Етап II. У загальному випадку вибираємо a(t, ϕ) таким
чином, щоб

a1(t, ϕ) < a(t, ϕ) < a2(t, ϕ), t ≥ 0, ϕ ∈ D,

i для a(t, ϕ) виконується (1.8).
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Нехай {x(t)} — єдиний розв’язок СДФР:

dx(t) = a(t, xt)dt+ b(t, xt)dw(t) +

∫
V

c(t, xt, v)ν̃(dt, dv), t ≥ 0,

з початковими умовами

x(θ) = ϕ2(θ), −∞ < θ ≤ 0.

Тодi з результатiв етапу 1 випливає, що x(t) ≤ x2(t) i
x1(t) ≤ x(t) для t ≥ 0 майже напевно. Таким чином, (1.8)
виконується.

Етап III. Нехай iснує єдиний з точнiстю до стохастичної
еквiвалентностi розв’язок {x(t)} рiвняння (1.9) за умови, що
i = 1:

dx(t) = a1(t, xt)dt+ b(t, xt)dw(t) +

∫
V

c(t, xt, v)ν̃(dt, dv), (1.13)

x(θ) = ϕ1(θ),−∞ < θ ≤ 0.

Для ε > 0 нехай x(±ε)(t) — два розв’язки рiвнянь:

dx(t) = (a1(t, xt)± ε)dt+ b(t, xt)dw(t) +

∫
V

c(t, xt, v)ν̃(dt, dv),

x(θ) = ϕ1(t),−∞ < t ≤ 0,

для розв’язкiв яких з етапiв I, II випливає, що

x(−ε)(t) ≤ x(t) ≤ x(+ε)(t), ∀ t ≥ 0.

Якщо 0 < ε2 < ε1, тодi

x(−ε1)(t) ≤ x(−ε2)(t), x(+ε2)(t) ≤ x(+ε1)(t), ∀ t ≥ 0.

Таким чином, внаслiдок неперервностi a1(t, ϕ) i єдиностi
розв’язку для (1.13), отримаємо

lim
ε↓0

x(−ε)(t) = lim
ε↓0

x(+ε)(t) = x(t), ∀ t ≥ 0.
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Враховуючи нерiвностi α1 ≤ a1(t, xt1), a1(t, xt1) ≤ a1(t, xt1)+ε
i застосовуючи вище доведенi результати для x2(t) i x(+ε)(t),
можемо записати, що

x1(t) ≤ x(+ε)(t), ∀ t ≥ 0.

При ε ↓ 0+ одержимо:

x1(t) ≤ x(t), ∀ t ≥ 0. (1.14)

Аналогiчнi мiркування у випадку α2(t) ≥ a2(t, xt2), a2(t, xt) >
a1(t, xt) − ε приводять до нерiвностi x(−ε)(t) ≤ x2(t) майже
напевно. При ε ↓ 0+ маємо, що

x(t) ≤ x2(t), ∀ t ≥ 0. (1.15)

Порiвнюючи нерiвностi (1.14) i (1.15), запишемо

x1(t) ≤ x(t) ≤ x2(t), ∀ t ≥ 0,

що й завершує доведення теореми. �

4.1.2. Стохастична задача управлiння

Розглянемо таку задачу стохастичної оптимiзацiї, яку можна
розв’язати за допомогою теореми 1.1. Нехай k(z) — неспадна
невiд’ємна функцiя, визначена на [0,∞).

Означення 1.1. Система випадкових процесiв
{w(t), ν̃(t, A), u(t), t ≥ 0, A ∈ V} називається допустимою
системою або допустимим керуванням, якщо:

1) вона визначена на (Ω, F,P) з потоком σ-алгебр {Ft, t ≥
0};

2) w(t), (w(0) = 0) — n-вимiрний броунiвський рух;
3) ν̃(t, A) — центрована пуассонова мiра;
4) u(t) — n-вимiрний {Ft}-вимiрний процес такий, що

|u(t)| ≤ 1 для всiх t ≥ 0 майже напевно.
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Нехай x ∈ D задано й фiксовано. Для даної допустимої
системи {w(t), ν̃(t, A), u(t)} ризик xu(t) визначається рiвнiстю:

xu(t) = x+

t∫
0

b(s, xsu)dw(s) +

t∫
0

∫
V

c(s, xsu, v)ν̃(dv, ds)+

+

t∫
0

u(s)ds, (1.16)

де
xsu ≡ {xu(s+ θ), θ ∈ (−∞, 0]}.

Ставиться задача мiнiмiзацiї математичного сподiвання
E{k‖xtu‖} за всiма можливими системами {w(t), ν̃(t, A), u(t)}.
Будемо розв’язувати цю задачу згiдно з методикою, викладе-
ною в [9].

Нехай U(y) визначено наступним чином:

U(y) =

{ −y
|y| , y ∈ Rn \ {0},
0, y = 0 ∈ Rn.

(1.17)

Розглянемо таке стохастичне диференцiально-функцiональне
рiвняння

dx(t) = b(s, xs)dw(t) +

∫
V

c(s, xs, v)ν̃(dv, ds) +U(x(t))dt, (1.18)

з початковими умовами

x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ (−∞, 0]; x(0) = ϕ(0) = x.

Вiдомо [45], що розв’язок (1.18) iснує й єдиний з точнiстю до
стохастичної еквiвалентностi.

Нехай
u0(s) ≡ U(x0(t)), (1.19)
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тодi одержимо, що допустима система {w0(t), ν̃0(t, A), u0(t)}
задає оптимальне керування, тобто для довiльної допустимої
системи {w(t), ν̃(t, A), u(t)} маємо

E{k(|x0(t)|)} ≤ E{k(|xu(t)|)}. (1.20)

Для подальших мiркувань нам буде потрiбна наступна ле-
ма, доведення якої мiститься у працях [45, 9].

Лема 1.1. Нехай {x(t), w(t), ν̃(t, A)} — трiйка n-вимiрних
{Ft}-узгоджених процесiв, визначених на ймовiрнiсному про-
сторi (Ω, F,P). Нехай {Y(t), w′(t), ν̃ ′(t)} — подiбна трiйка, ви-
значена на iншому ймовiрнiсному просторi (Ω′, F ′,P′) з пото-
ком {F ′t}.

Тодi iснує ймовiрнiсний простiр (Ω̂, F̂ , P̂) з потоком
{F̂t} i четвiрка {x̂(t), Ŷ(t), ŵ(t), ν̂(t, A)} n-вимiрних {F̂t}-
узгоджених процесiв таких, що:

I. {x(t), w(t), ν̃(t, A)}
L
≈{x̂(t), ŵ(t), ν̂(t, A)}.

II. {Y(t), w′(t), ν̃ ′(t)}
L
≈{Ŷ(t), ŵ(t), ν̂(t, A)}.

III. {ŵ(t)} — n-вимiрний {F̂t}-броунiвський рух.
IV. {ν̃(t, A)} — центрована пуассонова мiра.

Тут знак
L
≈ означає, що процеси мають однаковi закони

розподiлу.
При вищенаведених припущеннях справджується наступна

теорема.
Теорема 1.2. Нехай {w(t), ν(t, A), u(t)} — довiльна зада-

на допустима система, для заданого x ∈ Rn нехай розв’язок
{xu(t)} визначається рiвнiстю (1.16).

Тодi на вiдповiдному ймовiрнiсному просторi можна по-
будувати Rn-вимiрнi процеси {x̂u(t)} и {x0(t)} такi, що:

I. {xu(t)}
L
≈{x̂u(t)}.

II. {x0(t)}
L
≈{x̂0(t)}.

III. |x̂0(t)| ≤ |xu(t)| для довiльного t ≥ 0 майже напевно.
Доведення.Нехай {w(t), ν̃(t, A), u(t)}— задана допустима
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система:

xu(t) = x+

t∫
0

b(s, xsu)dw(s)+

+

t∫
0

∫
V

c(s, xsu, v)ν̃(ds, dv) +

t∫
0

u(s)ds,

— розв’язок рiвняння (1.18).
Нехай {x0(t), w0(t), ν̃0(t, A)} — вiдповiдний розв’язок рiв-

няння (1.18).
Виберемо o(n)-значну борелiвську функцiю {pij(x)} таку,

що

pij(x) =

{
xi

|x| , x ≡ (x1, x2, ..., xn) 6= 0,
δ1j, x = 0.

(1.21)

Нехай

w̄(t) =

t∫
0

p(xu(s))dw(s), w̄0(t) =

t∫
0

p(x0(s))dw0(s),

¯̃ν0(t) =

t∫
0

∫
V

p(x0(s))ν̃0(du, ds).

Тодi одержимо, що

xu(t) = x+

t∫
0

p−1(xu(s))dw̄(t)+

+

t∫
0

∫
V

p−1(xu(s))ν̃(du, ds) +

t∫
0

u(s)ds, (1.22)
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x0(t) = x+

t∫
0

p−1(x0(s))dw̄0(t)+

+

t∫
0

∫
V

p−1(x0(s))¯̃ν0(du, ds) +

t∫
0

U(x0(s))ds. (1.23)

Застосовуючи лему 1.1 до {xu(t), w̄(t), ¯̃ν(t)} и
{x0(t), w̄0(t), ¯̃ν0(t)}, одержимо четвiрку {x̂u(t), x̂0(t), ŵ(t), ˆ̃ν(t)}
вiдповiдних процесiв на ймовiрнiсному просторi з потоком
{F̂t} таких, що {ŵ(t)} — n-вимiрний F̂t-вимiрний броунiвський
рух, {¯̃ν(t, A)} — F̂t-вимiрна центрована пуассонова мiра i

{xu(t), w̄(t), ¯̃ν(t)}
L
≈{x̂tu(t), w̄(t), ˆ̃ν(t, A)},

{x0(t), w0(t), ¯̃ν0(t)}
L
≈{x̂0(t), w0(t), ˆ̃ν0(t, A)}.

Очевидно, що iснує F̂t-вимiрний n-вимiрний процес {u(t)}
такий, що |û(t)| ≤ 1 для довiльного t ≥ 0 i

x̂u(t) = x+

t∫
0

p−1(x̂u(s))dŵ(s)+

+

t∫
0

∫
V

p−1(x̂u(s))ˆ̃ν(dv, ds) +

t∫
0

û(s)ds.

Застосовуючи узагальнену формулу Iто до x1(t) = |x̂0(t)|2
и x2(t) = |x̂u(t)|2, одержимо

dx2(t) = 2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))dw(t) +

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2−
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−|x̂u(t)|2]1ν̃(dv, dt) + {2x̂u(t)û(t) + n+

∫
V

[|x̂u(t)+

+p−1(x̂u(t))|2 − |x̂u(t)|2 − 2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))]2Π(du)}dt =

= 2|x̂u(t)|dŵ1(t) +

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2 − |x̂u(t)|2]1ν̃(dv, dt)+

+{2x̂u(t)û(t) + n+

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2−

−|x̂u(t)|2 − 2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))]2Π(dv)dt = 2

√
x2(t)dŵ1(t)+

+

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2 − |x̂u(t)|2]1ν̃(dv, dt)+

+{2x̂u(t)û(t) + n+

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2 − |x̂u(t)|2−

−2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))]2Π(dv)dt, (1.24)

dx1(t) = 2x̂0(t)p−1(x̂0(t))dŵ(t)+

+

∫
V

[|x̂0(t) + p−1(x̂0(t))|2 − |x̂0(t)|2]1ν̃
0(dv, dt)+

+{2x̂0(t)U(x0(t)) + n+

∫
V

[|x̂0(t) + p−1(x̂0(t))|2−

−|x̂0(t)|2 − 2x̂0(t)p−1(x̂0(t))]2Π(dv)}dt =

= 2|x̂0(t)|dŵ1(t) +

∫
V

[|x̂0(t) + p−1(x̂0(t))|2−

−|x̂0(t)|2]1 ˆ̃ν0(dv, dt) + {−2|x̂0(t)|+ n+

∫
V

[|x̂0(t) + p−1(x̂0(t))|2−
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−|x̂0(t)|2 − 2x̂0(t)p−1(x̂0(t))]2Π(dv)dt = 2
√
x1(t)dŵ1(t)+

+

∫
V

[|x̂0(t) + p−1(x̂0(t))|2− |x̂0(t)|2]1 ¯̃ν0(dv, dt) + {−2
√
x1(t) +n+

+

∫
V

[|x̂0(t) + p−1(x̂0(t))|2 − |x̂0(t)|2 − 2x̂0(t)p−1(x̂0(t))]2Π(dv)}dt,

(1.25)
де ŵ(t) = (ŵ1(t), ŵ2(t), ..., ŵn(t)).

Вiдмiтимо, що

[xp−1(x)]i =
∑
j

xj(p
−1(xj))1 =

∑
j

xjpij(x) = δi1|x|.

Нехай
b(t, n) = 2

√
x ∨ 0;

b1(t, x) = b2(t, x) = −2
√
x ∨ 0 + n+

+

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2 − |x̂u(t)|2 − 2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))]2Π(dv),

β2(t) = 2x̂u(t)û(t) + n+

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2−

−|x̂u(t)|2 − 2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))]2Π(dv).

Тодi очевидно, що β1(t) = b1(t, x1(t)) i

β2(t) ≥ −2|x̂u(t)|+ n+

∫
V

[|x̂u(t) + p−1(x̂u(t))|2−

−|x̂u(t)|2 − 2x̂u(t)p
−1(x̂u(t))]2Π(dv) = b2(t, x2(t)).

Iснує [45] потраєкторна єдинiсть розв’язку для СДФР

dx(t) = b(t, xt)dw(t) +

∫
V

c(t, xt, u)ν̃(dv, dt) + b1(t, x(t))dt.
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Таким чином, можна застосувати друге твердження теоре-
ми 1.1 i отримати, що x1(t) ≤ x2(t) для довiльного t ≥ 0 майже
напевно. Теорема 1.2 доведена. �

Розглянута оптимiзацiйна задача є прикладом задачi сто-
хастичного керування для класу СДФР з розривними трає-
кторiями, яка пiдтверджує iснування оптимального керуван-
ня.

§ 4.2. Оптимальне керування стохастични-
ми динамiчними системами зi всiєю перед-
iсторiєю з пуассоновими перемиканнями

2.1. Постановка задачi. Нехай (Ω,F ,P) — ймовiрнiсний
простiр з потоком σ-алгебр {F t, t ≥ 0}, F t ⊂ F ; {w(t) ≡
w(t, ω)} ⊂ R1 — F t-вимiрний вiнерiв процес; {ν̃(t, A) ≡
ν(t, A)−M{ν(t, A)}} — скалярна центрована пуассонова мiра,
A ∈ Z ⊂ Rn, причому {w(t)} i {ν(t, A)} незалежнi й F t-вимiрнi
при t ≥ 0; Dp — простiр Скорохода локально обмежених фун-
кцiй, якi є неперервними справа й мають лiвостороннi границi,
вигляду ϕ : R+ → Rn з нормою при 1 < p <∞

‖ϕ‖Dp ≡

|ϕ(0)|p +

∞∫
0

|ϕ(s)|pds

1/p

, (2.1)

де невласний iнтеграл у правiй частинi (2.1) iснує.
Керовна стохастична динамiчна система з пiслядiєю опису-

ється стохастичними диференцiально-функцiональними рiв-
няннями зi всiєю передiсторiєю (так званi рiвняння Iто-
Скорохода (СДФР∞)):

dx(t) = a(t, xt, u)dt+ b(t, xt, u)dw(t) +

∫
Z

c(t, xt, z, u)ν̃(dz, dt),

(2.2)
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з початковою умовою

x0(s) = ϕ0(s), −∞ < s ≤ 0. (2.3)

Тут x(t) ≡ x(t, ω) ∈ Rn — сильний розв’язок задачi Кошi
(2.2), (2.3); xt ≡ {x(t + s),−∞ < s ≤ 0} ∈ Dp — вiдрiз-
ки розв’язкiв задачi (2.2), (2.3); a : [0, T ] × Dp × U → Rn,
b : [0, T ] × Dp × U → Rn, c : [0, T ] × Dp × Z × U → Rn

— векторнi функцiонали, причому цi функцiонали неперервнi
за всiма аргументами; u ∈ U — l-вимiрний простiр кусково-
неперервних керувань [4]. Керування u(t) ≡ u(t, xt) є неупе-
реджуючим функцiоналом за другим аргументом, вимiрним
вiдносно вiдповiдної борелевої σ-алгебри простору [0, T ]×Dp.

Стохастичне диференцiально-функцiональне рiвняння Iто-
Скорохода (рiвняння (2.2), (2.3) для u ≡ 0) вивчалося автора-
ми [13], [24], де вказано умови iснування та єдиностi сильного
розв’язку з точнiстю до стохастичної еквiвалентностi.

Синтез оптимального управлiння для стохастичних дина-
мiчних систем Iто одержаний у роботах [4], [109—118].

Уведемо наступнi позначення: транспонування — знаком
"T"над вектором або матрицею;

∇v ≡
(
∂v

dx1

,
∂v

dx2

, ...,
dv

dxn

)T
, ∇2v ≡

{
∂2v

∂xi∂xj

}
, i, j = 1, n;

Sp — слiд матрицi; (·, ·) — скалярний добуток, v ≡
v (x1, x2, .., xn).

Нехай ψ(s) деяка функцiя на (−∞, T ] за умови, що ϕ(s) =
ψ(t + s) при s ≤ 0 для фiксованого t ∈ [0, T ], належить про-
стору Dp.

Виберемо функцiонал

v(t, ϕ) ≡ v(t, ϕ(0), ϕ(s)), (2.4)

i позначимо
vϕ(t, x) = v(t, x, ψ(t+ s)) (2.5)

де x ≡ ϕ (0) = ψ(t).
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Розглянемо клас V функцiоналiв v(t, ϕ), для яких vϕ(t, x)
двiчi неперервно диференцiйовнi за x i один раз за t ∈ [0, T ].
На функцiоналах v(t, ϕ) з V визначений слабкий iнфiнiтези-
мальний оператор

Lv (s, ϕ) ≡ lim
t→∞

1

t
[Ev (s+ t, xt (s, ϕ))− v (s, ϕ)] .

На розв’язках СДФР∞ (2.2), (2.3) вiн обчислюється за фор-
мулою [108, теорема 2.3.1]:

Lv(t, xt) =
∂vϕ(t, xt)

∂t
+ (∇vϕ(t, xt), a(t, xt, u)) +

+
1

2
Sp
(
∇2vϕ(t, xt), b

T (t, xt, u)
)
b(t, xt, u)+

+

∫
Z

[vϕ(t, xt + c(t, xt, z, u))− vϕ(t, xt)]−

− (∇vϕ(t, xt), c(t, xt, z, u)) Π(dz) (2.6)

Функцiонали, що використовуються для дослiдження стiй-
костi розв’язкiв СДФР∞, якi є, наприклад, математичною мо-
деллю задач теорiї механiки суцiльних середовищ [93], набу-
вають вигляду

v1(ϕ) ≡
∞∫

0

k(t)g(ϕ(t), ϕ(0))dt. (2.7)

Якщо k : R+ → R1 неперервно диференцiйовна, а функцiона-
ли a, b, c i g задовольняють певнi умови [108], то функцiонал v1

належить до областi визначення слабкого iнфiнiтезимального
оператора D(L), а Lv на розв’язках СДФР∞ (2), (3) обчислю-
ється за формулою [108, теорема 2.3.2].

Lv1ϕ(t, xt) = k(0)g(x(0), x(0))+
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+

0∫
−∞

k(−s)g(x(−s), x(0))ds+ (L2g)(xt), (2.8)

(L2g)(t, xt) =

0∫
−∞

k(−s){(∇g(x(−s), x(0)), a(s, xt, u)) +

+
1

2
Sp
(
∇2g

)
(x(−s), x(0))b (s, xt, u) bT (s, xt, u) +

+

∫
Z

[g(x(−s), x(0) + c(s, xt, z, u))− g(x(−s), x(0))−

− (∇g(x(−s), x(0)), c(s, xt, z, u))]Π(du)}ds =

=

∞∫
0

k(s){(∇g(x(s), x(0)), a(s, xt))+

+
1

2
Sp
((
∇2g

)
(x(s), x(0))b(s, xt)b

T (s, xt)
)

+

+

∫
Z

[g(x(s), x(0) + c(s, xt, z, u))−g(x(s), x(0))−

− (∇g(x(s), x(0)), c(s, xt, u))]Π(du)}ds. (2.9)

Для класу неавтономних функцiоналiв

v2(t, ϕ) ≡
∞∫

0

k(s)g(t− s, ϕ(s), ϕ(0))ds =

=

t∫
−∞

k(t− s)g(s, ϕ(s), ϕ(0)) (2.10)
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при виконаннi певних умов, можна обчислити Lv2 на розв’яз-
ках СДФР (2.2), (2.3) за формулою [108]

Lv2(t, xt) =

= k(0)g(t, x(t), x(t)) +

t∫
−∞

k(t− s)g(s, x(s), x(t))ds+L3v2ϕ(t, xt),

(2.11)
где

(L3v2)(t, xt) =

t∫
−∞

k(t− s){(∇g(s, x(s), x(t)), a(t, xt, u))+

+
1

2
Sp
(
∇2g(s, x(s), x(t))b(t, xt, u)bT (t, xt, u)

)
+

+

∫
Z

[g(s, x(s), x(t) + c(t, xt, z, u)− g(s, x(s), x(t))−

− (∇g(s, x(s), x(t)), c(t, xt, z, u))]Π(dz)}ds. (2.12)

Для складнiших функцiоналiв v3(t, ϕ) ≡ Q(v2(t, ϕ)) i v4 =
Q(v(t, ϕ) + v1(t, ϕ)) обчисленi (Lv3)(t, ϕ) i (Lv4)(t, ϕ) (теореми
2.3.4, 2.3.5).

Одержимо рiвняння Беллмана, яке визначає умови опти-
мальностi керування.

2.2. Достатнi умови оптимальностi. Доведемо споча-
тку декiлька допомiжних тверджень.

Лема 2.1. Нехай скалярний функцiонал v : [0, T ]×Dp → R1

з класу V i Lv(t, ϕ) — слабкий iнфiнiтезимальний оператор
вiд функцiоналу v на розв’язках СДФР∞ (2.2), (2.3), визначе-
ний при s ∈ [t, T ] з початковою умовою xt = ϕ i обчислюється
за однiєю з формул (2.6) (або (2.8) або (2.11)).
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Тодi для довiльних t1 ≤ t2 з вiдрiзку [t, T ] одержимо

Et1,ϕv(t2, xt2)− Et1,ϕv(t1, xt1) =

t2∫
t1

Et1,ϕv(t2, xt2)(Lv)(s, xs)}ds,

(2.13)
де Et,ϕ — операцiя умовного математичного сподiвання, яке
обчислюється за умови, що траєкторiя процесу x(t) ∈ Rn при
t1 ≤ t2, як розв’язок задачi (2.2), (2.3) зафiксована й збiгає-
ться з функцiєю ϕ ∈ Dp, тобто xt1 = ϕ.

Доведення. Розв’язки СДФР∞ задачi Кошi (2.2), (2.3) у
просторi Скорохода Dp — локально обмежених функцiй ϕ :
R+ → Rn, що мають лiвостороннi границi й неперервнi справа
з нормою (2.1), мають строгу властивiсть Маркова

P
{
ω : xt2(t1, ϕ) ∈ A

∣∣F s,ϕt1 } =

= P {ω : xt2(t1, ϕ) ∈ A |xt1 } ≡ p(t1, xt1 , t2, A), (2.14)

t2 ≥ t1 ≥ s, A ∈ = — σ-алгебрi борелевих множин Dp, F s,ϕt1 —
мiнiмальна σ-алгебра, породжена всiма подiями, якi здiйсню-
валися до момента часу t1, а

p(t1, xt1 , t2, A) ≡ Ps,ϕ {ω : xt ∈ A} (2.15)

перехiдна ймовiрнiсть [108].
Для слабкого iнфiнiтезимального оператора строго мар-

ковського процесу справджується формула Динкiна (див.
формулу (2.3.13) з [24]). Нехай τ (t) ≥ s — марковський мо-
мент часу для строго марковського процесу xt ∈ Dp такого,
що Eτ(t) <∞ i v ∈ D(L). Тодi

Et,ϕ
{
v(s+ τ(t), xs+τ(t)(s, ϕ))

}
=

= v(s, ϕ) + Et,ϕ


τ(t)∫
0

(Lv) ((s+ s1), xs+s1(s, ϕ))

 . (2.16)

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



115

для ∀s ≥ 0, t ≥ 0, ϕ ∈ Dp, де τ(t) ≡ inf {τ, t}; τ ≡
inf {s1 ∈ R+ |xs+s1 (s, ϕ) ∈ Q}.

Нехай n ∈ N, τn — перший момент виходу з околу Spn ≡{
ϕ ∈ Dp

∣∣‖ϕ‖DP
< n

}
. Якщо P

{
ω : lim

n→∞
τn = t

}
= 1, ∀t > 0,

тодi формулу (2.16) можна переписати для ∀t2 ≥ t1 ≥ 0 з
вiдрiзка [t, T ] у виглядi (2.13).

Дiйсно, формула Динкiна (2.16) для вiдрiзкiв [0, t1] i [0, t2]
буде мати наступний вигляд

Et1,ϕ {v(t1, xt1)} = v(0, ϕ)+

+Et1,ϕ


t1∫

0

(Lv) ((s+ s1), xs+s1 (s, ϕ))ds

 ; (2.16.1)

Et2,ϕ {v(t2, xt2)} = v (0, ϕ) +

+Et2,ϕ


t2∫

0

(Lv) ((s+ s1), xs+s1(s, ϕ))ds

 . (2.16.2)

Вiднiмаючи вiд лiвої та правої частини (2.16.2) вiдповiдно лiву
i праву частини (2.16.1) i, враховуючи адитивнiсть iнтегралiв,
одержимо (2.13). �

Задача оптимального управлiння полягає у вiдшуканнi
оптимального управлiння ū0 з деякої множини допустимих
управлiнь U, яке мiнiмiзує скалярний функцiонал

J(u) ≡ Ju(t, ϕ) = Et,ϕ

F (xuT ) +

T∫
t

G(s, xus , u(s, xus ))ds

 ,

(2.17)
де F (ϕ) ≥ 0, G(t, ϕ, u) ≥ 0, xut — розв’язок (2.2) при управлiннi
u ∈ U.

Лема 2.2. Нехай функцiонал v : [0, T ]×Dp → R з класу V
i для t ∈ [0, T ] справджуються рiвняння на розв’язках задачi
(2.2), (2.3)

(Lv)(t, xt) +G(t, xt, u) = 0; (2.18)
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v(T, xT ) = 0; ϕ = xt ∈ Dp, (2.19)

де Lv(t, ϕ) — слабкий iнфiнiтезимальний оператор на
розв’язках СДФР∞ (2.2), який обчислюється за однiєю з фор-
мул (2.6), (або (2.8), або (2.11)).

Тодi функцiонал v ∈ V можна представити у виглядi

v(t, xt) = Et,ϕ


T∫
t

G(s, xs)ds

 , (2.20)

де x(s) ∈ Rn, ∀s ≥ t ≥ 0, — розв’язок (2.2) за початкової
умови ϕ = xt.

Доведення. Проiнтегруємо лiву i праву частини (2.18) вiд
t до T , обчислимо Et,ϕ за умови, що розв’язок СДФР∞ (2.2),
(2.3) x (s) ∈ Rn при s ≥ t ≥ 0 зафiкcований i збiгається з
ϕ ∈ Dp(ϕ = xt).

Тодi маємо

Et,ϕ


T∫
t

Lv(s, xs)ds

+ Et,ϕ


T∫
t

G(s, xs)ds

 = 0. (2.21)

Однак, згiдно з твердженням леми 2.1, iснує перший доданок
рiвностi (2.21), який дорiвнює лiвiй частинi (2.13)

Et,ϕ


T∫
t

Lv(s, xs)ds

 = Et,ϕ {v(T, xT )} − Et,ϕ {v(t, xt)} =

= Et,ϕ {v(t, ϕ)} = −v(t, ϕ), (2.22)

оскiльки справджується умова (2.19). Пiдставляючи (2.22) у
(2.21), одержимо формулу (2.20), що й завершує доведення
леми 2.2. �

Домовимося надалi замiсть оператора L записувати
L (t, ϕ, u), щоб пiдкреслити його залежнiсть вiд цих аргумен-
тiв.
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Теорема 2.1 (достатнi умови оптимальностi). Нехай
iснує функцiонал v ∈ V i керування ū0 ∈ U, якi для майже
всiх t ∈ [0, T ] i u ∈ U задовольняють наступнi умови

L(t, ψt, u)v(t, ψt) +G(t, ψt, u) ≥ 0; (2.23)

L(t, xt, ū
0(t, ψt))v(t, ψt) +G(t, ψt, ū

0(t, ψt)) = 0; (2.24)

v(T, ψT ) = F (ψT ), (2.25)

де L ≡ L(t, xt, u) — слабкий iнфiнiтезимальний оператор, що
дiє на функцiонал v(t, xt), визначений на вiдрiзках розв’язку
(2.2), (2.3); ψt — довыльна функцiя така, що ϕ = ψt ∈ Dp,
∀t ∈ [0, T ].

Тодi ū0(t, xt) ∈ U є оптимальним керуванням задачi (2.2),
(2.3) з критерiєм якостi Ju(0, ϕ0), причому

J ū
0

(t, xt) = inf
u∈U

Ju(t, xt) = v(t, xt) (2.26)

при ∀t ∈ [0, T ], xt ∈ Dp.
Зауваження 2.1. Умову (2.24) з урахуванням (2.23) мо-

жна записати у виглядi так званого рiвняння Беллмана

inf
u∈U

[L(t, ϕ, u)v (t, ϕ) +G(t, ϕ, u)] = 0, (2.27)

а функцiонал v(t, ϕ) назвемо вартiстю керування, або фун-
кцiоналом Беллмана [109].

Доведення. Оскiльки ū0 ∈ U — допустиме керування, то
iснує траєкторiя x(t, τ, ū0), як розв’язок СДФР∞, де x(t, τ, ū0)
як функцiя τ є розв’язком СДФР∞ (2.2) на вiдрiзку t ≤ τ ≤ T
при керуваннi ū0 з початковою умовою x(t, t+ θ, ū0) = ϕ(θ), а
xτ (t, ū

0) ≡ {x(t, τ + θ, ū0)}, θ ∈ [−∞, 0].
Тодi, пiдставляючи цю траєкторiю до (2.27), одержимо

L
(
t, xτ (t, ū

0), ū0
)
v(t, xτ (t, ū

0)) +G(t, xτ (t, ū
0), ū0) = 0. (2.28)

Зауважимо, що управлiння ū0 у (2.28) потрiбно брати в
точцi (τ, xτ (t, ū

0)). Далi, проiнтегрируємо рiвнiсть (2.28) за t на
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вiдрiзку [t, T ], обчислимо Et,ϕ i, враховуючи граничну умову,
маємо

v(t, ϕ) = F (xT (t, ū0)) + Et,ϕ


T∫
t

G(τ, xτ (t, ū
0), ū0)dτ

 . (2.29)

Нехай тепер u ≡ u(t, ϕ) — довiльне iнше керування з U,
вiдмiнне вiд ū0(t, ϕ). Тодi, згiдно з умовою (2.23), очевидною
є нерiвнiсть

L(τ, xτ (t, u), u)v(τ, xτ (t, u)) +G(τ, xτ (t, u), u) ≥ 0, (2.30)

де u ≡ u(τ, xτ (t, u)).
Далi проiнтегруємо (2.30) за τ вiд t до T , обчислимо Et,ϕ i,

враховуючи (2.25) i (2.26), легко записати нерiвнiсть

v(t, xt(t, ū
0)) ≤ F (xT (t, u))+

+Et,ϕ


T∫
t

G(τ, xτ (t, u), u)dτ

 ≡ v(t, xt(t, u)).

Це й означає iснування оптимального управлiння ū0 ∈ U
задачi (2.2), (2.3), (2.17). �

Зауваження 2.2. У випадку лiнiйних стохастичних си-
стем з квадратичним функцiоналом якостi J(u) рiвняння
Беллмана (2.27) дозволяє в явному виглядi побудувати син-
тез оптимального керування для СДФР∞.

§ 4.3. Синтез оптимального керування дина-
мiчними системами з нескiнченною пiслядi-
єю з малим параметром i пуассоновими збу-
реннями

3.1. Постановка задачi. Розглянемо задачу оптимального
керування {xu(t, ω), J(u),U} з керовним випадковим процесом
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xu(t, ω), який узгоджений з потоком (σ-алгебр {F t} з функцiо-
налом якостi J(u) i множиною допустимих керувань U [4].

Означення 3.1. F t-вимiрнi функцiї u(t) ∈ Rl, для яких
визначенi траєкторiя руху x(t, ω) i скiнченний функцiонал
J(u), назвемо допустимими керуваннями.

Позначимо
vJ ≡ inf

u∈U
J(u). (3.1)

Розглянемо таку задачу оптимального керування: знайти
таке керування u(t) з U, для якого функцiонал якостi J(u)
набуває мiнiмального значення, тобто

J(u0) = vJ . (3.2)

Означення 3.2. Керування u0(t), для якого вико-
нується (3.2) назвемо оптимальным керуванням задачi
{xu(t, ω), J(u),U}.

Якщо оптимальне керування u0(t) у U не iснує або iснує,
однак отримати його складно, то виникає питання про побу-
дову ũ0(t) ∈ U iз заданою точнiстю.

Нехай, наприклад, задача керування {xu(t, ω), J(u),U} мi-
стить малий параметр ε > 0, задана точнiсть керування
τ(ε) > 0. Тодi ũ0 задовольняє нерiвнiсть

0 ≤ J(ũ0)− vJ ≤ τ(ε) (3.3)

Означення 3.3. Керування ũ0, яке задовольняє
(3.3), назвемо τ(ε)-оптимальним керуванням задачi
{xu(t, ω), J(u),U}.

У монографiї [4] розглянута проблема синтеза оптимально-
го керування динамiчними системами зi скiнченною пiслядiєю
i дифузними збуреннями. Одержимо аналогiчний результат
для стохастичних динамiчних систем Iто-Скорохода з пуассо-
новими збуреннями й нескiнченною пiслядiєю.

3.2. Алгоритм побудови послiдовних наближень
оптимального керуванння стохастичною динамiчною
системою Iто-Скорохода з малим параметром. Не-
хай на ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P) з потоком σ-алгебр
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{F t ⊂ F}, t ≥ 0, сформульована задача керування для стоха-
стичної системи

dxu(t) = a(t, xut , u, ε)dt+ b(t, xut , u, ε)dw(t)+

+

∫
Z

c(t, xut , z, u, ε)ν̃(dz, dt), ∀t ≥ 0, (3.4)

з початковою умовою

xu(t) = ϕ0(t); −∞ < t ≤ 0; ϕ ∈ D∞ (3.5)

Тут xu(t) ≡ xu(t, ω) ∈ Rn — сильний розв’язок задачi (3.4),
(3.5), вiдрiзки траєкторiй xt ≡ {x(t+ θ),−∞ < θ ≤ 0} нале-
жать до простору Скорохода D∞ неперервних справа i тих, що
мають лiвостороннi границi, функцiй; a : [0, T ]×D×U→ Rn;
b : [0, T ] × D × D × U → Mu(R) — матриця розмiрностi n × n;
c : [0, T ]×D×Z×U→ Rn — обмеженi неперервнi за сукупнiстю
змiнних функцiонали; w(t) — n-вимiрний стандартний вiнерiв
процес; ν̃(dz, dt) ≡ ν(dz, dt) − Π(dz)dt, E {ν(dz, dt)} = Π(dz)dt
— центрована пуассонова мiра; u ∈ U — l-вимiрний простiр
кусково-неперервних керувань; ε — малий параметр.

Уведемо функцiонал якостi J(u) = J(0, ϕ0), де

Ju(t, ϕ) = Et,ϕ

F (xuT , ε) +

T∫
t

G(s, xus , u(s, xus ), ε)ds

 , (3.6)

F (ϕ, ε) ≥ 0, G(t, ϕ, u) ≥ 0.

Розглянемо допомiжну задачу керування для
{xu(t, ω), J(u),U} i позначимо її через {yu(t, ω), I(u),U}
на потоцi σ-алгебр {F t ⊂ F}, t ∈ [0, T ].

Нехай
vJ ≡ inf

u∈U
J(u). (3.7)

Позначимо через ũ0(t) оптимальне керування задачi
{yu(t, ω), J(u),U}, тобто

I(ũ0) = vI . (3.8)

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



121

Виникаючу похибку позначимо через

ρ(J, I) ≡ sup
u∈U
|J(u)− I(u)| . (3.9)

Лема 3.1. При виконаннi вищевказаних умов для задачi
керування (3.4), (3.5), (3.6) справджуються нерiвностi

0 ≤ J(ũ0)− v ≤ 2ρ(J, I). (3.10)

Доведення. З означення (3.9) супремума випливає нерiв-
нiсть

|J(u)− I(u)| ≤ 2ρ(J, I). (3.11)

Звiдси одержимо

−ρ(J, I) ≤ J(u)− I(u) ≤ ρ(J, I),

що еквiвалентно

J(u) ≤ I(u) + ρ(J, I),

I(u) ≤ J(u) + ρ(J, I). (3.12)

За означенням vI i vJ (див.(3.1) i (3.7)) маємо vJ ≤ vI +
ρ(J, I) i vI ≤ vJ + ρ(J, I), тобто |vJ − vI | ≤ ρ(J, I).

Тодi

0 ≤ J(u0)− vJ ≤
∣∣J(u0)− I(ũ0)

∣∣+ |vJ − vI | ≤ 2ρ(J, I),

що й доводить твердження.
Наслiдок 1.Нехай задача керування {xu(t, ω), J(u),U} мi-

стить малий параметр ε, а допомiжна задача керування
{yu(t, ω), I(u),U} має оптимальне керування ũ0 таке, що

ρ(J, I) ≤ τ(ε), (3.13)

де τ(ε) — точнiсть.
Тодi керування ũ0 є τ(ε)-оптимальним керуванням задачi

{xu(t, ω), J(u),U}.
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Доведення. З нерiвностi (3.10) i (3.13) будемо мати

J(ũ0)− vJ ≤ 2ρ(J, I) ≤ 2τ(ε),

що й доводить наслiдок 1. �
Наслiдок 3.1 задає алгоритм наближеного синтеза опти-

мального керування для систем (3.4), (3.5), якi мiстять малий
параметр ε.

Як правило, в якостi допомiжної задачi керування вибира-
ємо лiнiйну задачу керування типу (3.4)—(3.6), де покладемо
ε = 0. У результатi одержимо нульове наближення u0 до опти-
мального керування u0.

Розглянемо алгоритм побудови послiдовностi допомiжних
задач керування, який дозволить одержати наближений син-
тез iз заданою точнiстю τ(ε).

3.3. Рiвняння Беллмана. Наближена побудова опти-
мального керування. Оптимальне керування u0(t, ϕ) i цiна
керування v(t, ϕ) задачi (3.4)—(3.6) визначається з рiвняння
Беллмана [4]:

inf
u∈U

[L(t, ϕ, u, ε) v(t, ϕ) +G(t, ϕ, u, ε)] = 0, (3.14)

v(T, ϕ) = F (ϕ, ε), (3.15)

де Lv — слабкий iнфiнiтезимальний оператор на розв’язках
задачi Кошi (3.4), (3.5).

L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) =
∂

∂t
vϕ(t, x) + (∇v(t, x), a(t, ϕ, u, ε))+

+
1

2
Sp
[
∇2vϕ(t, x)b(t, ϕ, u, ε)bT (t, ϕ, u, ε)

]
+

+

∫
Z

[vϕ(t, x+ c(t, ϕ, z, u, ε))−

−v(t, x)− (∇vϕ(t, x), c(t, ϕ, z, u, ε))]Π(dz). (3.16)
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Тут "T— операцiя транспонування вектора або матрицi; ∇v ≡(
∂v

dx1

,
∂v

dx2

, ...,
∂v

dxn

)T
; ∇2v ≡

(
∂2v

∂xi∂xj

)
, i, j = 1, n; SpA — слiд

матрицi A; (·, ·) — скалярний добуток.
Функцiонал v : [0, T ] × Rn × D∞ → R1 вигляду v(t, ϕ) ≡

v(t, ϕ(0), ϕ(θ)), −∞ < θ ≤ 0 з класу V функцiоналiв, двiчi
неперервно-диференцiйовних за x i один раз за t, позначимо

vϕ(t, x) ≡ v(t, x, ψ(t+ θ)),

де x ≡ ϕ(0) ≡ ψ(t), а функцiя ψ на [−∞, T ] така, що для
θ ∈ [−∞, 0], ∀t ∈ [0, T ] визначає ϕ(θ) ≡ ψ(t+ θ) з простору D.

Припустимо, що iснує така множина V0 з класу V, що для
довiльного v ∈ V0 iснує керування u0 ∈ U, для якого досягає-
ться точна нижня межа в лiвiй частинi (3.14):

inf
u∈U

[L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) +G(t, ϕ, u, ε)] =

= L(t, ϕ, u0, ε)v(t, ϕ) +G(t, ϕ, u0, ε),

де керування залежить вiд t, ϕ, v, тобто

u0 ≡ u0(t, ϕ, v, ε). (3.17)

Якщо пiдставити (3.17) в (3.14), то одержимо рiвняння для
знаходження v:

L(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) +G(t, ϕ, u, ε) = 0,

v(T, ϕ) = F (ϕ, ε) (3.18)

Розв’язок цiєї крайової задачi (3.17), (3.18) збiгається з цi-
ною задачi управлiння (3.4)—(3.6), а оптимальне управлiння
задається спiввiдношенням (3.17).

3.4. Побудова послiдовних наближень до оптималь-
них керувань. У рiвняннi (3.18) проведемо розклад у ряд за
ε наступних величин

v(t, ϕ) = v0(t, ϕ) + εv1(t, ϕ) + ... (3.19.1)
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L(t, ϕ, u0, ε) = L0(t, ϕ) + εL1(t, ϕ) + ... (3.19.2)

G(t, ϕ, u0, ε) = G0(t, ϕ) + εG1(t, ϕ) + ... (3.19.3)

Пiдставимо (3.19.1)—(3.19.3) у (3.18), прирiвняємо до нуля
вiдповiднi коефiцiєнти при однакових степенях ε. В результатi
одержимо

i∑
j=0

Li−j(t, ϕ)vj(t, ϕ) +Gi(t, ϕ) = 0; i = 0, 1, 2, (3.20.1)

v0(T, ϕ) = F (ϕ, ε); vi(T, ϕ) = 0; i = 1, 2, ... (3.20.2)

Оскiльки керування u0 залежить вiд усiх функцiоналiв vj(j =
0, 1, 2, ...), то в рiвностях (3.19.1)—(3.19.3) кожен з операторiв
Li(t, ϕ) i функцiоналiв Gi(t, ϕ)(i = 0, 1, 2, ...), взагалi кажучи,
також може залежати вiд усiх функцiоналiв vj(j = 0, 1, 2, ...).

Теорема 3.1. Нехай оператор Li (t, ϕ) i функцiонал
Gi(t, ϕ) залежить тiльки вiд скiнченної кiлькостi функцiо-
налiв vj з номерами j ≤ i.

Тодi спiввiдношення (3.20.1), (3.20.2) слiд розглядати як
систему рiвнянь для послiдовного знаходження функцiоналiв
v0, v1, ..., vk.

Доведення. Якщо функцiонал v0 визначається з рiвняння
L0v0 +G0 = 0, то функцiонал v1 можна визначити за допомо-
гою (3.20.1) при i = 1: L0v1 + L1v0 +G1 = 0; функцiонал v2 —
за допомогою (3.20.1) при i = 2: L2v1 + L1v1 + L0v2 + G2 = 0;
...; функцiонал vk — за допомогою (3.20.1) при i = k:

k∑
j=0

Lij(t, ϕ)vj(t, ϕ) +Gk(t, ϕ) = 0,

що й доводить твердження теореми 3.1.
Уведемо величину δk(t, ϕ), яка визначається за знайденими

v0, v1, ..., vk:

δk(t, ϕ) =
k∑
i=0

εi

[
i∑

j=0

Li−j(t, ϕ)vj(t, ϕ) +Gi(t, ϕ)

]
−
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−L(t, ϕ, uk, ε)Qk(t, ϕ)−G(t, ϕ, uk, ε), (3.21)

де

uk ≡ u0(t, ϕ,Qk, ε); Qk ≡ v0 + εv1 + ..+ εkvk. (3.22)

З (3.20.1), (3.20.2), (3.21), (3.22) випливає, що

L(t, ϕ, uk, ε)Qk(t, ϕ) +G(t, ϕ, uk, ε) + δk(t, ϕ) = 0, (3.23)

Qk(T, ϕ) = F (ϕ, ε). (3.24)

Порiвнюючи (3.23), (3.24) з (3.18), отримаємо, що uk — опти-
мальне керування, Qk — функцiонал Беллмана допомiжної за-
дачi керування {xu(t), Ik(u),U}, де

Ik(u) ≡ J(u) + Eϕ0

T∫
0

δk(s, x
u
s )ds. (3.25)

Тут Eϕ0 вiдповiдає E0,ϕ0 , а Ik(u) ≡ Ju(0, ϕ0) ≥ inf
u∈U

Ju(0, ϕ) =

v(ϕ0).
Теорема 3.2. Якщо δk(t, ϕ) ≡ o (εk + 1), де o(ε) — величи-

на порядку ε, то керування uk за формулою (3.23) буде k-им
наближенням до оптимального керування {xu(t), J(u),U},
тобто

v(ϕ0) = J(uk) + o(εk+1).

Доведення випливає з наслiдку 3.1.
Алгоритм послiдовного наближення до оптимального ке-

рування задачi {xu(t), J(u),U}:
1. З рiвнянь (3.20.1), (3.20.2) визначаємо функцiонали

v0, v1, ..., vk;
2. За формулами (3.22) визначаємо керування uk.
Зауважимо, що п.1, 2 не вимагають iснування оптималь-

ного керування, тому ми не вимагаємо iснування вiдповiдного
функцiонала Беллмана.
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Теорема 3.3. Нехай функцiонал
γk(t, ϕ, u, ε) ≡ L(t, ϕ, u, ε)Qk(t, ϕ) +G(t, ϕ, u, ε) (3.26)

задовольняє рiвномiрно за t ∈ [0, T ], ε ≤ ε0 i ϕ з множини
‖ϕ‖ ≤ K задовольняє умову Лiпшиця

|γk(t, ϕ, u1, ε)− γk(t, ϕ, u2, ε)| ≤ K |u1 − u2| . (3.27)

Тодi в якостi k-го наближення до оптимального керува-
ння задачi керування (3.4)—(3.6), яке задається формулою
(3.22), можна взяти довiльне допустиме керування таке, що

u = uk + o
(
εk+1

)
. (3.28)

Доведення. Нехай u1k(t, ϕ) — деяке допустиме керування,
для якого

u1k(t, ϕ)− uk(t, ϕ) = o(εk+1). (3.29)

Тодi для довiльного керування u ∈ U маємо
L(t, ϕ, u, ε)Qk(t, ϕ) +G(t, ϕ, u, ε) + δk(t, ϕ)+

+γk(t, ϕ, uk, ε)− γk(t, ϕ, u, ε) = 0.

Покладемо
δ̄k ≡ δk(t, ϕ) + γk(t, ϕ, uk, ε)− γk(t, ϕ, u1k, ε), (3.30)

що дає можливiсть записати рiвняння
L(t, ϕ, u, ε)Qk(t, ϕ) +G(t, ϕ, u1k, ε) + δ̄k(t, ϕ) = 0,

Qk(T, ϕ) = F (ϕ, ε).

Таким чином, аналогiчно до доведення тверджень (3.23),
(3.24) маємо керування u1k в якостi оптимального керування
задачi {xu(t), Ik(u),U} з функцiоналом якостi вигляду (3.25)
iз замiною δk на δ̄k.

З умов (3.27), (3.29), (3.30) випливає, що δ̄k(t, ϕ) =
o(εk + 1), якщо δk(t, ϕ) = o(εk+1). Таким чином, 0 ≤ J(u1k) −
v(ϕ0) = o(εk+1).

Надалi можна конкретизувати метод послiдовних набли-
жень для квазiлiнiйних систем з пуассоновими перемикання-
ми.
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§ 4.4. Наближений синтез оптимального ке-
рування квазiлiнiйними стохастичними ди-
ференцiальними рiвняннями з малим пара-
метром i пуассоновими перемиканнями

4.1. Постановка задачi.На ймовiрнiсному просторi (Ω,F ,P)
з фiльтрацiєю {F t, t ≥ 0}, F t ⊂ F визначений сильний розв’я-
зок x(t) ≡ x(t, ω) ∈ Rn системою квазiлiнiйних стохастичних
диференцiально-функцiональних рiвнянь Iто-Скорохода [57]
(КСДФР∞) для ∀t ∈ [0, T ]

dx(t) = [εf(t, xt) +B(t)u(t)] dt+ dξ(t), (4.1)

dξ(t) = a(t)dt+ b(t)dw(t) +

∫
Z

c(t, z)ν̃(dz, dt), (4.2)

i початковими умовами

x(t) = ϕ0(t), −∞ < t ≤ 0, u ∈ U ⊂ Rl. (4.3)

Тут ϕ0 ∈ D∞ ≡ D((−∞, 0]) — простiр Скорохода непе-
рервних справа i таких, що мають лiвостороннi границi, фун-
кцiй, [119], [120], [121]; вектори-стовпцi a i c вимiрнi й обме-
женi на [0, T ]; матрицi B(t) i b(t) розмiрностi n × n; фун-
кцiонал f : [0, T ] × D∞ - вимiрний; w(t) — n-вимiрний вiне-
рiв процес, що не залежить вiд центрованої пуассонової мiри
ν̃(dz, dt) ≡ ν(dz, dt)− Π(dz)dt [119].

Припустимо, що iснує така невiд’ємна неспадна за τ фун-
кцiя r(t, τ) така, що виконуються умови рiвномiрної обмеже-
ностi за t ∈ [0, T ]

|f(t, ϕ)|2 ≤ a2
0 +

∞∫
0

|ϕ(−τ)|2 dr(t, τ) (4.4)

i умова Лiпшиця: ∀ϕ, ψ ∈ D∞

|f(t, ϕ)− f(t, ψ)|2 ≤
∞∫

0

|ϕ(−τ)− ψ(−τ)|2 dr(t, τ); (4.5)
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sup
0≤t≤T

∞∫
0

dr(t, τ) <∞. (4.6)

Iнфiнiтезимальний оператор на розв’язках (4.1)—(4.3) об-
числюється за наступними формулами вiд функцiоналу v ∈ V
(множина функцiоналiв v : [0, T ] × D → R1 двiчi неперервно-
диференцiйовнi за x i один раз за t):

Lv(t, ϕ, u, ε)v(t, ϕ) = L0vϕ(t, x) + [εf(t, ϕ) +B(t)u]T ∇vϕ(t, x),
(4.7)

для якого

L0vϕ(t, ϕ) =
∂

∂t
vϕ + aT (t)∇vϕ(t) +

1

2
Sp[bT (t)∇2vϕ(t, x)b(t)]+

+

∫
Z

[v(t, xt + c(t, z))− v(t, xt)− (∇v(t, xt), c(t, z))Π(dz), (4.8)

де "T— операцiя транспонування вектора або матрицi; ∇v ≡(
∂v

dx1

,
∂v

dx2

, ...,
∂v

dxn

)T
; ∇2v ≡

(
∂2v

∂xi∂xj

)
, i, j = 1, n; SpA — cлiд

матрицi A; (·, ·) — скалярний добуток.
Розглянемо проблему мiнiмiзацiї функцiоналу якостi зада-

чi оптимального керування

J(u) = Eϕ0{xT (T )M0(t)x(T ) +

T∫
0

uT (t)M1(t)u(t)+

+xT (t)M2(t)x(t)dt}, (4.9)

де матрицi M1(t), M2(t) — вимiрнi й рiвномiрно обмеженi,
M1(t) — рiвномiрно за t додатно визначена, а M0(t), M2(t) —
невiд’ємно визначенi матрицi.
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Множина допустимих керувань U є множиною випадкових
процесiв γ(t, ω), узгоджених з потоком σ-алгебр F t i таких, що

Eϕ0

{ T∫
0

|γ(t)|2 ds

}
≤ K(1 + ‖ϕ‖2

0), (4.10)

де
‖ϕ0‖ ≡ sup

−h≤θ≤0
|ϕ0(θ)|2 . (4.11)

Розв’язок задачi оптимального керування для (4.1)—(4.3),
(4.9) зводиться [57, 122] до дослiдження рiвняння Беллмана

L0vϕ(t, x) + εfT (t, ϕ) · ∇vϕ(t, x) + xTM2(t)x =

=
1

4
(∇vϕ(t, x))TB1(t)∇vϕ(t, x); (4.12)

v(T, ϕ) = xTM0(T )x; x = ϕ(0); B1 ≡ BM−1
1 (t)BT . (4.13)

Оптимальне керування u0(t, ϕ) при виконаннi деяких умов, що
накладаються на розв’язок задачi (4.12), (4.13), можна знайти
у виглядi

u0(t, ϕ) = −1

2
M−1

1 (t)BT (t)∇vϕ(t, x). (4.14)

Побудуємо послiдовнi наближення до оптимального керу-
вання u0(t, ϕ), встановимо оцiнки похибки для задачi керува-
ння (4.1)—(4.3), (4.9).

4.2. Вибiр нульового наближення до оптимально-
го керування. Для ε = 0 рiвняння (4.12), (4.13) має точний
розв’язок

v0(t, ϕ) = xTP0(t)x+ 2xTP1(t) + P2(t),

де x = ϕ(0).
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Тут матриця P0(t), вектор P1(t) i функцiя P2(t) визнача-
ються крайовою задачею для системи звичайних диференцi-
альних рiвнянь [123]:

dP0(t)

dt
+M2 = P T

0 B1P0; P0(T ) = M0; (4.15)

dP1(t)

dt
+ P0a = P0B1P1; P1(T ) = 0; (4.16)

dP2(t)

dt
+ 2aTP1 +Sp

[
bTP0b

]
+

∫
Z

cTP0cΠ(dz) = P T
1 P1P1; (4.17)

P2(T ) = 0.

При цьому P0(t), P1(t) i P2(t) як розв’язки системи (4.15)—
(4.17), рiвномiрно обмеженi за t i такi, що матриця(

P0 P1

P1 P2

)
≥ 0(n+1)×(n+1),

(надалi будемо позначати невiд’ємну визначенiсть матрицi
розмiрностi (n+ 1)× (n+ 1) на векторах (x1, x2, .., xn, 1)T ), де
∀x ≡ (x1, x2, ..., xn)T ∈ Rn, P0 ≥ 0n×n; P2 ≥ 0.

Тодi оптимальне керування для ε = 0 задачi (4.1)—(4.3),
(4.9) має вигляд

u0
0(t, ϕ) = −M−1

1 BT (t) [P0(t)ϕ(0) + P1(t)] . (4.18)

Позначимо через xuε (t) розв’язок системи (4.1)—(4.3) для
ε ≥ 0 з керуванням u, а через Jε(u) позначимо функцiонал

Jε(u) ≡ Eϕ0

{
(xuε (T ))TM0x

u
ε (T ) +

T∫
0

[uT (s)M1(s)u(s)+

+(xuε (s))
TM2(s)xuε (s)]ds

}
. (4.19)
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Теорема 4.1. Керування u0
0(t, ϕ) (4.18) є нульовим на-

ближенням до оптимального керування u0(t, ϕ) задачi (4.1)—
(4.3), (4.9) у розумiннi виконання умови

0 ≤ Jε(u
0
0(t, ϕ)− v(ϕ0)) ≤ εK0, (4.20)

де K0 = K(1 + ‖ϕ0‖2
0); v(ϕ0) = inf

u∈U
Jε(u).

Доведення. В якостi допомiжної задачi керування [4] роз-
глянемо вихiдну систему (4.1)—(4.3), (4.9) для ε = 0. Тодi,
згiдно з лемою 1 [121], маємо

0 ≤ Jε(u
0
0 − v(ϕ0)) ≤ 2ρ(Jε, J0), (4.21)

де ρ(Jε, J0) ≡ sup
u∈U
|Jε(u)− J0(u)|, U — множина випадкових

процесiв γ(t) ≡ γ(t, ω) ∈ Rn, узгоджених з потоком σ-алгебр
{F t ⊂ F}, для яких

T∫
0

Eϕ0

{
|γ(t)|2

}
dt ≤ K0. (4.22)

Доведемо спочатку, що ∀γ ∈ U має мiсце оцiнка

Eϕ0

{
sup

0≤t≤T
|xγε (t)|

2

}
≤ K0. (4.23)

З iнтегрального представлення системи (4.1)—(4.2) легко
отримати оцiнку квадрата модуля розв’язку через iнтеграли:

|xγε (τ)|2 ≤ K

|x(0)|2 + ε2

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

f(s, xγεs)ds

∣∣∣∣∣∣
2

+

+

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

B(s)γ(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

a(s)ds

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

b(s)dw(s)

∣∣∣∣∣∣
2

+
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+

∣∣∣∣∣∣
τ∫

0

∫
Z

c(s, z)ν̃(dz, ds)

∣∣∣∣∣∣
2 .

Звiдси, враховуючи умови (4.4)—(4.6), обмеженiсть коефiцi-
єнтiв (4.1), (4.2) i властивостi стохастичних iнтегралiв [119],
одержимо очевидну нерiвнiсть для другого моменту розв’яз-
ку задачi (4.1)—(4.3)

Eϕ0

{
sup

0≤t≤T
|xγε (t)|

2

}
≤ K

[
1 + ‖ϕ0‖2 +

+

t∫
0

Eϕ0

{
|γ(s)|2

}
ds+

t∫
0

h∫
0

Eϕ0

{
|xγε (s− τ)|2

}
dr(s, τ)ds

 .
Якщо врахувати справедливiсть очевидної оцiнки

Eϕ0{
{

sup
−τ≤τ≤s

|xγε (τ)|2
}
≤ ‖ϕ0‖2 + Eϕ0

{
sup

0≤τ≤s
|xγε (τ)|2

}
,

та оцiнку (4.22), то одержимо нерiвнiсть

Eϕ0{
{

sup
−τ≤τ≤s

|xγε (τ)|2
}
≤

≤ K

1 + ‖ϕ0‖+

t∫
0

Eϕ0

{
sup

0≤τ≤s
|xγε (τ)|2

}
ds

 .
А звiдси i з нерiвностi Гронуолла-Беллмана маємо

Eϕ0

{
sup

0≤t≤T
|xγε (t)− x

γ
0(t)|2

}
≤ ε2K0. (4.24)

Далi, враховуючи (4.23), отримуємо оцiнку

|Jε(γ)− J0(γ)| = |Eϕ0 [(xγε (T )− xγ0(T ))TM0(xγε (T ) + xγ0(T ))+
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+

T∫
0

(xγε (s)− x
γ
0(s))TM2(s)(xγε (s)+)ds]

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ K

[
Eϕ0

{
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣xγε (t) + xγ0(t)

∣∣∣∣∣
2}
×

×Eϕ0

{
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∣xγε (t)− xγ0(t)

∣∣∣∣∣
2}]1/2

≤ εK0.

Звiдси, з урахуванням (4.21), маємо (4.20). Далi необхiдно
довести, що керування u0

0(t, ϕ) з U, тобто воно задовольняє
(4.23). Дiйсно,

T∫
0

Eϕ0

{∣∣∣u0
0(t, x

u00
εt )
∣∣∣2}dt =

T∫
0

Eϕ0

{∣∣∣M−1
1 (t)BT (t)(P0(t)xu

0
0
ε (t)+

+P1(t))|} dt ≤ K(1 +

T∫
0

Eϕ0

{∣∣∣xu00ε (t)
∣∣∣2}dt),

де xεu0
0(t) — розв’язок рiвняння

dxu
0
0
ε (t) =

[
εf(t, x

u00
εt )−B1(t)(P0(t)xu

0
0
ε (t) + P1(t))

]
dt+

+a(t)dt+ b(t)dw(t) +

∫
Z

c(t, z)ν̃(dz, dt).

Тому xεu0
0(t) задовольняє оцiнку вигляду (4.23). Таким чи-

ном, керування u0
0(t, ϕ) задовольняє (4.22), що й доводить те-

орему 4.1. �
4.3. Алгоритм побудови k-го наближення до опти-

мального керування. Алгоритм побудови k-го наближення
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до оптимального керування задачi (4.1)—(4.3), (4.9) в загаль-
ному виглядi описаний у [4]. Так, величини v, L i G, що вхо-
дять до рiвняння Беллмана

L(t, ϕ, u0, ε)v(t, ϕ) +G(t, ϕ, u0, ε) = 0, (4.25)

v(T, ϕ) = F (ϕ, ε)

для функцiоналу якостi J(u) ≡ Ju(0, ϕ0), де

Ju(t, ϕ) = Et,ϕ

F (xuT (ε)) +

T∫
t

G(s, xus , u(s, xus ), ε)ds

 ,

знаходяться у виглядi [4]

v(t, ϕ) = v0(t, ϕ) + εv1(t, ϕ) + ε2v2(t, ϕ) + ...

L(t, ϕ, u0, ε) = L0(t, ϕ) + εL1(t, ϕ) + ε2L2(t, ϕ) + ... (4.26)

G(t, ϕ, u0, ε) = G0(t, ϕ) + εG1(t, ϕ) + ε2G2(t, ϕ) + ...

Якщо пiдставити (4.26) у (4.24) i прирiвняти до нуля кое-
фiцiєнти при рiзних степенях ε, то одержимо

i∑
j=0

Li−j(t, ϕ)vj(t, ϕ) +Gi(t, ϕ) = 0; i = 0, 1, 2, ... (4.27)

v0(T, ϕ) = F (ϕ, ε), vi(T, ϕ) = 0, i = 0, 1, 2, ...

Таким чином, Li и Gi для нашої задачi керування (4.1)—
(4.3), (4.9) набувають вигляду

L0(t, ϕ) = L0 −
1

2
(∇v0

ϕ(t, x))TB1(t)∇;

L1(t, ϕ) = fT (t, ϕ)∇− 1

2
(∇v1

ϕ(t, x))TB1(t)∇;
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Li(t, ϕ) = −1

2
(∇viϕ(t, x))TB1(t)∇; i = 2, 3, ...

G0(t, ϕ) = xTM2(t)x+
1

4
(∇v0

ϕ(t, x))TB1(t)∇v0
ϕ(t, x); x = ϕ(0),

Gi(t, ϕ) =
1

4

i∑
j=0

(∇vi−jϕ (t, x))TB1(t)∇vjϕ(t, x);

x = ϕ(0), i = 1, 2, ...

Тодi для i ≥ 1 рiвняння Беллмана (4.27) можна записати
у виглядi

L0v
i
ϕ(t, x) + fT (t, ϕ)∇vi−1

ϕ (t, x) =

=
1

4

i∑
j=0

(∇vjϕ(t, x))TB1(t)∇vi−jϕ (t, x), (4.28)

viϕ(T, x) = 0, x = ϕ(0).

Визначимо з (4.28) v1(t, ϕ), ..., vk(t, ϕ), vi ≡ vi, задамо k-
е наближення до оптимального керування [4], [121] (у вiд-
повiдностi до uk ≡ u(t, ϕ,Qk, ε), Qk ≡ v0 + εv1 + .. + εkvk i
u0(t, ϕ) = −1

2
M−1

1 (t)T (t)∇vϕ(t, x) формулою

uk(t, ϕ) = −1

2
M−1

1 (t)BT (t)∇

[
v0
ϕ(t, x) + εv1

ϕ(t, x) + ...+

+εkvkϕ(t, x)

]
. (4.29)

Формула (4.14) задає нульове наближення v0 для функцiоналу
Беллмана, iснування наступних наближень v1, v2, ..., vk вста-
новлюється за допомогою такого твердження.
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Теорема 4.2. Розв’язок рiвнянь (4.28) для i = 1, k iснує у
виглядi

vi(t, ϕ) = Et,ϕ


T∫
t

Φi(s, ys)ds

 , (4.30)

де
Φi ≡ fT (t, ϕ)∇vϕi− 1(t, x)−

−1

4

i−1∑
j=1

∇vϕi− 1(t, x)B1(t)∇vϕi− j(t, x),

x ≡ ϕ(0), а невiдомий випадковий процес y(s) знаходиться як
розв’язок СДР

dy(s) = −B1(s)[P0(s)y(s)+P1(s)]ds+dξ(s), ∀s ∈ [t, T ], (4.31)

yt = ϕ ∈ D.
Доведення. Для i ≥ 1 з (4.28) отримаємо

L1vi(t, ϕ) + Φi(t, ϕ) = 0; vi(T, ϕ) = 0, (4.32)

при цьому слiд враховувати тотожнiсть

i∑
j=0

(∇vjϕ(t, x))TB1(t)∇vi−jϕ (t, x) = 4(∇viϕ(t, x))TB1(t)[P0(t)x+

+P1(t)] +
i−1∑
j=1

(∇vjϕ(t, x))TB1(t)∇vi−jϕ (t, x),

а L1 ≡ L0 − (P0x + P1)TB1∇ — iнфiнiтезимальний оператор
процесу y(s) як розв’язку СДР (4.31).

Для i = 1 рiвняння (4.32) запишемо у виглядi

L1v1(t, ϕ) + 2fT (t, ϕ)[P0(t)x+ P1(t)] = 0, (4.33)
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з крайовою умовою

v1(T, ϕ) = 0; x = ϕ(0). (4.34)

Якщо ṽ1 и ṽ2 — два розв’язки задачi (4.33), (4.34), то для
ṽ = ṽ1− ṽ2 з L1ṽ = 0 i ṽ(T, ϕ) = 0 випливає [50], що ṽ(T, ϕ) ≡ 0.
А це буде означати єдинiсть розв’язку для задачi (4.33), (4.34).
Аналогiчно, методом математичної iндукцiї, доводимо єди-
нiсть розв’язку рiвнянь (4.32) ∀i ≥ 1. Зi спiввiдношень (4.32)—
(4.34) випливає (4.30), що й доводить теорему 4.2. �

Зауваження 4.1. Обчислення правої частини виразу
(4.30) для v1(t, ϕ) можна iнодi звести до квадратур. Напри-
клад, у випадку f(t, xt) ≡ f(t, x(t − h)), де h ≥ 0 — стала,
а p(t, x, s, y) — щiльнiсть iмовiрностi переходу процесу y(s)
як розв’язку СДР (4.31). Тодi представлення (4.30) для i = 1
запишемо для t ∈ [0, T − h] у виглядi

v1(t, ϕ) = 2

t+h∫
t

∫
Rn

fT (s, ϕ(s− t− h))×

×[P0(s) + P1(s)]p(t, ϕ(0), s, y)dyds+

+2

T∫
t+h

∫
Rn

∫
Rn

fT (s, z)[P0(s)y + P1]×

×p(t, ϕ(0), s− h, z)p(s− h, z, s, y)dzdyds;

а для t ∈ [T − h, T ]

v1(t, ϕ) = 2

T∫
t

∫
Rn

fT (s, ϕ(s− t− h))[P0(s)y+

+P1(s)]p(t, ϕ(0), s, y)dyds,
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де щiльнiсть p(t, x, s, y) у деяких випадках для СДР (4.31)
можна обчислити в явному аналiтичному виглядi (див. § 2
цього роздiлу).

4.4. Знаходження першого наближення u1(t, ϕ) для
задачi оптимального керування (4.1)—(4.3), (4.9).

k-е наближення задано формулою (4.29), причому нульове
наближення — (4.18). Побудуємо перше наближення i вiдпо-
вiдний алгоритм.

Теорема 4.3. Керування першого наближення задачi
оптимального керування (4.1)—(4.3), (4.9) обчислюється за
формулою

u1(t, ϕ) = −1

2
M−1

1 (t)B1(t)[∇v0
ϕ(t, x) + ε∇v1

ϕ(t, x)], (4.35)

де

v0(t, ϕ) ≡ ϕT (0)P0(t)ϕ(0) + 2ϕT (0)P1(t) + P2(t), (4.36)

v1(t, ϕ) = Et,ϕ

T∫
t

fT (s, ys)[P0(s) + P1(s)]ds, (4.37)

а матрицi Pi(t), i = 0, 1, 2, визначають (4.15)—(4.17), випад-
ковий процес y(s) — рiвнянням (4.31). При цьому

0 ≤ Jε(u1)− v(ϕ0) ≤ ε2K. (4.38)

Лема 4.1. Перше наближення функцiоналу Беллмана
v1(t, ϕ) на розв’язках (4.1)—(4.3) задовольняє нерiвнiсть∣∣∇v1

ϕ(t, x)
∣∣2 ≤ K(1 + ‖ϕ‖2). (4.39)

Доведення. Нехай y1(s) i y(s) є розв’язками СДР (4.31) з
початковими умовами y1t = ϕ1 i yt = ϕ. Тодi

|v1(t, ϕ)− v1(t, ϕ1)|2 = |E {v1(t, ϕ)− v1(t, ϕ1)}|2 =
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= 4

∣∣∣∣∣∣E
Et,ϕ

T∫
t

fT (s, y1s)[P0(s)y1(s) + P1(s)]ds

 −
−E

Et,ϕ

T∫
t

fT (s, y1s)[P0(s)y1(s) + P (s)1]ds


∣∣∣∣∣∣
2

=

= 4

∣∣∣∣∣∣E
T∫
t

[
fT (s, ys)[P0(s)y(s) + P1(s)]

]
−

−fT (s, y1s)[P0(s)y1(s) + P1(s)ds]
∣∣2 ≤

≤ 8T


T∫
t

[
E{fT (s, ys)− fT (s, y1s)}[P0(s)y(s) + P1(s)]

]2
ds+

+

T∫
t

[
E{fT (s, y1s)P0(s)}[y(s)− y1(s)]

]2
ds

 ≤
≤ K

 T∫
t

E |f(s, ys)− f(s, y1s)|2 E
{

1 + |y(s)|2
}
ds+

+

T∫
t

E |f(s, y1s)|2 E |y(s)− y1(s)|2 ds
]
≤ K(1 + ‖ϕ‖ 2).

Звiдси випливає (4.39), що й доводить лему 4.1. �
Продовжимо доведення теореми 4.3. Будуємо допомiжну

задачу, для якої керування u1 буде оптимальним, а Q1 ≡ v0 +
εv1 буде функцiоналом Беллмана. Для цього додамо рiвняння
(4.12) при ε = 0 до рiвняння (4.28), яке домножимо на ε, при
i = 1.
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Отримаємо диференцiальне рiвняння для вiдшукання
Q1(t, ϕ):

L0Q
1
ϕ(t, x) + xTM2(t)x+ εfT (t, ϕ)∇Q1

ϕ(t, x) + δ1(t, ϕ) =

=
1

4

(
∇Q1

ϕ(t, x)
)T
B1(t)∇Q1

ϕ(t, x); (4.40)

з крайовою умовою

Q1(T, ϕ) = xTM0x; x = ϕ(0);

δ1(t, ϕ) ≡ ε2

[
1

4

(
∇v1

ϕ(t, x)
)T
B1(t)∇v1

ϕ(t, x)− fT (t, ϕ)∇v1
ϕ(t, x)

]
.

Це означає, що керування u1 (4.35) є оптимальним, а фун-
кцiонал Q1 ≡ v0 + εv1 — функцiоналом Беллмана в задачi
керування з рiвнянням (4.1) i мiнiмiзуючим функцiоналом

I1
ε (u) = Jε(u) + Eϕ0

T∫
0

δ1(s, xs)ds.

Умови (4.4)—(4.6) i (4.39) дають оцiнку

|δ1(t, ϕ)| ≤ ε2k(1 + ‖ϕ‖2).

Зауважимо, що для керування u1(t, ϕ), згiдно з умовою
(4.39), будуть виконуватися оцiнки типу (4.22), (4.23).

Теорема 4.3 доведена. �
4.5. Допомiжна задача керування для k-го набли-

ження. Оцiнка k-го наближення.
Для нульового i першого наближення побудовано допомi-

жнi задачi з СДФР (4.1), (4.2) i функцiоналом Беллмана, який
вiдрiзняється вiд вихiдного функцiоналу (4.19) на величину
порядку ε i ε2.

Ставиться задача: побудувати допомiжну задачу керуван-
ня, для якої керування (4.14) буде оптимальним, а функцiонал

Qk ≡ v0 + εvv1 + ..+ εkvk, k ≥ 1, (4.41)
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буде функцiоналом Беллмана.
Для цього потрiбно:
1. Отримати

L0vϕ(t, x) + xTM2x =
1

4
(∇vϕ(t, x))T B1(t)∇vϕ(t, x) (4.12.0)

з (4.12) при ε = 0.
2. Домножити рiвняння (4.15)—(4.17) на εi (i = 1, 2, ..., k) i

додати до (4.12.0).
3. До одержаної рiвностi додати i вiдняти вираз

1

4
(∇Qϕk)T B1∇Qϕk, у результатi будемо мати

L0Q
k
ϕ(t, x) + xTF (t)x+ εfT (t, ϕ)∇Qk

ϕ(t, x)+

+
1

4
[
(
∇Qk

ϕ(t, x)
)T
B1(t)∇Qk

ϕ(t, x)−

−
k∑
i=0

εi
i∑

j=0

(
∇vjϕ(t, x)

)T
B1(t)∇vi−jϕ (t, x)]−

−εk+1fT (t, ϕ)∇vkϕ(t, x) =
1

4

(
∇Qk

ϕ(t, x)
)T
B1(t)∇Qk

ϕ(t, x).

(4.42)
4. Перетворити вираз у квадратних дужках (4.42) за допо-

могою Qk (4.41):

k∑
m=0

k∑
n=0

εn+m (∇vm)T B1(t)∇vvn−
k∑
i=0

εi
i∑

j=0

(∇vj)T B1(t)∇vi−j =

=
k∑
j=0

k+j∑
i=j

εi (∇vj)T B1(t)∇vi−j −
k∑
j=0

k∑
i=j

εi (∇vj)T B1(t)∇vi−j =

=
k∑
j=1

k−j∑
i=k+1

εi (∇vj)T B1(t)∇vi−j =
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= εk+1

k∑
j=1

j−1∑
i=0

εi (∇vj)T B1(t)∇vk+1+i−j. (4.43)

Таким чином, отримали наступне твердження.
Теорема 4.4. k-е наближення керування uk(t) (4.14) для

задачi оптимального керування (4.1)—(4.3) з функцiоналом
якостi

Ikε (u) = Jε(u) + Et,ϕ

T∫
0

δk(s, x
u
s )ds

є функцiоналом Беллмана Qk(t, ϕ), для якого виконується рiв-
няння

L0Q
k
ϕ(t, x) + εfT (t, ϕ)∇Qk

ϕ(t, x) + xTM2(t)x+ δk(t, ϕ) =

=
1

4

(
∇Qk

ϕ(t, x)
)
B1(t)∇Qk

ϕ(t, x), (4.44)

де B1(t) ≡ BM−1
1 BT ;

δk ≡
1

4

 k∑
j=1

j−1∑
i=0

εi (∇vj)
T

B1∇vk+1+i−j − fT∇vk

 εk+1. (4.45)

Оцiнка для k-го наближення мiститься у наступному твер-
дженнi.

Теорема 4.5. Нехай функцiонали v2, ..., vk, k ≥ 2 визнача-
ються спiввiдношеннями (4.30), (4.31), задовольняють оцiн-
ки вигляду (4.39). Тодi керування uk(t, ϕ) (4.29) є k-им на-
ближенням до оптимального управлiння задачi (4.1)—(4.3),
(4.9) з оцiнкою

0 ≤ Jε(uk)− v(ϕ0) ≤ εk+1K0. (4.46)

Доведення випливає з (4.45) i оцiнок вигляду (4.39). Можна
отримати оцiнку |δk(t, ϕ)| ≤ εk+1K(1 + ‖ϕ‖2). Слiд зауважи-
ти, що для керування uk(t, ϕ) справедливi оцiнки типу (4.22),
(4.23), що й дає оцiнку (4.46) теореми 4.5. �
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Теорема 4.6. Нехай у задачi оптимального керування
(4.1)—(4.3), (4.9) наближення v1, v2, ..., vk до оптимального
управлiння задовольняють оцiнку

max
1≤i≤k

∣∣∇viϕ(t, x)
∣∣ ≤ K · km(1 + ‖ϕ‖2). (4.47)

Тодi lim
k→∞

J(uk) = v(ϕ0).
Доведення. Для δk(t, ϕ), заданого формулою (4.45), з ура-

хуванням оцiнки (4.47) будемо мати |δk(t, ϕ)| ≤ Kεk+1km+2(1+
‖ϕ‖2) для деякого K > 0 i 0 < ε < 1.

Тому 0 ≤ Jε(uk) − v(ϕ0) ≤ εk+1km+2K. Звiдси випливає
(4.48).
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Роздiл 5. Властивостi
розв’язкiв дифузiйних
стохастичних функцiональ-
но-диференцiальних
рiвнянь з марковськими
параметрами

У роздiлi 5 описуються основнi теореми про стiйкiсть роз-
в’язкiв дифузiйних стохастичних функцiонально-диференцi-
альних рiвнянь з марковськими параметрами зi скiнченною
пiслядiєю.

§5.1. Стiйкiсть дифузiйних стохастичних
функцiонально-диференцiальних рiвнянь з
марковськими параметрами

5.1.1. Основнi означення

Нехай на ймовiрнiсному просторi (Ω,F , P ) задано на по-
тоцi σ-алгебр {F t, t ≥ t0}, F t ⊂ F випадковий процес
x(t) ≡ x(t, ω) ∈ Rn дифузiйним стохастичним функцiонально-
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диференцiальним рiвнянням (ДСФДР)

dx(t) = a(t, xt, y(t))dt+ b(t, xt, y(t))dw(t), t ≥ t0, (1.1)

за початковими умовами

x(t0 + θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−τ, 0], τ > 0, (1.2)

де xt = {x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0]}; y(t) ≡ y(t, ω) ∈ Rn, ∀ t ≥ t0, —
стохастично-неперервний однорiдний феллерiвський марков-
ський процес з неперервними справа реалiзацiями на компа-
ктному фазовому просторi Y [17]; a : [t0,∞)×Cn([−τ, 0])×Y →
Rn — неперервне вiдображення за аргументами; b : [t0,∞) ×
Cn([−τ, 0])×Y →Mn×n(Rn) — матриця порядку n×n; w(t) —
n-вимiрний процес броунiвського руху.

Означення 1.1. Абсолютно неперервний за змiнною t ≥
t0 n-вимiрний випадковий процес x(t) називається розв’язком
задачi (1.1), (1.2) на множинi [t0, T ) ⊂ R+, якщо ∀T1 ⊂ [t0, T ),
t ∈ [t0 − τ, T1) з iмовiрнiстю 1 виконується рiвнiсть

x(t) =



ϕ(t− t0), t ∈ [t0 − τ, t0],

ϕ(0) +

t∫
t0

a(s, xs, y(s))ds+

+
t∫
t0

b(s, xs, ξ(s))dw(s), t ∈ [t0, T1).

(1.3)

Якщо довiльнi два розв’язки (1.1), (1.2) рiвнi мiж собою
з iмовiрнiстю одиниця на довiльному вiдрiзку t ∈ [t0, T ), то
говорять, що на цiй множинi розв’язок єдиний з точнiстю
до стохастичної еквiвалентностi. У цьому випадку за умови
y(t0) = y розв’язок будемо позначати через x(t, t0, ϕ, y), а
його траєкторiї на вiдрiзку часу [t − τ, t] через xt(t0, ϕ, y) =
{x(t+ θ, t0, ϕ, y), θ ∈ [−τ, 0]}.

Надалi будемо припускати виконання однiєї з умов на пра-
ву частину ДСФДР

L1) Глобальна умова Лiпшиця:

|a(t, ϕ, y)− a(t, ψ, y|+ ‖b(t, ϕ, y)− b(t, ψ, y)‖ ≤ L ‖ϕ− ψ‖
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для всiх t ≥ 0, y ∈ Y та ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]), ‖ϕ‖ = sup
−τ≤θ≤0

|ϕ(θ)|.

L2) Посилена глобальна умова Лiпшиця: iснує така ймо-
вiрнiсна мiра ρ на σ-алгебрi борелiвських пiдмножин вiдрiзку
[−τ, 0], що для всiх t ≥ 0, y ∈ Y та ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0])

|a(t, ϕ, y)− a(t, ψ, y|+ ‖b(t, ϕ, y)− b(t, ψ, y)‖ ≤

≤ L

0∫
−τ

|ϕ(θ)− ψ(θ)| ρ(dθ) ≡ ‖ϕ− ψ‖ρ .

L3) Локальна умова Лiпшиця:

|a(t, ϕ, y)− a(t, ψ, y|+ ‖b(t, ϕ, y)− b(t, ψ, y)‖ ≤ Lr ‖ϕ− ψ‖

за умови ∀t ≥ 0, y ∈ Y , r > 0 та ϕ, ψ ∈ Ur(0) ≡ {ϕ ∈
Cn([−τ, 0]) |‖ϕ‖ < r} .

L4) Посилена локальна умова Лiпшиця:

|a(t, ϕ, y)− a(t, ψ, y|+ ‖b(t, ϕ, y)− b(t, ψ, y)‖ ≤ Lr ‖ϕ− ψ‖ρ

для довiльних t ≥ 0, y ∈ Y , r > 0 та ϕ, ψ ∈ Ur(0) ≡ {ϕ ∈
Cn([−τ, 0])

∣∣∣‖ϕ‖ρ < r} .
За обмеженнями типу L3, L4, як правило, використовує-

ться обмеження так званого пiдлiнiйного росту

|a(t, ϕ, y)|+ ‖b(t, ϕ, y)‖ ≤ K(‖ϕ‖+ α) (1.4)

або
|a(t, ϕ, y)|+ ‖b(t, ϕ, y)‖ ≤ K(‖ϕ‖ρ + α) (1.5)

для всiх t ≥ 0, y ∈ Y та ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]).
Зрозумiло, що з глобальних умов L1) або L2) та умови

sup
t≥0
|a(t, 0, y)| = α <∞, sup

t≥0
|b(t, 0, y)| = α <∞, (1.6)

випливають умови (1.4), (1.5) вiдповiдно [54].
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Пiдставляючи у праву частину ДСФДР реалiзацiї марков-
ського процесу y(t) та використовуючи результати працi [54],
легко переконатися у тому, що глобальна умова Лiпшиця L1)
та умова (1.6) (або локальна умова L3) та умова (1.6)) гаран-
тують iснування та єдинiсть розв’язку задачi (1.1), (1.2) на
[t0,∞) для довiльного t0 ≥ 0 [54]. Уведемо поняття стiйкостi
тривiального розв’язку x(t) ≡ 0 рiвняння (1.1), як це зробле-
но в працях [24, 50, 54, 57, 126, 127, 129], причому природно
покласти α = 0 в умовi (1.6), тобто

a(t, 0, y) = 0, b(t, 0, y) = 0, (1.7)

а також вважати, що iснує єдиний розв’язок задачi (1.1), (1.2)
на будь-якому напiвiнтервалi [t0,∞), t0 ≥ 0.

Означення 1.2. Тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0 задачi
(1.1), (1.2) назвемо:

— стохастично стiйким, якщо ∀ε1, ε2 > 0 iснує таке δ >
0, що з нерiвностi ‖ϕ‖ < δ випливає ∀t0 ≥ 0, y ∈ Y нерiвнiсть

P{ω : sup
t≥t0
|x(t, t0, ϕ, y)| ≥ ε1} < ε2; (1.8)

— асимптотично стохастично стiйким, якщо виконує-
ться (1.8) та iснує таке δ1 > 0, що для ∀t0 ≥ 0, y ∈ Y та
ϕ ∈ Uδ1(0)

P{ω : lim
t→∞
|x(t, t0, ϕ, y)| = 0} = 1; (1.9)

— локально асиптотично стохастично стiйким, якщо вiн
стохастично стiйкий та iснують такi δ1 > 0 i δ2 > 0, що

lim
t→∞
|x(t, t0, ϕ, y)| = 0, ∀t0 ≥ 0, y ∈ Y, ϕ ∈ Uδ1(0)

як тiльки sup
t≥t0
|x(t, t0, ϕ, y)| < δ2.

Означення 1.3. Тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0 задачi
(1.1), (1.2) назвемо:

— p–стiйким, якщо

lim
‖ϕ‖→0

sup
t≥t0≥0

E{|x(t, t0, ϕ, y)|p} = 0;
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— асимптотично p–стiйким, якщо вiн p–стiйкий та
iснує таке δ > 0, що

lim
t→∞

E{|x(t, t0, ϕ, y)|p} = 0

для ∀t0 ≥ 0, y ∈ Y та ϕ ∈ Uδ(0).
Означення 1.4. Тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0 задачi

(1.1), (1.2) назвемо
— експоненцiйно p–стiйким, якщо iснують такi δ > 0,

M > 0 та γ > 0, що для довiльних t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y та
ϕ ∈ Uδ(0)

E{|x(t, t0, ϕ, y)|p} ≤Me−γ(t−t0) ‖ϕ‖p ; (1.10)

— глобально експоненцiйно p–стiйким, якщо (1.10) вико-
нано для всiх t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y та ϕ ∈ Cn([−τ, 0]);

— сильно експоненцiйно p–стiйким, якщо iснують такi
−δ > 0, M > 0 та γ > 0, що для всiх t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y та
ϕ ∈ Uδ(0)

E{‖xt(t0, ϕ, y)‖p} ≤Me−γ(t−t0) ‖ϕ‖p ; (1.11)

— сильно глобально експоненцiйно p–стiйким, якщо не-
рiвнiсть (1.11) виконується для всiх t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y та
∀ϕ ∈ Cn([−τ, 0]).

5.1.2. Похiдна Ляпунова на розв’язках стоха-
стичних функцiонально-диференцiальних рiвнянь
(1.1), (1.2)

Розглянемо скалярний неперервний функцiонал [54, 57] за всi-
ма змiнними

V : R+ × Cn([−τ, 0])× Y → R1, (1.12)

для якого виконана глобальна умова Лiпшиця

|V (t, ϕ, y)− V (t, ψ, y)| ≤ L ‖ϕ− ψ‖ (1.13)
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для всiх ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]) та умова глобальної обмеженостi

sup
t≥0
|V (t, 0, y)| = α <∞. (1.14)

За допомогою розв’язку (1.1), (1.2) та перехiдної ймовiр-
ностi P (t, y, dz) марковського процесу y(t) ∈ Rn визначимо
лiнiйний оператор [17]

(T (t)V )(s, ϕ, y) ≡
∫
Y

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), z)}P (t, y, dz).

(1.15)
Теорема 1.1. Нехай функцiонал V неперервний за суку-

пнiстю змiнних. Тодi:
1) результат дiї оператора T (t) на V (t, ϕ, ξ) є неперервною

функцiєю за аргументами, тобто T : C(Ỹ ) → C(Ỹ ), де Ỹ ≡
[0,∞)× Cn([−τ, 0)× Y ;

2) оператор T (t), t ≥ 0 утворює напiвгрупу:

T (t1 + t2) = T (t1) · T (t2), ∀t1, t2 ≥ 0; (1.16)

3) сiм’я лiнiйних операторiв на фазовому просторi Ỹ ви-
значає стохастичний неперервний марковський процес з не-
перервними справа реалiзацiями.

Доведення. 1). За умови L1) можна одержати нерiвнiсть

‖xt+s(s, ϕ, y)− xt+s(s, ψ, y)‖ ≤ ‖ϕ− ψ‖ eLt

для довiльних ϕ, ψ ∈ Cn([−τ, 0]) та t ≥ 0, а завдяки стохасти-
чної неперервностi феллерiвського марковського процесу y(t)
функцiя T (t)V (s, ϕ, y) неперервна за сукупнiстю аргументiв
T : C(Ỹ )→ C(Ỹ ).

2). Завдяки єдиностi розв’язку задачi (1.1), (1.2) та власти-
востей перехiдної ймовiрностi P (t, y, dz) [17] матимемо

(T (t1 + t2)V (s, ϕ, y) =
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=

∫
Y

E{V (s+ t1 + t2, xs+t1+t2(s, ϕ, y), z)}P (t1 + t2, y, dz) =

=

∫
Y

∫
Y

E{V (s+ t1 + t2, xs+t1+t2(s+ t1,

xt2(s, ϕ, y), u), z)}P (t1, y, du)P (t2, u, dz)

але за визначенням∫
Y

E{V (s1 + t2, xs1+t2(s, ψ, y), z)P (t2, u, dz)

∣∣∣∣ s1=s+t1,
ψ=xs+t1 (s,ϕ,y)

=

= (T (t2)V )(s+ t1, xs+t1(s, ϕ, y), u)

i тому можна записати

(T (t1 + t2)V (s, ϕ, y) =

=

∫
Y

E{(T (t2)V )(s+ t1, xs+t1(s, ϕ, y), u)}P (t1, y, du) =

= (T (t1)T (t2)V ))(s, ϕ, y)

для довiльних t1, t2, s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), що й
доводить (1.16).

3). Оскiльки неперервна на вiдрiзку [−τ +s, s+∆] функцiя
аргументу t, що задана рiвнiстю [17], [129]

x(t, s, ϕ) =



ϕ(t− s), ∀t ∈ [−τ + s, s+ ∆],

ϕ(0) +

t∫
s

a(τ, xτ (s, ϕ, y), y(τ))dτ+

+
t∫
s

b(τ, xτ (s, ϕ, y), y(τ))dw(τ), ∀t ∈ [s,∆],
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є рiвномiрно неперервною, тодi lim
t→0
‖xt(s, ϕ, y)− ϕ‖ = 0. Звiд-

ки, враховуючи стохастичну неперервнiсть марковського про-
цесу y(t) та неперервнiсть функцiоналу V (s, ϕ, y) за сукупнi-
стю змiнних, випливає спiввiдношення

lim
t↓0

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)} = V (s, ϕ, y)

для всiх s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Cn([−τ, 0]).
Залишилося скористатися теоремою 2.1 з [17, c.79 ] та ле-

мою 2.2 з [17, с.83], щоб одержати твердження 3) теореми 1.
Означення 1.5. Слабкий iнфiнiтезимальний оператор

визначається [17, 128] на функцiоналi V (s, ϕ, y), якщо для
всiх s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Cn([−τ, 0]) знайдеться таке ∆ > 0,
що iснує

sup
0<t≤∆

1

t
|E{V (s+ t, xs+t(s, ψ, z), y(t)} − V (s, ψ, z)| ≤ K <∞

рiвномiрно за аргументами ψ та z деякого околу точки
(ϕ, y), а також iснує границя

lim
t→∞

1

t
[E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)}− V (s, ϕ, y)] ≡ (LV )(s, ϕ, y).

(1.17)

Нехай ϕ ∈ Ur(0) ⊂ Cn([−τ, 0]) та τr ≡ inf{t ∈ R+ | x(t +
s, s, ϕ, y) | > r} — перший момент виходу випадкового процесу
{x(t+s, s, ϕ, y)} з Ur(0). Якщо ця нерiвнiсть нiколи не викону-
ється, то накладемо τr =∞. Зрозумiло, що подiя {ω : τr > t},
що визначена тiльки значеннями розв’язку задачi (1.1), (1.2)
моменту часу t, є марковською випадковою величиною [17].
Якщо позначити τr(t) ≡ min{τr, t}, то формулу Динкiна ((5.8),
[17, c.191]) можна записати для нашого випадку у виглядi

E{V (s+ τr(t), xs+τr(t)(s, ϕ, y), y(τr(t)} =

= V (s, ϕ, y) + E{
τr(t)∫
0

(LV )(s+ τ, xs+τ (s, ϕ, y), y(τ)dτ} (1.18)
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для довiльного V ∈ D(L) i ∀t ≥ s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Ur(0).
Лема 1.1. Якщо неперервний функцiонал V : R+ ×

C([−τ, 0]) × Y → R задовольняє умови (1.13), (14), то слаб-
кий iнфiнiтезимальний оператор L за означенням 5 можна
подати у виглядi трьох операторiв, що дiють вiдповiдно по
першому, другому та третьому аргументам

LV = L1V +
_

L2V +
_

L3V, (1.19)

якщо функцiонал V лежить в областi визначення кожного
з цих операторiв.

Доведення. Для обчислення оператора L за формулою
(1.17) використовуються лише локальнi характеристики про-
цесу, що задає напiвгрупу T (t), тобто xs+t(s, ϕ, y) та y(t) за
достатньо малими t > 0. Тому оператор L повнiстю визначає-
ться правою частиною ДСФДР та слабким iнфiнiтезимальним
оператором

_

L3 марковського процесу y(t).
Умови (1.13), (1.14) для всiх s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈

Cn([−τ, 0]) гарантують iснування

sup
0<t≤∆

1

t
|E{V (s, ϕ, y(t)} − V (s, ϕ, y)| ≤ K <∞,

sup
0<t≤∆

1

t
|V (s, xt+s(s, ϕ, y), y)− V (s, ϕ, y)| ≤ K <∞,

а також iснування границь

lim
t↓0

1

t
[E{V (s, ϕ, y(t)} − V (s, ϕ, y)] ≡ Ṽ1(s, ϕ, y), (1.201)

lim
t↓0

1

t
[V (s, xt+s(s, ϕ, y), y)− V (s, ϕ, y)] ≡ Ṽ2(s, ϕ, y), (1.202)

lim
t↓0

1

t
[V (s+ t, ϕ, y)− V (s, ϕ, y)] ≡ ∂

∂t
V (s, ϕ, y). (1.203)
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Тодi слiд тотожно прирiвняти цi границi:

Ṽ1(s, ϕ, y) ≡ (
_

L3V )(s, ϕ, y),

Ṽ2(s, ϕ, y) ≡ (
_

L2V )(s, ϕ, y),

∂

∂s
V (s, ϕ, y) ≡ (L1V )(s, ϕ, y),

де границя (1.201) — це оператор L3, який дiє на V (s, ϕ, y(t)) по
третьому аргументу як слабкий iнфiнiтезимальний оператор
марковського процесу y(t) [17]; границя (1.202) –– це iнфiнiте-
зимальний оператор на розв’язках ДСФДР [54];

(
_

L2V )(s, ϕ, y) = ((∇V )(s, ϕ(0)), a(s, ϕ))+

+
1

2
sp ((∇2V (s, ϕ(0))), b(s, ϕ)bT (s, ϕ)),

де ∇V — вектор, компоненти якого дорiвнюють Vϕi
; ∇2V —

матриця з елементами Vϕiϕj
; spA — слiд матрицi A; bT —

транспонована матриця b. Лема 1.1 доведена.
Означення 1.6. Оператор (LV )(s, ϕ, y) назвемо похiдною

Ляпунова на розв’язку ДСФДР, якщо функцiонал V : R+ ×
C([−τ, 0])×Y є неперервний по s, ϕ, y, обмежений на кожнiй
множинi [t1, t2] × Ur(0) × Y i виконано умови означення 5.
Будемо це записувати так: V ∈ D(L).

Нехай P{ω : lim
r→∞

τr(t) = t} = 1, iснують математичнi спо-
дiвання

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)} <∞
та

sup
0≤u≤t

E{(LV )(s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u)} <∞.

Це дає можливiсть перейти до границi у формулi Динкiна
(1.18), яка набуде вигляду

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))} = V (s, ϕ, y)+
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+

t∫
0

E{(LV )(s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u)}du, (1.21)

де для обчислення LV використали лише тiльки локальнi ха-
рактеристики марковського процесу y(t), а саме iнфiнiтези-
мальний оператор

_

L3, i розв’язки ДСФДР, а саме оператор
_

L2

з (202).
Зауваження 1.1. Якщо виконана локальна умова Лiпши-

ця L3) та умова (1.6), то формулу Динкiна (1.18) можна вико-
ристовувати тiльки до марковського моменту часу τ = lim

r→∞
τr,

тому що немає гарантiї iснування розв’язку задачi (1.1), (1.2)
на напiвiнтервалi [s,∞). Але якщо за деякими s, ϕ, y з iмовiр-
нiстю 1 час τ = ∞ та iснують вiдповiднi математичнi сподi-
вання, тодi можна використовувати формулу Динкiна (1.21)
для всiх t > 0.

Означення 1.7. В умовах означення 6 верхньою похiдною
Ляпунова назвемо вираз

lim
∆↓0

sup
0<t≤∆

1

t
[E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))}−

−V (s, ϕ, y)] ≡ (L̃V )(s, ϕ, y),

якщо для всiх досить малих ∆ > 0 у кожному околi Ur(0)×Y
виконується нерiвнiсть

1

∆
| E{V (s+ ∆, xs+∆(s, ϕ, y), y(∆))} − V (s, ϕ, y) | < gr(s, ϕ, y),

(1.22)
де gr(s, ϕ, y) є неперервною функцiєю своїх аргументiв, обме-
жена за другим аргументом ϕ у кожнiй кулi Ur(0).

Лема 1.2. Якщо виконуються умови леми 1.1, то вико-
нується нерiвнiсть Динкiна

E{V (s+ τr(t), xs+τr(t)(s, ϕ, y(τr(t)), y(τr(t)} ≤
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≤ V (s, ϕ, y) + E{
τr(t)∫
0

(LV )(s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u))du}. (1.23)

Доведення. Розглянемо

V∆(s, ϕ, y) ≡ 1

∆

∆∫
0

E{V (s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u))}du.

Оскiльки Y — компакт [17, 128], а розв’язок задачi (1.1),
(1.2) за промiжок часу u ≤ ∆ за умови L1) та (1.6) не виходить
з кулi Ur(0) для деякого r > 0, то функцiонал V∆ iснує для
V (s, ϕ, y), який обмежений на множинi вигляду [s, s + ∆] ×
Ur(0)× Y . Але V∆ ∈ D(L) i

(LV∆)(s, ϕ, y) =
1

∆
[E{V (s+∆, xs+∆(s, ϕ, y), y(∆))}−V (s, ϕ, y)]

для всiх s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Cn([−τ, 0]).
Таким чином,

E{V (s+ τr(t), xs+τr(t)(s, ϕ, y), y(τr(t)} =

= V∆(s, ϕ, y) + E{ 1

∆

τr(t)∫
0

[E{V (s+ ∆ + u,

xs+∆+u(s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(∆ + u)}−
−V (s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u))]du}, (1.24)

де τr(t) — перша мить виходу розв’язку (1.1), (1.2) з Ur(0).
Пiсля переходу до границi в (1.24) злiва та справа за теоремою
Фубiнi одержимо нерiвнiсть (1.23). Лема 1.2 доведена.

Означення 1.8. Якщо функцiонал V : R+ × Cn([−τ, 0]) ×
Y → R1 неперервний за всiма аргументами та задовольняє
умови

c1 |ϕ(0)|p1 ≤ V (s, ϕ, y) ≤ c2 ‖ϕ‖p2 (1.25)
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для деяких c1, c2 > 0, p2 ≥ p1 > 0 та всiх s ∈ R+, y ∈ Y та
ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), а також V ∈ D(L) (або V ∈ D(L̃)), то такий
функцiонал назвемо функцiоналом Ляпунова-Красовського.

Зауваження 1.2. Величина (1.22) означення 1.7 може бу-
ти занадто жорсткою. Зокрема, цю нерiвнiсть не задовольняє
найпростiший функцiонал Ṽ (s, ϕ, y) = ‖ϕ‖. Тому умову (1.22)
можна послабити таким чином. Використовуючи напiвгрупо-
ву властивiсть оператора T (t), замiсть формули (1.24) слiд
записати вираз

E{V∆(s+ τr(t), xs+τr(t)(s, ϕ, y), y(τr(t)} =

= E{V∆(s+ s1, xs+s1(s, ϕ, y), y(s1)}+

+E{ 1

∆

τr(t)∫
0

[E{V (s+ s1, xs+∆+u(s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(∆ + u)}−

−V (s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u))]du}, (1.26)

де s1 ∈ [−τ, t1], а момент часу t1 вибрано так, щоб за цей час
розв’язок не вийшов з Ur(0). Зрозумiло, що повиннi виконува-
тися умови, якi гарантують iснування такого t1. Нехай також
мають мiсце умови, що гарантують оцiнку

sup |a(u, ϕ, y)| = c1r <∞, sup |b(u, ϕ, y)| = c2r <∞,

де sup по u ≥ s, y ∈ Y та ϕ ∈ Ur(0). Тодi для всiх u1 ∈ [τ, τ2),
u2 ∈ [τ, τ2) розв’язок (1.1), (1.2) задовольняє умову Лiпшиця

|x(s+ u1, s, ϕ, y)− x(s+ u2, s, ϕ, y)| ≤ cr |u1 − u2| .

Тепер для того, щоб перейти до границi пiд iнтегралом у
(1.26), достатньо, щоб виконувалася нерiвнiсть (1.22) тiльки
для тих ϕ ∈ Ur(0), якi задовольняють умову Лiпшиця. Легко
бачити, що цю умову Лiпшиця функцiонал Ṽ (s, ϕ, y) = ‖ϕ‖
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задовольняє, причому

(L̃Ṽ )(s, ϕ, y) =


0, |ϕ(0)| < ‖ϕ‖ ;

max{0, 1

|ϕ(0)|
ϕT (0)a(s, ϕ, y)+

1
|ϕ(0)| |b(s, ϕ, y)ϕ(0)|}, ϕ ∈ S0,

(1.27)
де S0 ≡ {ϕ ∈ C([−τ, 0]) | ‖ϕ‖ = |ϕ(0)|}.

Якщо P{ω : lim
r→0

τr(t) = t} = 1, то з (1.23) випливає нерiв-
нiсть

E{‖xt+s(s, ϕ, y)‖} ≤

≤ E{‖xs+τ (s, ϕ, y)‖}+

t∫
τ

E{(L̃V )(s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u))}du,

яку разом з (1.27) можна використовувати для аналiзу
розв’язкiв (1.1), (1.2).

Потрiбно також зауважити, що в момент τr першого ви-
ходу розв’язку з кулi Ur(0) завжди виконується рiвнiсть
|x(s+ τr, ϕ, y)| = ‖xs+τr(s, ϕ, y)‖, тобто xs+τr ∈ S0, а значить
для всiх s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Ur(0)

(L̃Ṽ )(s+ τr, xs+τr(t)(s, ϕ, y), y(τr)) =

=
1

r
xT (s+ τr, s, ϕ, y)a(s+ τr, xs+τr(s, ϕ, y), y(τr))+

+
1

r
|b(s+ τr, xs+τr(s, ϕ, y), y(τr))x(s+ τr, s, ϕ, y)|.

Одержанi результати дозволяють дослiджувати стiйкiсть
розв’язкiв задачi (1.1), (1.2) за означеннями 1.2, 1.3 та 1.4.

5.1.3. Загальнi теореми Ляпунова про стiйкiсть

Спочатку встановимо допомiжнi нерiвностi для розв’язкiв за-
дачi (1.1),(1.2).
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Лема 1.3. Якщо виконано умови L3) та (1.4), то розв’я-
зок задачi (1.1), (1.2) допускає оцiнку для всiх T ≥ 0, s ≥ 0,
y ∈ Y та ϕ ∈ Cn([−τ, 0])

sup
−r≤t≤T

|x(t+ s, s, ϕ, y)| ≤ (‖ϕ‖+ αK · T )eK·T ; (1.28)

sup
t1,t2∈[s,s+T ]

|x(t2, s, ϕ, y)− x(t1, s, ϕ, y)| ≤

≤ K[(‖ϕ‖+ αK · T )eK·T + α] · |t1 − t2| . (1.29)

Доведення. Умови L3) та (1.4) гарантують iснування та
єдинiсть розв’язку задачi (1.1), (1.2) на напiвiнтервалi [s,∞)
[54]. З умови (1.4) легко одержати оцiнку

sup
−r≤t≤u

|x(t+ s, s, ϕ, y)| ≤ (‖ϕ‖+

+K(

u∫
0

sup
−τ≤s1≤t

|x(s+ s1, s, ϕ, y)| ds+ αT ),

звiдки за лемою Гронуолла випливає оцiнка (1.28).
Тепер, використовуючи другий рядок (1.3) для довiльних

t2 > t1 з вiдрiзку [s, s+ t], матимемо

|x(t2, s, ϕ, y)− x(t1, s, ϕ, y)| ≤ K(

t2∫
t1

(‖xt(s, ϕ, y)‖+ α)dt ≤

≤ K[(‖ϕ‖+ αK · t)eKT + α](t2 − t1),

що й доводить лему 3.
Зауважимо, що у випадку a(s, 0, y) ≡ 0, b(s, 0, y) = 0 фор-

мули спростяться за рахунок α = 0.
Теорема 1.2. Нехай:
1) a(s, 0, y) ≡ 0, b(s, 0, y) = 0;
2) виконано умови L3) та (1.5);
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3) iснує функцiонал V (s, ϕ, y), для якого справедлива оцiн-
ка (1.25)

c1 |ϕ(0)|p1 ≤ V (s, ϕ, y) ≤ c2 ‖ϕ‖p2

для c1, c2 > 0, p2 ≥ p1 > 0, всiх s ∈ R+, y ∈ Y , ϕ ∈ Cn([−τ, 0])
та для деяких c3 > 0 i p ∈ (0, p1] виконується нерiвнiсть

(L̃V )(s, ϕ, y) ≤ −c3 |ϕ(0)|p , (1.30)

∀s ≥ 0, y ∈ Y та ∀ϕ ∈ Cn([−τ, 0]).
Тодi тривiальний розв’язок задачi (1.1), (1.2) є асимпто-

тично p–стiйким.
Доведення. Оскiльки P{ω : lim

r→∞
τr(t) = t} = 1 для всiх

t > 0, то в (1.24) замiсть τr(t) можна писати t. За формулами
(1.24) i (1.28) для t ≥ τ матимемо нерiвнiсть

c1E{|x(t+ s, s, ϕ, y)|p1 ≤ E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))} ≤

≤ c2E{‖xs+τ (s, ϕ, y)‖p2} − c3

t∫
τ

E{|x(s+ u, s, ϕ, y)|p}du ≤

≤ c2 ‖ϕ)‖p2 ep2kT − c3

t∫
τ

E{|x(s+ u, s, ϕ, y)|p}du.

Звiдки випливає p–стiйкiсть для p ≤ p1 та збiжнiсть iнте-
гралу

∞∫
τ

E{|x(s+ u, s, ϕ, y)|p}du <∞.

А значить, зi збiжностi iнтеграла випливає прямування до
нуля p–го моменту розв’язку задачi (1.1), (1.2), що i доводить
твердження теореми 1.2.

Теорема 1.3. Якщо виконанi умови теореми 1.2 з p2 =
p1 = p > 0, то тривiальний розв’язок задачi (1.1), (1.2) є
глобально експоненцiйно стiйким.
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Доведення. Позначимо через u(t) ≡ (T (t)V )(s, ϕ, y) та пе-
репишемо формулу (1.23) для випадку τr(t) = t i t2 > t1 ≥ τ у
виглядi

u(t2) ≤ u(t1)−
t2∫
t1

E{(L̃V )(s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))}dt.

Якщо V задовольняє умови теореми 1.2, то з попередньої
формули та очевидної нерiвностi

(L̃V )(s, ϕ, y) ≤ −c3 |ϕ(0)|p ≤ −c3

c1

V (s, ϕ, y)

матимемо

u(t2)− u(t1) ≤ −c3

c1

t2∫
t1

u(t)dt.

Звiдки

E{|x(s+ t, s, ϕ, y)|p} ≤ 1

c1

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))} ≤

≤ 1

c1

e
− c3

c1
(t−τ)

E{V (s+ τ, xs+τ (s, ϕ, y), y(t))} ≤

≤ c2

c1

e
− c3

c1
(t−τ) · ep2Kh‖ϕ‖

p

для всiх ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), s ≥ 0, y ∈ Y та t ≥ τ .
Теорема 1.4. Якщо виконана локальна умова L3) Лiпши-

ця, умова (1.7) та iснує функцiонал Ляпунова-Красовського,
що задовольняє умови теореми 1.2, то тривiальний розв’язок
задачi (1.1), (1.2) є асимптотично стохастично стiйкий.

Доведення. Нехай τr — момент першого виходу розв’язку
з кулi Ur(0). Тодi для довiльних t ≥ 0 та r > 0 з формули (1.18)
i означення функцiоналу V очевидно виконується нерiвностi

c1E{|x(s+ τr(t), s, ϕ, y)|p} ≤
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≤ E{V (s+ τr(t), xs+τr(t)(s, ϕ, y), y(τr(t))} ≤

≤ V (s, ϕ, y) ≤ c1 ‖ϕ‖p .

Значить lim
r→∞

τr(t) = t та iснує

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))} <∞

для всiх t ≥ 0, ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), s ≥ 0, y ∈ Y . Нехай F t — мiнi-
мальна σ-алгебра, вiдносно якої вимiрнi всi y(s) для s ∈ [0, t].
Тодi V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)) є F t — вимiрним, а марковська
властивiсть для довiльного u ∈ [0, t] дає

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)) |Fu} =

= E{V (s1 + (t− u), xs1+(t−u)(s, ψ, z), y(t− u))}

∣∣∣∣∣∣ s1=s+u
z=y(u)
ψ=xs+u(s,ϕ,y)

.

Тому з нерiвностi (1.30) матимемо

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)) |Fu} ≤

≤ E{V (s+ u, xs+u(s, ϕ, y), y(u))},
тобто {V (s + t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)), Ft} - невiд’ємний супермар-
тингал для t ≥ 0 [13], [124]. Значить, iснує границя

lim
t→∞

V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)) = η(ω) ≥ 0

з iмовiрнiстю 1. З нерiвностей (1.25) i (1.30) можна одержати
оцiнки

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))} ≤

≤ c2 ‖ϕ‖p − c3

t∫
0

E{|x(s+ s1, s, ϕ, y)|p}ds1 ≤
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≤ c2 ‖ϕ‖p −
c3

c1

t∫
0

E{V (s+ s1, xs+s1(s, ϕ, y), y(s1))}ds1,

тобто

E{η(ω)} = lim
t→∞

E{V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t))} ≤

≤ c2 ‖ϕ‖p lim
t→∞

e
− c3

c1
t

= 0

i тому P{ω : η(ω) = 0} = 1.
Тепер на пiдставi основної нерiвностi для супермартингалiв

[125] матимемо

P{ω : sup
t≥T
|x(s+ t, s, ϕ, y)| ≥ ε} ≤

≤ P{ω : sup
t≥T

1

T
V (s+ t, xs+t(s, ϕ, y), y(t)) ≥ εp} ≤

≤ 1

c1εp
E{V (s+ T, xs+T (s, ϕ, y), y(T ))} ≤ c2 ‖ϕ‖p

c1εp
e
− c3

c1
·T

для всiх T > 0, ε > 0, ϕ ∈ Cn([−τ, 0]), s ≥ 0, y ∈ Y .
Залишилось спрямувати T →∞ i теорема 4 доведена.

5.1.4. Стiйкiсть систем дифузiйних функцiонально-
диференцiальних рiвнянь з дискретними марков-
ськими параметрами

4.1. Розглянемо скалярний процес y(t) ∈ Y, який є одно-
рiдним марковським ланцюгом зi скiнченним числом станiв
Y ≡ {y1, y2, yk}, причому вiдомi параметри qij за умови

qi =
∑
j 6=i

qij, (1.31)

P{y(t+ ∆t) = yj|y(t) = yi} = qij∆t+ o(∆t), (1.32)
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P{y(τ) ≡ yi, t ≤ τ ≤ t+∆t|y(t) = yi} = 1−qi∆t+o(∆t). (1.33)

Цей марковський ланцюг y(t) ∈ Y є параметром задачi
(1.1), (1.2).

Припустимо, що в момент τ > 0 стрибкоподiбної змiни
структури фазовий вектор x(τ) ∈ Rn однозначно визначає-
ться станом, в якому знаходилася система безпосередньо пе-
ред змiною структури, що викликано переходом y(τ − 0) = yi
в y(τ) = yj 6= yi. Це означатиме виконання рiвностi

x(τ) = ϕij(x(τ − 0)), i 6= j, (1.34)

де ϕij(x) ∈ Cn([−h, 0]), причому ϕij(0) = 0.
Згiдно з формулою (1.19) у випадку ланцюга Маркова

слабкий iнфiнiтезимальний оператор на розв’язках ДСФДР
має вигляд [125, 54]

Lv(s, ϕ, y(s)) =
∂v(s, ϕ, y(s))

∂s
+(∇v(s, ϕ(0), y(s)), a(s, ϕ, y(s)))+

+
1

2
sp∇2v(s, ϕ, y(s))σ(s, ϕ, y(s))σT (s, ϕ, y(s))+

+
k∑
j 6=i

[v(s, ϕij(ϕ), yj)− v(s, ϕ, yi)]qij. (1.35)

4.2. Якщо y(t) ∈ Y є чисто розривним скалярним мар-
ковським процесом, тобто y(t) ∈ [t1, t2] такий, що допускає
розклад

P{y(t+ ∆t) ∈ [β, β + ∆β)|y(t) = α 6= β} = p(t, α, β)∆t+ o(∆t),
(1.36)

P{y(τ) ≡ α, t < τ < t+ ∆t|y(t) = α} = 1− p(t, α)∆t+ o(∆t).
(1.37)

Тодi матимемо слабкий iнфiнiтезимальний оператор

Lv(s, ϕ, y(s)) =
∂v(s, ϕ, y(s))

∂s
+(∇v(s, ϕ(0), y(s)), a(s, ϕ, y(s)))+
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+
1

2
sp∇2v(s, ϕ, y(s))σ(s, ϕ, y(s))σT (s, ϕ, y(s))+

+

α2∫
α1

[v(s, ϕ, β)− v(s, ϕ, α)]p(t, α, β)dβ. (1.38)

4.3. Модельнi задачi
Модельна задача 1. Нехай на ймовiрнiсному про-

сторi (Ω,F ,P) сильний розв’язок визначено скалярним
диференцiально-рiзницевим рiвнянням

dx(t) = [y(t)x(t) + bx(t− h)]dt+ σx(t− τ)dw(t) (1.39)

за початковими умовами

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0], (1.40)

де b ≥ 0, h ≥ 0 — вiдомi сталi величини; {y(t)} — однорiдний
марковський процес з двома станами y1 > 0 та y2 з перехiдни-
ми ймовiрностями

P{y(t) = yj, y(s) = yi} = qij(t− s) + o(t− s); i, j = 1, 2,

P{y(σ) ≡ yi; s ≤ σ ≤ −1|y(s) = yi} = 1− qi(t− s) + o(t− s);

qi =
∑
j 6=i

qij.

Тут (B, S)-модель ринку складається з однiєї акцiї x(t) ≡
S(t, ω) ∈ R1, тобто ми розглядаємо випадок iнвестицiй в акцiї
одного пiдприємства.

Визначимо достатнi умови експоненцiальної стiйкостi в се-
редньому квадратичному розв’язку рiвняння (1.39).

Розв’язання. Скористаємося стохастичним функцiона-
лом Ляпунова-Красовського

v(ϕ, yk) = |yk|ϕ2(t) + y1b

t∫
t−h

ϕ2(θ)dθ, (1.41)
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де k = 1, 2.
Функцiонал (1.41) задовольняє, очевидно, умови теореми

1.2, причому v ∈ D(L), а нерiвнiсть Lv < 0 набуде вигляду

Lv(ϕ, y) = ϕ2(t)[2yk|yk|+ by1 + q12(|y2| − y1)+

+q21(y1 − |y2|)] + (−y1b+ σ2|yk|)ϕ2(t− h)+

+2ϕ(t)ϕ(t− h)b|yk| < 0. (1.42)

Lv вiдносно фазових змiнних ϕ(t−h), ϕ(t) є квадратичною
формою з матрицею

A ≡
[
−y1b+ σ2|yk| b|yk|

b|yk| 2yk|yk|+ by1 + (q12 − q21)(|y2| − y1)

]
.

За правилом Сильвестра матриця A буде вiд’ємно-
визначеною, а значить, i вiдповiдна квадратична форма буде
вiд’ємно-визначеною, якщо головнi мiнори матрицi A змiню-
ють знак з "−"на "+ тобто

−y1b < 0,

(−y1b+ σ2|yk|)[2yk|yk|+ by1+

+(q12 − q21)(|y2| − y1)]− b2y2
k > 0; k = 1, 2. (1.43)

За теоремою 1.2 умови (1.43) визначають достатнi умови
експоненцiальної стiйкостi в середньому квадратичному ну-
льового розв’язку задачi (1.39), (1.40).

Модельна задача 2. Розглянемо скалярне стохастичне
диференцiально-рiзницеве рiвняння

dx(t) = −[bx(t) + y(t)x(t− h)]dt+ σx(t)dw(t) (1.44)

за початковими умовами

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0], (1.45)

де b ≥ 0, h ≥ 0 — сталi, {y(t)} — однорiдний марковський про-
цес з двома станами y1 > 0 та y2 з перехiдними ймовiрностями
(1.31)—(1.33).
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Визначимо достатнi умови експоненцiальної стiйкостi в се-
редньому квадратичному задачi (1.44), (1.45).

Скористаємося знову функцiоналом (1.41), для якого

Lv(ϕ, yk) = ϕ2(t)[−2byk + by1 + (q12 − q21)(|y2| − y1)+

+σ2|yk|]− y1bϕ
2(t− h)− 2|yk|ykϕ(t)ϕ(t− h) < 0.

Отже, достатнiми умовами експоненцiальної стiйкостi в се-
редньому квадратичному нульового розв’язку задачi (1.44),
(1.45) буде виконання нерiвностей

−y1b < 0;

y1b[2byk − by1 − (q12 − q21)(|y2| − y1)]− σ2|yk| − y4
k > 0, k = 1, 2.

Цi умови дають можливiсть у площинi параметрiв b, σ бу-
дувати зони стiйкостi розв’язкiв (1.44), (1.45).

Зауважимо, що одержанi теореми про стiйкiсть розв’язкiв
ДСФДР з успiхом можуть бути застосованi для аналiзу стiйко-
стi динамiчних систем, якi мають транспортну, iнформацiйну,
екологiчну пiслядiю тощо [24].

§ 5.2. Проблема оборотностi теорем про
стiйкiсть для систем випадкової структури
зi скiнченною пiслядiєю

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω,F ,P,F}, F ≡ {F t ⊂
F , t ≥ 0}, задана система з випадковою структурою та пiсля-
дiєю (СВСП) за допомогою стохастичного диференцiально-
функцiонального рiвняння вигляду

dx(t) = a(t, xt, ξ(t)) + b(t, xt, ξ(t))dw(t) (2.1)

з початковою умовою

x(t) = x0(t, ω), t0 − τ ≤ t ≤ t0, ξ(t0) = y0 ∈ Y, (2.2)
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где x ∈ Rn, xt ≡ {x(t + θ),−τ ≤ θ ≤ 0} ∈ C([−τ, 0]), функцiо-
нали a : R+×C([−τ, 0])×Y→ Rm; b : R+×C([−τ, 0])×Y→ Rm;
w(t) ≡ w(t, ω) — стандартний вiнерiв процес [17]; ξ(t) — про-
стий марковський ланцюг зi скiнченним числом станiв ξ(t) ∈
Y ≡ {y1, y2, ..., yk}, який задано ймовiрностями переходу для
∀ t ≥ s ≥ 0 [16, 17]:

P{ξ(t+ ∆t) = yj|y(t) = yi} = qij∆t+ o(∆t), (2.3)

P{y(s) ≡ yi, t ≤ s ≤ t+ ∆t|y(t) = yi} = 1− qi∆t+ o(∆t). (2.4)

Розглянемо випадок, коли в момент s > 0 змiни структу-
ри системи (2.1), (2.2) вiдбувається випадкова стрибкоподiбна
змiна фазового вектора x(s−0) = x, x(s) = z, для якого задана
умовна щiльнiсть pij(τ, z/x), тобто

P{x(s) ∈ [z, z + dz)|x(s− 0) = x} = pij(s, z/x)dz + o(dz). (2.5)

Припустимо, що функцiонали a i b задовольняють у до-
вiльнiй скiнченнiй областi ‖xt‖ < H, ‖xt‖ ≡ sup

t−τ≤θ≤t
|x(t + θ)|,

умову Лiпшиця для довiльних ϕ, ψ ∈ C([−τ, 0])

|a(t, ϕ, y)− a(t, ψ, y)|+ |b(t, ϕ, y)− b(t, ψ, y)| ≤ L‖ϕ−ψ‖, (2.6)

|a(t, ϕ, y)|+ |b(t, ϕ, y)| ≤ L(1 + ‖ϕ‖), (2.7)

при всiх y ∈ Y, t ∈ J ≡ {t|t ≥ t0 ≥ 0}, де ‖ϕ‖ ≡ sup
−τ≤θ≤0

|ϕ(θ)|,

стала L залежить тiльки вiд розмiрiв областi H.
Якщо w(t) ≡ w(t, ω), ∀ t ≥ t0 ≥ 0, не залежить вiд початко-

вого випадкового вектора x0(t, ω), причому E|x0(t, ω)|2 < ∞,
виконуються умови (2.6), (2.7), тодi iснує сильний розв’язок
СВСП (2.1)—(2.2) x(t) ≡ x(t, ω) [50, 52].

Припускається також, що траєкторiї процесу можна про-
довжувати при всiх t ≥ t0 ≥ 0.

Для рiвнянь (2.1) з τ = 0, b ≡ 0, тобто

dx(t) = a(t, x(t), ξ(t))dt (2.8)
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з неперервними фазовими траєкторiями проблема оборотностi
була розв’язана у працi [133].

Для стохастичних диференцiальних рiвнянь (СДР) Iто
розв’язанню цiєї проблеми присвяченi працi [133, 35].

Питання про iснування функцiї Ляпунова для СВС без пi-
слядiї, напевно, вперше обговорювався в [126].

Тут розглядається питання про iснування функцiоналiв
Ляпунова-Красовського для систем зi скiнченною пiслядiєю.

Будемо, не втрачаючи загальностi, дослiджувати на стiй-
кiсть тривiальний розв’язок СВСП (2.1), (2.2), тобто вимага-
тимемо, щоб

a(t, 0, y) = b(t, 0, y) = 0, ∀ t ≥ t0 ≥ 0, y ∈ Y. (2.9)

Означення 2.1. Розв’язок x = 0 системи (2.1), (2.2)
назвемо асимптотично стiйким за ймовiрнiстю в цiлому,
якщо для довiльної обмеженої областi ‖x0‖ ≤ H0 i чисел
γ > 0, p > 0, q > 0 iснує обмежена область ‖xt‖ < H1 i
число T (q, γ) > 0 такi, що

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0] < H1|x0,y0} > 1− p, (2.10)

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0 + T ] < γ|x0,y0} > 1− q − p, (2.11)

Означення 2.2. Розв’язок x ≡ 0 СВСП (2.1), (2.2) асим-
птотично стiйкий за ймовiрнiстю в цiлому рiвномiрно за
часом t0 ≥ 0 i початковими даними з областi

‖xt0 ≡ ϕ0‖ ≤ H0; y0 ∈ Y, t0 ≥ 0, (2.12)

якщо вiн задовольняє всi умови означення 2.1, при цьому ста-
лу T (q, γ) можна вибрати такою, що не залежить вiд поча-
ткових даних (2.12).

Означення 2.3. Тривiальний розв’язок x ≡ 0 системи
(2.1), (2.2) назвемо p(H)-асимптотично стiйким за ймовiр-
нiстю в цiлому, рiвномiрним за початковими даними (2.12),
якщо

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0] < H|x0, y0} > 1− p(H), (2.13)

де p(H) — стала, яка оцiнює ймовiрнiсть того, що розв’язок
x(t) виходить з областi ‖xt‖ < H.
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§ 5.3. Умови асимптотичної стiйкостi за
ймовiрнiстю в цiлому рiвномiрно вiдносно
початкових даних

Диференцiально-функцiональне рiвняння з випадковою стру-
ктурою (2.1), ймовiрнiснi характеристики процесу ξ(t) ∈ Rm,
t ≥ t0 ≥ 0, (2.3), (2.4), умова (2.5) стрибка фазового вектора
x(t) ≡ x(t, ω) ∈ Rm у моменти стрибкоподiбної змiни стру-
ктури системи визначають марковський процес {xt, yt} з не-
перервними справа реалiзацiями [10].

Розглянемо функцiонал v(t, y, ϕ), ϕ ∈ C([−τ, 0]), який во-
лодiє такими властивостями:

i) v — додатно визначений в областi G × Y , якщо для
∀ r > ε > 0 можна вказати таке число δ > 0, що v(t, y, ϕ) ≥ δ
при t ≥ t0, (y, ϕ) ∈ {G ∩ {ε ≤ ‖ϕ‖ ≤ r} × Y};

ii) допускає нескiнченно малу вищу границю

sup
y∈Y,t∈R+

‖ϕ‖≤r

v(t, y, ϕ) ≡ v(r)→ 0

при r → 0;
iii) допускає нескiнченно велику нижню границю

inf
y∈Y,t∈R+

‖ϕ‖≥r

v(t, y, ϕ) ≡ v̄(r)→∞

при r →∞;
iv) iснує E{v(t, ξ(t), xt)|xs = ϕ, y(s) = y};
v) iснує iнфiнiтезимальний оператор вiд v в силу (2.1)—

(2.3)

lim
t→s+0

E{v(t, ξ(t), xt)}
t

≡ (Lv)(s, y, ψ). (3.1)

Зауваження 3.1. Якщо iснує

lim
t→s+0

1

t
E{v(t, ξ(t), xt)} = h(s, y, ϕ), (3.2)
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то має мiсце формула Динкiна [17, 35, 133]

E{v(t, ξ(t), xt)|xs = ϕ, ξ(s) = y} = v(s, y, ϕ)+

+

t∫
s

E{(Lv)(u, ξ(u), xu)|xs = ϕ, ξ(s) = y}du. (3.3)

Ця формула є стохастичним аналогом класичної формули
Ньютона-Лейбнiца

F (t, x(t)) = F (s, x(s)) +

t∫
s

dF (u, x(u)).

Зауважимо, що формула (2.7) справедлива також для мар-
ковських моментiв часу τ(ω) [13, 16, 35], якщо Eτ(ω) <∞.

Нехай τU — момент першого виходу процесу {xt, ξt} з мно-
жини U ≡ Q × Y (Q — вiдкрита обмежена множина просто-
ру C(Rm, [−τ, 0]), Y — вiдкрита обмежена множина простору
Y([−τ, 0])).

Тодi τU ≡ min{t, τU} — марковський процес [17]. Якщо
{xs, ξs} ∈ U , то справедливою є формула Динкiна

E{v(τU(t), ξ(τU(t)), xτU (t))|xs ≡ ϕ, ξ(s) = y} =

= v(s, y, ϕ) + E

{ τU (t)∫
s

(Lv)(u, ξ(u), xu)du|xs = ϕ, ξ(s) = y

}
.

(3.4)
При цьому процес {xτU (t), y(τU(t))} також буде строго мар-

ковським [134], а iнфiнiтезимальний оператор буде обчислю-
ватися за однiєю з формул [124, 125, 126, 133].
L1) Якщо виконуються умови (2.3)—(2.4) стану системи

(2.1), (2.2) випадкової структури, тодi

(Lv)(s, y, ϕ) =
∂v

∂s
+ (∇v(s, y, ϕ), a(s, yi, ϕ))+
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+
1

2
sp (∇2v(s, yi, ϕ)b(s, yi, ϕ), b′(s, yi, ϕ))+

+
k∑
j 6=i

[

∫
v(s, yj, z)pij(s, z/ϕ)dz − v(s, yi, ϕ)]qij, (3.5)

де ∇v ≡

(
∂v

∂x1

, ...,
∂v

∂xn

)′
, ∇2v ≡

{
∂2v

∂xi∂xj

}
i,j=1,m

, "′— знак

транспонування, sp — слiд матрицi.
Зокрема, коли в моменти змiни структури yi → yj фазовий

вектор змiнюється неперервно x(τ − 0) = x(τ) = x, формула
(3.5) спрощується, а саме,

(Lv)(s, y, ϕ) =
∂v

∂s
+ (∇v, a) +

1

2
sp (∇2vb, b′)+

+
k∑
j 6=i

[v(s, yj, ϕ)− v(s, yi, ϕ)]qij. (3.6)

Доведемо аналог прямої теореми Ляпунова про стiйкiсть
системи (2.1), (2.2).

Теорема 3.1. Нехай для системи випадкової структури
(2.1), (2.2) виконуються умови i) — iv).

Тодi тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0 буде асимптотично
стiйкий за ймовiрнiстю в цiлому рiвномiрно вiдносно поча-
ткових даних з довiльної скiнченної областi (2.12).

Доведення проведемо в три етапи.
Перший етап. Розглянемо незалежне вiд початкових да-

них число T (H0, γ, q) = 2C(H0)q−1k−2 з означення 2.1, де до-
вiльнi числа

p > 0, q > 0, 0 < γ < H. (3.7)

Доведемо, що в iнтервалi часу [t0, t0 + T ] iснує t1 ≥ t0 ≥ 0,
для якого виконується нерiвнiсть

P{‖xt1‖ < γ1|xt0 = ϕ, ξ(t0) = y0} > 1− p− 1

2
q. (3.8)
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Позначимо

c(H0) ≡ [sup v(t, y, ϕ)|‖ϕ‖ < H0,

y ∈ Y, t ∈ J ≡ {t ∈ R+|t ≥ t0 ≥ 0}]. (3.9)

Число H > 0 визначимо з умови

P{inf v(t, y, ϕ)|‖ϕ‖ = H, y ∈ Y, t ∈ J} > c(H0). (3.10)

Виберемо число γ1 > 0 таким чином, щоб γ1 < γ (див. (3.7))
i задовольняло нерiвнiсть

c(γ1) <
1

2
q[inf v(t, y, ϕ)|γ1 ≤ ‖ϕ‖ ≤ H, y ∈ Y, y ∈ J ]. (3.11)

Позначимо

−k2 ≡ [inf(Lv)|γ1 ≤ ‖ϕ‖ ≤ H, y ∈ Y, t ∈ J ]. (3.12)

З умови (3.10) випливає, що для довiльних початкових да-
них з областi (2.12) справедлива нерiвнiсть

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0 ≥ 0] < H|ϕ, y0} > 1− p.

Далi припустимо, що (3.8) не виконується, тобто

P{γ1 ≤ ‖xt1‖ ≤ H, t ∈ [t0, t0 + T ]|ϕ, y0} ≥
1

2
q (3.13)

Тодi з урахуванням (3.12) i (3.4) виконувалася б нерiвнiсть

E{v(τU(t0 + T ), y(τU(t0 + T )), xτU(t0+T ))|ϕ, y0} ≤

≤ v(t0, y0, ϕ)− 1

2
qk2T < 0, (3.14)

де U ≡ {(ϕ, y) : γ1 < ‖ϕ‖ < H, y ∈ Y}, τU(t) ≡ min{τU, t}.
Нерiвнiсть (3.14) є неможливим внаслiдок того, що E{·} ≥

0 за умов теореми.
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Другий етап. За умови теореми 3.1 x(t) ≡ 0 системи (2.1),
(2.2) є стiйким за ймовiрнiстю.

Зафiксуємо ε > 0, 0 < p < 1. Тодi iснує таке число ε1 > 0,
що

(inf v(t, y, ϕ)|y ∈ Y, t ≥ t0, ‖ϕ‖ ≥ ε) = ε1. (3.15)

Позначивши

U ≡ {(ϕ, y) : ‖ϕ‖ < ε, y ∈ Y}, τU(T ) ≡ min{T, TU},

де τU — момент першого виходу траєкторiї {xt, ξ(t)} з множини
U.

Тодi з формули Динкiна (3.4) i знаковiд’ємностi (Lv) < 0
випливає, що

E{v(τU(T ), ξ(τU(T )), xτU(T ))|xt0 = ϕ, ξ(t0) = y0} ≤ v(t0, y0, ϕ).
(3.16)

Далi виберемо δ > 0 з умови

sup{v(t0, y0, ϕ)|‖ϕ‖ ≤ δ, y0 ∈ Y} < ε1p. (3.17)

Нерiвностi (3.16), (3.17) дозволяють для довiльного ϕ з
областi ‖ϕ‖ ≤ δ легко записати оцiнки

ε1p > v(t0, y0, ϕ) ≥ E{v(τU(T ), y(τU(T )), xτU(T ))|y0, ϕ} ≥

≥ ε1P{[sup ‖xt‖|t0 ≤ t ≤ T ] ≥ ε|y0, ϕ}. (3.18)

Якщо в (3.18) перейти до границi при T →∞, то одержимо

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0] ≥ ε|y0, ϕ} < p,

що й доводить стiйкiсть тривiального розв’язку x(t) ≡ 0 си-
стеми випадкової структури за ймовiрнiстю.

Третiй етап. Доведення асимптотичної стiйкостi за ймо-
вiрнiстю в цiлому системи (2.1), (2.2).

Вибираємо довiльно числа H0 > 0, p > 0, q > 0, γ > 0 i
визначимо H1 i γ1 за допомогою умов

{sup v(t, y, ϕ)|‖ϕ‖ ≤ H0, y ∈ Y, t ≥ t0} <
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< p · {inf v(t, y, ϕ)|‖ϕ‖ ≥ H1, y ∈ Y, t ≥ t0},

{sup v(t, y, ϕ)|‖ϕ‖ ≤ γ1, y ∈ Y, t ≥ t0} <

<
1

2
q · {inf v(t, y, ϕ)|‖ϕ‖ ≥ γ, y ∈ Y, t ≥ t0}.

Для фiксованих p > 0, q > 0 i стiйкостi за ймовiрнiстю
системи (2.1), (2.2) (див. другий етап) для ε > 0 iснує таке
δ > 0, що при ‖ϕ‖ ≤ δ виконується нерiвнiсть

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0] > ε|y0, ψ} > 1− p.

Далi покладемо H0 = δ i покажемо, що H0 задовольняє
умови асимптотичної стiйкостi за ймовiрнiстю. Дiйсно, вiзьме-
мо число 0 < γ < ε i визначимо γ1 > 0 за допомогою нерiвностi

[sup v(t, y, ϕ)|t ≥ t0, y ∈ Y, ‖ϕ‖ < γ1] <

<
q

2
[inf v(t, y, ϕ)|t ≥ t0, y ∈ Y, γ ≤ ‖ϕ‖ < ε].

Тодi, повторюючи мiркування другого етапу, одержимо

P{[sup ‖xτ‖|τ ≥ t] < γ|ξ(t), xt} > 1− 1

2
q (3.19)

при виконаннi умови
‖xt‖ ≤ γ1.

Покажемо, що iснує T > 0, для якого має мiсце

P{‖xt0+T‖ ≤ γ1|y0, ϕ} > 1− 1

2
q − p. (3.20)

Дiйсно, у протилежному випадку для траєкторiї xt вико-
нувалася б нерiвнiсть

P{γ1 ≤ ‖xt‖ ≤ ε, t ≥ t0|y0, ϕ} ≥
1

2
q. (3.21)
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Однак Lv < 0, тодi з (3.21) випливало б, що

lim
t→∞

E{v(τU1(t), y(τU1(t)), xτU1(t))|y0, ϕ} = −∞, (3.22)

де U1 ≡ {(xt, y) : γ1 < ‖xt‖ < ε, y ∈ Y}, τU1(t) ≡ min{τU1 , t}.
Рiвнiсть (3.22) є неможливою внаслiдок додатної визначе-

ностi v(t, y, ϕ). Це протирiччя доводить справедливiсть (3.19).
Далi внаслiдок строгої марковостi процесу {xt, ξt} [1] з

(3.17), (3.19) i (3.20) випливає, що для довiльних чисел p > 0,
q > 0 знайдеться таке число T > 0, що при ‖ϕ‖ ≤ H0, y0 ∈ Y
виконується нерiвнiсть

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0 + T ] < γ|y0, ϕ} > 1− p− q. (3.23)

А це доводить асимптотичну стiйкiсть за ймовiрнiстю
x(t) ≡ 0.

З нерiвностей (3.15), (3.16) та (3.23) випливають оцiнки

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0] < H|‖ϕ‖ ≤ H0} > 1− p, (3.24)

P{‖xt‖ < γ|‖xt0+T‖ ≤ γ1} > 1− 1

2
q. (3.25)

Аналогiчно до мiркувань при отриманнi оцiнок (3.18)—
(3.22), можна знайти момент часу T > 0, для якого

P{‖xt0+T‖ ≤ γ1|‖ϕ0‖ ≤ H0} > 1− p− 1

2
q. (3.26)

Умова (3.25) i (3.26) визначають оцiнку

P{[sup ‖xt‖|t ≥ t0 + T ] < γ|y0, ϕ0} > 1− p− q (3.27)

для ‖ϕ0‖ ≤ H0.
Спiввiдношення (3.27) разом з (3.24) доводить третiй етап.

Отже, повернувшись до першого етапу, переконуємося у спра-
ведливостi твердження теореми 3.1. �

Зауважимо, що для стацiонарної системи з пiслядiєю

dx(t) = a(ξ(t), xt)dt+ b(ξ(t), xt)dw(t), (3.28)
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що визначена в областi x ∈ Rm, y ∈ Y, t ≥ 0 i у випадку одно-
рiдного марковського ланцюга зi скiнченною кiлькiстю станiв
ξ(t) ∈ Y ≡ {y1, y2, ..., yn} асимптотична стiйкiсть за ймовiрнi-
стю при початкових даних з областi (2.12) завжди буде рiвно-
мiрною в розумiннi означення 2.2.

§ 5.4. Iснування функцiонала Ляпунова-
Красовського для систем випадкової стру-
ктури зi скiнченною пiслядiєю

Викладенi у §2 результати дають можливiсть стверджу-
вати, що питання про iснування функцiоналу Ляпунова-
Красовського (див. вимоги i)—iii)) можна висувати тiльки
у припущеннi про справедливiсть рiвномiрної асимптотичної
стiйкостi за ймовiрнiстю нульового розв’язку x(t) ≡ 0 системи
випадкової структури (2.1), (2.2).

Доведемо допомiжнi твердження.
Лема 4.1. Нехай для системи (2.1)—(2.5) виконуються

умови:
1) умовна щiльнiсть розподiлу стрибкiв фазового вектора

pij(τ, z/x) неперервна за τ i має компактний носiй, для якого

h1‖xt‖ ≤ ‖zt‖ ≤ h2‖xt‖, 0 < h1 < h2;

pij(τ, z/0) = δ(z); (4.1)

2) функцiонали a i b задовольняють умову Лiпшиця (2.6).
Тодi iснують константи L1 > 0, L2 > 0 такi, що для

∀ t ≥ t0 ≥ 0

E{‖xt‖2|xt0 = ϕ; ξ(t0) = y0} ≤ ‖ϕ‖2eL2(t−t0), (4.2)

E{‖xt‖2|xt0 = ϕ; ξ(t0) = y0} ≥ ‖ϕ‖2e−L1(t−t0). (4.3)

Доведення. Вiзьмемо функцiонал

v(t, y, ϕ) = |ϕ(0)|2 +

0∫
−τ

|ϕ(t+ θ)|2dθ. (4.4)
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Обчислимо Lv за формулою (3.5) в силу системи (2.1)

(Lv)(t, y, xt) = 2x′(0)a(t, yi, xt)+

+sp(b(t, yi, xt), b
′(t, yi, xt)) + |x(0)|2 − |x(−τ)|2+

+
∑
j 6=i

[∫ (
‖z‖2 +

0∫
−τ

‖z(t+ θ)‖2dθ

)
pij(t, z/x)dz −+

−|x(0)|2 −
0∫

−τ

‖z(θ)‖2dθ

]
qij. (4.5)

Далi слiд врахувати умову Лiпшиця (2.6), властивiсть
щiльностi розподiлу стрибкiв (4.1) i пiсля елементарних оцi-
нок отримаємо такi нерiвностi

(Lv)(t, y, xt) ≥ [−2L+ (h2
1− 1)qi +L2]v(t, y, xt) ≡ −L1v(t, y, xt),

(4.6)
де L1 ≡ 2L+ (1− h2

1)qi;

(Lv)(t, y, xt) ≤ [2L+ L2 + (h2
2 − 1)qi]v(t, y, xt) ≡ L2v(t, y, xt),

(4.7)

де L2 ≡ 2L+ L2 + (h2
2 − 1)qi; qi ≡

∑
j 6=i

qij; h1 ≤ 1; h2 ≥ 1.

Позначимо

vt ≡ E

{(
‖x(t)‖2 +

0∫
−τ

‖x(t+ θ)‖2dθ

)∣∣∣∣∣
y0,x0≡ϕ

}
, (4.8)

i пiсля усереднення за всiма реалiзацiями {xt, ξ(t)} з урахува-
нням

dvt
dt

= E{(Lv)(t, y, xt)|xt0 = ϕ, ξ(t0) = y0}, (4.9)
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можна записати оцiнки

−L1vt ≤
dvt
dt
≤ L2vt. (4.10)

Iнтегруючи нерiвностi (4.10) i, враховуючи, що vt0 =

‖x0‖2 +

0∫
−τ

‖x(t + θ)‖2dθ, легко отримати оцiнки (4.2), (4.3).

Лема 4.1 доведена. �
Лема 4.2. Нехай тривiальний розв’язок x(t) ≡ 0 системи

(2.1)—(2.5) рiвномiрно асимптотично стiйкий в цiлому.
Тодi для довiльної областi

Γ ≡ {xt ∈ C([−τ, 0]) : a ≤ ‖xt‖ ≤ b} (4.11)

справедливе iснування невласного iнтеграла

∞∫
t0

P{xt ∈ Γ}dt <∞. (4.12)

Доведення. Надалi позначення x(t0, ϕ0, y0; t) означає
сильний розв’язок СДФР у точцi t ≥ t0 ≥ 0 з початковими
умовами xt0 ≡ x(t0 + θ) = ϕ0(θ), −τ ≤ θ ≤ 0, ξ(t0) = y0.

Вiзьмемо довiльнi додатнi числа γ > 0, q > 0, H0 > b, зна-
йдемо число T (H0, γ, q) > 0, яке повинно задовольняти озна-
чення 2.2. Для цього слiд вибрати початковi умови з (2.12).
Позначимо також τ(Γ) — сумарний час знаходження розв’яз-
ку x(t0, ϕ0, y0; t) в областi Γ.

У вихiдному ймовiрнiсному базисi (Ω,F ,P,F) має мiсце рiв-
нiсть

E{τ(Γ)} =

∞∫
t0

P{x(t0, ϕ0, y0; t) ∈ Γ}dt. (4.13)

Для оцiнювання (4.13) слiд розглянути такi подiї.
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Позначимо через G0 множину реалiзацiй розв’язку
x(t0, ϕ0, y0; t), що потрапили до Γ. В силу сепарабельностi про-
цесу {xt, ξ(t)} множина G0 має скiнченну мiру вiдносно мiнi-
мальної σ-алгебри.

Побудуємо послiдовнiсть подiй

Gk ≡ {ω : (k − 1)T < τ(Γ) ≤ kT}, k ∈ N. (4.14)

Очевидними є спiввiдношення для Gk, k = 0, 1, 2, ...: Gk ⊂

G0,
∞⋃
k=1

Gk = G0, Gi ∩ Gj = ∅, i 6= j.

Реалiзацiї процесу {x(t0, ϕ0, y0; t), ξ(t)} ⊂ Gk, можуть по-
трапити до Γ при t ≥ t0 + (k − 1)T хоча б одного разу.

Далi, враховуючи строгу марковiсть i рiвномiрну асимпто-
тичну стiйкiсть процесу {x(t0, ϕ0, y0; t), ξ(t)}, одержимо

P(Gk) < qk−1. (4.15)

Тодi за означенням математичного сподiвання маємо

E{τ(Γ)} < T
∞∑
k=1

kqk−1 =
T

(1− q)2
,

що з урахуванням (4.13) доводить твердження (4.12) леми 4.2.
�

Теорема 4.1 (обернена теорема Ляпунова для системи
(2.1)—(2.5)). Нехай нульовий розв’язок x(t) ≡ 0 системи
випадкової структури зi скiнченною пiслядiєю (2.1)—(2.5)
асимптотично стiйкий за ймовiрнiстю рiвномiрно вiдносно
початкових даних з областi (2.12).

Тодi в цiй областi H0 iснує додатно визначений (див. i))
неперервний функцiонал Ляпунова-Красовського v : R+ × Y×
C([−τ, 0])→ R+, що допускає нескiнченно малу вищу границю

ii)
sup

y∈Y,t∈R+

‖ϕ‖≤r

v(t, y, ϕ) ≡ v(r)→ 0
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при r → 0 з вiд’ємно визначеним iнфiнiтезимальним опера-
тором

(Lv)(t, y, ϕ) < 0. (4.16)

Доведення. Етап I. Побудова необхiдних областей. За-
уважимо спочатку, що можна вибрати обмежену область Γ0

таким чином, щоб

Γ0 ⊃ {ϕ0 ∈ C([−τ, 0]) : ‖ϕ0‖ ≤ H0}.

Тодi за умовою теореми 4.2 розв’язок x(t) ≡ 0 буде рiвно-
мiрно асимптотично стiйким за ймовiрнiстю вiдносно

ϕ0 ∈ Γ0, y0 ∈ Y, t0 ≥ 0. (4.17)

При цьому слiд вiдповiдним чином змiнити значення кон-
станти T (Γ0, γ, q). Доведення цього твердження випливає з ви-
конання оцiнок (4.2), (4.3) леми 4.1 для сильного розв’язку
СДФР (2.5) [126, 133].

Далi розiб’ємо область ‖xt‖ ≤ H0 на послiдовнiсть обмеже-
них областей

Gk ≡ {xt ∈ C([−τ, 0]) :
H0

k + 1
< ‖xt‖ ≤

H0

k
}, k ≥ 1. (4.18)

Тодi, згiдно з лемою 4.2, одержимо
∞∫
t0

P{xt ∈ Gk}dt ≤ lk. (4.19)

Побудуємо скалярну опуклу функцiю G(r), r ∈ R1, для
якої:

1) iснує G′(r), G′′(r);
2) G(r) = 0 при r ≤ 0;
3) G(r) > 0 для r ∈ 90,H0];
4) [

sup
r∈R1

G(r)

∣∣∣∣∣ H0

k + 1
< |r| < H0

k

]
< µk. (4.20)
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Зауважимо далi, що слiд вибрати таку послiдовнiсть
{µk, k ≥ 1}, щоб ряд, складений з {lk}

∞∑
k=1

lkµk <∞. (4.21)

Етап II. Вибiр функцiонала Ляпунова-Красовського по-
трiбно провести таким чином

v(t, ζ, η) ≡
∞∫
t

E{G(‖x(t+ θ), ζ, η; τ‖)|ζ, η}dτ0. (4.22)

Цей функцiонал визначений у довiльнiй точцi областi
(2.12), оскiльки

v(t, ζ, eta) ≤
∞∑
k=1

lkµk. (4.23)

Етап III. Доведемо для функцiонала Ляпунова-
Красовського (4.22) v : R+ × Y × C([−τ, 0]) → R+ такi
факти: a) v — додатно визначений; b) v допускає нескiнченно
малу вищу границю; c) Lv < 0.

a) Нехай T ≡ (L1)−1 ln 2, де L1 з (4.3). Тодi ця оцiнка (4.3)
визначає

E{‖x(t+ θ), ξ, η; τ‖2} ≥

≥ ‖ξ‖e−L1(τ−t) ≥ ‖ξ‖e−L1T =
1

2
‖ξ‖.

Далi, для опуклої функцiї має мiсце нерiвнiсть Ляпунова
[16]

E{G(z)} ≥ G(E{z}).
Тодi

v(t, ξ, η) ≥
t+T∫
t

E{G(‖x(t+ θ), ξ, η; τ‖)|ξ, η}dτ ≥ T ·G(
1

2
‖ξ‖),
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що й доводить додатню визначенiсть функцiонала v(t, ξ, η)
(див. (4.22)).

b) Вiзьмемо ∀ γ > 0 i визначимо число N з умови
∞∑

k=N+1

µklk <
γ

2
. (4.24)

Виберемо ν ≡ 1

2
γ(l1µ1 + ...+ lNµN)−1 i для ν > 0 та ε1 = H0

визначимо δ1 > 0 з нерiвностi

P{ sup
t≥t0≥0

‖xt‖ < ε1|y0, ϕ0} > 1− ν (4.25)

для ‖ϕ0‖ ≤ δ1, y0 ∈ Y.

Далi визначимо ε2 ≡
H0

2
i знайдемо δ2 > 0 з аналогiчної

умови (4.25):

P{ sup
t≥t0≥0

‖xt‖ < ε2|y0, ϕ0} > 1− ν (4.26)

для ‖ϕ0‖ ≤ δ2, y0 ∈ Y. Продовжимо аналогiчним чином вибiр
чисел δ3, δ4, ..., δN .

Отже, з вибору δ1, δ2, ..., δN випливає, що вони не залежать
вiд t0 ≥ 0 внаслiдок рiвномiрної стiйкостi за ймовiрнiстю.

Вибравши δ ≡ min{δ1, δ2, ..., δN}, при ‖ξ‖ ≤ δ легко одер-
жати оцiнку

v(t, ζ, η) ≡
∞∫
t

E{G(‖x(t+ θ), ζ, η‖)|ζ, η}dτ ≤

≤ ν
N∑
k=1

lkµk +
∞∑

k=N+1

lkµk < γ. (4.27)

Таким чином, оцiнка (4.27) доводить iснування нескiнченно
малої вищої границi для v (див. ii)).
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c) Для доведення Lv < 0 спочатку доведемо неперервнiсть
функцiоналу v(t, ζ, η). Для цього досить показати, що iнтеграл
у (4.22) збiгається рiвномiрно вiдносно параметрiв t, ζ, η, якi
беремо з областi (2.12). Слiд узяти ∀ ε > 0 i визначити число
m з умови

∞∑
k=m+1

lkµk <
ε

2
.

Далi, поклавши ν ≡ 1

2
ε(l1µ1 + ... + lmµm)−1, знайдемо T (ε) з

умови

P{ sup
τ>t+T

‖x(t+ θ, ζ, η; τ)‖ < H0

m+ 1
|ζ, η} > 1− ν

для ζ ∈ Γ0, η ∈ Y, t ≥ t0.
Тодi легко встановити оцiнки

∞∫
t+T

E{G(‖x(t+ θ, ζ, η; τ)‖)|ζ, η}dτ =

=

∞∫
t+T

E{G(‖x(t+ θ, ζ, η; τ)‖)|ζ ∈ Γ0, η ∈ Y, ‖xτ‖ <
H0

m+ 1
}dτ+

+

∞∫
t+T

E{G(‖x(t+θ, ζ, η; τ)‖)|ζ ∈ Γ0, η ∈ Y, ‖xτ‖ >
H0

m+ 1
}dτ < ε,

що й доводить неперервнiсть функцiоналу v(t, ζ, η).
Використовуючи означення (Lv)(t, ζ, η), а саме,

(Lv)(t, ζ, η) ≡

≡ lim
∆t→+0

1

∆t
[E{v(t+∆t, y(t+∆t), xt+∆t)|ζ, η}−v(t, ζ, η)]. (4.28)
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Пiдставимо замiсть v(t, ζ, η) ї ї вираз (4.22) до означення Lv
(4.28):

(Lv)(t, ζ, η) ≡ lim
∆t→+0

1

∆t

{
E

[ ∞∫
t+∆t

E{G(‖x(t+ ∆t+ θ,

y(t+ ∆t), xt+∆t; τ)‖)|y(t+ ∆t), xt+∆t}dτ |ζ, η

]
−

−
∞∫
t

E{G(‖x(t+ θ, y(t), xt)‖)|ζ, η}dτ

}
. (4.29)

Далi справедливою є нерiвнiсть

E

{ ∞∫
t+∆t

E{G(‖x(t+ ∆t+ θ, y(t+ ∆t), xt+∆t+θ; τ)‖)|×

×y(t+ ∆t), xt+∆t+θ}dτ |ζ, η

}
=

=

∞∫
t+∆t

E{G(‖x(t+ θ, y(t), xt+θ; τ)‖)|ζ, η}dτ. (4.30)

Пiдставивши (4.30) у (4.29), легко бачити, що

(Lv)(t, ζ, η) ≤ −G‖ζ‖,

що доводить визначену вiд’ємнiсть iнфiнiтезимального опера-
тора.

Таким чином, це завершує доведення теореми 4.1 про по-
будову функцiоналу у виглядi (4.22). �

Зауважимо, що питання про побудову алгоритмiв для ви-
бору функцiоналiв Ляпунова-Красовського залишається вiд-
критим.
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Роздiл 6. Властивостi
розв’язкiв стохастичних
диференцiальних рiвнянь
Iто-Скорохода в частинних
похiдних

У роздiлi 6 описуються основнi теореми про iснування
розв’язку задачi Кошi для нелiнiйного дифузiйного стохасти-
чного диференцiально-рiзницевого рiвняння нейтрального ти-
пу в частинних похiдних з урахуванням випадкових зовнiшних
збурень та iснування i стабiлiзацiю сильного розв’язку авто-
номних стохастичних рiвнянь Iто-Скорохода в частинних по-
хiдних iз випадковими параметрами.

§6.1. Про iснування розв’язку задачi Кошi
для нелiнiйного дифузiйного стохастичного
диференцiально-рiзницевого рiвняння ней-
трального типу в частинних похiдних з ура-
хуванням випадкових зовнiшних збурень

Питання iснування та єдиностi розв’язку стохастичних дифе-
ренцальних рiвнянь з деякими початковими та граничними
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умовами в рiзних функцiональних просторах, зокрема i рiв-
нянь у частинних похiдних, дослiджувалося багатьма автора-
ми [3, 4, 6, 7, 8, 11, 12]. У працях [9, 10] А.Н. Станжицький
та А.О. Цуканова одержали теорему iснування та єдиностi
розв’язку задачi Кошi для стохастичного диференцiального
рiвняння реакцiї-дифузiї нейтрального типу. Дана робота роз-
глядає питання iснування розв’язку задачi Кошi в класi нелi-
нiйних дифузiйних стохастичних диференцiально-рiзницевих
рiвнянь нейтрального типу в частинних похiдних з урахува-
нням випадкових зовнiшних збурень, незалежних вiд вiнерiв-
ського процесу.

6.1.1. Постановка задачi

Нехай на ймовiрнiсному базисi (Ω, F, {Ft, t ≥ t0, 0} ,P) зада-
но нелiнiйне дифузiйне стохастичне диференцiально-рiзницеве
рiвняння нейтрального типу (НДСДРРНТ) в частинних похi-
дних пiд дiєю випадкових зовнiшних збурень, незалежних вiд
вiнерiвського процесу

d

(
u (t, x) +

∫
Rr

b (t, x, y)u (t− τ, y) dy

)
=

=
r∑
j=1

ϕj (γj)
∂2u (t, x)

∂x2
j

dt+ ϕr+1 (γr+1)σ (t, u (t− τ, x)) dw (t, x) ,

(1)
для t ∈ (0, T ] , x ∈ Rr за початковими даними

u (t, x) = ψ (t, x) , ∀t ∈ [−τ, 0] , (2)

де γj ≡ γj (ω) ∈ R1, j = 1, r + 1, незалежнi попарно та не-
залежнi вiд вiнерiвського процесу w (t, x) випадковi величини;
зовнiшнi збурення ϕj (γj), j = 1, r + 1, — берiвськi функцiї, до-
датнi, попарно незалежнi та незалежнi вiд вiнерiвського про-
цесу i початкової функцiї; T ∈ (0,∞) — фiксований дiйсний

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



187

час, τ > 0, випадковий r-вимiрний оператор Лапласа [1, 4]

∆x (ω) ≡
r∑
j=1

ϕj (xj)
∂2u (t, x)

∂x2
j

, (3)

w (t, x) – L2 (Rr)-вимiрний Q-вiнерiвський процес [2]; σ :
[0, T ] × R1 × Rr → R1 i b : [0, T ] × Rr × Rr → R1 – деякi
конкретнi функцiї, якi будуть визначенi пiд час дослiдження;
ψ : [−τ, 0]×Rr → R1 – функцiя початкових даних.

6.1.2. Обговорення попереднiх результатiв та озна-
чення

Наведемо декiлька тверджень з праць [9, 10, 11, 12].
Лема 1. [12, c.188]. Оператор

S (t) : L2 (Rr)→ L2 (Rr) (4)

генерує розв’язок однорiдної задачi Кошi для рiвняння тепла
(лема 1, [9]) за початковими даними (2) з iмовiрнiстю 1

d (u (t, x)) +

∫
Rr

b (t, x, z)u (t− τ, z) dz =

= ∆xu (t, x) dt, (5)

за правилом

u (t, x) = (s (t) g (•)) (x) =

∫
Rr

K (t, x− y) g (•) dy, (6)

та утворює C0− напiвгрупу операторiв, iнфiнiтезимальним
оператором якої є випадковий лапласiан ∆x (ω) (3). А ця на-
пiвгрупа S (t) є стискаючою, тобто

‖(S (t) g (•)) (x)‖2
L2(Rr) ≤ ‖g (x)‖2

L2(Rr) . (7)
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Уведемо потiк (фiльтрацiю) σ-алгебр {Ft, t ≥ t0 ≥ 0}, який
породжений L2 (Rr)-значним Q-вiнерiвським процесом

w (t, x) ≡
∞∑
n=1

√
λnen (x) βn (t) , (8)

де {βn (t) ≡ βn (t, ω)} ⊂ R1 – незалежнi стандартнi одновимiр-
нi вiнерiвськi (броунiвськi) процеси, а

∞∑
n=1

λn ≡ λ <∞. (9)

При цьому система векторiв en (x) ≡ ēn (x) утворюють орто-
нормований базис у L2 (Rr) такий, що

sup
n∈{1,2,...}

ess sup
x∈Rr

|en (x)| ≤ 1. (10)

Уведемо простiр Банаха B2,T всiх L2 (Rr)-значних Ft-
вимiрних та неперервних з iмовiрнiстю одиниця випадкових
процесiв Φ (•) ≡ Φ (t, ω) : [0, T ]× Ω→ L2 (Rr) з нормою

‖Φ (•)‖B2,T
≡
√

sup
0≤t≤T

E ‖Φ (t, ω)‖2
L2(Rr). (11)

Означення 1. Неперервну випадкову функцiю u ≡
u (t, x, ω) : [−τ, T ] ×Rr × Ω → R1 назвемо м’яким розв’язком
задачi (1), (2), якщо виконуються умови:

1. u є FT -вимiрною для майже всiх t ∈ [−τ, T ] та фiксованих
x ∈ Rr, ω ∈ Ω;

2. u задовольняє умову (iнтегральне рiвняння)

u (t, x, ω) =

∫
Rr

K (t, x− y)×
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×
(
ψ (0) +

∫
Rr

b (0, y, z)ψ (−τ, z) dz

)
dy−

−
∫
Rr

b (0, x, y)u (t− τ, y) dy−

−
∫ t

0

(
r∑
j=1

ϕj (γj) ∆x (ω)

∫
Rr

K (t− s, x− y)×

×
∫
Rr

b (s, y, z)u (s− τ, z) dzdy

)
ds+

+

∫ t

0

∞∑
n=1

√
λn

(∫
Rr

K (t− s, x− y)ϕr+1 (γr+1)×

×σ (s, u (s− τ) , y) en (y) dy) dβn (s) (12)

для t ∈ [0, T ], x ∈ Rr за початковою умовою (2);

3. iснує норма

E

{∫ T

0

‖u (t, x, ω)‖2
L2(Rr) dt

}
<∞. (13)

Лема 2 [10]. Вираз (13) для випадкової функцiї u (t, x, ω) є
нормою.

6.1.3. Основний результат

Будемо надалi вважати, що ймовiрнiсний базис
(Ω, F, {Ft, t ≥ t0} ,P) побудований [1–5] для задачi (1),
(2), яка є предметом дослiдження цiєї роботи.

Основне твердження
Нехай для задачi (1), (2) виконано умови:
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1. Коефiцiєнт σ ≡ σ (t, u, x) є:
1а) вимiрним за всiма аргументами;
1б) задовольняє умову Лiпшиця за другим аргументом

|σ (t, u, x)− σ (t, v, x)| ≤ L |u− v|

для ∀t ∈ [0, T ], u, v ∈ R1, x ∈ Rr;

2. Початкова функцiя ψ (t, x, ω) є:
2а) F0-вимiрною вiдносно аргумента t ∈ [0, T ];
2б) незалежною вiд вiнерiвського процесу w (t) ≡
w (t, ω) ∈ R1 для ∀t ∈ [0, T ];
2в) незалежною вiд зовнiшних збурень ϕj (γj), j =
1, r + 1;
2г) має норму

sup
−τ≤t≤0

E ‖ψ (t, x, ω)‖2
L2(Rr) <∞; (14)

3. Функцiя b ≡ b (t, x, y) задовольняє умови:
3а)

sup
0≤t≤T

∫
Rr

√∫
Rr

b2 (t, x, y) dydx = K1; (15)

3б)

sup
0≤t≤T

∫
Rr

∫
Rr

b2 (t, x, y) dydx = K2; (16)

3в) для кожної точки x ∈ Rr iснують частиннi похiднi
∂xib, ∂xixjb, де {i, j} ⊂ {1, 2, ..., r};
3г) матриця Гессе D2

xb задовольняє умову

|∇xb (t, x, y)|+
∥∥D2

xb (t, x, y)
∥∥ ≤ Z (t, x, y) , (17)
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для ∀t ∈ [0, T ] ⊂ [0,∞), {x, y} ⊂ Rr, де функцiя Z :
[0, T ]×Rr×Rr → [0,∞) задовольняє умову обмеженостi
подвiйного просторового iнтегралу

sup
0≤t≤T

∫
Rr

∫
Rr

Z (t, x, y) dxdy = K3 <∞; (18)

4. Для функцiї Z (t, x, y) виконується аналог умови Лiпши-
ця за другим аргументом

|Z (t, x, z)− Z (t, x0, z)| ≤ ζ (t, z, x0, δ) |x− x0| ,

де для кожної точки x0 ∈ Rr iснує її окiл Bδ (x0) та невiд’-
ємна функцiя ζ ≡ ζ (t, z, x0, δ) для ∀t ∈ [0, T ], |x− x0| < δ;
z ∈ Rr, де

sup
0≤t≤T

ζ (t, ·, x0, δ) ∈ L2 (Rr) , δ ∈ R+; (19)

5. зовнiшнi збурення ϕj (γj) , j = 1, r + 1,

5а) попарно незалежнi;

5б) незалежнi вiд вiнерiвського процесу та вiд початкової
функцiї ψ (t, x) ≡ ψ (t, x, ω) ∈ R1;

5в) виконується умова обмеженостi математичних сподi-
вань квадратiв зовнiшних збурень E

{
ϕ2
r+1

}
≤ K4 <∞.

Тодi задача (1), (2) для НДСДРНТ має єдиний м’який
розв’язок u ≡ u (t, x, ω) ∈ B2,T з iмовiрнiстю одиниця для
∀t ∈ [0, T ], якщо

sup
0≤t≤T

∫
Rr

∫
Rr

b2 (t, x, y) dxdy ≡ K5 <
1

4
. (20)
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6.1.4. Доведення основного твердження

Доведення розiб’ємо на етапи, що мiстяться в теоремi Банаха
[1, 2], яка застосована для встановлення з iмовiрнiстю оди-
ниця єдиного розв’язку задачi (1), (2) (задачi Кошi). Будемо
використовувати методику, викладену в [9, 10].

Розглянемо оператор S : B2,T → B2,T , який дiє за прави-
лом для t ∈ [0, T ], x, y ∈ Rr

(Su) (t) =

∫
Rr

K (t, x− y)×

×
[
ψ (0) +

∫
Rr

b (0, y, z)ψ (−τ, z) dz

]
dy−

−
∫
Rr

b (t, y, z)u (t− τ, y) dy−

−
∫ t

0

[
r∑
j=1

ϕj (γj) ∆x (ω)

∫
Rr

(
K (t− s, x− y)×

×
∫
Rr

b (s, y, z)u (s− τ, z) dz

)
dy

]
ds+

+

∫ t

0

ϕr+1 (γr+1)
∞∑
n=1

√
λn×

×
[∫

Rr

K (t− s, s− y)σ (s, u (s− τ) , y) en (y) dy

]
dρn (s) ≡

≡
3∑
j=0

Ij (t) (21)

за початковими даними (2).
Доведемо, що цей оператор є стискаючим.
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По-перше, треба довести, що Su ∈ B2,T для ∀u ∈ B2,T .
Для цього потрiбно оцiнити чотири норми ‖Ij (s)‖2

B2,T
≡

supE ‖Ij (s)‖2
L2(Rr), j = 0, 1, 2, 3.

Використаємо нерiвнiсть (7) леми 1, нерiвнiсть Кошi-
Шварца [4] та умови (14), (20) i одержимо оцiнку для супрему-
ма математичного сподiвання I0 (s) з оператора (Su) (t) (див.
(21)), а саме:

‖I0 (s)‖2
B2,t
≡ sup

0≤s≤t
E ‖I0 (s)‖2

L2(Rd) ≡

= sup
0≤s≤t

E‖
∫
Rr

K (s, x− y)(ψ(0)+

+

∫
Rr

b(0, y, z)ψ(−τ, z)dz)dy‖2
L2(Rr) ≤

≤ 2E‖ψ(0)‖2
L2(Rr) + 2E‖

∫
Rr

b(0, x, z)ψ(−τ, z)dz‖2
L2(Rr) =

= 2E‖ψ(0)‖2
L2(Rr) + 2E

∫
Rr

(

∫
Rr

b(0, x, z)ψ(−τ, z)dz)2dx ≤

≤ 2E‖ψ (0) ‖2
L2(Rr)+

+2

∫
Rr

∫
Rr

b2 (0, x, z) dzdx

E

∫
Rr

ψ2 (−τ, z) dz =

= 2E‖ψ(0)‖2
L2(Rr) + E

∫
Rr

ψ2 (−τ, z) dz = 2E‖ψ(0)‖2
L2(Rr)+

+2(

∫
Rr

∫
Rr

b2(0, x, z)dzdx)E‖ψ(−τ)‖2
L2(Rr) = C <∞.
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Застосуємо нерiвнiсть Кошi-Шварца [4] та припущення
(14), (20) при оцiнюваннi супремума математичного сподiван-
ня I1 (s), а саме:

‖I1(s)‖2
B2,t
≡ sup

0≤s≤t
E‖I1(s)‖2

L2(Rr) ≡

= sup
0≤s≤t

E

∫
Rr

(

∫
Rr

b(s, x, y)u(s− τ, y)dy)2dx ≤

≤ sup
0≤s≤t

(

∫
Rr

∫
Rr

b2(s, x, y)dydx)E

∫
Rr

u2(s− τ, y)dy ≤

≤ sup
0≤s≤t

(

∫
Rr

∫
Rr

b2(s, x, y)dydx)E‖u(s− τ)‖2
L2(Rr) ≤

≤ sup
0≤s≤t

E‖u(s− τ)‖2
L2(Rr) · sup

0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2(s, x, y)dydx.

Далi спрацьовує очевидна нерiвнiсть на першому кроцi вiдрiз-
ка [0, τ ] для розв’язку u (t) рiвняння (1) для t ∈ [0, T ]:

E‖u(s− τ)‖2
L2(Rr) ≤

≤ sup
0≤s≤τ

‖Eu(s− τ)‖2
L2(Rr) + sup

τ≤s≤t
‖Eu(s− τ)‖2

L2(Rr) =

= sup
−τ≤s−τ≤0

E‖u(s−τ)‖2
L2(Rr) + sup

0≤s−τ≤t−τ
‖Eu(s−τ)‖2

L2(Rr). (22)

З урахуванням (22) попередня нерiвнiсть дасть оцiнку

‖I1(s)‖2
B2,t
≤

≤

 sup
0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2(s, x, y)dydx

×
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×
(

sup
−τ≤s−τ≤0

E‖u(s− τ)‖2
L2(Rr) + sup

0≤s−τ≤t−τ
E‖u(s− τ)‖2

L2(Rr)

)
=

=

 sup
0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2(s, x, y)dydx

×
×
(

sup
−τ≤s≤0

E‖ψ(s)‖2
L2(Rr) + sup

0≤s≤t−τ
E‖u(s)‖2

L2(Rr)

)
≤

≤

 sup
0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2(s, x, y)dydx

×
×
(

sup
−τ≤s≤0

E‖ψ(s)‖2
L2(Rr) + sup

0≤s≤t
E‖u(s)‖2

L2(Rr)

)
= C1 <∞.

Аналогiчно слiд оцiнити супремум математичного сподiва-
ння квадрату iнтеграла I2(s) у просторi B2,T з вiдповiдними
нормами

‖I2(s)‖2
B2,t
≡ sup

0≤s≤t
E‖I2(s)‖2

L2(Rr) ≡

= sup
0≤s≤t

E‖
s∫
0

(
r∑
j=1

ϕj (ω)

∫
Rr

K(s− τ, x− y)×

×

(∫
Rr

b(l, y, z)u(l − τ, z)dz

)
dl

)
dτ‖2

L2(Rr) ≤

≤ t

(
r∑
j=1

E {ϕj (γj)}

)2

· ε (s) , (23)

де

ε(s) ≡ sup
0≤s≤t

E

∫
Rr

( s∫
0

(
Mx

∫
Rr

K(s− τ, x− y)×
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×

∫
Rr

b(l, y, z)u(l − τ, z)dz

 dy

)2

dl

)
dx. (24)

Змiнюючи порядок iнтегрування у ε (s) (див. (24)), мати-
мемо оцiнку для I2 (s) у просторi B2,T :

‖I2(s)‖2
B2,t
≤ t

(
r∑
j=1

E {ϕj (γj)}

)2

· ε (s) =

= t

(
r∑
j=1

E {ϕj (γj)}

)2

×

× sup
0≤s≤t

E

s∫
0

(∫
Rr

(
Mx

∫
Rr

K(s− τ, x− y)×

×

∫
Rr

b(l, y, z)u(l − τ, z)dz

 dy

)2

dx

)
dl ≤

≤ Ct E


t∫
0

∫
Rr

∥∥∥∥∥∥D2
x

∫
Rr

b(l, x, z)u(l − τ, z)dz

∥∥∥∥∥∥
2

dxdl

 . (25)

У попереднiй оцiнцi

∇x ≡ (∂x1 ...∂xr)
T ;D2

x =

(
∂2
x1

... ∂2
x1xr

... ... ...
∂2
xrx1

... ∂2
xr

)
; (26)

‖·‖ – вiдповiдна матрична норма.
Далi слiд використати лему 1 [9, лема 4]. Якщо умови цiєї

леми для

u (l, x) =

∫
Rr

K(s− l, x− y)

∫
Rr

b(l, y, z)u(l − τ, z)dz

 dy,
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g (l, x) ≡
∫
Rr

b(l, y, z)u(l − τ, z)dz (27)

виконуються, то оператор S (·) є стискаючим (див. (7)).
Перевiримо умови леми 1, тобто доведемо, що:

1. З iмовiрнiстю одиниця для кожного l ∈ [0, t]∫
Rr

b(l, ·, z)u(l − τ, z)dz ∈ L1 (Rr) ; (28)

2.
|∇xg| ∈ L2(Rr), ‖D2

xg‖ ∈ L2(Rr). (29)

Перевiримо умову 1). Доведення (28) випливає з викори-
стання умов Кошi-Шварца та умов 2а), 2б) основного твер-
дження та (20) зi сталою K5.

E

{
r∑
j=1

ϕ2
j (γj)

}
E


∫
Rr

∣∣∣∣∣∣
∫
Rr

b(l, x, z)u(l − τ, z)dz

∣∣∣∣∣∣ dx
 ≤

≤ E

{
r∑
j=1

ϕ2
j (γj)

} sup
0≤l≤t

∫
Rr

√√√√∫
Rr

b2(l, x, z)dzdx

×
×

(√
sup
−τ≤l≤0

E ‖ψ(l)‖2
L2(Rr) + sup

0≤l≤t
E ‖u(l)‖2

L2(Rr)

) 1
2

.

Звiдки з iмовiрнiстю одиниця умова 1 виконується

∫
Rr

∣∣∣∣∣∣
∫
Rr

b(l, x, z)u(l − τ, z)dz

∣∣∣∣∣∣ dx = C1 <∞.
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Перевiримо умову 2) леми 1. Умову (29) доведемо для
|∇xg|. Для ‖D2

xg‖ мiркуватимемо аналогiчно. Спочатку дове-
демо диференцiйовнiсть g (l, x) (дивись (27)) у точцi x = x0 ∈
Rr.

Нехай Bδ (x0) є околом точки x0 ∈ Rr. Використовуючи
умови (17) та умову (19), матимемо

|∇xb (t, x, z)u (t− τ, z)| ≤ ψ (t, x, z) |u (t− τ, z)| =

= (ψ(t, x, z)− ψ(t, x0, z) + ψ(t, x0, z))|u(t− τ, z)| ≤
≤ (δϕ(t, z, x0, δ) + ψ(t, x0, z))|u(t− τ, z)|.

Перевiримо включення

(δϕ(t, ·, x0, δ) + ψ(t, x0, ·))|u(t− τ, ·)| ∈ L1(Rr). (30)

Використовуючи нерiвнiсть Кошi-Шварца та умови (17), (18),
(20) очевидно матимемо

E

∫
Rr

(δϕ(t1, z, x0, δ) + ψ(t1, x0, z))|u(t1 − τ, z)|dz =

= δE

∫
Rr

ϕ(t1, z, x0, δ)|u(t1 − τ, z)|dz+

+E

∫
Rr

ψ(t1, x0, z)|u(t1 − τ, z)|dz ≤

≤

δ
√√√√∫

Rr

ϕ2(t1, z, x0, δ)dz +

√√√√∫
Rr

ψ2(t1, x0, z)dz

×
×
(

sup
−τ≤t1≤0

E‖ψ(t1)‖2
L2(Rr) + sup

0≤t1≤t
E‖u(t1)‖2

L2(Rr)

) 1
2

<∞.
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Звiдки з iмовiрнiстю одиниця одержимо∫
Rr

(δϕ(t1, z, x0, δ) + ψ(t1, x0, ζ))|u(t1 − τ, z)|dz <∞.

Звiдси, згiдно з локальною теоремою про диференцiйовнiсть
iнтеграла за параметром, для функцiї (27) iснує градiєнт ∇xg
[4] та

∇x

∫
Rr

b(t, x, z)u(t−τ, z)dz =

∫
Rr

∇xb(t, x, z)u(t−τ, z)dz. (31)

Залишилось довести, що

∇x

∫
Rr

b(t, ·, z)u(t− τ, z)dz ∈ L2(Rr). (32)

З урахуванням (31), (17), нерiвностi Кошi-Шварца, умов (18)
та (14), виконуються спiввiдношення

E

∫
Rr

∣∣∣∣∣∣∇x

∫
Rr

b(t, x, z)u(t− τ, z)dz

∣∣∣∣∣∣
2

dx =

= E

∫
Rr

∫
Rr

∇xb (t, x, z)u (t− τ, z) dz

2

dx ≤

≤ E

∫
Rr

∫
Rr

|∇xb(t, x, z)u(t− τ, z)|dz)

2

dx ≤

≤ sup
0≤t1≤t

∫
Rr

∫
Rr

Z2(t1, x, z)dzdx

×
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×
(

sup
−τ≤t1≤0

E‖ψ(t1)‖2
L2(Rr) + sup

0≤t1≤t
E‖u(t1)‖2

L2(Rr)

)
<∞.

Звiдки отримуємо

∫
Rr

∣∣∣∣∣∣∇x

∫
Rr

b(t1, x, z)u(t1 − τ, z)dz

∣∣∣∣∣∣
2

dx <∞.

Остаточно з (25) матимемо оцiнку

‖I2(s)‖2
B2,t
≤ CtE

t∫
0

∫
Rr

‖D2
x

∫
Rr

b(t1, x, z)u(t1− τ, z)dz‖2dxdt1 ≤

≤ Ct2 sup
0≤t1≤t

∫
Rr

∫
Rr

Z2(t1, x, z)dzdx

 (
sup

−τ≤t1≤0
E‖ψ(t1)‖2

L2(Rr)+

+ sup
0≤t1≤t

E‖u(t1)‖2
L2(Rr)) ≤ C2 <∞. (33)

Отримаємо оцiнку для I3 (s). Надалi пiд ‖·‖ будемо розумi-
ти ‖·‖2

L2(Rr). З урахуванням нерiвностi Кошi-Шварца, теореми
Фубiнi [4] та умов (7), (14) отримуємо для норми I3 (s) у про-
сторi B2,t оцiнку

‖I3(s)‖2
B2,t

= sup
0≤s≤t

E‖I3(s)‖2 ≡

= sup
0≤s≤t

E

∥∥∥∥∥
t∫
0

∞∑
n=1

√
λn

(∫
Rr

K(t− s, x− y)ϕr+1(γr+1)×

×σ(s, u(s− τ), y)en(y)dy

)
dβn(s)

∥∥∥∥∥
2

≤ 2L2

(
∞∑
n=1

λn

)
×
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×

t+ τ sup
−τ≤y≤0

E ‖ψ (y)‖2 + E

t∫
0

‖u (y)‖2 dy

 = C3 <∞.

(34)
Об’єднавши чотири вищевикладенi оцiнки I0 (s)− I3 (s), одер-
жимо для u ∈ B2,t нерiвнiсть

‖ (Ψu) (t)‖2
B2,t
≡ sup

0≤s≤t
E

∥∥∥∥∥
3∑
j=0

Ij(t)

∥∥∥∥∥
2

L2(Rr)

≤ 4
3∑
j=0

‖Ij(t)‖2
B2,T

.

(35)
Оскiльки Ft-вимiрнiсть (Ψu) (t) очевидна, робимо висно-

вок, що Ψ задано.
Доведемо, що оператор Ψ має єдину стискаючу фiксовану

точку.
Дiйсно, слiд взяти до уваги чотири вищенаведенi нерiвно-

стi та властивiсть лiнiйностi r-вимiрного iнтеграла, в резуль-
татi отримаємо для рiзницi I1 (s) (u)− I1 (s) (v) у просторi B2,t

оцiнку

‖I1 (s) (u)−I1 (s) (v)‖2
B2,t
≡ sup

0≤s≤t
E ‖I1 (s) (u)− I1 (s) (v)‖2

L2(Rr) ≤

≤
(

sup
0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2 (s, x, y) dydx

)
‖u− v‖2

B2,t
. (36)

Аналогiчно, одержимо оцiнку для рiзницi I2 (s) (u)− I2 (s) (v)
у просторi B2,t, а саме:

‖I2 (s) (u)− I2 (s) (v)‖2
B2,t
≤

≤ Ct2 sup
0≤τ≤t

(∫
Rr

∫
Rr

Z2 (τ, x, y) dydx

)
×

× sup
0≤τ≤t

E ‖u (τ)− v (τ)‖2
L2(Rr) . (37)
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Попереднi мiркування слiд провести для оцiнки рiзницi
I3 (s) (u)− I3 (s) (v) у просторi B2,t, тодi одержимо

‖I3 (s) (u)− I3 (s) (v)‖2
B2,t
≤ L2C

(
∞∑
n=1

λn

)
t ‖u− v‖2

B2,t
. (38)

Врахувавши оцiнки (35)-(38), одержимо

‖Ψu−Ψv‖2
B2,t
≡ sup

0≤s≤t
E‖

3∑
j=0

(Ij(s)(u)− Ij(s)(v))‖2
L2(Rr) ≤

≤ 4

(
sup

0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2 (s, x, y) dydx+

+Ct2 sup
0≤τ≤t

∫
Rr

∫
Rr

Z2 (τ, x, y) dydx+

+L2ct2 + L2c

(
∞∑
n=1

λn

)
t

)
‖u− v‖2

B2,t
= γ(t)‖u− v‖2

B2,t
, (39)

γ (t) ≡ 4

(
sup

0≤s≤t

∫
Rr

∫
Rr

b2 (s, x, y) dydx+

+Ct2 sup
0≤τ≤t

∫
Rr

∫
Rr

Z2 (τ, x, y) dydx+ L2ct2 + L2c

(
∞∑
n=1

λn

)
t

)
,

(40)
для {u, v} ⊂ B2,t.

Висновки. Згiдно з (20), K5 <
1
4
, тобто перший доданок

у γ (t) (див. (40)) менший за 1. Для наступних трьох доданкiв
можна зауважити наступне: за рахунок вибору t1 ∈ [0, T ] їх
сума може бути зроблена рiвною 3

16
. Отже, γ (t1) ∈ (0, 1). Це
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означає, що оператор Ψ, визначений у просторi Банаха B2,t1 , є
стискаючим. А значить, згiдно з теоремою Банаха [4] про сти-
скаюче вiдображення, оператор Ψ має єдину фiксовану точку
– м’який розв’язок u ∈ B2,t1 задачi (1), (2) на вiдрiзку [0, t1].
Цю процедуру повторимо скiнченну кiлькiсть разiв на дода-
тних малих iнтервалах [t1, t2], [t2, t3], . . . , [tn−2, tn−1], [tn−1, T ],
якi в сумi дають вiдрiзок [0, T ], де розв’язується задача (1), (2).
В результатi розв’язок отримується як об’єднання розв’язкiв
на цих малих iнтервалах. Отже, основне твердження доведе-
но.

Перелiк посилань до §6.1.
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§6.2. Про iснування та стабiлiзацiю сильно-
го розв’язку автономних стохастичних рiв-
нянь Iто-Скорохода в частинних похiдних iз
випадковими параметрами

Дослiдженню детермiнованих рiвнянь у частинних похiдних
присвячено велику кiлькiсть робiт, якi вказанi в монографiях
[1–3], i не менша кiлькiсть робiт вiтчизняних i закордонних
вчених була опублiкована в кiнцi ХХ – на поч. ХХI ст.

Пiсля введення поняття стохастичного диференцiала та
iнтеграла, замiни змiнних для стохастичного диференцiала,
визначення сильного розв’язку стохастичного диференцiаль-
ного рiвняння (СДР) у вiдомих монографiях [4–6] та їх
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подальше поширення на класи стохастичних диференцiально-
функцiональних рiвнянь [7–9] (див. наведену велику бiблiогра-
фiю в цих роботах) стало можливим дослiдження асимпто-
тично сильного розв’язку для СДРIСзЧП (див., наприклад,
роботи [5,10–12] та iн.)

Подальше дослiдження СДРIСзЧП йшло шляхом створен-
ня математичних моделей складних реальних систем, якi ви-
магають враховувати випадковi параметри в цих рiвняннях
(див. [6,7,12,13] та iн).

Дана робота присвячена дослiдженню асимптотичної пове-
дiнки сильного розв’язку ЛСДРIСзЧП з урахуванням випад-
кових параметрiв [10,12].

6.2.1. Постановка задачi

Розглянемо стохастичний експеримент з базовим iмовiрнiсним
простором [1, 4, 5, 7] (Ω,F ,F,P) , F ≡ {Ft, t ≥ 0} – фiльтра-
цiя, де задана функцiя u (t, x, ω) ∈ R1, яка є вимiрною з iмо-
вiрнiстю одиниця за t i x вiдносно мiнiмальної σ- алгебри
B ([0, T ] ,R1) борельових множин на площинi [13, 15] та для
якої ∫ +∞

−∞
E
{
|u (t, x, ω)|2

}
dx <∞ (41)

для всiх t ∈ [0, T ], E {•} – математичне сподiвання [14], T ⊂
[0,∞). Позначимо через MT простiр функцiй {u (t, x, ω)}, що
мають властивiсть iнтегровностi (41).

Уведемо норми [6, 15]:

‖u (t, x, ω)‖2
L2R1
≡
∫ +∞

−∞
|u (t, x, ω)|2 dx; (42)

‖u (t, x, ω)‖2
L2T
≡
∫ T

0

|u (t, x, ω)|2 dt; (43)

Eu (t) ≡ E
{
‖u (t, x, ω)‖2

L2R1

}
, (44)
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де через L2R1 i L2T позначенi простори функцiй {u (t, x, ω)},
якi мають вiдповiднi норми (42)–(44).

У просторi MT треба ввести норму вигляду

‖u (t, x, ω)‖2 ≡
∫ T

0

Eu(t)dt =

∫ T

0

E

[∫ +∞

−∞
|u (t, x, ω)|2 dx

]2

dt.

(45)
Позначимо через

Q (A (ξ (ω)) , q, p) ≡
n∑
k=1

m∑
j=1

akj (ξ (ω)) qkpj, (46)

де A ≡ {akj} матриця розмiрностi n×m, складена з елементiв
akj ∈ R1.

У просторi MT з (45) розглянемо пiдпростiр M1T ⊂ MT ,
для елементiв якого має мiсце включення

Q

(
A,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω) ∈MT . (47)

У (Ω,F ,F,P) розглянемо задачу Кошi для ЛСДРIСзЧП

∂

∂t

[
Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x, ω)

]
+

+Q

(
B (ξ2 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x, ω) =

= Q

(
C (ξ3 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω)

dw (t, ω)

dt
+

+

∫
V

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x
, v

)
u (t, x, ω) ν̃ (dt, dv) , (48)

Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω)

∣∣∣∣
t=0

= [Qu]0 , (49)
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де Q визначено у (46), (47) матрицi B ≡ {bij (ξ2 (ω))}k,ni,j=1,
bij (ξ2 (ω)) ∈ R1; C ≡ {cij (ξ3 (ω))}k,ni,j=1, cij (ξ3 (ω)) ∈
R1, D ≡ {dij (ξ4 (ω) , v)}k,ni,j=1 , dij (ξ4 (ω) , v) ∈ R1 × V, де
ξi (ω) , i = 1, 2, 3, 4, випадковi величини, якi заданi щiльнi-
стю pξi (x) , i = 1, 2, 3, 4, (або функцiєю розподiлу Fξi (x) ≡
P {ω : ξi (ω) < x ∀ x ∈ R1}, i=1,2,3,4 [14]), w (t, ω) – одновимiр-
ний вiнерiв процес [11], та ξi (ω), i=1,2,3,4, не залежать вiд
w (t, ω). ν̃ (dt, A) ≡ ν (dt, A)−Π (A) dt – центрована пуассонова
мiра.

Пiд сильним розв’язком задачi Кошi (48), (49) будемо ро-
зумiти неперервну з iмовiрнiстю одиниця за t ∈ [0, T ] функцiю
u (t, x, ω), узгоджену з фiльтрацiєю {Ft, t ∈ [0, T ]}, i таку, що з
iмовiрнiстю одиниця для кожної пари (t, x) задовольняє iнте-
гральне стохастичне рiвняння [1, 4, 11]

Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x, ω) = [Qu]0 +

+

∫ t

0

Q

(
B (ξ2 (ω)) ,

∂

∂x

)
u(s, x, ω)ds+

+

∫ t

0

Q

(
C (ξ3 (ω)) ,

∂

∂s
,
∂

∂x

)
u(s, x, ω)dw (s, ω) ds+

+

∫ t

0

∫
V

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂s
,
∂

∂x
, v

)
u (s, x, ω) ν̃ (ds, dv) (50)

з початковими невипадковими умовами (49).

6.2.2. Iснування розв’язку задачi Кошi для ЛСДРI-
СзЧП у просторi M1T

Для встановлення факту iснування сильного розв’язку задачi
Кошi для (48)–(49) доведемо спочатку допомiжний результат.
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Лема 6.2.1. Перетворення Фур’є за x для функцiї
u (t, x, ω)

v (t, σ, ω) ≡ 1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iσxu (t, x, ω) dx (51)

не виводить її з простору MT для довiльного скiнченного T ⊂
R1.

Доведення. Iснування перетворення Фур’є випливає з то-
го, що u (t, x, ω) з iмовiрнiстю одиниця належить L2R1 для до-
вiльного t ∈ [0, T ] та P

{∫ +∞
−∞ |u (t, x, ω)|2 dx > N

}
≤ Eu(t)

N
→ 0

при N → +∞. Згiдно з теоремою Планшереля [16] маємо, що∫ +∞
−∞ |v (t, σ, ω)|2 dσ = 1√

2π

∫ +∞
−∞ |u (t, x, ω)|2 dx, тобто ‖v‖L2R1

=
1√
2π
‖u‖L2R1

; тому Ev (t) = 1√
2π

Eu (t). Тодi, згiдно з означенням
норми в просторi MT , будемо мати ‖v‖MT

= 1√
2π
‖u‖MT

, що й
доводить лему 6.2.1.

Теорема 6.2.1. Нехай для задачi Кошi (48), (49) викону-
ються умови:

1. Коренi полiнома P (λ (x) , iσ) ≡ λQ (A (x) , λ, iσ) +
Q (B (x) , λ, iσ) при кожному фiксованому x ∈ R1 та
σ 6= 0 задовольняють нерiвнiсть Reλ (x) ≤ ψ (σ) < 0,
ψ (0) = 0;

2. ∀ t ∈ [0, T ] та C (x) ≡ 0k×n, D (x) ≡ 0k×n детермiноване
рiвняння

∂

∂t

[
Q

(
A (x) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
ũ (t, x)

]
+

+Q

(
B (x) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
ũ (t, x) = 0 (52)

має розв’язок ũ (t, x) задачi Кошi в L2R1 з початковими
умовами

Q

(
A (x) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
ũ (t, x) = [Qũ]0 ; (53)
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3. Випадковi величини ξi (ω) , i = 1, 2, 3, 4, не залежать вiд
w (t, ω) та ν̃ (dt, A).

Тодi стохастична задача Кошi (48), (49) при C (x) 6= 0k×n
має розв’язок у просторi M1T .

Доведення. Оскiльки перетворення Фур’є [1] зберiгає нор-
му в M1T за лемою 6.2.1, то достатньо довести iснування
сильного розв’язку задачi Кошi лiнiйного ЛСДРIСзЧП для
v (t, σ, ω), заданого формулою (51), а саме

d

dt

[
Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

d

dt
, iσ

)
v (t, σ, ω)

]
+

+Q

(
B (ξ2 (ω)) ,

d

dt
, iσ

)
v (t, σ, ω) =

= Q

(
C (ξ3 (ω)) ,

d

dt
, iσ

)
v (t, σ, ω)

dw (t, ω)

dt
+

+

∫
V

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

d

dt
, iσ, v

)
v (t, σ, ω) ν̃ (ds, dv) . (54)

Зауважимо, що для довiльної дiйснозначної матрицi
D (x) ≡ {dij (x)}k,ni,j=1 та для довiльного x ∈ R1 маємо вклю-
чення Q

(
D (x) , d

dt
, iσ
)
v (t, σ, ω) ∈ M1T i розв’язок v (t, σ, ω)

ЛСДРIСзЧП (54) при кожному σ 6= 0 iснує та єдиний з то-
чнiстю до стохастичної еквiвалентностi [3, 5, 8]. ЛСДРIСзЧП
(54) слiд тлумачити як iнтегральне стохастичне рiвняння

Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

d

dt
, iσ

)
v (t, σ, ω) =

= [Qv]0 +

∫ t

0

Q (B (ξ2 (ω)) , ds, iσ) v (s, σ, ω) =

=

∫ t

0

Q (C (ξ3 (ω)) , ds, iσ) v (s, σ, ω) dw(s, ω)+
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+

∫ t

0

∫
V

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂s
,
∂

∂x
, v

)
v (s, σ, ω) ν̃ (ds, dv) ,

для якого виконуються умови, що гарантують iснування та
єдинiсть сильного розв’язку з точнiстю до стохастичної еквi-
валентностi [7, с. 266–270, теорема 4.1].

Позначимо через H (t, σ) фундаментальний розв’язок де-
термiнованої однорiдної незбуреної задачi Кошi (52), (53) для
ЛСДРIСзЧП (48), (49) при C (x) 6= 0k×n , тодi сильний розв’я-
зок ЛСДРIСзЧП (54), (53) можна записати у виглядi iнте-
грального рiвняння [9, 19]

v (t, σ, ω) = v0 (t, σ) +

+

∫ t

0

H (t− s)Q (C (ξ3 (ω)) , ds, iσ) v (t, σ, ω) dw (s, ω) +

+

∫ t

0

∫
V

y (t− s)Q (D (ξ4 (ω) , iσ)) ν̃ (ds, dv) , (55)

де v0 (t, σ) розв’язок однорiдної незбуреної задачi Кошi

d

dt

[
Q

(
A (ξ1 (ω)) ,

d

dt
, iσ

)
v (t, σ, ω) +

+Q

(
B (ξ2 (ω)) ,

d

dt
, iσ

)
v (t, σ, ω)

]
= 0.

Згiдно з [1], фундаментальний розв’язокH (t, σ) має вигляд

H (t, σ) =
1√
2π

∮
Γ

eλtdλ

P (λ (x) , iσ)
, (56)

де Γ — контур, що охоплює всi нулi многочлена P (λ (x) , iσ).
Застосувавши випадковий оператор Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) до

обох частин (55), отримаємо

Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v (t, σ, ω) = Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v0 (t, σ) +
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+

∫ t

0

Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t− s, σ)×

×Q
(
C (ξ3 (ω)) ,

∂

∂s
, iσ

)
v (s, σ, ω) dw (s, ω) +

+

∫ t

0

Q

(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂s
, is, v

)
v (s, σ, ω) ν̃ (ds, dv) . (57)

Розглянувши квадрат модуля величини лiвої та правої части-
ни рiвняння (57) та використавши нерiвнiсть |a+ b+ c|2 ≤
3
(
|a|2 + |b|2 + |c|2

)
в результатi одержимо

|Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v (t, σ, ω)|2 ≤

≤ 3 |Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v0 (t, σ)|2 +

+3

∣∣∣∣∣
∫ t

0

Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t− s, σ)×

×Q
(
C (ξ3 (ω)) ,

∂

∂s
, iσ

)
v (s, σ, ω) dw (s, ω)

∣∣∣∣∣
2

+

+3

∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
V

Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)H (t− s, σ)×

×Q
(
D (ξ4 (ω)) ,

∂

∂s
, iσ, v

)
v (s, σ, ω) ν̃ (ds, dv)

∣∣∣∣∣. (58)

Позначимо через

z1 (t, σ) ≡ E
{
|Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v (t, σ, ω)|2

}
,

z2 (t, σ, v) ≡ E
{
|Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v) v (t, σ, ω)|2

}
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де E {•} – операцiя математичного сподiвання [14]. Далi, за-
стосувавши операцiю E {•} до лiвої та правої частини нерiвно-
стi (58), враховуючи властивiсть iнтеграла Iто стосовно обчи-
слення E {•} вiд квадрату iнтеграла Iто [7, c.245–249] та вра-
ховуючи умову III) теореми 6.2.1, одержимо таку нерiвнiсть:

z (t, σ) ≤ 3E |Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v0 (t, σ)|2 +

+3

∫ t

0

E

∣∣∣∣Q(C (ξ3 (ω)) ,
∂

∂s
, iσ

)
H (t− s, σ)

∣∣∣∣2 z1 (s, σ) ds+

+3

∫ t

0

∫
V

E

{∣∣∣∣Q(D(ξ4 (ω) ,
∂

∂s
, iσ, v

))
H (t− s, σ)

∣∣∣∣2
}
×

×z2 (s, σ, v) ds. (59)
Умова I) теореми 6.2.1 дає можливiсть одержати нерiвнiсть

[1] E |Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t− s, σ)|2 ≤ L, а умова II) визна-
чає рiвномiрну обмеженiсть

E |Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v0 (t, σ)|2 ≤≤ K

2
,

E |Q (D (ξ4 (ω)) , dt , iσ, v) v0 (t, σ)|2 ≤ K

2
.

Отриманi вище нерiвностi дають оцiнку

zi (t, σ) ≤ K

2
+ L

∫ T

0

zi (s, σ) ds, i = 1, 2,

звiдки, згiдно з нерiвнiстю Гронуолла [1], будемо мати експо-
ненцiальну оцiнку

zi (t, σ) ≤ KeLt ∀ t ∈ [0, T ] ⊂ [0,∞) , i = 1, 2. (60)

Таким чином, гарантується включення

Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ) v (t, σ, ω) ∈MT ,
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Q (D (ξ4 (ω)) , dt , iσ, v) v (t, σ, ω) ∈MT (61)

Застосувавши випадковий оператор Q (D (ξ (ω)) , dt, iσ) до
(56), аналогiчно вищевикладеним мiркуванням, можна за-
писати вiдповiдну нерiвнiсть для довiльної дiйсної матрицi
D (x) ≡ {dij (x)}k,ni,j=1. Отже, враховуючи оцiнку (60) та умо-
ву I), отримаємо твердження теореми 6.2.1.

6.2.3. Асимптотична поведiнка в середньому квадра-
тичному сильного розв’язку ЛСДРIСзЧП

Спочатку доведемо допомiжне твердження.
Лема 6.2.2. Нехай для ЛСДРзЧП (48), (49) виконуються

умови теореми 6.2.1. Тодi:

1. Для довiльної матрицi C (x) 6= 0k×n має мiсце включен-
ня

E |Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)|2H (t, σ) ∈ L2,(0,+∞), (62)

2. Для вiдповiдної норми цього простору справджується
рiвнiсть

E ‖Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t, σ)‖2
L2T

=

=
1

2π

∫ +∞

−∞

E |Q (C (ξ3 (ω)) , iλ, iσ)|2

|P (iλ, iσ)|2
dλ ≡ S (σ) , (63)

3. Для довiльної матрицi D (x) 6= 0k×nмає мiсце включен-
ня∫

V

E |Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)|2H (t, σ) Π (dσ) ∈ L2,(0,+∞),

(64)
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4. Для вiдповiдної норми цього простору справджується
рiвнiсть∫

V

E {Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)H (t, σ)}Π (dv) =

=
1

2π

∫
V

∫ +∞

−∞

E |Q (D (ξ4 (ω)) , iλ, iσ, v)|2

|P (iλ, iσ)|2
dλΠ (dv) ≡

≡ S1 (σ) . (65)

Доведення. 1) Використовуючи умову I) та формулу (56),
можна отримати рiвнiсть

1

2π

∫ ∞
0

[
Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t, σ) e−iλt

]
=

=
1

2π

Q (C (ξ3 (ω)) , iλ, iσ)

P (iλ, iσ)
,

1

2π

∫ ∞
0

∫
V

[
Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)H (t, σ) e−iλt

]
Π (dv) =

=
1

2π

∫
V

Q (D (ξ4 (ω)) , iλ, iσ, v)

P (iλ, iσ)
Π (dv)

та, взявши E
{
|•|2
}
вiд лiвої та правої частини вищезгаданих

рiвностей, отримаємо твердження (62), (64).
Для доведення (63), (65) застосуємо теорему Планшереля

[1]:
‖Q (C (ξ3 (ω)) , dt, iσ)H (t, σ)‖2

L2(0,∞)
=

=
1

2π

∫ +∞

−∞

|Q (C (ξ3 (ω)) , iλ, iσ)|2

|P (iλ, iσ)|2
dλ,∫

V

Q (D (ξ4 (ω)) , dt, iσ, v)H (t, σ) Π (dv) =
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=
1

2π

∫
V

∫ +∞

−∞

|Q (D (ξ4 (ω)) , iλ, iσ, v)|2

|P (iλ, iσ)|2
dλΠ (dv) ,

взявши E
{
|•|2
}
вiд лiвої та правої частини вищезгаданих рiв-

ностей, отримаємо S (σ) , S1 (σ) у (63), (65).
Теорема 6.2.2. Нехай виконуються умови теореми 6.2.1.

Тодi:

1. Якщо sup
σ
S (σ) < 1, тодi lim

t→∞
EU (t) = 0, де

U (t, x, ω) ≡ Q

(
R (ξ (ω)) ,

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x, ω)

для довiльної дiйснозначної матрицi R;

2. Якщо S (σ) > 1 на множинi Λ мiри Лебега, тодi
lim
t→∞

EU (t) = +∞.

Доведення. Спочатку зауважимо, що з нерiвностi (58),
внаслiдок прямування до нуля додатного ядра при t → +∞,
випливає, що z (t, σ) прямує до нуля при S (σ) < 1, σ 6= 0.

Якщо в (64) виконується нерiвнiсть S (σ) < 1, тодi легко
бачити прямування до нуля при t → +∞, модуля перетво-
рення Фур’є U (t, x, ω) при довiльнiй дiйснозначнiй матрицi
R (x) ,∀x ∈ R1 [19]. При цьому прямування є рiвномiрним вiд-
носно σ, якщо sup

σ
S (σ) < 1. Залишилося перейти до границi

пiд знаком iнтеграла Лебега i перша частина теореми 6.2.2
доведена.

Для доведення другої частини теореми 6.2.2 достатньо до-
вести, що lim

t→∞

∫ +∞
−∞ z (t, σ) dσ =∞, оскiльки має мiсце (64).

Дiйсно, нехай S (σ) > 1 на множинi Λ додатної мiри Лебега,
тодi lim

t→+∞
z (t, σ) = +∞, оскiльки z (t, σ) > 0. Теорема 6.2.2

доведена.
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6.2.4. Задача втрати стiйкостi стрижня

У працi [12] дослiджується поведiнка стрижня, на який дiє
“бiлий шум”. Математичною моделлю цього процесу будемо
вважати стохастичне диференцiальне рiвняння в частинних
похiдних з похiдною вiд вiнерового процесу, яку тлумачимо
як формальний запис, оскiльки вона не iснує в жоднiй точцi
з iмовiрнiстю одиниця, а в узагальненому розумiннi похiдна
вiнерового процесу – це нормальний “бiлий шум” (див. [20]), а
саме
∂4u

∂x4
−a (ξ1 (ω))

∂2u

∂x2
+b (ξ2 (ω))

∂2u

∂t2
−c (ξ3 (ω))

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

dw(t, ω)

dt
,

(66)
з початковими умовами

u (0, x) = f1 (x) ,
∂u (0, x)

∂t
= f2 (x) (67)

та крайовими умовами

u (t, 0) = u (t, l) =
∂u (t, 0)

∂x
=
∂u (t, l)

∂x
=
∂2u (t, 0)

∂x2
=
∂2u (t, l)

∂x2
= 0.

(68)
Тут a (ξ1 (ω)) > 0, b (ξ2 (ω)) > 0, c (ξ3 (ω)) > 0 з iмовiрнiстю
1. Пiд функцiєю u (t, x, ω) розумiємо випадкову функцiю, що
не має розривiв 2-го роду,тобто iнтегровна в розумiннi пун-
кту 1. Аналогiчно до дискретного випадку [3] визначають ста-
тистичний запас стiйкостi S2

a за параметром a (x) , ∀x ∈ R1,
як найбiльш допустиму iнтенсивнiсть процесiв з взаємно не-
залежними значеннями, при якiй система стiйка в l.i.m., тобто
розв’язок стабiлiзується до нуля.

Тодi можна обчислити статистичний запас стiйкостi [17]
Sk1k2 системи (66)–(68)

Sk1k2 ≡
m∑
k=0

ak1k2 (ξ (ω))
∂ku (t, x)

∂tk1∂xk2
(69)

за параметрами ak1k2 (ξ1 (ω)), k = k1 + k2.
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Якщо позначити P (λ, σ, ω) ≡
∑m

k=0 ak1k2 (ξ1 (ω))λk1 (iσ)k2 ,
тодi статистичний запас стiйкостi Sk1k2 (x) системи обчислює-
ться за формулою

Sk1k2 (x) ≡

[
sup
σ

1

2π

∫ +∞

−∞

|λ|k1 |σ|k2

|P (iλ, σ, x)|
dλ

]−1

. (70)

Використовуючи вищенаведене твердження (69), (70), зна-
йдено [9] статистичний запас стiйкостi S (x) за параметрами
a (x) , b (x) , c (x) системи (66)–(68):

S (x) ≡
[
sup
σ

1

2π

∫ +∞

−∞

σ2dλ

(σ4 + a (x)σ2 − b (x)λ2)2 + c (x)2 λ2

]−1

=

= 2a (x) c (x) , ∀x ∈ R1.

Отже, система (66)–(68) є стiйкою в середньому квадрати-
чному, S (x) > ε2, ∀x ∈ R1.

Нехай на систему (66)–(68) дiють зовнiшнi випадковi “збу-
рення” типу ξ (ω) на праву частину СДРзЧП (66). Ця ситуа-
цiя може виникнути, якщо система розташована на платфор-
мi, рух якої диктується зовнiшними збуреннями ϕi (ξ (ω)) , i =
1, 2. Тодi (66) буде мати вигляд

∂4u

∂x4
− a∂

2u

∂x2
+ b

∂2u

∂t2
− c∂u

∂t
= ϕ1 (ξ (ω))

∂2u

∂x2

dw(t, ω)

dt
. (71)

Використовуючи означення статистичного запасу стiйкостi
для системи (71), (67), (68), маємо

S (ϕi) ≡
[
E
{
|ϕi (ξ)|2

}
sup
σ

1

2π

∫ +∞

−∞

σ2dλ

(σ4 + aσ2 − bλ2)2 + c2λ2

]−1

=

= E
{
|ϕi (ξ)|2

}
2ac.
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Застосовуючи достатнi умови асимптотичної стiйкостi в
l.i.m. теореми 2, приходимо до висновку, що система (71), (67),
(68) є стiйкою в l.i.m., якщо

E
{
ϕ2

1 (ξ (ω))
}

2ac < 1, (72)

та нестiйкою в l.i.m., якщо помiняти знак на протилежний.
Нехай ϕ2 (ξ (ω)) ≡ 0, ϕ1 (ξ (ω)) ≡ ϕ (ξ (ω)); ξ (ω) має закон

розподiлу P {ω : ξ ≡ 1} = P {ω : ξ = −1} = 1
2
та ϕ (ξ (ω)) ≡

ξ (ω). Тодi E {ξ} = 0, D {ξ} = 1 й умова збiгається з умовою
(72).

Нехай ϕ2 (ξ (ω)) ≡ 0, ϕ1 (ξ (ω)) ≡ ϕ (ξ (ω)). Якщо в
якостi закону розподiлу ξ (ω) вибрати пуассоновий закон
P {ω : ξ = k} = λk

k!
e−λ та ϕ (ξ) = ξ, тодi Eξ = Dξ = λ. От-

же, умова стiйкостi в l.i.m. системи (71), (67), (68) буде мати
вигляд 2acλ < 1, а нестiйкостi, вiдповiдно, 2acλ > 1.

Висновок. Запропонована в данiй роботi стохастична мо-
дель складних систем, є спробою врахування в повному обсязi
випадковостей при дослiдженнi реальних процесiв, що опису-
ються диференцiальними рiвняннями в частинних похiдних, у
правiй частинi яких враховуються не тiльки дифузiйнi збуре-
ння типу броунiвського процесу [5,10,18,19], але й випадковi
збурення iнших типiв.
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ннями Iто-Скорохода, iнтегро-функцiональними рiвняннями
Iто-Скорохода-Вольтерри.

Опублiкував у наукових виданнях понад 580 наукових
праць, з яких 5 монографiй, понад 150 статей у мiжнаро-
дних журналах, понад 30 пiдручникiв, навчальних посiбни-
кiв, навчально-методичних праць для студентiв математично-
го факультету, факультету математики та iнформатики, фа-
культету комп’ютерних наук ЧНУ.

В.К. Ясинський керував бiльше нiж 20 грантовими
науково-дослiдними i госпдоговiрними темами. Пiд його ке-
рiвництвом захищено 12 кандидатських дисертацiй та одна
докторська.

Активно працює в областi стiйкостi, оптимiзацiї та ста-
бiлiзацiї стохастичних диференцiальних, диференцiально-
рiзницевих та диференцiально-функцiональних рiвнянь пiд
впливом зовнiшних збурень на системи, що описуються цими
рiвняннями.

Лауреат обласної педагогiчної премiї iменi Юрiя Федько-
вича (2002 р.).

У 2009 р. Ясинського В.К. нагороджено Почесною Грамо-
тою Мiнiстерства освiти i науки України.

Академiк Академiї наук вищої школи України з 2009 р.
У 2015 р. В.К. Ясинському оголошено подяку вiд мiського

голови м.Чернiвцi Каспрука О.П.
Проживає в Канадi з 2018 року.Cop
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Юрченко Iгор Валерiйович — кандидат фiз.-мат. наук,
доцент.

Web-сторiнка:
http://matmod.fmi.org.ua/pro-kafedru/spivrobitnyky/yurchenko-

igor-valeriyovich/
ZentrablattMATH:
https://zbmath.org/authors/?q=ai:yurchenko.i-v
Google Scholar:
http://scholar.google.com.ua/citations?user=yEBtORQAAAAJ
ORCID ID: www.orcid.org/0000-0001-9929-5758
Researcher ID: www.researcherid.com/rid/B-9321-2016
SCOPUS Author ID: 23096632000
Народився 6 серпня 1971 р. в м. Чернiвцi. Закiнчив сере-

дню школу №5 м. Чернiвцi (1988 р.) iз золотою медаллю, мате-
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матичний факультет (кафедра математичних проблем управ-
лiння та кiбернетики, спецiальнiсть – прикладна математика,
1993 р.) Чернiвецького державного унiверситету (ЧДУ) iз чер-
воним дипломом i аспiрантуру при цьому унiверситетi (кафе-
дра математичного моделювання, науковий керiвник – доктор
фiз.-мат. наук, професор Ясинський В.К., 1995 р.).

Кандидатську дисертацiю ”Математичнi методи дослiдже-
ння стiйкостi у стохастичному моделюваннi динамiчних си-
стем з пiслядiєю” (спецiальнiсть 01.05.02 — математичне моде-
лювання та обчислювальнi методи в наукових дослiдженнях)
захистив 24 червня 1995 р. на засiданнi спецiалiзованої вченої
ради в ЧДУ (науковий керiвник — доктор фiз.-мат. наук, про-
фесор В.К. Ясинський; офiцiйнi опоненти: доктори фiз.-мат.
наук, старшi науковi спiвробiтники М.В. Андрєєв i Р.В. Бо-
брик; провiдна установа – Київський нацiональний унiверси-
тет iменi Тараса Шевченка).

З 1 липня 1995 р. працював асистентом кафедри матема-
тичного моделювання ЧДУ. У 2001 р. перейшов на новоство-
рену кафедру математичної i прикладної статистики. У 2002-
2012 рр. працював на посадi доцента кафедри МiПС, у 2012-
2017 рр. — доцент кафедри САСФМ. З 2017 р. працює до-
центом кафедри математичного моделювання Чернiвецького
нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича.

На кафедрi САСФМ забезпечував читання таких навчаль-
них дисциплiн: “Iнформатика та програмування”, “Практи-
кум на ЕОМ”, “Програмне забезпечення обчислювальних си-
стем”, “Прикладний статистичний аналiз”, “Комп’ютерна ста-
тистика”, “Стохастичне прогнозування”, “Прийняття рiшень
у соцiально-економiчних системах”, вiдповiдав за проведення
виробничої та педагогiчної практики студентiв, що спецiалiзу-
валися на кафедрi САСФМ.

На кафедрi математичного моделювання забезпечує чита-
ння навчальних дисциплiн “Спецiалiзованi мови програмува-
ння”, “Алгоритми та структури даних”, “Теорiя ймовiрностей”,
“Системи штучного iнтелекту”, “Основи теорiї систем”, “Про-
грамнi засоби в системному аналiзi”.

Опублiкував бiльше 100 наукових та методичних праць, се-

Cop
yri

gh
t Я
си
нс
ьки
й Ю

рч
ен
ко



252

ред яких 3 монографiї, 11 навчальних посiбникiв, 26 наукових
статей, 15 навчально-методичних вказiвок. Брав участь бiль-
ше нiж у 50 наукових конференцiях, входив до складу оргко-
мiтету двох мiжнародних конференцiй.

Нагороджений почесною грамотою Чернiвецької мiської
ради у 2013 роцi.
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