
Присвячується пам’ятi Маслюченка Володимира Кириловича – мого
вчителя i наукового керiвника

3



Змiст

Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1 ФУНКЦIЇ ДВОХ ДIЙСНИХ ЗМIННИХ 10
1.1 Приклади розривних нарiзно неперервних функцiй . . . . . 10

1.1.1 Функцiя Шварца . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.2 Функцiя Юнґiв з однiєю точкою розриву . . . . . . . 12
1.1.3 Функцiя Юнґiв з замкненою нiде не щiльною

множиною точок розриву на прямiй . . . . . . . . . . 14
1.1.4 Функцiя Юнґiв зi скрiзь континуальною множиною

точкою розриву . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2 Теорема Бера про необхiднi умови на множину точок розриву 19

1.2.1 Властивостi замкнених пiдмножин прямокутника зi
щiльною проекцiєю . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2.2 Напiвнеперервнi функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.2.3 Верхня i нижня граничнi функцiї Бера та коливання 26
1.2.4 Функцiя ασ та її напiвнеперервнiсть зверху . . . . . . 29
1.2.5 Необхiднi умови на множину точок розриву . . . . . 31

1.3 Теорема Кешнера про достатнi умови на множину точок
розриву . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.3.1 Спадкова сепарабельнiсть простору R2 . . . . . . . . 35
1.3.2 Майже неперетиннi квадрати i вiдкритi множини на

площинi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.3.3 Випадок замкненої проективно нiде не щiльної

множини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
1.3.4 Опис множини точок розриву нарiзно неперервних

функцiй двох дiйсних змiнних . . . . . . . . . . . . . . 43

4



1.4 Заключнi зауваження до роздiлу 1 . . . . . . . . . . . . . . . 48

2 ФУНКЦIЇ НА ДОБУТКУ ДВОХ СЕПАРАБЕЛЬНИХ
МЕТРИЗОВНИХ ПРОСТОРIВ 49
2.1 Теорема Гана про необхiднi умови на множину точок розриву 49

2.1.1 Рiвномiрна неперервнiсть функцiй на метричних
компактах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.1.2 Беровiсть i повнометризовнi простори . . . . . . . . . 52
2.1.3 Необхiднi умови для функцiй на добутку

метризовних компактiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.2 Теорема Фейока про необхiднi умови на множину точок

розриву . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
2.2.1 Граничнi множини i точки неперервностi . . . . . . . 57
2.2.2 Необхiднi умови для функцiй на добутку

сепарабельних метризовних просторiв . . . . . . . . . 59
2.3 Метод Брекенрiджа i Нiшiури розв’язання оберненої задачi 62

2.3.1 Мiнiмальнi ε-сiтки в метричних просторах . . . . . . 62
2.3.2 Наближення множин в метричних просторах . . . . . 64
2.3.3 Теорема Брекенрiджа-Нiшiури та її наслiдки . . . . . 66

2.4 Метод Кальбрi-Труалiка розв’язання прямої задачi . . . . . 69
2.4.1 Множина точок неперервностi напiвнеперерної функцiї 69
2.4.2 Асоцiйованi вiдображення та їх властивостi . . . . . . 71
2.4.3 Теорема Кальбрi-Труалiка . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.5 Заключнi зауваження до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . 76

3 ФУНКЦIЇ НА ДОБУТКУ ДВОХ МЕТРИЗОВНИХ
ПРОСТОРIВ 77
3.1 Приклади нарiзно неперервних функцiй з масивною

проекцiєю множини точок розриву . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.1.1 Приклад Д.Брауна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.1.2 Приклад В.Маслюченка . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.2 Локально скiнченнi покриття i теорема Стоуна . . . . . . . . 82
3.2.1 Локально скiнченнi системи та сiм’ї множин . . . . . 82
3.2.2 Теорема Стоуна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.3 Необхiднi умови на множину точок розриву . . . . . . . . . . 88
3.3.1 Локальна проективна властивiсть множини точок

розриву . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.3.2 Необхiднi умови . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

3.4 Повний опис множини точок розриву . . . . . . . . . . . . . 92
3.4.1 Зв’язок мiж локальними проективними

властивостями множин . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
3.4.2 Рiвномiрнi границi i локально скiнченнi суми нарiзно

неперервних i напiвнеперервних функцiй . . . . . . . 96

5



3.4.3 Характеризацiя множини точок розриву . . . . . . . 98
3.5 Заключнi зауваження до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . 102

4 НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ НА ДОБУТКУ
ПРОСТОРIВ-ДОБУТКIВ 103
4.1 Лема Шанiна та її застосування . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

4.1.1 Максимальнi B-вiяла . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
4.1.2 Один варiант леми Шанiна . . . . . . . . . . . . . . . 106
4.1.3 Калiбр добутку сепарабельних просторiв . . . . . . . 107

4.2 Залежнiсть функцiй на добутках вiд злiченної кiлькостi
координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.2.1 Найменша множина зосередженостi неперервної

функцiї на добутку . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
4.2.2 Залежнiсть неперервних функцiй . . . . . . . . . . . . 113
4.2.3 Залежнiсть нарiзно неперервних функцiй . . . . . . . 116

4.3 Характеризацiя множини точок розриву . . . . . . . . . . . . 119
4.3.1 Вiдкритi вiдображення i вiдображення звуження . . . 119
4.3.2 Основний результат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4.4 Заключнi зауваження до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . 124

5 НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ З МАЛИМИ
РОЗРИВАМИ 125
5.1 Сукупно неперервнi нарiзно неперервнi функцiї . . . . . . . 126

5.1.1 Неперервнi функцiї на P -просторах . . . . . . . . . . 126
5.1.2 Теорема Генрiксена-Вудса . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.2 Функцiї на добутку двох компактiв . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.2.1 Достатнi умови . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
5.2.2 Досконалi вiдображення . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
5.2.3 Характеризацiя одноточкових розривiв . . . . . . . . 133

5.3 Одноточковi розриви типу Gδ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
5.3.1 Достатнi умови для просторiв спецiального вигляду . 137
5.3.2 Необхiднi умови . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
5.3.3 Загальний випадок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

5.4 Заключнi зауваження до роздiлу 5 . . . . . . . . . . . . . . . 150
Вiдкритi питання . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

Лiтература 152

6



ВСТУП

Для функцiй на абстрактних просторах, як i для функцiй числового
аргументу, природний iнтерес викликають властивостi, дещо слабшi
неперервностi, але тiсно пов’язанi з нею. Однiєю з таких властивостей є
нарiзна неперервнiсть функцiй багатьох змiнних, тобто неперервнiсть цих
функцiй вiдносно кожної змiнної зокрема. Вiдомо, що нарiзно неперервне
вiдображення не обов’язково є неперервним за сукупнiстю змiнних.
Хрестоматiйним прикладом такого вiдображення є функцiя Шварца
f : R2 → R, для якої f(0, 0) = 0 i f(x, y) = 2xy

x2+y2 в рештi точок. У зв’язку з
цим виникло природне питання, яке називають також задачею Дiнi: якою
може бути множина точок розриву нарiзно неперервного вiдображення?

Пiд розв’язанням задачi Дiнi для нарiзно неперервних вiдображень
на добутку деяких просторiв ми розумiємо встановлення повного опису
множин точок розриву таких вiдображень. Зрозумiло, що це розбиває
задачу Дiнi на двi частини: пряму задачу теорiї нарiзно неперервних
вiдображень, розв’язання якої полягає у встановленнi необхiдних умов
на множину точок розриву, i обернену задачу теорiї нарiзно неперервних
вiдображень, розв’язання якої дає достатнi умови на множину точок
розриву нарiзно неперервного вiдображення.

Початком розв’язання цих задач для функцiй дiйсних змiнних слiд
вважати дослiдження Р. Бера, якi разом з iншими, близькими за
тематикою результатами увiйшли до його вiдомої дисертацiйної роботи
1899 року. Дисертацiя Бера є потужною i багатогранною працею,
яка наповнена глибокими i нетривiальними результатами, що стали
вiдправною точкою для подальших дослiджень рiзних напрямкiв загальної
теорiї функцiй, i мiстить новi важливi поняття, якi у майбутньому стали
звичним iнструментом для вивчення властивостей функцiй.

Дослiдження прямої i оберненої задач теорiї нарiзно неперервних
функцiй виявилося досить цiкавою i популярною тематикою. Починаючи
з Бера, вона привернула i продовжує привертати увагу багатьох
математикiв вiд початку ХХ столiття i до наших днiв. Г. Ган, Р. Кешнер,
I. Намiока, М. Талаґран, Ж. Кальбрi, Ж.-П. Труалiк, Р. Христенсен,
Ж. Сан-Ремо, Ґ. Дебс, Дж. Брекенрiдж, Т. Нiшiура, З. Пiотровський,
А. Бузiад, Д.Бурк, Р. Поль, Т. Банах, П. Кендеров, В. Мурс та iншi – це
далеко не повний список тих, хто займався дослiдженням множини точок
розриву нарiзно неперервних вiдображень в тому чи iншому напрямку.

Починаючи з 80-х рокiв XX столiття за iнiцiативи i пiд керiвництвом
В. Маслюченка дослiдження нарiзно неперервних вiдображень та їх
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аналогiв стали активно проводитись у Чернiвецькому унiверситетi. На
сьогоднiшнiй день там сформувалася потужна математична група, яка
зробила вагомий внесок, як у розвиток всiєї теорiй нарiзно неперервних
вiдображень, так i у розв’язання прямої i оберненої задач.

Бiльш, нiж столiтня iсторiя розв’язування задачi Дiнi, з одного боку,
наповнена глибокими нетривiальними результатами, як-от, наприклад,
теорема Намiоки, рiзноманiтнi узагальнення i застосування якої давно
уже сформувались в окремий напрямок дослiджень, а з iншого – мiстить
цiле розмаїття рiзних методiв та оригiнальних iдей, якi часом виникали
при незалежних доведеннях одного i того ж результату. Незважаючи на
це, теорем, якi повнiстю характеризують множину точок розриву нарiзно
неперервних вiдображень на добутку просторiв з певного класу, не так
уже й багато i вони дають лише не дуже далекий вихiд за межi випадку
добутку метризовних просторiв. Це, зокрема, вказує на те, що подальший
розвиток даних дослiджень, крiм досконалого володiння сучасними
методами, якi уже дiстали свою реалiзацiю i стали традицiйними для даної
тематики, вимагає також нових пiдходiв та свiжих iдей.

Метою цiєї працi є впорядкований виклад всiх одержаних на
сьогоднiшнiй день характеристичних теорем про множину точок
розриву нарiзно неперервних функцiй двох змiнних, даючи при
цьому iсторичну картину розвитку даного напрямку теорiї нарiзно
неперервних вiдображень i його сучасний стан. За своїм стилем
поданий матерiал є цiлком доступним для студентiв-математикiв старших
курсiв, позаяк його якiсне усвiдомлення не вимагає вiд читача надто
глибоких знань, якi виходять за межi стандартних курсiв топологiї,
математичного i функцiонального аналiзу. Дана праця орiєнтована на
широке коло науковцiв: починаючи з математикiв-початкiвцiв, для яких
її опрацювання може послужити добрим стартовим майданчиком для
подальших наукових звершень, i завершуючи фахiвцями даної тематики,
котрi тут, сподiваємось, також зможуть знайти для себе корисну та цiкаву
iнформацiю.

При викладi матерiалу ми будемо дотримуватись нижченаведених
пiдходiв.
1) Ми аналiзуватимемо лише результати, якi дають можливiсть одержати
характеризацiю тих чи iнших явищ, пов’язаних з задачею Дiнi. А саме, це,
в першу чергу, теореми, якi на добутку певного класу просторiв приводять
до повного опису множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй
або дають необхiднi i достатнi умови на iснування нарiзно неперервних
функцiй з множиною точок розриву спецiального вигляду.
2) Ми розглядатимемо нарiзно неперервнi вiдображення тiльки двох
змiнних. Слiд зауважити, що вiдповiднi результати, якi стосуються
оберненої задачi, нескладно переносяться на випадок вiдображень
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багатьох змiнних (що почасти i зроблено у вiдповiдних роботах), в той час
як "прямi" теореми для узагальнення на випадок n змiнних потребують
бiльш тонких мiркувань i загальнiших результатiв про функцiї двох
змiнних, що, безсумнiвно, заслуговує на окрему розмову.
3) Всi основнi результати ми будемо доводити лише для дiйснозначних
функцiй. Тут причини є дiаметрально протилежними до викладених
у попередньому пунктi, адже розв’язання прямої задачi, зазвичай, без
особливих ускладнень переписуються для вiдображень зi значеннями
у метризовних просторах (це знову ж таки, зроблено у деяких
вiдповiдних роботах), а "оберненi" результати для свого узагальнення на
випадок абстрактного простору значень вимагають накладання на нього
додаткових умов типу лiнiйної зв’язностi.
4) Порядок викладу матерiалу, як за роздiлами, так i за пiдроздiлами в
межах роздiлу, носить хронологiчно-прiоритетний характер. Вiн полягає
в тому, що ми подаємо основнi результати у хронологiчному порядку,
прив’язуючи їх до вiдповiдних авторiв. Такий пiдхiд дає можливiсть чiтко
спостерегти як всi етапи розв’язування задачi Дiнi, так i першовiдкривачiв
того чи iншого явища в межах даної задачi.
5) Подiбний хронологiчно-прiоритетний пiдхiд ми застосовуємо також до
вибору способiв доведень основних результатiв. Не маючи на метi аналiз
всiх методiв мiркувань, що уже дiстали свою реалiзацiю за бiльш, нiж
столiтню iсторiю розвитку даного напрямку дослiджень, ми беремо за
основу хронологiчно перший спосiб доведення вiдповiдного результату i
подаємо його в методично опрацьованому виглядi. При цьому, рухаючись,
звичайно, вiд простiших випадкiв до складнiших, ми акцентуємо увагу на
тiй частинi доведення, яка приводить до нового розв’язання задачi Дiнi.
6) Для збереження повноти iсторичної картини щодо рiзних доведень тих
чи iнших основних результатiв, в кiнцi кожного роздiлу ми помiщаємо
заключнi зауваження, якi, зокрема, мiстять посилання на альтернативнi
доведення, що були одержанi незалежно вiд викладених в основному
текстi.
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Роздiл 1

ФУНКЦIЇ ДВОХ ДIЙСНИХ
ЗМIННИХ

Даний роздiл присвячений викладу розв’язання задачi Дiнi для
нарiзно неперервних функцiй, визначених на добутку двох числових
промiжкiв. Центральне мiсце у цьому розв’язаннi займає випадок
функцiй, визначених на добутку вiдрiзкiв, для якого пряму задачу
розв’язав Р. Бер [2] у 1899 роцi, а обернену – Р. Кешнер [23] у 1943 роцi.

1.1
Приклади розривних нарiзно неперервних

функцiй

Розпочнемо ми з двох класичних прикладiв нарiзно неперервних
функцiй, якi не є неперервними за сукупнiстю змiнних.

1.1.1. Функцiя Шварца. Одним iз перших i добре вiдомим
прикладом нарiзно неперервної функцiї з непорожньою множиною точок
розриву є функцiя Шварца, яку ми розглянемо у даному пунктi.

Для вiдображення f : X × Y → Z i довiльних x ∈ X i y ∈ Y покладемо

fx(y) = fy(x) = f(x, y).
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Вiдображення fx : Y → Z i fy : X → Z називаються вертикальним x-
розрiзом вiдображення f i горизонтальним y-розрiзом вiдображення f
вiдповiдно.

Вiдображення f : X × Y → Z, визначене на добутку топологiчних
просторiв X i Y , i зi значеннями у топологiчному просторi Z називається
нарiзно неперервним, якщо f неперервне вiдносно кожної змiнної зокрема,
тобто для довiльних x ∈ X i y ∈ Y вiдображення fx i fy є неперервними.

Для вiдображення f мiж топологiчними просторами X i Y через C(f)
ми позначаємо множину точок неперервностi вiдображення f , а через D(f)
– множину точок розриву вiдображення f .

Наступну функцiю називають функцiєю Шварца (дивись роботу [39,
с.220] 1872 року).

Приклад 1.1.1. Функцiя f : R2 → R, означена формулою

f(x, y) =

{
2xy

x2+y2 , x2 + y2 6= 0;
0, x2 + y2 = 0,

є нарiзно неперервною i D(f) = {(0, 0)}.
Доведення. Зрозумiло, що функцiя f неперервна на вiдкритiй множинi
R2 \ {(0, 0)} як частка двох неперервних функцiй. Отже, D(f) ⊆ {(0, 0)}.
Звiдси випливає, зокрема, що для довiльних, вiдмiнних вiд нуля точок
x, y ∈ R функцiї fx i fy є неперервними. Крiм того,

f(x, 0) = f(0, y) = 0

для довiльних x, y ∈ R. Тому функцiя f має неперервнi вертикальний 0-
розрiз i горизонтальний 0-розрiз. Отже, функцiя f є нарiзно неперервною.

Залишилось довести, що f розривна в точцi {(0, 0)}. Зауважимо, що
f(x, x) = 1 для кожного x 6= 0. Тепер маємо

f(0, 0) = 0 6= 1 = lim
x→+0

f(x, x),

що i доводить розривнiсть функцiї f в точцi (0, 0).

Зауваження 1.1.2. Зауважимо, що для довiльних точок a, b ∈ R функцiя
fa,b : R2 → R, означена формулою

fa,b(x, y) =

{
2xy

(x−a)2+(y−b)2 , (x, y) 6= (a, b);

0, (x, y) = (a, b),

є нарiзно неперервною i D(fa,b) = {(a, b)}.
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1.1.2. Функцiя Юнґiв з однiєю точкою розриву. У цьому
i двох наступних пунктах ми подамо конструкцiю нарiзно неперервної
функцiї двох дiйсних змiнних, яка має досить масивну множину точок
розриву i, крiм того, є неперервною в кожнiй точцi в кожному напрямку.
Дана побудова була здiйснена В.Г.Юнґом i Ґ.Ч.Юнґ у 1909 роцi в роботi
[45] i складається з кiлькох крокiв. На першому кроцi автори будують
функцiю з одноточковим розривом. Цю побудову ми розглянемо в даному
пунктi.

Функцiя f : R2 → R називається лiнiйно неперервною, якщо звуження
функцiї f на довiльну пряму

p = {(x, y) ∈ R2 : ax + by + c = 0}

є неперервним. Зрозумiло, що кожна лiнiйно неперервна функцiя є нарiзно
неперервною.

Для множини A в топологiчному просторi X через int(A) ми позначаємо
внутрiшнiсть множини A, тобто множину всiх внутрiшнiх точок множини
A, а через A – замикання множини A, тобто множину всiх точок дотику
множини A.

Приклад 1.1.3. Функцiя f : R2 → [0, 1], означена формулою

f(x, y) =





|y|
x2 , 0 < |y| ≤ x2;
x2

|y| , 0 < x2 ≤ |y|;
0, xy = 0,

є лiнiйно неперервною i D(f)={(0,0)}.

Доведення. Розглянемо функцiї g(x, y) = |y|
x2 , h(x, y) = x2

|y| i множини

A = {(x, y) ∈ R2 : |y| < x2},

B = {(x, y) ∈ R2 : |y| > x2}
i

C = {(x, y) ∈ R2 : |y| = x2, x 6= 0}.
Зауважимо, що

R2 = A tB t C t {(0, 0)}.
Спочатку доведемо, що функцiя f неперервна за сукупнiстю змiнних в

кожнiй точцi вiдкритої множини

G = A tB t C = R2 \ {(0, 0)}.
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Оскiльки функцiя f збiгається з неперервною функцiєю g на вiдкритiй
множинi A, то f є неперервною в кожнiй точцi множини A. Аналогiчно,
функцiя f збiгається з неперервною функцiєю h на вiдкритiй множинi B i
тому f є неперервною в кожнiй точцi множини B. Крiм того, для кожної
точки (x, y) ∈ C маємо

f(x, y) = g(x, y) = h(x, y) = 1

i
lim

(u,v)→(x,y)
g(u, v) = g(x, y) = f(x, y) = h(x, y) = lim

(u,v)→(x,y)
h(u, v).

Отже, оскiльки f(u, v) = g(u, v) або f(u, v) = h(u, v) для довiльної точки
(u, v) ∈ G, то

lim
(u,v)→(x,y)

f(u, v) = f(x, y)

i функцiя f неперервна в точцi (x, y). Таким чином, f неперервна в кожнiй
точцi множини G.

Розривнiсть функцiї f в точцi (0, 0) випливає з того, що (0, 0) ∈ C,
f(0, 0) = 0 i f(x, y) = 1 для кожної точки (x, y) ∈ C. Отже, D(f) = {(0, 0)}.

Тепер покажемо, що звуження функцiї f на кожну пряму p ⊆ R2 є
неперервним. Цей факт є очевидним у випадку, коли (0, 0) 6∈ p, адже в
цьому випадку p складається з точок неперервностi функцiї f . Крiм того,

f(x, 0) = f(0, y) = 0

для довiльних x, y ∈ R. Тому звуження функцiї f на горизонтальну
i вертикальну прямi, що проходять через точку (0, 0), є неперервними.
Отже, залишилось розглянути випадок, коли

p = {(x, y) ∈ R2 : y = kx},
де k 6= 0, причому, як i ранiше, достатньо перевiрити неперервнiсть
звуження в точцi (0, 0). Зафiксуємо ε ∈ (0, 1). Множина

U = {(x, y) ∈ p : |x| < |k| · ε}
є вiдкритим околом точки (0, 0) на прямiй p, причому

x2 = |x| · |y||k| ≤ |k| · ε · |y||k| = ε · |y| ≤ |y|

для кожної точки (x, y) ∈ U , тобто U ⊆ B t {(0, 0)}. Тепер для кожної
точки (x, y) ∈ U \ {(0, 0)} маємо

|f(x, y)− f(0, 0)| = h(x, y) = x2

|y| = x2

|kx| = |x|
|k| < |k|·ε

|k| = ε.

Отже, звуження функцiї f на пряму p неперервне в точцi (0, 0).
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1.1.3. Функцiя Юнґiв з замкненою нiде не щiльною
множиною точок розриву на прямiй. У даному пунктi
ми розглянемо наступний крок конструкцiї Юнґiв, який полягає у
побудовi лiнiйно неперервної функцiї з даною досконалою нiде не
щiльною множиною точок розриву, яка лежить на осi OX. Зауважимо,
що умова досконалостi вiдповiдної множини у самiй конструкцiї не
використовується, тому ми подамо результат Юнґiв у загальнiшiй
редакцiї, тобто без умови досконалостi множини точок розриву.

Для непорожньої пiдмножини A метричного простору (X, d) i точки
x ∈ X через d(x, A) ми позначаємо вiдстань вiд точки x до множини A,
тобто

d(x,A) = inf{d(x, a) : a ∈ A}.
Ми будемо використовувати наступнi добре вiдомi властивостi вiдстанi вiд
точки до множини (дивись [48, с. 218]).

Твердження 1.1.4. Нехай (X, d) – метричний простiр, A ⊆ X –
непорожня множина i b ∈ X. Тодi

1) функцiя f : X → R, f(x) = d(x,A), неперервна;

2) d(b, A) = 0 тодi i тiльки тодi, коли b ∈ A.

Доведення. 1). Вiзьмемо довiльнi точки x, y ∈ X i a ∈ A. З нерiвностi
трикутника для метрики d i означення d(x,A) випливає наступна оцiнка

d(x,A)− d(y, a) ≤ d(x, a)− d(y, a) ≤ d(x, y).

Тепер, перейшовши в нерiвностi d(x, A) − d(y, a) ≤ d(x, y) до iнфнiмума
при a ∈ A, одержимо

d(x,A)− d(y,A) ≤ d(x, y).

Аналогiчно,
d(y,A)− d(x,A) ≤ d(x, y).

Отже,
|d(x, A)− d(y, A)| ≤ d(x, y)

для довiльних x, y ∈ A. Звiдси легко випливає неперервнiсть функцiї f .
2). Достатньо зауважити, що кожна з умов d(b, A) = 0 i b ∈ A

рiвносильна iснуванню послiдовностi (an)∞n=1 точок an ∈ A такої, що
lim

n→∞
d(b, an) = 0.
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Нагадаємо, що множина A в топологiчному просторi X називається
нiде не щiльною, якщо для довiльної вiдкритої в X непорожньої множини
G iснує вiдкрита в X непорожня множина U така, що U ⊆ G \A.

Наступний приклад є другим кроком у конструкцiї Юнґiв.

Приклад 1.1.5. Нехай A ⊆ R – замкнена нiде не щiльна множина. Тодi
функцiя f : R2 → [0, 1], означена формулою

f(x, y) =





|y|
d(x,A)2 , 0 < |y| ≤ d(x,A)2;
d(x,A)2

|y| , 0 < d(x,A)2 ≤ |y|;
0, d(x,A)2 · y = 0.

є лiнiйно неперервною i D(f) = A× {0}.
Доведення. Нехай g : R2 → [0, 1] – функцiя з прикладу 1.1.3. Тодi функцiю
f можна подати у виглядi

f(x, y) = g(d(x, A), y).

Розглянемо точку (x0, y0) 6∈ A × {0}. Оскiльки (d(x0, A), y0) 6= (0, 0), то
згiдно з прикладом 1.1.3 функцiя g неперервна в точцi (d(x0, A), y0). Крiм
того, функцiя d неперервна в точцi x0. Тому функцiя f неперервна в точцi
(x0, y0) як композицiя неперервних функцiй. Отже, D(f) ⊆ A× {0}.

Вiзьмемо довiльну точку a ∈ A i покажемо, що f розривна в точцi (a, 0).
Зауважимо, що f(a, 0) = 0. Достатньо довести, що в довiльному околi
точки (a, 0) можна вибрати точку (x, y) таку, що f(x, y) = 1. Розглянемо
довiльний базисний окiл W = U × V, де

U = (a− ε, a + ε) i V = (−ε, ε),

точки (a, 0). Оскiльки множина A нiде не щiльна, то можна вибрати точку
b ∈ (a, a + ε) \ A. Зауважимо, що при цьому s = d(b, A) > 0. Виберемо
довiльну точку y ∈ V таку, що 0 < y < s2, тобто 0 <

√
y < s. До

неперервної функцiї h(x) = d(x,A) на вiдрiзку [a, b] застосуємо теорему
про промiжне значення i одержимо, що iснує точка c ∈ (a, b) така, що
h(c) =

√
y, тобто d(c, A)2 = y. Тепер маємо (c, y) ∈ W i f(c, y) = 1. Отже,

функцiя f розривна в точцi (a, 0) i D(f) = A× {0}.
Тепер покажемо, що звуження функцiї f на кожну пряму p ⊆ R2 є

неперервним. Мiркуватимемо аналогiчно, як у попередньому прикладi.
Зрозумiло, що звуження функцiї f на пряму p, яка складається з точок
сукупної неперервностi функцiї f , є неперервним. Крiм того,

f(x, 0) = f(a, y) = 0

15



для довiльних a ∈ A i x, y ∈ R. Тому звуження функцiї f горизонтальну
i всi вертикальнi прямi, що проходять через точки (a, 0) ∈ A × {0}, є
неперервними. Отже, залишилось розглянути випадок, коли

p = {(x, y) ∈ R2 : y = k(x− a)},

де k 6= 0 i a ∈ A, причому, як i ранiше, достатньо перевiрити неперервнiсть
звуження в точцi (a, 0). Зафiксуємо ε ∈ (0, 1). Множина

U = {(x, y) ∈ p : |x− a| < |k| · ε}

є вiдкритим околом точки (a, 0) на прямiй p. Вiзьмемо довiльну точку
(x, y) ∈ U . Якщо d(x,A) = 0, то f(x, y) = 0 < ε. Якщо ж d(x,A) > 0, то

0 < d(x, A)2 ≤ |x− a|2 = |x− a| · |y||k| ≤ |k| · ε · |y||k| = ε · |y| ≤ |y|

i згiдно з означенням функцiї f одержуємо

f(x, y) = d(x,A)2

|y| ≤ (x−a)2

|k(x−a)| = |x−a|
|k| < |k|·ε

|k| = ε.

Отже, так чи iнакше, для кожної точки (x, y) ∈ U маємо

|f(x, y)− f(a, 0)| = f(x, y) < ε.

Таким чином, звуження функцiї f на пряму p неперервне в точцi (a, 0).

1.1.4. Функцiя Юнґiв зi скрiзь континуальною
множиною точкою розриву. В даному пунктi ми викладемо
завершальний крок побудови Юнґiв у дещо загальнiшiй редакцiї, який
дає лiнiйно неперервну функцiю зi скрiзь континуальною множиною
точкою розриву.

Точка x в топологiчному просторi X називається iзольованою точкою,
якщо множина {x} є околом точки x в просторi X.

Замкнена пiдмножина A топологiчного простору X, яка не має
iзольованих точок, називається досконалою. Добре вiдомо (дивись,
наприклад, [71, с. 51] або [22, Corollary 6.3]), що кожна непорожня
досконала пiдмножина числової прямої R має потужнiсть континуум, де
котинуум – це потужнiсть c множини R всiх дiйсних чисел.

Теорема 1.1.6. Iснує лiнiйно неперервна функцiя f : R2 → [0, 1] така, що
для довiльної непорожньої вiдкритої множини G ⊆ R2 множина D(f)∩G
має потужнiсть континуум.
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Доведення. Нехай
Q = {qn : n ∈ N},

причому qn 6= qm для рiзних n,m ∈ N. Для кожної замкненої нiде не
щiльної множини A ⊆ R позначимо через fA функцiю fA : R2 → [0, 1] з
прикладу 1.1.5. Крiм того, для кожної замкненої нiде не щiльної множини
A ⊆ R позначимо

r(A) = sup{b− a : [a, b] ⊆ R \A}.
Зауважимо, що для кожного дiйсного числа r > 0 легко побудувати
досконалу нiде не щiльну множину A таку, що r(A) = r. Таку побудову
можна здiйснити, наприклад, так: послiдовно вибираємо послiдовнiсть

неперетинних вiдрiзкiв In довжини r
2n так, щоб множина

∞⋃
n=1

In була всюди

щiльною, i означаємо A = R \
∞⋃

n=1
int(In).

Вiзьмемо довiльну послiдовнiсть (An)∞n=1 досконалих нiде не щiльних
множин An таких, що lim

n→∞
r(An) = 0 i покажемо, що функцiя

f : R2 → [0, 1], означена формулою

f(x, y) =
∞∑

n=1

1
2n fAn

(x, y − qn),

є шуканою.
Зрозумiло, що функцiя f є лiнiйно неперервною, як сума рiвномiрно

збiжного ряду, складеного з лiнiйно неперервних функцiй.
Доведемо рiвнiсть

D(f) =
∞⋃

n=1

An × {qn}.

Зауважимо, що згiдно з прикладом 1.1.5,

D(fAn) = An × {qn}

для кожного n ∈ N. Тому для кожної точки (x, y) 6∈
∞⋃

n=1
An×{qn}функцiя f

є неперервною в точцi (x, y), як сума рiвномiрно збiжного ряду, складеного
з неперервних в цiй точцi функцiй. Отже,

D(f) ⊆
∞⋃

n=1

An × {qn}.

Тепер зафiксуємо n ∈ N i розiб’ємо функцiю f на два доданки

f(x, y) =
∞∑

k 6=n

1
2k fAk

(x, y − qk) + 1
2n fAn(x, y − qn).
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Оскiльки всi числа qk – рiзнi, то перший доданок є неперервним у всiх
точках множини An × {qn}, адже вiн є сумою рiвномiрно збiжного ряду,
складеного з неперервних в цих точках функцiй. А другий доданок –
розривний у всiх точках множини An×{qn}. Тому i функцiя f є розривною
у всiх точках множини An × {qn}. Таким чином, An × {qn} ⊆ D(f).

Отже,
∞⋃

n=1

An × {qn} ⊆ D(f)

i рiвнiсть доведена.
Залишилось переконатись, що для довiльної непорожньої вiдкритої

множини G ⊆ R2 перетин D(f) ∩G має потужнiсть континуум. Спочатку
виберемо вiдкритi iнтервали U, V ⊆ R такi, що U × V ⊆ G. Далi знайдемо
такий номер n, що qn ∈ V i число r(An) є меншим, нiж довжина iнтервала
U . У щiльнiй в U множинi U \ An виберемо точки a, b ∈ U \ An так, що
b− a > r(An). Тодi множина A = [a, b] ∩ An є непорожньою i досконалою.
Тому її потужнiсть дорiвнює континууму. Залишилось зазначити,що

A× {qn} ⊆ D(f) ∩G.

Зауваження 1.1.7. Зазначимо, що в первiснiй роботi [45] автори
здiйснили дещо слабшу конструкцiю, нiж у теоремi 1.1.6. В ролi множини
{qn : n ∈ N} вони розглядали множину всiх двiйково-рацiональних чисел
qn = m

2k ∈ [0, 1], де m – непарне число i k ∈ N. А в ролi вiдповiдної
множин An вони вибирали нiде не щiльну досконалу пiдмножину
вiдрiзка [0, 1], яка будується аналогiчно до класичної канторової множини
C шляхом послiдовного викидання все менших i менших серединних
iнтервалiв, починаючи з iнтервала (1

2 − 1
2·3m , 1

2 + 1
2·3m ). В результатi

автори побудували лiнiйно неперервну функцiю, множина точок розриву
якої має континуальний перетин з довiльною непорожньою вiдкритою
пiдмножиною одиничного квадрата [0, 1]2.
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1.2
Теорема Бера про необхiднi умови на множину

точок розриву

У даному пiдроздiлi ми доведемо результат Бера [2, c. 94], який
дає необхiднi умови на множину точок розриву нарiзно неперервної
функцiї, визначеної на добутку двох вiдрiзкiв, звiдки, зокрема, випливає
аналогiчний результат i для функцiй, визначених на добутку довiльних
промiжкiв. Цiннiсть пiдходу Бера до розв’язання прямої задачi полягає
ще й в тому, що вiн базується на уведених ним поняттях напiвнеперервної
функцiї та верхньої i нижньої граничних функцiй, якi в подальшому
дiстали широке застосування у загальнiй теорiї функцiй i стали
фундаментальними. З огляду на це, зберiгаючи, в цiлому, незмiнним метод
доведення Бера, ми подамо деякi допомiжнi твердження у загальнiшiй
редакцiї i будемо їх використовувати також i у наступних роздiлах.

1.2.1. Властивостi замкнених пiдмножин
прямокутника зi щiльною проекцiєю. Викладенi у цьому
пунктi властивостi замкнених пiдмножин прямокутника вiдiграють
важливу роль у мiркуваннях Бера.

Для множини E, що мiститься в добутку X×Y , через prX(E) i prY (E)
позначимо проекцiї множини E на X i на Y вiдповiдно.

Пiдмножина A топологiчного простору X називається щiльною у
вiдкритiй множинi G ⊆ X, якщо G ⊆ G ∩A. Множина A, щiльна у
всьому топологiчному просторi X, називається всюди щiльною.

Наступне допомiжне твердження ми будемо неодноразово
використовувати у подальшому викладi.

Лема 1.2.1. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i E ⊆ X×Y – замкнена множина.
Тодi множина A = prX(E) замкнена в X.

Доведення. Зафiксуємо точку x0 ∈ A i покажемо, що x0 ∈ A, тобто iснує
y0 ∈ Y таке, що (x0, y0) ∈ E. Виберемо послiдовнiсть (xn)∞n=1 точок xn ∈ A
таку, що lim

n→∞
xn = x0. Для кожного n ∈ N виберемо точку yn ∈ Y

таку, що (xn, yn) ∈ E. З обмеженої послiдовностi (yn)∞n=1 видiлимо збiжну
пiдпослiдовнiсть (ynk

)∞k=1. Зрозумiло, що

y0 = lim
k→∞

ynk
∈ Y.

Крiм того, x0 = lim
k→∞

xnk
. Тому

(x0, y0) = lim
k→∞

(xnk
, ynk

) ∈ E,
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адже множина E замкнена. Отже, x0 ∈ A i A замкнена в X.

Наслiдок 1.2.2. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i E ⊆ X × Y – замкнена
множина така, що проекцiя A = prX(E) щiльна в X. Тодi A = X.

Наступне твердження є основним результатом даного пункту.

Твердження 1.2.3. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i E ⊆ X × Y – замкнена
множина така, що prX(E) = X. Розглянемо множину P всiх точок
p = (x, y) ∈ E, якi володiють наступною властивiстю: для кожного
ε > 0 iснує замкнений прямокутний окiл W = U × V точки p в X × Y
такий, що точка x є внутрiшньою точкою вiдрiзка U , довжина вiдрiзка
V не перевищує ε i prX(E ∩W ) = U . Тодi

(a) множина P непорожня;

(b) проекцiя prX(P ) щiльна в X;

(c) для кожної точки p ∈ P i довiльного околу G точки p iснує
замкнений прямокутний окiл W = U × V точки p в X × Y такий,
що проекцiя prX(P ∩W ) є щiльною в U .

Доведення. (a). Покладемо

I0 = [a0, b0] = [a, b] i J0 = [c0, d0] = [c, d].

Iндукцiєю вiдносно n ∈ N побудуємо послiдовностi (In)∞n=0 та (Jn)∞n=0

вкладених вiдрiзкiв

In = [an, bn] i Jn = [cn, dn],

якi для кожного n ∈ N задовольняють наступнi умови:

1) In ⊆ (an−1, bn−1) i Jn ⊆ Jn−1;

2) bn − an ≤ bn−1−an−1
2 i dn − cn = dn−1−cn−1

2 ;

3) prX(E ∩ (In × Jn)) = In.

Спочатку зауважимо, що згiдно з умовою леми вiдрiзки I0 та J0

задовольняють умову 3).
Тепер припустимо, що для деякого n ∈ N набори вiдрiзкiв (Ik)n−1

k=0 та
(Jk)n−1

k=0 вже побудованi. Побудуємо вiдрiзки In та Jn. Розглянемо вiдрiзки

V1 = [cn−1,
dn−1+cn−1

2 ] i V2 = [dn−1+cn−1
2 , dn−1]

та вiдповiднi прямокутники

W1 = In−1 × V1 i W2 = In−1 × V2.
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Припустимо, що множини

A1 = prX(E ∩W1 i A2 = prX(E ∩W2

нiде не щiльнi. Тодi, з одного боку, множина A1 ∪ A2 нiде не щiльна. А з
iншого боку, згiдно з умовою 3) маємо

A1 ∪A2 = prX(E ∩ (W1 ∪W2) = prX(E ∩ (In−1 × Jn−1)) = In−1,

що дає суперечнiсть.
Отже, iснує i ∈ {1, 2} таке, що множина Vi не є нiде не щiльною.

Виберемо i ∈ {1, 2} та вiдрiзок

In = [an, bn] ⊆ In−1

такi, що

bn − an ≤ bn−1 − an−1

2
i In ⊆ Ai.

Залишилось покласти Jn = Vi.
З умов 1) i 2) та леми про вкладенi вiдрiзки випливає, що iснують єдинi

точки x0 ∈ X та y0 ∈ Y такi, що

p0 = (x0, y0) ∈
∞⋂

n=1

(In × Jn),

причому x0 ∈ (a, b).
Покажемо, що p0 ∈ E. Використовуючи умову 3) для кожного n ∈ N

виберемо точку
pn ∈ E ∩ (In × Jn).

Згiдно з 2), маємо lim
n→∞

pn = p0. Тому p0 ∈ E, адже множина E замкнена.
Тепер доведемо, що кожного ε > 0 iснує замкнений прямокутний окiл

W = U × V точки p0 в X × Y такий, що точка x0 є внутрiшньою точкою
вiдрiзка U , довжина вiдрiзка V не перевищує ε i

prX(E ∩W ) = U.

Зафiксуємо ε > 0 i виберемо m ∈ N так, що dm − cm < ε. Покладемо
U = Im i вiзьмемо окiл V = [c′, d′] ⊆ [c, d] точки y0 в Y такий, що

Jm ⊆ V i d′ − c′ ≤ ε.

З умови 1) випливає, що точка x0 є внутрiшньою точкою вiдрiзка U . Крiм
того, використовуючи умову 3), одержимо

U ⊇ prX(E ∩W ) ⊇ prX(E ∩ (Im × Jm)) = Im = U.
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Отже, prX(E ∩W ) = U i p0 ∈ P .
(b). Вiзьмемо довiльний невироджений вiдрiзок

X ′ = [a′, b′] ⊆ [a, b]

i зауважимо, що
prX(P ) ∩ [a′, b′] 6= ∅.

Для доведення цього достатньо застосувати уже доведене твердження (a)
до множини E′ = E ∩ (X ′ × Y ) в добутку X ′ × Y .

(c). Нехай p0 = (x0, y0) ∈ P i G – окiл точки p0. Тодi iснує замкнений
прямокутний окiл W0 = U0 × V0 ⊆ G точки p0 в X × Y такий, що точка
x0 є внутрiшньою точкою вiдрiзка U0, prX(E ∩ W0) = U0. Застосувавши
доведене твердження (b) до множини E0 = E ∩ W0 в добутку U0 × V0,
одержимо, що для вiдповiдної множини P0 проекцiя prX(P0) щiльна в U0.
Оскiльки P0 ⊆ P ∩W0, то проекцiя prX(W0 ∩ P ) щiльна в U0.

1.2.2. Напiвнеперервнi функцiї. У цьому пунктi ми
розглянемо деякi властивостi напiвнеперервних функцiй, якi в [2]
ввiв до розгляду Бер i використовував у своїй працi.

Функцiя f : X → R, визначена на топологiчному просторi X,
називається напiвнеперервною зверху в точцi x0 ∈ X, якщо для кожного
ε > 0 iснує окiл U точки x0 в X такий, що

f(x) < f(x0) + ε

для кожного x ∈ U . Аналогiчно, функцiя f : X → R називається
напiвнеперервною знизу в точцi x0 ∈ X, якщо для кожного ε > 0 iснує
окiл U точки x0 в X такий, що

f(x) > f(x0)− ε

для кожного x ∈ U . Функцiя f : X → R, напiвнеперервна зверху (знизу) в
кожнiй точцi x ∈ X, називається напiвнеперервною зверху (знизу).

Нам будуть потрiбнi наступнi властивостi напiвнеперервних функцiй.

Твердження 1.2.4. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → R i
g : X → R. Тодi

1) функцiя f напiвнеперервна зверху тодi i тiльки тодi, коли функцiя
−f напiвнеперервна знизу;

2) якщо функцiї f i g напiвнеперервнi зверху (знизу), то функцiя f +g
також напiвнеперервна зверху (знизу).

22



Доведення. Твердження 1) випливає з того, що нерiвностi

f(x) < f(x0) + ε i − f(x) > −f(x0)− ε

є рiвносильними.
2). Згiдно з 1) достатньо розглянути випадок напiвнеперервних функцiй

f i g. Для доведення напiвнеперервностi зверху суми f + g досить для
довiльних x0 ∈ X i ε > 0 згiдно з означенням напiвнеперервної зверху
функцiї вибрати окiл U точки x0 в X такий, що

f(x) < f(x0) + ε
2 i g(x) < g(x0) + ε

2 .

Твердження 1.2.5. Нехай X – топологiчний простiр i f : X → R. Тодi
наступнi умови рiвносильнi:

1) функцiя f напiвнеперервна зверху;

2) для кожного c ∈ R множина Gc = f−1((−∞, c)) вiдкрита;

3) для кожного c ∈ R множина Fc = f−1([c, +∞)) замкнена.

Доведення. 1) ⇒ 2). Нехай c ∈ R i x0 ∈ Gc. Тодi

ε = c− f(x0) > 0

i згiдно з означенням напiвнеперервної зверху функцiї iснує окiл U точки
x0 в X такий, що U ⊆ Gc. Отже, Gc є околом точки x0 i множина Gc

вiдкрита.
Iмплiкацiя 2) ⇔ 3) негайно випливає з рiвностi Fc = X \Gc.
2) ⇒ 1). Нехай x0 ∈ X i ε > 0. Покладемо

c = f(x0) + ε i U = Gc.

Оскiльки точка x0 належить вiдкритiй множинi Gc, то U є околом точки
x0, причому

f(x) < f(x0) + ε

для кожного x ∈ U . Отже, f напiвнеперервна зверху в точцi x0.

Твердження 1.2.6. Нехай X, Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
неперервне вiдображення i g : Y → R – напiвнеперервна зверху (знизу)
функцiя. Тодi композицiя h : X → R, h = g◦f , також є напiвнеперервною
зверху (знизу) функцiєю.
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Доведення. Згiдно з твердженням 2.2.3 достатньо розглянути випадок
напiвнеперервної зверху функцiї g.

Зафiксуємо c ∈ R. З твердження 1.2.5 випливає, що множина

V = g−1((−∞, c))

вiдкрита в просторi Y . Тепер з неперервностi вiдображення f випливає,
що множина

h−1((−∞, c)) = f−1(V )

вiдкрита в просторi X. Отже, згiдно з твердженням 1.2.5 функцiя h є
напiвнеперервною зверху.

Твердження 1.2.7. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → R –
напiвнеперервна зверху (знизу) функцiя i g : R → R – строго зростаюча
неперервна функцiя. Тодi композицiя h : X → R, h = g ◦ f , також є
напiвнеперервною зверху (знизу) функцiєю.

Доведення. Згiдно з твердженням 2.2.3 достатньо розглянути випадок
напiвнеперервної зверху функцiї f .

Зафiксуємо c ∈ R. Якщо c 6∈ g(R), то з теореми про промiжне значення
випливає, що

g−1((−∞, c)) = ∅ g−1((−∞, c)) = R.

Тодi
h−1((−∞, c)) = ∅ h−1((−∞, c)) = X.

Якщо iснує γ ∈ R таке, що g(γ) = c, то з строгої зростаючостi функцiї g i
твердження 1.2.5 випливає, що множина

h−1((−∞, c)) = f−1((−∞, γ))

є вiдкритою в X. Отже, згiдно з твердженням 1.2.5 функцiя h є
напiвнеперервною зверху.

Множина A в топологiчному просторi X називається множиною
першої категорiї, якщо iснує послiдовнiсть (An)∞n=1 нiде не щiльних в

просторi X множин An така, що A =
∞⋃

n=1
An. Множина A в топологiчному

просторi X, яка не є множиною першої категорiї, називається множиною
другої категорiї.

Топологiчний простiр X називається берiвським, якщо довiльна
вiдкрита в X непорожня вiдкрита множина є множиною другої категорiї.

З класичної леми про вкладенi вiдрiзки нескладно випливає, що
числова пряма R є берiвським простором. Нам потрiбне наступне
пiдсилення цього факту.
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Твердження 1.2.8. Кожна непорожня замкнена пiдмножина Z
простору R2 є берiвським простором.

Доведення. Нехай G – довiльна непорожня вiдкрита пiдмножина простору
Z i A – довiльна множина першої категорiї в Z. Виберемо послiдовнiсть
(An)∞n=1 нiде не щiльних в Z множин An. Використовуючи нiде
не щiльнiсть множин множин An легко побудувати послiдовнiсть
прямокутникiв Pn = [an, bn]× [cn, dn] таких, що

P1 ∩ Z ⊆ G, Pn ∩ Z 6= ∅, Pn ∩An = ∅ i Pn+1 ⊆ Pn

для кожного n ∈ N i

lim
n→∞

(bn − an) = lim
n→∞

(dn − cn) = 0.

З леми про вкладенi вiдрiзки випливає, що iснують точки

x0 ∈
∞⋂

n=1

[an, bn] i y0 ∈
∞⋂

n=1

[cn, dn].

Тепер, з одного боку,

p0 = (x0, y0) 6∈
∞⋃

n=1

An = A.

А з iншого боку, вибравши для кожного n ∈ N точку pn ∈ Pn∩Z, одержимо

p0 = lim
n→∞

pn ∈ Z ∩ P1 ⊆ G,

адже множини Z i P1 замкненi. Таким чином, G 6= A. Отже, G – множина
другої категорiї в Z.

Наступне твердження вiдiграє важливу роль у розв’язаннi Бера прямої
задачi.

Твердження 1.2.9. Нехай X ⊆ R2 – замкнена множина i
f : X → (0,+∞) – напiвнеперервна зверху функцiя. Тодi iснують
вiдкрита в X непорожня множина G i число δ > 0 такi, що f(x) ≥ δ
для кожного x ∈ G.

Доведення. Припустимо, що це не так, тобто для кожного n ∈ N множина

Gn = {x ∈ X : f(x) < 1
n}
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є всюди щiльною. Крiм того, згiдно з твердженням 1.2.5 кожна множина
Gn є вiдкритою. Разом з тим, оскiльки f(x) > 0 для кожного x ∈ X, то

∞⋂
n=1

Gn = {x ∈ X : f(x) ≤ 0} = ∅.

Але це неможливо, адже простiр X берiвський.

1.2.3. Верхня i нижня граничнi функцiї Бера та
коливання. В цьому пунктi ми розглянемо класичнi поняття, якi увiв
Р. Бер. Це граничнi функцiї, якi пiзнiше дiстали назву верхньої i нижньої
функцiї Бера, i тiсно пов’язанi з коливанням функцiї, що давно уже стало
звичним мiрилом величини розривiв функцiї.

Нехай X – топологiчний простiр, Ux – система всiх околiв точки x
в просторi X i f : X → R – обмежена функцiя. Для кожного x ∈ X
покладемо

f∗(x) = inf
U∈Ux

sup
u∈U

f(u)

i
f∗(x) = sup

U∈Ux

inf
u∈U

f(u).

Функцiї f∗ i f∗ називаються верхньою i нижньою граничними функцiями
Бера вiдповiдно.

Наступне твердження нескладно випливає з означень.

Твердження 1.2.10. Для довiльної обмеженої функцiї f , означеної на
топологiчному просторi X, виконуються умови:

1) f∗(x) ≤ f(x) ≤ f∗(x) для кожного x ∈ X;

2) функцiя f∗ напiвнеперервна зверху;

3) функцiя f∗ напiвнеперервна знизу;

4) f = f∗, якщо f напiвнеперервна зверху;

5) f = f∗, якщо f напiвнеперервна знизу.

Доведення. Твердження 1) випливає з того, що

inf
u∈U

f(u) ≤ f(x) ≤ sup
u∈U

f(u)

для довiльних x ∈ X i U ∈ Ux.
2). Зафiксуємо x0 ∈ X i ε > 0. Виберемо окiл U точки x0 такий, що

sup
u∈U

f(u) < f∗(x0) + ε.
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Тодi
f∗(x) < f∗(x0) + ε

для кожного x ∈ int(U). Отже, f∗ напiвнеперервна зверху в точцi x0.
4). Якщо f напiвнеперервна зверху, то для довiльної точки x ∈ X i

кожного ε > 0 маємо

f∗(x) = inf
U∈Ux

sup
u∈U

f(u) ≤ f(x) + ε.

Тому f∗(x) ≤ f(x). Залишилось використати 1).
Твердження 3) i 5) доводяться аналогiчно до 2) i 4) вiдповiдно.

Нехай, як i ранiше, X – топологiчний простiр, Ux – система всiх околiв
точки x в просторi X, f : X → R – обмежена функцiя i A ⊆ X.

Число

ωf (A) = sup
a,b∈A

|f(a)− f(b)| = sup
a∈A

f(a)− inf
a∈A

f(a)

називається коливанням функцiї f на множинi A, а число

ωf (x) = inf
U∈Ux

ωf (U)

називається коливанням функцiї f в точцi x0.
Наступне твердження дає зв’язок мiж коливанням i граничними

функцiями Бера.

Твердження 1.2.11. Для довiльної обмеженої функцiї f , означеної на
топологiчному просторi X, виконуються умови:

1) ωf (x) = f∗(x)− f∗(x) для кожного x ∈ X;

2) функцiя ωf : X → [0, +∞) напiвнеперервна зверху, зокрема, для
кожного ε > 0 множина {x ∈ X : ωf (x) ≥ ε} замкнена в X;

3) функцiя f неперервна в точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли
ωf (x) = 0.

Доведення. 1). Для кожного x ∈ X маємо

ωf (x) = inf
U∈Ux

ωf (U) = inf
U∈Ux

(sup
u∈U

f(u)− inf
u∈U

f(u)) =

= inf
U∈Ux

sup
u∈U

f(u)− sup
U∈Ux

inf
u∈U

f(u) = f∗(x)− f∗(x).

Твердження 2) випливає безпосередньо з 1) i тверджень 2.2.3, 1.2.5 i
1.2.10.
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3). З нерiвностi трикутника для модуля випливає, що функцiя f
неперервна в точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли для кожного ε > 0
iснує окiл U точки x такий, що ωf (U) ≤ ε, тобто ωf (x) ≤ ε для кожного
ε > 0. Остання умова означає, що ωf (x) = 0.

Використовуючи наступне допомiжне твердження, вивчення множини
точок розриву ми будемо зводити до випадку обмежених функцiй.

Лема 1.2.12. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → R i
g : X → (−π

2 , π
2 ) такi, що g(x) = arctg f(x) для кожного x ∈ X. Тодi

D(f) = D(g).

Доведення. З неперервностi функцiї z = arctg y випливає включення
D(f) ⊆ D(g). З iншого боку, f(x) = tg g(x) i функцiя y = tg z неперервна.
Тому D(g) ⊆ D(f). Отже, D(f) = D(g).

Пiдмножина A топологiчного простору X називається множиною
типу Fσ або Fσ-множиною, якщо iснує послiдовнiсть (Fn)∞n=1 замкнених

в X множин Fn така, що A =
∞⋃

n=1
Fn. А пiдмножина B топологiчного

простору X називається множиною типу Gδ або Gδ-множиною, якщо
iснує послiдовнiсть (Gn)∞n=1 вiдкритих в X множин Gn така, що

B =
∞⋂

n=1
Gn. Зрозумiло, що множина A є множиною типу Fσ тодi i тiльки

тодi, коли її доповнення B = X \A є множиною типу Gδ.
З твердження 1.2.11 випливає наступний факт.

Наслiдок 1.2.13. Для довiльної функцiї f , означеної на топологiчному
просторi X, множина D(f) точок розриву функцiї f є множиною типу
Fσ в просторi X, а множина C(f) точок неперервностi функцiї f є
множиною типу Gδ.

Доведення. Спочатку розглянемо випадок обмеженої функцiї f . Для
кожного n ∈ N покладемо

Fn = {x ∈ X : ωf (x) ≥ 1
n}.

Згiдно з твердженням 1.2.11 кожна множина Fn замкнена i
∞⋃

n=1

Fn = {x ∈ X : (∃n ∈ N) (ωf (x) ≥ 1
n )} = {x ∈ X : ωf (x) > 0} = D(f).

Отже, D(f) є множиною типу Fσ.
Для необмеженої функцiї f твердження випливає з леми 1.2.12 i щойно

розглянутого випадку обмеженої функцiї.
Оскiльки C(f) = X \D(f), то C(f) є множиною типу Gδ.
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1.2.4. Функцiя ασ та її напiвнеперервнiсть зверху. У
даному пунктi ми розглянемо допомiжну функцiю Бера ασ, яка є основним
технiчним iнструментом в доведеннi необхiдних умов на множину точок
розриву нарiзно неперервних функцiй двох дiйсних змiнних.

Нехай X = [a, b], Y = [c, d], f : X × Y → R – обмежена функцiя i σ > 0.
Для кожної точки p = (x, y) ∈ X × Y покладемо

A(f, σ, p) = {t ∈ [0, d− c] : ωf ({x} × (Y ∩ [y − t, y + t])) ≤ σ}

i
ασ(x, y) = sup A(f, σ, p).

Зауважимо, що 0 ∈ A(f, σ, p) для довiльних p ∈ X × Y i σ > 0, адже

[y, y] = {y} i ωf ({x} × {y}) = 0.

Отже,
0 ∈ A(f, σ, p) ⊆ [0, d− c] i 0 ≤ ασ(p) ≤ d− c

для кожної точки p ∈ X × Y .

Твердження 1.2.14. Нехай X = [a, b], Y = [c, d], f : X × Y → R –
обмежена функцiя, яка неперервна вiдносно першої змiнної, i σ > 0. Тодi
функцiя ασ : X × Y → R напiвнеперервна зверху за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Зафiксуємо точку p0 = (x0, y0) ∈ X × Y i число ε > 0. Якщо

ασ(p0) + ε > d− c,

то для кожної точки p ∈ W = X × Y маємо

ασ(p) ≤ d− c < ασ(p0) + ε.

Тепер нехай
ασ(p0) + ε ≤ d− c.

Розглянемо число t0 = ασ(p0) + ε
2 . Оскiльки

t0 = ασ(p0) + ε
2 > ασ(p0) = sup A(f, σ, p0),

то t0 6∈ A(f, σ, p0), тобто

ωf ({x0} × (Y ∩ [y0 − t0, y0 + t0])) > σ.

Тому iснують точки y1, y2 ∈ Y ∩ [y0 − t0, y0 + t0] такi, що

|f(x0, y1)− f(x0, y2)| > σ.
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Використовуючи неперервнiсть функцiї f вiдносно першої змiнної,
знайдемо окiл U точки x0 в X такий, що

|f(x, y1)− f(x, y2)| > σ

для кожного x ∈ U . Крiм того, розглянемо окiл

V = (y0 − ε
3 , y0 + ε

3 ) ∩ Y

точки y0 в Y . Оскiльки

|y1 − y0| ≤ t0 i |y2 − y0| ≤ t0,

то для кожного y ∈ V та i ∈ {1, 2} маємо

|yi − y| ≤ |yi − y0|+ |y0 − y| ≤ t0 + ε
3 = ασ(p0) + 5ε

6 ,

тобто
y1, y2 ∈ [y − t1, y + t1],

де
t1 = ασ(p0) + 5ε

6 .

Отже, для довiльної точки p = (x, y) ∈ W = U × V маємо

y1, y2 ∈ Y ∩ [y − t1, y + t1] i |f(x, y1)− f(x, y2)| > σ.

Тому
ωf ({x} × (Y ∩ [y − t1, y + t1])) > σ

i t1 6∈ A(f, σ, p) для кожної точки p = (x, y) ∈ W . Тодi t 6∈ A(f, σ, p) для
кожного t ≥ t1, тобто A(f, σ, p) ⊆ [0, t1) i

ασ(p) ≤ t1 = ασ(p0) + 5ε
6 < ασ(p0) + ε

для довiльної точки p ∈ W .
Отже, так чи iнакше, iснує окiл W точки p0 такий, що

ασ(p) < ασ(p0) + ε

для довiльної точки p ∈ W i функцiя ασ напiвнеперервна зверху в точцi
p0.
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1.2.5. Необхiднi умови на множину точок розриву. У
цьому пунктi ми доведемо основнi результати даного пiдроздiлу.

Розпочнемо з допомiжного твердження, яке дає можливiсть
отримувати оцiнки на сукупне коливання функцiї двох змiнних.

Лема 1.2.15. Нехай X, Y – топологiчнi простори, ε > 0 i f : X×Y → R
неперервна вiдносно першої змiнної функцiя такi, що ωf ({x}×Y ) < ε для
кожного x ∈ X. Тодi ωf (p) ≤ 2ε для кожної точки p ∈ X × Y .

Доведення. Зафiксуємо точки x0 ∈ X, y0 ∈ Y i число σ > 2ε. Тодi

δ = σ − 2ε > 0.

Використавши неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної x в точцi
p0 = (x0, y0), знайдемо окiл U точки x0 в X такий, що

ωf (U × {y0}) ≤ δ.

Тепер для довiльних точок p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2) ∈ U × Y маємо

|f(p2)− f(p1)| ≤ |f(x2, y2)− f(x2, y0)|+ |f(x2, y0)− f(x1, y0)|+

+|f(x1, y0)− f(x1, y1)| ≤ ωf ({x2} × Y ) + ωf (U × {y0}) + ωf ({x1} × Y ) ≤
≤ ε + δ + ε = σ.

Тому ωf (U ×Y ) ≤ σ. Отже, для кожного числа σ > 2ε iснує окiл W точки
p0 такий, що ωf (W ) ≤ σ. Тодi ωf (p0) ≤ σ для кожного σ > 2ε. Тому
ωf (p0) ≤ 2ε.

Наступний результат Бера дає основну необхiдну умову на множину
точок розриву нарiзно неперервних функцiй двох дiйсних змiнних.

Теорема 1.2.16. Нехай X = [a, b], Y = [c, d], f : X × Y → R – обмежена
нарiзно неперервна функцiя, ε > 0 i E = {p ∈ X × Y : ωf (p) ≥ ε}. Тодi
множина A = prX(E) нiде не щiльна в X.

Доведення. Припустимо, що множина A не є нiде не щiльною, тобто iснує
iнтервал (a1, b1) ⊆ [a, b] такий, що [a1, b1] ⊆ A. Покладемо X1 = [a1, b1] i
розглянемо звуження f1 функцiї f на прямокутник X1 × Y , множину

E1 = {p ∈ X1 × Y : ωf1(p) ≥ ε}

i проекцiю A1 = prX(E1). Зауважимо, що кожна точка p ∈ E∩((a1, b1)×Y )
є точкою розриву функцiї f1, причому ωf1(p) = ωf (p). Отже,

E ∩ ((a1, b1)× Y ) ⊆ E1 i A ∩ (a1, b1) ⊆ A1.
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Тому
A1 ⊇ A ∩ (a1, b1) = (a1, b1).

З тверджень 1.2.5 i 1.2.11 випливає, що множина E1 замкнена. Згiдно з
лемою 1.2.1 множина A1 також замкнена i

A1 = A1 = [a1, b1] = X.

Розглянемо множину P всiх точок p = (x, y) ∈ E1, якi володiють
наступною властивiстю: для кожного δ > 0 iснує замкнений прямокутний
окiл W = U × V точки p в X1 × Y такий, що точка x є внутрiшньою
точкою вiдрiзка U , довжина вiдрiзка V не перевищує δ i prX(E1∩W ) = U .
Згiдно з твердженням 2.2.1 множина P непорожня. Крiм того, оскiльки
множина E1 замкнена i P ⊆ E1, то F = P ⊆ E1.

Покладемо σ = ε
3 i розглянемо функцiю ασ : X1×Y → R, що вiдповiдає

функцiї f1. Згiдно з твердженням 1.2.14 функцiя ασ напiвнеперервна
зверху, зокрема, напiвнеперервним зверху є звуження g функцiї ασ на
замкнену множину F . З твердження 1.2.9 випливає, що iснують вiдкрита
в F непорожня множина G i число δ > 0 такi, що

g(p) ≥ 2δ

для кожного p ∈ G. Виберемо точку p0 ∈ P ∩ G i окiл G1 точки p0 в
X1 × Y такий, що G = G1 ∩ F . З твердження 1.2.3 (с) випливає, що iснує
замкнений прямокутний окiл W0 = U0×V0 ⊆ G1 точки p0 в X1×Y такий,
що довжина вiдрiзка V0 не перевищує δ проекцiя prX(P ∩W0) є щiльною
в U0. З леми 1.2.1 випливає, що prX(F ∩W0) = U0.

Зафiксуємо x ∈ U0 i виберемо вiдповiдну точку

px = (x, yx) ∈ F ⊆ W0 ⊆ G.

Оскiльки yx ∈ V0 i довжина вiдрiзка V0 не перевищує δ, то

V0 ⊆ [yx − 3δ
2 , yx + 3δ

2 ].

Оскiльки
g(px) = ασ(px) = sup A(f1, σ, px) ≥ 2δ,

то iснує tx > 3δ
2 таке, що t ∈ A(f1, σ, px). Таким чином, виконується

включення
V0 ⊆ [yx − tx, yx + tx] ∩ Y

i згiдно з означенням функцiї ασ маємо

ωf1({x} × V0) ≤ σ.
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Отже,
ωf1({x} × int(V0)) ≤ σ

для кожного x ∈ int(U0). Тепер з леми 1.2.15 випливає, що

ωf1(p0) ≤ 2σ = 2ε
3 < ε,

шо неможливо, адже p0 ∈ E.

Пiдмножина E добутку X×Y топологiчних просторiв X i Y називається
проективно нiде не щiльною (проективно першої категорiї), якщо
проекцiї prX(E) i prY (E) є нiде не щiльними множинами (множинами
першої категорiї) в X i Y вiдповiдно.

Тепер легко доводиться наступний результат.

Теорема 1.2.17. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i f : X × Y → R –
нарiзно неперервна функцiя. Тодi множина E = D(f) є проективно
першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .

Доведення. Згiдно з наслiдком 1.2.13 множина E є Fσ-множиною в
добутку X×Y . Крiм того, з леми 1.2.12 випливає, що достатньо розглянути
випадок обмеженої функцiї f . Для кожного n ∈ N розглянемо множину

En = {p ∈ X × Y : ωf (p) ≥ 1
n}.

Згiдно з теоремою 1.2.16 всi множини En проективно нiде не щiльнi, а

з твердження 1.2.11 випливає рiвнiсть E =
∞⋃

n=1
En. Отже, множина E

проективно першої категорiї в X × Y .

З даного результату, який фактично був доведений Бером, випливають
також необхiднi умови на множину точок розриву нарiзно неперервних
функцiй на добутку двох промiжкiв, зокрема, на R2.

Розпочнемо з простого допомiжного факту.

Лема 1.2.18. Нехай X – топологiчний простiр f : X → R i (Xn)∞n=1 –

послiдовнiсть множин Xn ⊆ X така, що X =
∞⋃

n=1
int(Xn). Тодi

D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn),

де для кожного n ∈ N функцiя fn є звуженням функцiї f на множину
Xn.
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Доведення. Зрозумiло, що

∞⋃
n=1

D(fn) ⊆ D(f).

З iншого боку, для кожної точки x ∈ D(f) iснує m ∈ N таке, що

x ∈ int(Xm).

Тодi x ∈ D(fm) i

D(f) ⊆
∞⋃

n=1

D(fn).

Тепер нескладно одержується наступний результат.

Теорема 1.2.19. Нехай X i Y – промiжки (скiнченнi чи нескiнченнi) на
числовiй прямiй R i f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя. Тодi
множина D(f) є проективно першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .

Доведення. Як i ранiше, згiдно з наслiдком 1.2.13 множина D(f) є Fσ-
множиною в X × Y . Для доведення того, що множина D(f) проективно
першої категорiї в X × Y , виберемо послiдовностi (Xn)∞n=1 i (Yn)∞n=1

вiдрiзкiв Xn ⊆ X i Yn ⊆ Y такi, що

X =
∞⋃

n=1

int(Xn) i Y =
∞⋃

n=1

int(Yn).

Залишилось використати теорему 1.2.17 i лему 1.2.18.
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1.3
Теорема Кешнера про достатнi умови на

множину точок розриву

У даному пiдроздiлi ми викладемо пiдхiд до розв’язання оберненої
задачi, який був застосований Р. Кешнером в [23, теорема 9] для побудови
нарiзно неперервних функцiй n змiнних на n-вимiрному кубi. На перший
погляд, мiркування Кешнера досить сильно використовують геометрiю
простору Rn i не можуть бути використанi в абстрактному випадку.
Насправдi це не так i даний метод нескладно застосувати у добутку
сепарабельних метризовних просторiв. Незважаючи на це, ми викладемо
конструкцiю Кешнера (для n = 2) у її авторському виглядi, зберiгаючи
при цьому дух працi [23].

Результат Кешнера разом з результатом Бера приводять до повного
розв’язання задачi Дiнi на добутку прямокутникiв i вiн дає можливiсть
також одержати повний опис множин точок розриву нарiзно неперервних
функцiй на добутку двох промiжкiв.

1.3.1. Спадкова сепарабельнiсть простору R2.
Топологiчний простiр X називається сепарабельним, якщо в просторi
X iснує не бiльш, нiж злiченна всюди щiльна пiдмножина, i спадково
сепарабельним, якщо кожна пiдмножина A топологiчного простору X є
сепарабельною в iндукованiй з простору X топологiї.

Наступне твердження має цiлком стандартне доведення, яке нескладно
переноситься на випадок метризовного сепарабельного простору.

Твердження 1.3.1. Довiльна множина в R2 є сепарабельною, тобто
простiр R2 спадково сепарабельний.

Доведення. Нехай X ⊆ R2 – довiльна непорожня множина i

Q = {qn : n ∈ N}
– деяка перенумерацiя множини всiх рацiональних чисел. Для кожної
трiйки (m,n, k) ∈ N3 позначимо через Bm,n,k круг на площинi R2 з центром
в точцi (qm, qn) i радiусом 1

k . Розглянемо не бiльш, нiж злiченну множину

S = {(m,n, k) ∈ N3 : X ∩Bm,n,k 6= ∅}.
Для кожного s = (m,n, k) ∈ S виберемо точку xs ∈ X ∩Bm,n,k. Зрозумiло,
що пiдмножина A = {xs : s ∈ S} простору X є не бiльш, нiж злiченною i
всюди щiльною в X. Отже, простiр X сепарабельний.
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1.3.2. Майже неперетиннi квадрати i вiдкритi
множини на площинi. У даному пунктi ми розглянемо
деякi топологiчно-геометричнi властивостi площини R2, якi Кешнер
використовує у своїх побудовах.

Розпочнемо з добревiдомої властивостi вiдкритих множин на числовiй
прямiй.

Твердження 1.3.2. Нехай G ⊆ R – вiдкрита непорожня множина. Тодi
iснує не бiльш, нiж злiченна сiм’я (Gi : i ∈ I) попарно неперетинних
вiдкритих iнтервалiв Gi ⊆ R така, що G =

⋃
i∈I

Gi.

Доведення. Для кожної точки x ∈ G покладемо

Ax = (−∞, x] \G, Bx = [x, +∞) \G,

ax =
{ −∞, Ax = ∅;

d(x,Ax), Ax 6= ∅ ,

bx =
{

+∞, Bx = ∅;
d(x,Bx), Bx 6= ∅

i Ux = (ax, bx). Зауважимо, що якщо Ux∩Uy 6= ∅ для рiзних точок x, y ∈ G,
то Ux = Uy. Тому система

U = {Ux : x ∈ G}
складається з попарно неперетинних iнтервалiв. Для кожного U ∈ U
виберемо рацiональне число

qU ∈ U ∩Q
i розглянемо не бiльш, нiж злiченну множину

I = {qU : U ∈ U}.
Оскiльки система U складається з попарно неперетинних iнтервалiв, то
вiдображення f : U → I, означене формулою

f(U) = qU ,

є бiєкцiєю. Для кожного i ∈ I покладемо

Gi = f−1(i)

i одержимо не бiльш, нiж злiченну сiм’ю (Gi : i ∈ I) попарно неперетинних
вiдкритих iнтервалiв таку, що

⋃

i∈I

Gi =
⋃

U∈U
U =

⋃

x∈G

Ux = G.
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Аналогами iнтервалiв на площинi є вiдкритi прямокутники. Зрозумiло,
що вiдкрита множина на площинi не обов’язково розбивається на попарно
неперетиннi вiдкритi прямокутники. Але на площинi має мiсце дещо
слабша властивiсть, яку ми обговоримо нижче.

Замкненi прямокутники P i Q на площинi R2 назвемо майже
неперетинними, якщо перетин P ∩ Q є пiдмножиною перетину меж цих
прямокутникiв.

Спочатку розглянемо випадок прямокутника спiввимiрних розмiрiв.

Лема 1.3.3. Нехай P = [a, b]× [c, d], причому b−a
d−c ∈ Q. Тодi прямокутник

P можна покрити скiнченною кiлькiстю попарно майже неперетинних
квадратiв.

Доведення. Нехай b−a
d−c = m

n , де m,n ∈ N. Розiб’ємо вiдрiзок [a, b] на m
вiдрiзкiв

U1, U2, . . . , Um

однакової довжини, а вiдрiзок [c, d] на n вiдрiзкiв

V1, V2, . . . , Vn

однакової довжини. З вибору чисел m i n випливає, що всi вiдрiзки Ui та
Vj мають однакову довжину. Отже, майже попарно неперетиннi квадрати

Ki,j = Ui × Vj ,

де 1 ≤ i ≤ m та 1 ≤ j ≤ n, є шуканими.

Наступна властивiсть вiдкритих прямокутникiв на площинi має мiсце
i для довiльних вiдкритих множин, але для здiйснення конструкцiї
Кешнера нам достатньо цiєї слабшої версiї.

Лема 1.3.4. Нехай G i H – вiдкритi непорожнi пiдмножини числової
прямої R. Тодi вiдкриту в R2 множину G×H можна покрити злiченною
сiм’єю попарно майже неперетинних квадратiв.

Доведення. Згiдно з твердженням 1.3.2 iснують не бiльш, нiж злiченнi
сiм’ї

(Gi : i ∈ I) i (Hj : j ∈ J)

попарно неперетинних вiдкритих iнтервалiв Gi i Hj такi, що

G =
⋃

i∈I

Gi i H =
⋃

j∈J

Gj .

Оскiльки
G×H =

⋃

i∈I

⋃

j∈J

Gi ×Hj ,
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то достатньо показати, що кожний вiдкритий прямокутник Gi×Hj можна
покрити злiченною кiлькiстю попарно майже неперетинних квадратiв.

Зафiксуємо i ∈ I i j ∈ J . Нехай Gi = (a, b) i Hj = (c, d). Виберемо строго
зростаючi послiдовностi (xn)n∈Z i (yn)n∈Z такi, що

lim
n→−∞

xn = a, lim
n→+∞

xn = b,

lim
n→−∞

yn = c i lim
n→+∞

yn = d.

Для довiльних m,n ∈ Z покладемо

Pm,n = [xm, xm+1]× [yn, yn+1].

Згiдно з лемою 1.3.3, кожний прямокутник Pm,n можна покрити
скiнченною кiлькiстю попарно майже неперетинних квадратiв. Крiм того,
всi прямокутники Pm,n попарно майже неперетиннi i

(a, b)× (c, d) =
⋃

m,n∈Z
Pm,n.

Отже, прямокутник Gi×Hj можна покрити злiченною кiлькiстю попарно
майже неперетинних квадратiв.

Наступне допомiжне твердження показує, як ми будемо
використовувати покриття вiдкритих множин майже неперетинними
квадратами.

Лема 1.3.5. Нехай P = [a, b]× [c, d], G ⊆ P – вiдкрита в R2 всюди щiльна
в P множина, (Ki : i ∈ I) – злiченна сiм’я попарно майже неперетинних
квадратiв Ki ⊆ G, яка покриває множину G. Тодi для кожної точки
p ∈ P \G iснує послiдовнiсть (in)∞n=1 рiзних iндексiв in ∈ I така, що

p = lim
n→∞

sn,

де (sn)∞n=1 – послiдовнiсть центрiв квадратiв Kin .

Доведення. Позначимо через d евклiдову вiдстань на площинi i вiзьмемо
довiльну точку p ∈ P \ G. Оскiльки множина G =

⋃
i∈I

Ki щiльна в P i

евклiдова вiдстань d(p,Ki) > 0 для кожного i ∈ I, то iндукцiєю вiдносно
n ∈ N легко побудувати послiдовнiсть (in)∞n=1 рiзних iндексiв in ∈ I таку,
що d(p,Kin) < 1

n для кожного n ∈ N. Крiм того, оскiльки квадрати Kin

попарно майже неперетиннi i мiстяться у скiнченному прямокутнику P ,
то площi Sn квадратiв Kin прямують до нуля при n →∞, тобто

lim
n→∞

δn = 0,
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де δn – довжина сторони квадрата Kin
. Залишилось зауважити, що

d(p, sn) ≤ d(p,Kin) + δn < 1
n + δn

для кожного n ∈ N.

1.3.3. Випадок замкненої проективно нiде не щiльної
множини. Як i для прямої задачi, центральне мiсце у розв’язаннi
оберненої задачi займає випадок замкненої проективно нiде не щiльної
множини, який ми викладемо у даному пунктi.

Для довiльної точки p = (x, y) в добутку X × Y множину

cross (p) = ({x} × Y ) ∪ (X × {y})
називатимемо хрестом точки p в добутку X × Y , а для непорожньої
множини C ⊆ X × Y множину

cross (C) =
⋃

p∈C

cross (p)

називатимемо хрестом множини C в добутку X × Y .
Наступне твердження показує, як хрест множини природним чином

записується через її проекцiї.

Твердження 1.3.6. Нехай C ⊆ X × Y , A = prX(C) i B = prY (C). Тодi

cross (C) = (A× Y ) ∪ (X ×B).

Доведення. Оскiльки cross (p) ⊆ (A×Y )∪ (X×B) для кожної очки p ∈ C,
то

cross (C) ⊆ (A× Y ) ∪ (X ×B).

З iншого боку, нехай a ∈ A. Виберемо y ∈ Y так, що p = (a, y) ∈ C.
Тепер маємо

{a} × Y ⊆ cross (p) ⊆ cross (C).

Отже,
A× Y =

⋃

a∈A

({a} × Y ) ⊆ cross (C).

Аналогiчно доводиться включення X ×B ⊆ cross (C).

Для здiйснення побудови ми будемо використовувати наступнi
допомiжнi функцiї.

Лема 1.3.7. Нехай K = [a, b] × [c, d] – довiльний квадрат. Тодi iснує
функцiя gK : K → R, яка задовiльняє наступнi умови
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(1) gK є неперервною;

(2) функцiя gK(p) = 0 для кожної точки з межi C квадрата K;

(3) 0 ≤ gK(p) ≤ 1 для кожного p ∈ K;

(4) gK(p0) = 1, де p0 = (a+b
2 , c+d

2 ) – центр квадрата K.

Доведення. На просторi R2 розглянемо евклiдову вiдстань

d(p1, p2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,

де p1 = (x1, y1), p2 = (x2, y2) ∈ R2. Тодi функцiя gK : K → R,

gK(p) = 1
δ d(p, C),

де
δ = d(p0, C) = b−a

2 = d−c
2 ,

є шуканою. Справдi, умови (1) i (2) випливають з твердження 1.1.4, а
умови (3) i (4) легко перевiряються безпосередньо.

Наступна теорема є основним результатом даного пункту.

Теорема 1.3.8. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i E ⊆ X × Y – замкнена
проективно нiде не щiльна множина. Тодi iснує функцiя f : X × Y → R,
яка задовiльняє наступнi умови

(a) 0 ≤ f(p) ≤ 1 для кожного p ∈ X × Y ;

(b) f є нарiзно неперервною;

(c) функцiя f сукупно неперервна в кожнiй точцi p ∈ (X × Y ) \ E;

(d) ωf (p) = 1 для кожного p ∈ E;

(e) f(p) = 0 для кожної точки p, яка лежить на межi прямокутника
X × Y .

Доведення. Покладемо

A = prX(E) ∪ {a, b} i B = prY (E) ∪ {c, d}.

Оскiльки множина E проективно нiде не щiльна, то множини A i B нiде не
щiльнi в X i Y вiдповiдно. Крiм того, з леми 1.2.1 випливає, що множини
A i B замкненi в X i Y вiдповiдно.
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Множини G = X \A i H = Y \B є вiдкритими пiдмножинами числової
прямої R. Тому згiдно з лемою 1.3.4 iснує злiченна сiм’я (Ki : i ∈ I)
попарно майже неперетинних квадратiв Ki така, що

W = G×H =
⋃

i∈I

Ki.

З твердження 1.3.1 випливає, що множина E є сепарабельною. Тому iснує
щiльна в E не бiльш, нiж злiченна множина D ⊆ E. Нехай

D = {pn : n ∈ N},
де N ⊆ N i всi точки pn – рiзнi. Оскiльки множини A i B нiде не щiльнi в
X i Y вiдповiдно, то множини G i H є щiльними в X i Y вiдповiдно. Тому
множина W є щiльною в прямокутнику P = X × Y i згiдно з лемою 1.3.5
для кожного n ∈ N iснує послiдовнiсть (in,m)∞m=n рiзних iндексiв in,m ∈ I
така, що

d(pn, sn,m) ≤ 1
m ,

де d – евклiдова вiдстань на площинi i (sn,m)∞m=n – послiдовнiсть центрiв
квадратiв Kin,m

. Позначимо

K =
⋃

n∈N

{Kin,m
: m ≥ n}.

Для кожного K ∈ K згiдно з лемою 1.3.7 виберемо функцiю gK : K → R i
розглянемо функцiю f : X × Y → R, означену формулою

f(p) =
{

gK(p), p ∈ K ∈ K;
0, p ∈ (X × Y ) \⋃

K∈KK.

Покажемо спочатку, що функцiя f означена коректно. Нехай

p ∈ K1 ∩K2

для рiзних квадратiв K1,K2 ∈ K. Оскiльки квадрати K1 i K2 майже
неперетиннi, то точка p лежить на межi кожного квадрата K1 i K2. Тодi
згiдно з умовою (2) з леми 1.3.7 маємо

gK1(p) = 0 = gK2(p).

Отже, функцiя f означена коректно.
Тепер доведемо, що f задовольняє умови (a)−(e). Зауважимо, що умова

(a) випливає безпосередньо з означення функцiї f i умови (3) леми 1.3.7.
Крiм того, оскiльки

{a, b} ∩G = {c, d} ∩H = ∅,
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то множина W не перетинається з межею прямокутника X × Y . Тому всi
квадрати K ∈ K також не перетинається з межею прямокутника X × Y ,
звiдки випливає умова (e).

Перевiримо умову (c). Зафiксуємо точку p0 ∈ P \E. Оскiльки множина
E замкнена, то згiдно з твердженням 1.1.4 маємо d(p0, E) > 0. Позначимо

δ = d(p0,E)
4 i U = {p ∈ P : d(p0, p) < δ}.

Вiзьмемо номер m0 ∈ N так, що 1
m0

< δ, i доведемо, що

U ∩Kn,m = ∅
для довiльних n ∈ N i m ≥ max{n, m0}. Справдi, припустимо, що

p ∈ U ∩Kn,m

для деяких n ∈ N i m ≥ max{n,m0}. Оскiльки

d(pn, sn,m) < 1
m i pn 6∈ Kn,m,

то для довжини δn,m сторони квадрата Kn,m маємо

δn,m

2
< d(pn, sn,m) < 1

m .

Тодi d(p, sn,m) < δn,m < 2
m i

d(p0, pn) ≤ d(p0, p) + d(p, sn,m) + d(sn,m, pn) < δ + 2
m + 1

m < 4δ = d(p0, E),

що дає суперечнiсть, адже pn ∈ E. Отже, U ∩ Kn,m = ∅ для довiльних
n ∈ N i m ≥ max{n,m0}, тобто

M = {K ∈ K : K ∩ U 6= ∅} ⊆ {Kn,m : n ∈ N, n ≤ m ≤ m0}.
Зокрема, система M скiнченна.

Для кожного K ∈ M розглянемо функцiю hK : P → [0, 1], означену
формулою

hK(p) =
{

gK(p), p ∈ K;
0, p ∈ P \K.

З умов (1) i (2) леми 1.3.7 випливає, що функцiя hK неперервна. Тому
функцiя h : P → R, означена формулою

h(p) =
∑

K∈M
hK(p),

також є неперервною, як сума скiнченної кiлькостi неперервних функцiй.
Оскiльки всi квадрати системиM попарно майже неперетиннi, то з умови
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(2) леми 1.3.7 випливає, що на кожному квадратi K ∈ M функцiя h
збiгається з функцiєю gK . Крiм того, h(p) = 0 для кожного p ∈ P \ ⋃

K∈M
K.

Отже, з означення системи M випливає, що функцiї f i h збiгаються на
множинi U , яка є околом точки p0. Тому функцiя f є неперервною в точцi
p0.

Тепер покажемо, що виконується умова (d), тобто ωf (p) = 1 для
кожного p ∈ E. Згiдно з умовою (a) маємо ωf (p) ≤ 1. Отже, досить
довести, що ωf (p) ≥ 1 для кожного p ∈ E. Спочатку розглянемо випадок
точки p ∈ D. Зафiксуємо номер n ∈ N i окiл V точки pn ∈ D. Оскiльки

d(pn, sn,m) < 1
m

для кожного m ≥ n, то iснує m ≥ n таке, що sn,m ∈ V . Беручи до уваги
умову (4) леми 1.3.7 маємо

ωf (V ) ≥ f(sn,m)− f(p) = 1− 0 = 1.

Таким чином, ωf (V ) ≥ 1 для кожного околу V точки pn, i тому ωf (pn) ≥ 1.
Отже, ωf (p) ≥ 1 для кожної точки p ∈ D. Оскiльки множина D щiльна в
E, то згiдно з твердженням 1.2.11 маємо

E = D ⊆ {p ∈ P : ωf (p) ≥ 1} = {p ∈ P : ωf (p) ≥ 1}.
Залишилось перевiрити умову (b), тобто нарiзну неперервнiсть функцiї

f . Зауважимо, спочатку, що D(f) = E згiдно з (c) i (d). Тому звуження
функцiї f на кожний горизонтальний чи вертикальний вiдрiзок, який не
проходить через точки множини E, є неперервним, адже такi вiдрiзки
складаються з точок сукупної неперервностi функцiї f . З iншого боку,
згiдно з твердженням 1.3.6 для кожної точки p ∈ E маємо

cross(p) ⊆ cross(E) ⊆ (A× Y )∪ (X ×B) = (X × Y ) \W ⊆ (X × Y ) \
⋃

K∈K
K.

Тому функцiя f дорiвнює нулевi на хрестi cross(p) кожної точки p ∈ E.
Отже, звуження функцiї f на кожний горизонтальний чи вертикальний
вiдрiзок, який проходить через точки множини E, також є неперервним.
Тобто функцiя f є нарiзно неперервною.

1.3.4. Опис множини точок розриву нарiзно
неперервних функцiй двох дiйсних змiнних. У даному
пунктi ми викладемо завершальний етап побудови Кешнера, який дає
загальне розв’язання оберненої задачi i приводить до повного опису
множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй двох дiйсних
змiнних.

Розпочнемо з допомiжних тверджень.
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Лема 1.3.9. Нехай X, Y – топологiчнi простори i E ⊆ X × Y
– проективно першої категорiї Fσ-множина в X × Y . Тодi iснує
послiдовнiсть (En)∞n=1 замкнених проективно нiде не щiльних множин

En ⊆ X × Y така, що E =
∞⋃

n=1
En.

Доведення. Позначимо A = prX(E), B = prY (E) i виберемо зростаючi
послiдовностi (An)∞n=1 замкнених нiде не щiльних множин An ⊆ X,
(Bn)∞n=1 замкнених нiде не щiльних множин Bn ⊆ Y i (Dn)∞n=1 замкнених
множин Dn ⊆ X × Y такi, що

A ⊆
∞⋃

n=1

An, B ⊆
∞⋃

n=1

Bn i E =
∞⋃

n=1

Dn.

Для кожного n ∈ N покладемо

En = (An × Y ) ∩ (X ×Bn) ∩Dn.

Зрозумiло, що всi множини En замкненi i проективно нiде не щiльнi. Крiм
того, оскiльки послiдовностi (An)∞n=1, (Bn)∞n=1 i (Dn)∞n=1 зростаючi, то

E =
∞⋃

n=1

En.

Лема 1.3.10. Нехай X – топологiчний простiр, g : X → R, h : X → [0, δ]
i x0 ∈ X. Тодi

ωg+h(x0) ≥ ωg(x0)− δ.

Доведення. Вiзьмемо довiльний окiл U точки x0 в просторi X. Зрозумiло,
що ω−h(U) ≤ δ. Тепер з нерiвностi трикутника випливає наступна
нерiвнiсть

ωg(U) ≤ ωg+h(U) + ω−h(U) ≤ ωg+h(U) + δ.

Отже,
ωg+h(U) ≥ ωg(U)− δ

для довiльного околу U точки x0. Залишилось в цiй нерiвностi перейти до
iнфiмума по всiм околам точки x0.

Наступне твердження описує завершальний крок вiдповiдних побудов.

Твердження 1.3.11. Нехай X – топологiчний простiр i (fn)∞n=1 –
послiдовнiсть функцiй fn : X → [0, 1] таких, що

D(fn) = {x ∈ X : ωfn(x) = 1}
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для кожного n ∈ N. Тодi для функцiї f : X → R, означеної формулою

f(x) =
∞∑

n=1

1
3n

fn(x),

маємо

D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn).

Доведення. Покладемо En = D(fn) для кожного n ∈ N i E =
∞⋃

n=1
En.

Зауважимо, що функцiональний ряд, який означає функцiю f , є
рiвномiрно збiжним на X. Тому функцiя f є неперервною в кожнiй точцi
x ∈ X \ E, як сума рiвномiрно збiжного ряду, складеного з функцiй,
неперервних в точцi x. Залишилось показати, що f розривна в кожнiй
точцi множини E.

Зафiксуємо точку x0 ∈ E i доведемо, що f розривна в точцi x0.
Виберемо найменший номер n0 ∈ N такий, що x0 ∈ En0 , i розiб’ємо
функцiю f на три (або два, якщо n0 = 1) доданки:

f(x) =
∑

n<n0

1
3n

fn(x) +
1

3n0
fn0(x) +

∑
n>n0

1
3n

fn(x).

Якщо n0 > 1, то функцiя
∑

n<n0

1
3n fn(x) неперервна в точцi x0, як

сума неперервних в точцi x0 функцiй. Тому достатньо переконатись, що
функцiя g + h, де

g(x) =
1

3n0
fn0(x) i h(x) =

∑
n>n0

1
3n

fn(x),

є розривною в точцi x0. З одного боку, згiдно з умовою твердження маємо

ωg(x0) =
1

3n0
· ωfn0

(x0) =
1

3n0
.

З iншого боку, маємо

0 ≤ h(p) ≤
∑

n>n0

1
3n

=
2

3n0+1
.

Тепер з леми 1.3.10 випливає нерiвнiсть

ωg+h(x0) ≥ ωg(x0)− 2
3n0+1

=
1

3n0+1
> 0.

Отже, функцiя g + h розривна в точцi x0.
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Тепер переходимо до доведення основних результатiв.

Теорема 1.3.12. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i E ⊆ X × Y – проективно
першої категорiї Fσ-множина в X × Y . Тодi iснує нарiзно неперервна
функцiя f : X×Y → R така, що множина E є множиною точок розриву
функцiї f .

Доведення. Згiдно з лемою 1.3.9 виберемо послiдовнiсть (En)∞n=1

замкнених проективно нiде не щiльних множин En ⊆ X × Y таку, що

E =
∞⋃

n=1
En.

Для кожного n ∈ N з допомогою теореми 1.3.8 виберемо функцiю
fn : X × Y → R, яка задовольняє вiдповiднi умови (a) − (d), i для якої,
зокрема, D(fn) = En. Розглянемо функцiю f : X × Y → R, означену
формулою

f(x, y) =
∞∑

n=1

1
3n

fn(x, y).

Зауважимо, що згiдно з умовою (a) функцiональний ряд, який означає
функцiю f , є рiвномiрно збiжним на X × Y . Тому функцiя f є нарiзно
неперервною, як сума рiвномiрно збiжного ряду, складеного з нарiзно
неперервних функцiй. Крiм того, згiдно з твердженням 1.3.11 маємо

D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn) =
∞⋃

n=1

En = E.

З щойно доведеної теореми i теореми 1.2.17 негайно випливає
наступний результат, який дає повний опис множин точок розриву нарiзно
неперервних функцiй на прямокутнику.

Теорема 1.3.13. Нехай X = [a, b], Y = [c, d] i E ⊆ X × Y . Тодi
множина E є множиною точок розриву деякої нарiзно неперервної
функцiї f : X × Y → R тодi i тiльки тодi, коли множина E є проективно
першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .

Аналогiчно одержується повний опис множин точок розриву нарiзно
неперервних функцiй на добутку двох промiжкiв, зокрема на R2.

Теорема 1.3.14. Нехай X i Y – промiжки (скiнченнi чи нескiнченнi) на
числовiй прямiй R i E ⊆ X × Y . Тодi множина E є множиною точок
розриву деякої нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R тодi i тiльки
тодi, коли множина E є проективно першої категорiї Fσ-множиною в
X × Y .
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Доведення. Необхiднi умови на множину точок розриву нарiзно
неперервної функцiї на добутку X × Y були доведенi в теоремi 1.2.19.
Тому залишається довести достатнiсть.

Нехай E – проективно першої категорiї Fσ-множина в X×Y . Спочатку
виберемо зростаючi послiдовностi (Xn)∞n=1 i (Yn)∞n=1 вiдрiзкiв Xn ⊆ X i
Yn ⊆ Y такi, що

X =
∞⋃

n=1

Xn i Y =
∞⋃

n=1

Yn.

спочатку мiркуємо подiбно, як при доведеннi теореми 1.3.12. Позначимо
A = prX(E), B = prY (E) i виберемо зростаючi послiдовностi (An)∞n=1

замкнених нiде не щiльних множин An ⊆ X, (Bn)∞n=1 замкнених нiде не
щiльних множин Bn ⊆ Y i (Dn)∞n=1 замкнених множин Dn ⊆ X × Y такi,
що

A ⊆
∞⋃

n=1

An, B ⊆
∞⋃

n=1

Bn i E =
∞⋃

n=1

Dn.

Для кожного n ∈ N покладемо

En = ((Xn ∩An)× Y ) ∩ (X × (Y ∩Bn)) ∩Dn.

Зрозумiло, що всi множини En замкненi i проективно нiде не щiльнi
множини в Xn × Yn. Крiм того, оскiльки послiдовностi (Xn)∞n=1, (Yn)∞n=1

(An)∞n=1, (Bn)∞n=1 i (Dn)∞n=1 зростаючi, то

E =
∞⋃

n=1

En.

Для кожного n ∈ N з допомогою теореми 1.3.8 виберемо функцiю
fn : Xn × Yn → R, яка задовольняє умови (a)− (e), i розглянемо функцiю
f̃n : X × Y → R, означену формулою

f̃n(p) =
{

fn(p), p ∈ Xn × Yn;
0, p ∈ (X × Y ) \ (Xn × Yn).

Оскiльки функцiя fn задовольняє умови (a) − (e), то функцiя f̃n

задовольняє умови (a)−(d). Тепер, мiркуючи в точностi, як при доведеннi
теореми 1.3.12, показуємо, що функцiя f : X × Y → R,

f(p) =
∞∑

n=1

1
3n

f̃n(x, y)

є шуканою.
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1.4

Заключнi зауваження до роздiлу 1

Iсторiя виникнення задачi Дiнi та її розв’язання для функцiй дiйсних
змiнних є досить обширною i цiкавою. Її детальний огляд разом з аналiзом
рiзних методiв доведення прямих i обернених теорем, що виникли пiд
час розвою даної тематики, безперечно заслуговує на окремий виклад,
який можна знайти у фундаментальнiй працi [52]. Тут ми лише згадаємо
роботи, в яких були запропонованi альтернативнi доведення основних
результатiв першого роздiлу.

Iншi доведення теореми Бера про розв’язання прямої задачi для
функцiй дiйсних змiнних були одержанi Е. ван Влеком [44] (для двох
змiнних) i Р. Кешнером [23] (для n змiнних).

Обернена теорема Кешнера для функцiй двох дiйсних змiнних схожим
методом була також доведена З. Ґранде [17].

З огляду на приклад Юнґiв природно виникає питання про опис
множини точок розриву лiнiйно неперервних функцiй. Структура множин
точок розриву таких вiдображень виявилася значно тоншою, а ця задача
– на порядок складнiшою i вона лише зовсiм недавно отримала своє
розв’язання. Спочатку роботи [40] i [9] дали необхiднi i достатнi умови на
множину точок розриву таких функцiй у термiнах графiкiв лiпшицових
вiдображень, а потiм у роботах [10] i [3] незалежно було одержано рiзнi
топологiчнi характеризацiї множин точок розриву лiнiйно неперервних
вiдображень.
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Роздiл 2

ФУНКЦIЇ НА ДОБУТКУ
ДВОХ СЕПАРАБЕЛЬНИХ

МЕТРИЗОВНИХ ПРОСТОРIВ

З появою абстрактних просторiв природно постали питання про
можливiсть перенесення тих чи iнших результатiв про функцiї дiйсних
змiнних на загальнiшi ситуацiї. В повнiй мiрi цi питання стосуються
прямих i обернених теорем, якi дають розв’язання задачi Дiнi для функцiй
дiйсних змiнних. У даному роздiлi ми розглянемо перший "абстрактний"
етап розвитку дослiджень даної тематики, який привiв до повного
опису множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй на добутку
сепарабельних метризовних просторiв.

2.1
Теорема Гана про необхiднi умови на множину

точок розриву

У даному пiдроздiлi ми викладемо перший результат про нарiзно
неперервнi функцiї на добутку абстрактних просторiв, а саме, теорему
Г. Гана [18, c. 390] 1921 року про необхiднi умови на множину точок
розриву нарiзно неперервної функцiї на добутку метризовного простору,

49



який є Gδ-пiдпростором повного метричного простору, i метризовного
компакту. Зауважимо, що метод доведення цього результату базується на
рiвномiрнiй неперервностi функцiї вiдносно другої змiнної i є розвитком
пiдходу ван Влека, застосованого у 1907 роцi в [44] до функцiй дiйсних
змiнних.

2.1.1. Рiвномiрна неперервнiсть функцiй на
метричних компактах. Для доведення теореми Гана нам буде
потрiбна добре вiдома узагальнена версiя класичної теореми Кантора про
рiвномiрну неперервнiсть неперервних функцiй на метричному компактi,
яку ми викладемо у цьому пунктi.

Топологiчний простiр X називається метризовним, якщо iснує метрика
на X, яка породжує топологiю простору X.

Топологiчний простiр X називається компактним, якщо з довiльного
вiдкритого покриття цього простору можна видiлити скiнченне
пiдпокриття.

Ми будемо використовувати наступний варiант теореми Больцано-
Вейєрштрасса.

Твердження 2.1.1. З довiльної послiдовностi в компактному
метризовному просторi можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть.

Доведення. Нехай X – метризовний компакт, d – метрика на просторi X,
яка породжує його топологiю, i (xn)∞n=1 – послiдовнiсть точок xn ∈ X.
Покажемо, спочатку, що послiдовнiсть (xn)∞n=1 має хоча б одну граничну
точку x0, тобто таку точку x0, що довiльний окiл цiєї точки мiстить
нескiнченну кiлькiсть елементiв даної послiдовностi.

Припустимо, що це не так. Це означає, що для кожної точки x ∈ X
iснує вiдкритий окiл Ux цiєї точки такий, що множина

Nx = {n ∈ N : xn ∈ Ux}

скiнченна. Використовуючи компактнiсть простору X, з вiдкритого
покриття (Ux : x ∈ X) простору X виберемо скiнченне пiдпокриття, тобто
виберемо скiнченну множину A ⊆ X таку, що

X =
⋃

x∈A

Ux.

Тепер, з одного боку, множина
⋃

x∈A

Nx скiнченна. А з iншого боку, маємо

⋃

x∈A

Nx = {n ∈ N : xn ∈
⋃

x∈A

Ux} = {n ∈ N : xn ∈ X} = N,
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що дає нам суперечнiсть.
Отже, ми можемо вибрати деяку граничну точку x0 послiдовностi

(xn)∞n=1. Тепер, використовуючи iндукцiю вiдносно k ∈ N легко побудувати
строго зростаючу послiдовнiсть номерiв (nk)∞k=1 таку, що

d(x0, xnk
) < 1

k

для кожного k ∈ N. Тодi, зокрема,

lim
k→∞

xnk
= x0.

Нагадаємо, що функцiя f : X → R, визначена на метричному просторi
(X, d), називається рiвномiрно неперервною, якщо для довiльного ε > 0
iснує δ > 0 таке, що |f(x)− f(y)| < ε як тiльки d(x, y) < δ.

Ми будемо використовувати наступний варiант теореми Кантора.

Твердження 2.1.2. Кожна неперервна на метричному компактному
просторi функцiя є рiвномiрно неперервною.

Доведення. Нехай (X, d) – метричний компакт i f : X → R – неперервна
функцiя. Припустимо, що f не є рiвномiрно неперервною. Це означає, що
iснує ε > 0 таке, що для довiльного δ > 0 iснують x, y ∈ X такi, що

d(x, y) < δ i |f(x)− f(y)| < ε.

Використовуючи цю властивiсть, для кожного n ∈ N виберемо точки
xn, yn ∈ X такi, що

d(xn, yn) < 1
n i |f(xn)− f(yn)| ≥ ε.

Згiдно з твердженням 2.1.1 з послiдовностi (xn)∞n=1 можна видiлити
пiдпослiдовнiсть (xnk

)∞k=1, яка збiгається до деякої точки x0 ∈ X. Тепер
з послiдовностi (ynk

)∞k=1 можна видiлити пiдпослiдовнiсть (ynki
)∞i=1, яка

збiгається до деякої точки y0 ∈ X. Зауважимо, що послiдовнiсть (xnki
)∞i=1

також збiгається до точки x0. Згiдно з нерiвнiстю трикутника, для
кожного i ∈ N маємо

d(x0, y0) ≤ d(x0, xnki
) + d(xnki

, ynki
) + d(ynki

, y0) ≤

≤ d(x0, xnki
) + 1

nki
+ d(ynki

, y0).

Перейшовши в цiй нерiвностi до границi при i →∞, одержимо

d(x0, y0) ≤ 0,
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тобто x0 = y0.
З iншого боку, для кожного i ∈ N маємо

|f(xnki
)− f(ynki

)| ≥ ε.

Тепер перейшовши в цiй нерiвностi до границi при i →∞, i використавши
неперервнiсть функцiї f в точцi x0, одержимо

|f(x0)− f(x0)| ≥ ε,

що дає суперечнiсть.

2.1.2. Беровiсть i повнометризовнi простори. У даному
пунктi ми викладемо допомiжнi факти, який використовує Ган у своєму
доведеннi.

Нагадаємо, що метричний простiр (X, d) називається повним, якщо
кожна фундаментальна послiдовнiсть елементiв простору X є збiжною
в цьому просторi. При цьому кажуть, що метрика d є повною.

Топологiчний простiр X називається повнометризовним, якщо на
просторi X iснує повна метрика, яка породжує його топологiю.

З твердження 2.1.1 стандартним чином випливає наступний факт.

Твердження 2.1.3. Довiльний компактний метричний простiр (X, d)
є повним.

Доведення. Нехай (xn)∞n=1 – фундаментальна послiдовнiсть точок xn ∈
X. Згiдно з твердженням 2.1.1 iснують точка x0 ∈ X i строго зростаюча
послiдовнiсть (nk)∞n=1 номерiв nk такi, що

lim
k→∞

xnk
= x0.

Тепер з фундаментальностi послiдовностi (xn)∞n=1 випливає, що

lim
n→∞

xn = x0.

Для метричного простору (X, d), точки x0 ∈ X i r > 0 покладемо

B[x0, r] = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r}
i

B(x0, r) = {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r}.
У своїх мiркуваннях Г. Ган використовує наступний результат, який

доводиться аналогiчно, як теорема Бера про категорiї для повних
метричних просторiв.

52



Твердження 2.1.4. Кожний непорожнiй Gδ-пiдпростiр Y
повнометризовного простору X є берiвським.

Доведення. Нехай d – деяка повна метрика на X, яка породжує топологiю
простору X, i (Fn)∞n=1 – послiдовнiсть замкнених в просторi X множин
така, що

Y = X \
∞⋃

n=1

Fn.

Вiзьмемо довiльну непорожню вiдкриту в Y множину G i покажемо, що
G є множиною другої категорiї в Y . Зафiксуємо довiльну послiдовнiсть
(An)∞n=1 замкнених нiде не щiльних в просторi Y множин An ⊆ Y .
Достатньо довести, що

G \
∞⋃

n=1

An 6= ∅.

Iндукцiєю вiдносно n ∈ N побудуємо послiдовнiсть (yn)∞n=1 точок yn ∈ G
i строго спадну послiдовнiсть (rn)∞n=1 чисел rn > 0, якi задовольняють
наступнi умови:

1) B(y1, r1) ∩ Y ⊆ G;

2) lim
n→∞

rn = 0;

3) B[yn+1, rn+1] ⊆ B(yn, rn) \ (Fn ∪An) для кожного n ∈ N.
Вiзьмемо довiльну точку y1 ∈ G i число r1 > 0 такi, що

B(y1, r1) ∩ Y ⊆ G.

Множина
G1 = (B(y1, r1) \ F1) ∩ Y

є вiдкритою i непорожньою в просторi Y . Тому множина

U1 = (B(y1, r1) ∩ Y ) \ (F1 ∪A1) = G1 \A1

також є вiдкритою i непорожньою. Вiзьмемо довiльну точку y2 ∈ U1 i
строго додатне число r2 ≤ r1

2 такi, що

B[y2, r2] ⊆ B(y1, r1).

Аналогiчно множина

G2 = (B(y2, r2) \ F2) ∩ Y
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є вiдкритою i непорожньою в просторi Y . Тому множина

U2(B(y2, r2) ∩ Y ) \ (F2 ∪A2) = G2 \A2

також є вiдкритою i непорожньою. Отже, iснують точка y3 ∈ U2 i строго
додатне число r3 ≤ r2

2 такi, що

B[y3, r3] ⊆ B(y2, r2).

I так далi.
Розглянемо послiдовнiсть (yn)∞n=1. З умови (3) випливає, що

ym ∈ B[yn, rn]

для кожного m ≥ n. Тому згiдно з (2), послiдовнiсть (yn)∞n=1 є
фундаментальною, а отже, є збiжною в просторi X. Крiм того,

y0 = lim
n→∞

yn ∈
∞⋂

n=1

B[yn, rn].

Тому згiдно з (3) маємо

y0 ∈ B(y1, r1) \
∞⋃

n=1

(Fn ∩An) = (B(y1, r1) ∩ Y ) \
∞⋃

n=1

An ⊆ G \
∞⋃

n=1

An.

Зауваження 2.1.5. Зауважимо, що у 1924-му роцi у роботi [19]
Ф.Гаусдорф довiв, що Gδ-пiдпростiр повнометризовного простору також є
повнометризовним. Це означає, що твердження 2.1.4 еквiвалентне теоремi
Бера про категорiї для повних метричних просторiв. Але на час написання
працi Г.Гана, яка вийшла у 1921-му роцi, цей факт був ще невiдомим
i автор природно розглядав клас Gδ-пiдпросторiв повнометризовних
просторiв, як розширення класу повнометризовних просторiв.

2.1.3. Необхiднi умови для функцiй на добутку
метризовних компактiв. У цьому пунктi ми викладемо основнi
результати даного пiдроздiлу, якi, зокрема, дають розв’язання прямої
задачi на добутку метризовних компактiв.

Слiдуючи Гану топологiчний простiр X називатимемо вiдносно повним,
якщо вiн є Gδ-пiдпростором деякого повнометризовного простору.

Наступна теорема була доведена в [18].
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Теорема 2.1.6. Нехай X – вiдносно повний простiр, Y – метризовний
компакт, f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя, ε > 0 i

E = {p ∈ X × Y : ωf (p) ≥ ε}.

Тодi множина A = prX(E) нiде не щiльна в X.

Доведення. Зафiксуємо довiльну метрику d на Y , яка породжує його
топологiю. Нехай U – довiльна вiдкрита в просторi X непорожня множина.
Покажемо, що iснує вiдкрита в X непорожня множина U0 ⊆ U така, що
U0 ∩A = ∅.

Для кожного n ∈ N покладемо

Fn = {x ∈ U : (∀y′, y′′ ∈ Y ) (d(y′, y′′) ≤ 1
n ⇒ |f(x, y′)− f(x, y′′)| ≤ ε

4 )}.

Оскiльки функцiя f неперервна вiдносно другої змiнної, то згiдно з
твердженням 2.1.2 функцiя f рiвномiрно неперервна вiдносно другої
змiнної, звiдки випливає рiвнiсть

U =
∞⋃

n=1

Fn.

Разом з тим, згiдно з твердженням 2.1.4, простiр X є берiвським. Тому
множина U є множиною другої категорiї. Отже, iснують вiдкрита в X
непорожня множина U0 ⊆ U i номер m ∈ N такi, що U0 ⊆ Fm.

Доведемо, що U0 ⊆ Fm. Припустимо, що це не так i вiзьмемо точку
x1 ∈ U0 \ Fm. З означення множини Fm випливає, що iснують точки
y1, y2 ∈ Y такi, що

d(y1, y2) ≤ 1
m i |f(x1, y1)− f(x1, y2)| > ε

4 .

Використовуючи неперервнiсть функцiй fy1 i fy2 в точцi x1 знайдемо окiл
U1 ⊆ U0 точки x1 такий, що

|f(x, y1)− f(x, y2)| > ε
4

для кожного x ∈ U1. Оскiльки x1 ∈ Fm, то iснує точка x2 ∈ U1 ∩ Fm. Тодi

d(y1, y2) ≤ 1
m i |f(x2, y1)− f(x2, y2)| > ε

4 ,

що суперечить умовi x2 ∈ Fm. Отже, U0 ⊆ Fm.
Тепер покажемо, що U0 ∩ A = ∅, тобто ωf (x, y) < ε для кожної точки

(x, y) ∈ U0 × Y . Зафiксуємо довiльну точку

(x0, y0) ∈ U0 × Y.
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Використовуючи неперервнiсть функцiї fy0 в точцi x0, виберемо окiл
U2 ⊆ U0 точки x0 такий, що

|f(x′, y0)− f(x′′, y0)| ≤ ε
4

для довiльних точок x′, x′′ ∈ U2. Покладемо V = B[y0,
1
m ] i розглянемо

окiл W = U2 × V точки (x0, y0) в X × Y . Використовуючи включення
U2 ⊆ Fm i вибiр множини U2, для довiльних точок (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ W
отримуємо

|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)| ≤ |f(x′, y′)− f(x′, y0)|+ |f(x′, y0)− f(x′′, y0)|+

+|f(x′′, y0)− f(x′′, y′′)| ≤ ε
4 + ε

4 + ε
4 = 3ε

4 .

Отже, ωf (W ) ≤ 3ε
4 i

ωf (x0, y0) ≤ 3ε
4 < ε.

Зауваження 2.1.7. Зауважимо, що у доведеннi теореми 2.1.6
використовується лише беровiсть простору X. Отже, i у формулюваннi
цiєї теореми умову вiдносної повноти простору X можна замiнити на
беровiсть.

Тепер аналогiчно, як теорема 1.2.17 доводиться наступний результат.

Теорема 2.1.8. Нехай X, Y – метризовнi компакти i f : X × Y → R
– нарiзно неперервна функцiя. Тодi множина E = D(f) є проективно
першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .

Доведення. Згiдно з наслiдком 1.2.13 множина E є Fσ-множиною в X×Y .
Для кожного n ∈ N розглянемо множину

En = {p ∈ X × Y : ωf (p) ≥ 1
n}.

Оскiльки кожний метризовний компакт є повнометризовним, то згiдно з
теоремою 2.1.6 всi множини En проективно нiде не щiльнi. А з твердження

1.2.11 випливає рiвнiсть E =
∞⋃

n=1
En.
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2.2
Теорема Фейока про необхiднi умови на

множину точок розриву

Наступним кроком у напрямку одержання нових теорем про повний
опис множини точок розриву є одержаний у 1973 роцi результат Р. Фейока
[15], який дає необхiднi умови для нарiзно неперервних функцiй на
добутку топологiчного простору i сепарабельного метризовного простору
i приводить до розв’язання прямої задачi на добутку сепарабельних
метризовних просторiв.

2.2.1. Граничнi множини i точки неперервностi. У
даному пунктi ми розглянемо поняття граничних множин функцiї, якi
є важливим технiчним iнструментом у мiркуваннях Фейока.

Спочатку розглянемо одну властивiсть компактних множин, яка
насправдi є характеристичною.

Твердження 2.2.1. Нехай X – топологiчний простiр, K ⊆ X –
компактна пiдмножина простору X, (Fi : i ∈ I) – сiм’я замкнених
множин Fi в просторi X такi, що K ∩ F = ∅, де F =

⋂
i∈I

Fi. Тодi iснує

скiнченна множина J ⊆ I така, що

K ∩
⋂

i∈J

Fi = ∅.

Доведення. Для кожного i ∈ I покладемо Gi = X \ Fi. З вiдкритого
покриття (Gi : i ∈ I) компактної множини K виберемо скiнченне
пiдпокриття (Gi : i ∈ J), де множина J ⊆ I скiнченна. Тепер маємо

K ∩
⋂

i∈J

Fi = K ∩
⋂

i∈J

(X \Gi) = K ∩
(

X \
⋃

i∈J

Gi

)
⊆ K ∩ (X \K) = ∅.

Нехай X, Y – топологiчнi простори i f : X → Y . Для кожної точки
x ∈ X через Ux ми позначимо систему всiх околiв точки x в просторi X i
розглянемо множину

Cf (x) =
⋂

U∈Ux

f(U),

яка називається граничною множиною функцiї f в точцi x.
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При отриманнi свого результату Фейок використовує наступнi два
твердження, якi були доведенi в [43], де також вивчались властивостi
множини точок сукупної неперервностi нарiзно неперервних вiдображень.
Перше з цих тверджень є простим наслiдком з твердження 2.2.1.

Твердження 2.2.2. Нехай X, Y – топологiчнi простори, x ∈ X, K ⊆ X
– компактна множина i f : X → Y такi, що K ∩ Cf (x) = ∅. Тодi iснує
окiл U точки x в просторi X такий, що K ∩ f(U) = ∅.
Доведення. З означення множини Cf (x), умови K ∩ Cf (x) = ∅ i
твердження 2.2.1 випливає, що iснує скiнченна система V ⊆ Ux така, що

K ∩
⋂

V ∈V
f(V ) = ∅.

Зрозумiло, що окiл
U =

⋂

V ∈V
V

точки x є шуканим.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається гаусдорфовим
простором (або T2-простором), якщо для довiльних рiзних точок x, y ∈ X
iснують околи U i V точок x i y вiдповiдно, такi, що U ∩V = ∅. Зрозумiло,
що для довiльних рiзних точок x, y у гаусдорфовому просторi X iснує
замкнений окiл U точки x такий, що y 6∈ U .

Наступне твердження показує зв’язок граничних множин з
неперервнiстю функцiї.

Твердження 2.2.3. Нехай X – топологiчний простiр, x ∈ X, Y –
компактний гаусдорфовий простiр i f : X → Y . Тодi вiдображення f
неперервне в точцi x тодi i лише тодi, коли Cf (x) = {f(x)}.
Доведення. Необхiднiсть. Нехай f неперервне в точцi x. Покажемо, що
Cf (x) = {f(x)}. Вiзьмемо довiльну точку y 6= f(x) в регулярному
просторi Y i виберемо замкнений окiл V точки f(x) такий, що y 6∈ V .
Використовуючи неперервнiсть вiдображення f в точцi x знайдемо окiл U
точки x такий, що f(U) ⊆ V . Тепер маємо

Cf (x) ⊆ f(U) ⊆ V = V 63 y.

Отже, y 6∈ Cf (x) i Cf (x) = {f(x)}.
Достатнiсть. Нехай Cf (x) = {f(x)} i V – довiльний вiдкритий окiл

точки f(x) в просторi Y . Тодi для компактної множини K = Y \ V в
просторi Y маємо K ∩ Cf (x) = ∅. Тому з твердження 2.2.2 випливає, що
iснує окiл U точки x в просторi X такий, що K ∩ f(U) = ∅, тобто

f(U) ⊆ Y \K = V.

Отже, f неперервне в точцi x.
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2.2.2. Необхiднi умови для функцiй на добутку
сепарабельних метризовних просторiв. В даному пунктi ми
викладемо основнi результати даного пiдроздiлу.

На завершальному етапi мiркувань ми будемо використовувати
наступний допомiжний факт.

Лема 2.2.4. Нехай X, Y , Z – топологiчнi простори, f : X × Y → Z
– неперервне вiдносно першої змiнної вiдображення, A ⊆ X – щiльна в
просторi X множина i F ⊆ Z – замкнена в просторi Z множина такi,
що f(A× Y ) ⊆ F . Тодi f(X × Y ) ⊆ F .

Доведення. Припустимо, що f(X×Y ) 6⊆ F , тобто iснують x0 ∈ X i y0 ∈ Y
такi, що

f(x0, y0) ∈ G = Z \ F.

Оскiльки множина G вiдкрита i вiдображення f неперервне вiдносно
першої змiнної в точцi (x0, y0), то iснує окiл U точки x0 в просторi X
такий, що

f(U × {y0}) ⊆ G.

Але множина A щiльна в просторi X. Тому iснує точка a ∈ A ∩ U . Тепер,
з одного боку, f(a, y0) ∈ G згiдно з вибором U , а з iншого –

f(a, y0) ∈ f(A× Y ) ⊆ F,

що дає нам суперечнiсть.

Топологiчний простiр X називається простором з другою аксiомою
злiченностi, якщо в просторi X iснує не бiльш, нiж злiченна база.
Зауважимо, що для метризовних просторiв сепарабельнiсть рiвносильна
другiй аксiомi злiченностi (дивись, наприклад [13, наслiдок 4.1.16]).

Теорема 2.2.5. Нехай X – топологiчний простiр, Y – простiр з другою
аксiомою злiченностi i f : X ×Y → R – нарiзно неперервна функцiя. Тодi
проекцiя A множини D(f) на простiр X є множиною першої категорiї
в просторi X.

Доведення. З леми 1.2.12 випливає, що достатньо розглянути випадок
обмеженої функцiї f . Тому ми вважатимемо, що f(X × Y ) ⊆ [0, 1].

Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що множина A є
множиною другої категорiї. Для кожної точки x ∈ A виберемо точку
yx ∈ Y таку, що (x, yx) ∈ D(f), i покладемо zx = f(x, yx). Тодi

Cf (x, yx) 6= {zx}
згiдно з твердженням 2.2.3. Для довiльних x ∈ A i n ∈ N покладемо

W (x, n) = [zx − 1
n , zx + 1

n ].
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Розглянемо послiдовнiсть (An)∞n=1 множин

An = {x ∈ A : Cf (x, yx) \W (x, n) 6= ∅}.

Оскiльки

Cf (x, yx) 6= {zx} =
∞⋂

n=1

W (x, n)

для кожного x ∈ A, то

A =
∞⋃

n=1

An.

Зрозумiло, що множина другої категорiї A не може бути об’єднанням
послiдовностi множин першої категорiї, Тому iснує номер m ∈ N такий,
що множина Am є множиною другої категорiї.

Нехай (Is : s ∈ S) – скiнченне покриття вiдрiзка [0, 1] вiдкритими
iнтервалами Is довжини меншої, нiж 1

m . Для кожного s ∈ S покладемо

Am(s) = {x ∈ Am : Is ∩ (Cf (x, yx) \W (x, m)) 6= ∅}.

Оскiльки (Is : s ∈ S) є покриттям вiдрiзка [0, 1], то

Am =
⋃

s∈S

Am(s).

Тому iснує t ∈ S таке, що множина Am(t) є множиною другої категорiї,
адже множина Am є множиною другої категорiї i множина S скiнченна.
Зауважимо, що для кожного x ∈ Am(t) виконується умова

It \W (x,m) 6= ∅,

причому довжина iнтервала It є меншою, нiж 1
m , а вiдрiзок W (x,m) з

серединою в точцi zx має довжину 2
m . Тому

f(x, yx) = zx 6∈ It,

тобто
f(x, yx) ∈ G = R \ It

для кожного x ∈ Am(t).
Вiзьмемо довiльну базу (Bn)∞n=1 топологiї простору Y . Для кожного

x ∈ Am(t), використовуючи неперервнiсть вiдносно другої змiнної функцiї
f в точцi (x, yx), знайдемо номер nx ∈ N такий, що множина Bnx є околом
точки yx в просторi Y i

f({x} ×Bnx) ⊆ G
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i розглянемо послiдовнiсть множин

Cn = {x ∈ Am(t) : nx = n}.
Зрозумiло, що

Am(t) =
∞⋃

n=1

Cn.

Тому, як i ранiше, iснує k ∈ N таке, що множина Ck є множиною другої
категорiї, зокрема, множина Ck не є нiде не щiльною. Тодi iснує вiдкрита
в просторi X непорожня множина X0 така, що

X0 ⊆ A0,

де A0 = Ck ∩X0. Покладемо Y0 = Bk i розглянемо звуження f0 функцiї f
на добуток X0× Y0, яке є нарiзно неперервною функцiєю. Зауважимо, що

f0(A0 × Y0) ⊆ G ⊆ F = R \ It.

Тому
f0(X0 × Y0) ⊆ F

згiдно з лемою 2.2.4.
Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ A0 ⊆ Ck. Оскiльки nx0 = k, то множина

Y0 = Bk є околом точки y0 = yx0 . Тому множина X0 × Y0 є околом точки
(x0, y0) i

Cf (x0, y0) ⊆ f(X0 × Y0) = f0(X0 × Y0) ⊆ F = F = R \ It.

Отже,
Cf (x0, y0) ∩ It = ∅,

що суперечить умовi x0 ∈ Am(t). Таким чином, теорема доведена.

З щойно доведеної теореми ми негайно отримуємо наступне розв’язання
прямої задачi.

Теорема 2.2.6. Нехай X, Y – топологiчнi простори з другою
аксiомою злiченностi (наприклад, метризовнi сепарабельнi простори) i
f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя. Тодi множина E = D(f) є
проективно першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .

Зауваження 2.2.7. Зазначимо, що пiдхiд Фейока, який ми виклали
у даному пiдроздiлi, на вiдмiну вiд бiльшостi методiв розв’язування
прямої задачi, є застосовним лише для вiдображень зi значеннями
у метризовних сепарабельних просторах, адже такi простори можна
гомеоморфно вкласти в метризовний компакт.
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2.3
Метод Брекенрiджа i Нiшiури розв’язання

оберненої задачi

З огляду на основнi результати попереднiх пiдроздiв природно було
б очiкувати, що зараз ми перейдемо до розв’язування оберненої задачi
на добутку двох метризовних сепарабельних просторiв. Це виглядало б
ще бiльш логiчним, якщо взяти до уваги той факт, що метод Кешнера
[23] чи, застосований пiзнiше у 1975 роцi i подiбний до нього, метод
Ґранде [17] без особливих надзусиль можна адаптувати до такого випадку.
Але i Кешнер i Ґранде розглядали лише функцiї дiйсних змiнних (слiд,
правда, зазначити, що разом з задачею Дiнi вони дослiджували також
iншi, спорiдненi з нею задачi) i наступним розв’язанням оберненої задачi
став отриманий у 1976 роцi результат Дж. Брекенрiджа i Т. Нiшiури [7] про
побудову нарiзно неперервних функцiй з даною множиною точок розриву
на добутку двох метризовних просторiв, який ми викладемо у даному
пiдроздiлi.

Як i ранiше, при розв’язаннi оберненої задачi для функцiї двох дiйсних
змiнних, у метризовному випадку центральне мiсце займає побудова для
замкненої проективно нiде не щiльної множини E точок розриву. На
вiдмiну вiд Кешнера, який наближається до множини E послiдовнiстю
майже неперетинних квадратiв i узгоджено будує шукану функцiю на
кожному з цих квадратiв окремо, Брекенрiдж i Нiшiура використовують
дещо iнший пiдхiд. Вони наближаються до множини E iншою множиною,
яка мiститься в доповненнi до хреста множини E, i будують шукану
функцiю вiдразу на всьому добутку.

2.3.1. Мiнiмальнi ε-сiтки в метричних просторах. У
даному пунктi ми викладемо допомiжний результат про iснування
мiнiмальних ε-сiток, якi виступають технiчним iнструментом для
наближення деякої множини елементами iншої множини.

Нагадаємо, що множина A з заданим на нiй вiдношенням ≤ називається
частково впорядкованою множиною, якщо виконуються наступнi умови:

1) a ≤ a для кожного a ∈ A;

2) якщо a ≤ b i b ≤ a, то a = b;

3) якщо a ≤ b i b ≤ c, то a ≤ c.
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Частково впорядкована множина (A,≤) називається лiнiйно
впорядкованою множиною, якщо a ≤ b або b ≤ a для довiльних
елементiв a, b ∈ A.

Пiдмножина B частково впорядкованої множини (A,≤) є обмеженою
зверху в множинi A, якщо iснує елемент a ∈ A такий, що b ≤ a для
кожного b ∈ B.

Елемент a0 частково впорядкованої множини (A,≤) називається
максимальним елементом множини A, якщо для довiльного a ∈ A з
умови a0 ≤ a випливає рiвнiсть a = a0.

Ми будемо використовувати, лему Куратовського-Цорна, яка є
добревiдомим переформулюванням аксiоми вибору (дивись, наприклад,
[13, роздiл I.4]).

Теорема 2.3.1 (Лема Куратовського-Цорна). Нехай (A,≤) – частково
впорядкована множина така, що кожна лiнiйно впорядкована
пiдмножина B множини A є обмеженою в множинi A. Тодi в множинi
iснує максимальний елемент.

Нехай (X, d) – метричний простiр i ε > 0. Пiдмножина A простору X
називається ε-сiткою, якщо для кожного x ∈ X iснує елемент a ∈ A такий,
що d(a, x) < ε. Iншими словами, множина A є ε-сiткою, якщо d(x,A) < ε
для кожного x ∈ X.

Наступне твердження показує, що в довiльному метричному просторi
для кожного ε > 0 iснує мiнiмальна ε-сiтка, тобто така ε-сiтка, що кожна
її власна пiдмножина уже не є ε-сiткою.

Твердження 2.3.2. Нехай (X, d) – метричний простiр i ε > 0. Тодi
iснує ε-сiтка A0 в просторi X така, що d(a, b) ≥ ε для довiльних рiзних
a, b ∈ A0.

Доведення. Розглянемо систему A всiх непорожнiх пiдмножин A простору
X таких, що d(a, b) ≥ ε для довiльних рiзних a, b ∈ A. Уведемо на системi
A природний порядок щодо включення, тобто

A ≤ B ⇔ A ⊆ B

для довiльних A,B ∈ A.
Покажемо, що кожна лiнiйно впорядкована пiдсистема B системи A

обмежена зверху в A. Вiзьмемо довiльну непорожню лiнiйно впорядковану
систему B ⊆ A i доведемо, що множина

A =
⋃

B∈B
B

входить в систему A. Нехай a1, a2 ∈ A – довiльнi рiзнi точки. Тодi iснують
множини B1, B2 ∈ B такi, що a1 ∈ B1 i a2 ∈ B2. Оскiльки система B лiнiйно
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впорядкована, то B1 ≤ B2 або B2 ≤ B1. Вважатимемо, для певностi, що
B1 ≤ B2, тобто B1 ⊆ B2. Тодi

a1, a2 ∈ B2 i d(a1, a2) ≥ ε,

адже B2 ∈ A. Отже, A ∈ A. З означення множини A випливає, що B ≤ A
для кожного B ∈ B i тому B обмежена зверху в A елементом A.

Таким чином, частково впорядкована множина (A,≤) задовольняє
умови леми Куратовського-Цорна, згiдно з якою в A iснує деякий
максимальний елемент A0. Зрозумiло, що

d(a, b) ≥ ε

для довiльних рiзних a, b ∈ A0.
Залишилось показати, що A0 є ε-сiткою в X. Вiзьмемо довiльну точку

x ∈ X. Зауважимо, що
d(x, a) = 0 < ε,

якщо x = a ∈ A0. Нехай x 6∈ A0. З максимальностi A0 випливає, що

A0 ∪ {x} 6∈ A.

Тому iснують u, v ∈ A0 ∪ {x} такi, що d(u, v) < ε. Оскiльки A0 ∈ A, то
обов’язково x ∈ {u, v}. Нехай, наприклад, x = u. Тодi v = a ∈ A0 i

d(x, a) < ε.

2.3.2. Наближення множин в метричних просторах.
Основою методу Брекенрiджа i Нiшiури є наступне твердження про
наближення замкнених нiде не щiльних множин.

Твердження 2.3.3. Нехай (X, d) – метриизовний простiр, A ⊆ X –
замкнена нiде нещiльна множина в X i B ⊆ X такi, що A ∩ B = ∅ i
A ⊆ B. Тодi iснує множина C ⊆ B така, що C = C ∪A.

Доведення. Нехай d – метрика на X, яка породжує його топологiю. Для
кожного n ∈ N покладемо

Bn = {x ∈ B : 1
n+1 < d(x,A) ≤ 1

n}.

В кожнiй непорожнiй множинi Bn згiдно з твердженням 2.3.2 виберемо
мiнiмальну 1

n -сiтку Cn, тобто таку 1
n -сiтку Cn, що d(c1, c2) ≥ 1

n для
довiльних рiзних c1, c2 ∈ Cn. Для кожного n ∈ N такого, що Bn = ∅
покладемо Cn = ∅.
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Покажемо, що множина

C =
∞⋃

n=1

Cn

є шуканою. Нехай x0 ∈ X \ A – довiльна точка. Оскiльки множина A
замкнена, то d(x0, A) > 0 згiдно з твердженням 1.1.4. Тому iснує номер
m ∈ N такий, що

d(x0, A) > 1
m .

Оскiльки функцiя f(x) = d(x,A) неперервна, то iснує δ ∈ (0, 1
2m ] таке, що

d(x,A) > 1
m

для кожного x з δ-околу U0 = B(x0, δ) точки x0. Оскiльки

d(x,A) ≤ 1
n

для кожного x ∈ Bn, то

U0 ∩ Cn ⊆ U0 ∩Bn = ∅

для всiх n ≥ m. Крiм того, для кожного n < m множина U0 ∩ Cn мiстить
щонайбiльше один елемент. Справдi, припустимо, що рiзнi c1, c2 ∈ U0 ∩Ck

для деякого k < m. Тодi

1
k ≤ d(c1, c2) ≤ d(x0, c1) + d(x0, c2) < δ + δ ≤ 1

m ,

що дає суперечнiсть. Таким чином, ми знайшли окiл U0 точки x0 такий,
що множина

U0 ∩ C =
∞⋃

n=1

(U0 ∩ Cn)

мiстить щонайбiльше m− 1 елемент, зокрема, є скiнченною. Тому

x0 ∈ C ⇔ x0 ∈ C.

Отже, C ⊆ C ∪A.
Залишилось довести, що A ⊆ C. Нехай a ∈ A – довiльна точка i ε > 0.

Достатньо показати, що iснує точка c ∈ C така,що

d(a, c) < ε.

Оскiльки a ∈ B, то iснує b ∈ B таке, що

d(a, b) ≤ min{1, ε
4}.
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Зауважимо, що d(b, A) > 0, адже множина A замкнена i b 6∈ A. Отже,

0 < d(b, A) ≤ d(b, a) ≤ 1.

Виберемо номер k ∈ N такий, що

1
k+1 < d(b, A) ≤ 1

k ,

тобто b ∈ Bk. Оскiльки

1
2k ≤ 1

k+1 < d(b, A) ≤ d(b, a) ≤ ε
4 ,

то
1
k ≤ ε

2 .

Множина Ck є 1
k -сiткою в Bk. Тому iснує точка c ∈ Ck ⊆ C така, що

d(b, c) < 1
k .

тепер маємо

d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c) ≤ ε
4 + 1

k ≤ ε
4 + ε

2 < ε.

2.3.3. Теорема Брекенрiджа-Нiшiури та її наслiдки. У
даному пунктi ми викладемо основнi результати даного пiдроздiлу.

Спочатку одержуємо розв’язання оберненої задачi для замкнених
проективно нiде не щiльних множин в добутку метризовних просторiв.

Теорема 2.3.4. Нехай X, Y – метризовнi простори i E ⊆ X × Y
– замкнена проективно нiде не щiльна множина. Тодi iснує функцiя
f : X × Y → R, яка задовольняє наступнi умови

(a) 0 ≤ f(z) ≤ 1 для кожного z ∈ X × Y ;

(b) функцiя f сукупно неперервна в кожнiй точцi z ∈ (X × Y ) \ E;

(c) f є нарiзно неперервною;

(d) ωf (z) = 1 для кожного z ∈ E.

Доведення. Покладемо A = prX(E) i B = prY (E). Оскiльки множина E
проективно нiде не щiльна, то множини A i B нiде не щiльнi в X i Y
вiдповiдно. Тому множини A i B також нiде не щiльнi в X i Y вiдповiдно,
як замикання нiде не щiльних множин. Тому множина

F = (A× Y ) ∪ (X ×B)
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замкнена i нiде не щiльна в добутку Z = X × Y , а множина G = Z \ F
всюди щiльна в Z, зокрема, E ⊆ G. Крiм того, зрозумiло, що G ∩ E = ∅
i простiр Z метризовний, як добуток двох метризовних просторiв. Отже,
згiдно з твердженням 2.3.3 iснує множина C ⊆ G така, що

C = C ∪ E.

Зауважимо, що оскiльки

C ⊆ G = Z \ F i E ⊆ F,

то
C ∩ F = E.

Зафiксуємо довiльну метрику d на просторi Z, яка породжує його
топологiю i розглянемо функцiю f : Z → R, означену формулою

f(z) =

{
d(z,C)

d(z,C)+d(z,F ) , z ∈ Z \ E;
1, z ∈ E.

Оскiльки згiдно з твердженням 1.1.4 функцiї

g(z) = d(z, C) i h(z) = d(z, F )

неперервнi на Z i

{z ∈ Z : d(z, C) + d(z, F ) = 0} = C ∩ F = E,

то функцiя f означена коректно i є неперервною на вiдкритiй множинi
Z \ E, як частка неперервних функцiй, тобто виконується умова (b).

Умова (a) є очевидною. Отже, залишилось перевiрити умови (c) i (d).
Зауважимо, що

cross(E) = (A× Y ) ∪ (X ×B) ⊆ F

i f |F ≡ 1. Тому всi вертикальнi x-розрiзи fx i горизонтальнi y-розрiзи fy,
якi проходять через точки (x, y) ∈ E, є сталими, а отже, неперервними. З
iншого боку, всi вертикальнi x-розрiзи fx i горизонтальнi y-розрiзи fy, якi
не проходять через жодну точку множини E є неперервними, бо згiдно з (b)
вони є звуженнями неперервної функцiї. Отже, f є нарiзно неперервною i
виконується умова (c).

Тепер доведемо (d). Зафiксуємо z ∈ E i довiльний окiл W точки z.
Оскiльки E ⊆ C, то iснує точка c ∈ C ∩W . Зауважимо, що

c 6∈ E i d(c, C) = 0.

Тому f(c) = 0 i
1 ≤ ωf (W ) ≤ f(z)− f(c) = 1.

Отже, ωf (W ) = 1 i ωf (z) = 1.
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Тепер аналогiчно, як теорема 1.3.12 доводиться наступний результат.

Теорема 2.3.5. Нехай X, Y – метризовнi простори i E ⊆ X × Y –
проективно першої категорiї Fσ-множина в X × Y . Тодi iснує нарiзно
неперервна функцiя f : X × Y → R така, що множина E є множиною
точок розриву функцiї f .

Доведення. Згiдно з лемою 1.3.9 виберемо послiдовнiсть (En)∞n=1

замкнених проективно нiде не щiльних множин En ⊆ X × Y таку, що

E =
∞⋃

n=1
En.

Для кожного n ∈ N з допомогою теореми 2.3.4 виберемо функцiю
fn : X × Y → R, яка задовольняє умови (a) − (d). Розглянемо функцiю
f : X × Y → R, означену формулою

f(x, y) =
∞∑

n=1

1
3n

fn(x, y),

яка зрозумiло є нарiзно неперервною. Крiм того, згiдно з твердженням
1.3.11 маємо

D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn) =
∞⋃

n=1

En = E.

З щойно доведеної теореми i теореми 2.1.8 випливає наступна
характеризацiя множини точок розриву.

Теорема 2.3.6. Нехай X, Y – метризовнi компакти i E ⊆ X × Y .
Тодi множина E є множиною точок розриву деякої нарiзно неперервної
функцiї f : X×Y → R тодi i тiльки тодi, коли множина E є проективно
першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .

А з допомогою теореми 2.2.6 одержується характеризацiя у
загальнiшому випадку, яка є основним результатом даного роздiлу.

Теорема 2.3.7. Нехай X, Y – метризовнi сепарабельнi простори i
E ⊆ X × Y . Тодi множина E є множиною точок розриву деякої нарiзно
неперервної функцiї f : X × Y → R тодi i тiльки тодi, коли множина E
є проективно першої категорiї Fσ-множиною в X × Y .
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2.4
Метод Кальбрi-Труалiка розв’язання прямої

задачi

В останньому пiдроздiлi даного роздiлу ми викладемо пiдхiд
Ж. Кальбрi i Ж. П. Труалiка з [8], який вони у 1979 роцi застосували до
розв’язання прямої задачi. Незважаючи на те, що робота [8], з’явившись на
кiлька рокiв пiзнiше, не дає у порiвняннi з уже розглянутим результатом
Фейока з [15] нових можливостей для одержання характеризацiї множини
точок розриву нарiзно неперервних дiйснозначних функцiй, метод
Кальбрi-Труалiка має iстотнi переваги. Вiн, на вiдмiну вiд застосованого
в [15], нескладно переноситься на випадок вiдображень зi значеннями у
метризовному просторi i, разом з тим, висвiтлює i iншi аспекти прямої
задачi, бо розв’язує її у ширшому контекстi. Пiдхiд Кальбрi-Труалiка
базується на залишковостi множини точок неперервностi напiвнеперервної
функцiї i використовує перехiд до асоцiйованих вiдображень, який
починаючи з працi [1] став звичним прийомом при дослiдженнi нарiзно
неперервних вiдображень.

2.4.1. Множина точок неперервностi напiвнеперерної
функцiї. В цьому пунктi ми встановимо вищезгадану властивiсть
множини точок неперервностi напiвнеперервних функцiй.

Нагадаємо, що множина A в топологiчному просторi X називається
залишковою, якщо її доповнення X \ A є множиною першої категорiї в
просторi X.

Ми будемо використовувати наступний простий факт.

Лема 2.4.1. Нехай X – топологiчний простiр i U – вiдкрита в X
множина. Тодi вiдкрита в X множина

V = U ∪ int (X \ U)

є щiльною в X.

Доведення. Нехай G – довiльна вiдкрита в X непорожня множина.
Розглянемо вiдкритi множини

G1 = G ∩ U i G2 = G \ U.

Зрозумiло, що

G1 ⊆ U ⊆ V i G2 ⊆ int (X \ U) ⊆ V.
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Крiм того, якщо G1 = ∅, то G2 = G 6= ∅. Отже, вiдкрита множина G1 ∪G2

є непорожньою i мiститься в множинi G ∩ V .

Важливе мiсце в доведеннi основного результату цього пiдроздiлу
займає наступна властивiсть напiвнеперервних функцiй.

Твердження 2.4.2. Нехай X – топологiчний простiр i f : X → R –
напiвнеперервна знизу (зверху) функцiя. Тодi множина A = C(f) точок
неперервностi функцiї f є залишковою в просторi X.

Доведення. Зауважимо спочатку, що достатньо довести твердження для
напiвнеперервної знизу функцiї f .

Для кожного рацiонального числа r ∈ Q покладемо

Ur = {x ∈ X : f(x) > r}.
Оскiльки f напiвнеперервна знизу, то всi множини Ur вiдкритi в X. Згiдно
з лемою 2.4.1, кожна множина

Vr = Ur ∪ int (X \ Ur)

є вiдкритою i всюди щiльною в просторi X. Тому всi множини Fr = X \Vr

нiде не щiльнi в X, а множина

B =
⋂

r∈Q
Vr = X \

⋃

r∈Q
Fr

залишкова в X.
Доведемо, що B ⊆ A, тобто f неперервна в кожнiй точцi множини

B. Зафiксуємо точку x0 ∈ B i число ε > 0. Виберемо рацiональнi числа
s, t ∈ Q такi, що

f(x0)− ε < s < f(x0) ≤ t < f(x0) + ε.

Тодi
x0 ∈ Us i x0 6∈ Ut.

Оскiльки x0 ∈ B, то x0 ∈ Vt, а отже, x0 ∈ int (X \ Ut). Таким чином,
вiдкрита множина

W = Us ∩ int (X \ Ut)

є околом точки x0. Крiм того, оскiльки

int (X \ Ut) = X \ Ut = {x ∈ X : f(x) ≤ t},
то

f(W ) ⊆ (s, t] ⊆ (f(x0)− ε, f(x0) + ε).
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Отже,
|f(x)− f(x0)| < ε

для кожного x ∈ W , функцiя f неперервна в точцi x0 i B ⊆ A.
Таким чином, множина B залишкова i B ⊆ A. Тому множина A також

залишкова.

2.4.2. Асоцiйованi вiдображення та їх властивостi. Для
довiльної множини X через RX ми позначаємо простiр усiх функцiй

z : X → R

з топологiєю поточкової збiжностi. В цiй топологiї базу околiв точки
z0 ∈ RX утворюють всi множини вигляду

{z ∈ RX : (∀x ∈ A) (|z(x)− z0(x)| < ε)},
де A – довiльна скiнченна пiдмножина множини X i ε > 0.

Для топологiчного простору X через Cp(X) ми позначаємо простiр усiх
неперервних функцiй

z : X → R

з топологiєю поточкової збiжностi, тобто Cp(X) є пiдпростором простору
RX .

Нехай X, Y – довiльнi множини i f : X × Y → R. Вiдображення
ϕ : X → RY i ψ : Y → RY , якi для довiльних x ∈ X i y ∈ Y означаються
формулою

ϕ(x)(y) = ψ(y)(x) = f(x, y),

називаються вiдображеннями, асоцiйованими з f .
Ми будемо використовувати наступнi властивостi асоцiйованих

вiдображень.

Твердження 2.4.3. Нехай X – топологiчний простiр, Y – множина i
f : X × Y → R. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

1) функцiя f неперервна вiдносно змiнної x;

2) ψ(Y ) ⊆ Cp(X);

3) вiдображення ϕ неперервне.

Доведення. Неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної x означає, що для
кожного y ∈ Y функцiя fy = ψ(y) неперервна. Отже, 1) ⇔ 2).

1) ⇒ 3). Зафiксуємо x0 ∈ X. Покладемо z0 = ϕ(x0) i в просторi RY

розглянемо базисний окiл точки z0

W = {z ∈ RY : (∀y ∈ B) (|z(y)− z0(y)| < ε)},
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породжений скiнченною множиною B ⊆ Y i числом ε > 0. Для кожного
y ∈ Y функцiя fy неперервна в точцi x0. Тому кожна множина

Uy = {x ∈ X : |fy(x)− fy(x0)| < ε}
є околом точки x0. Отже, множина

ϕ−1(W ) =
⋂

y∈B

Uy

також є околом точки x0 i вiдображення ϕ є неперервним в точцi x0.
Iмплiкацiю 3) ⇒ 1) доводимо подiбним чином. Зафiксуємо x0 ∈ X i

y ∈ Y . Покладемо z0 = ϕ(x0) i в просторi RY розглянемо базисний окiл
точки z0

W = {z ∈ RY : |z(y)− z0(y)| < ε)},
породжений скiнченною множиною B = {y} i числом ε > 0. З
неперервностi вiдображення ϕ в точцi x0 випливає, що множина

ϕ−1(W ) = {x ∈ X : |fy(x)− fy(x0)| < ε}
є околом точки x0. Отже, функцiя fy є неперервною в точцi x0.

Зрозумiло, що має мiсце аналогiчне твердження про неперервнiсть
вiдносно змiнної y. Таким чином, одержується наступний факт.

Твердження 2.4.4. Нехай X, Y – топологiчнi простори i f : X×Y → R.
Тодi наступнi умови рiвносильнi:

1) функцiя f нарiзно неперервна;

2) асоцiйоване вiдображення ϕ : X → Cp(Y ) неперервне;

3) асоцiйоване вiдображення ψ : Y → Cp(X) неперервне.

2.4.3. Теорема Кальбрi-Труалiка. В даному пунктi ми
викладемо основний результат даного пiдроздiлу.

Наступне допомiжне твердження дає можливiсть використовувати
властивостi напiвнеперервних функцiй.

Лема 2.4.5. Нехай B ⊆ Y – довiльна непорожня пiдмножина множини
Y i Z – простiр усiх обмежених функцiй z : Y → R з топологiєю
поточкової збiжностi. Тодi вiдображення δ : Z → R, яке означається
формулою

δ(z) = diam z(B) = sup
y′,y′′∈B

|z(y′)− z(y′′)|,

є напiвнеперервним знизу.
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Доведення. Згiдно з твердженнями 2.2.3 i 1.2.5 достатньо показати, що
для кожного c ∈ R множина

Wc = {z ∈ Z : δ(z) > c}

є вiдкритою в Z.
Справдi, нехай c ∈ R i z0 ∈ Wc. Тодi iснують точки y′, y′′ ∈ B такi, що

|z0(y′)− z0(y′′)| > c.

Покладемо

ε =
|z0(y′)− z0(y′′)| − c

2
i розглянемо базисний окiл

W = {z ∈ Z : |z(y′)− z0(y′)| < ε i |z(y′′)− z0(y′′)| < ε}

точки z0 в Z. Для кожного z ∈ W маємо

|z(y′)− z(y′′)| ≥ |z0(y′)− z0(y′′)| − |z(y′)− z0(y′)| − |z(y′′)− z0(y′′)| >

> |z0(y′)− z0(y′′)| − ε− ε = c.

Отже, W ⊆ Wc i множина Wc є околом точки z0. Значить, множина Wc

вiдкрита.

Пiдмножина A топологiчного простору X називається множиною
злiченного типу, якщо iснує послiдовнiсть (Gn)∞n=1 вiдкритих в X множин
Gn така, що для кожної точки a ∈ A система {Gn : a ∈ Gn} утворює базу
околiв точки a в просторi X. При цьому послiдовнiсть (Gn)∞n=1 називається
базою для множини злiченного типу A.

Наступна теорема з [8] дає розв’язання прямої задачi.

Теорема 2.4.6. Нехай X, Y – топологiчнi простори, B – множина
злiченного типу в просторi Y i f : X × Y → R – нарiзно неперервна
функцiя. Тодi iснує залишкова множина A в просторi X така, що

A×B ⊆ C(f).

Доведення. Згiдно з лемою 1.2.12 достатньо розглянути випадок
обмеженої функцiї f . Позначимо через Z простiр усiх обмежених
неперервних функцiй z : Y → R з топологiєю поточкової збiжностi, тобто
Z є пiдпростором простору Cp(Y ). Розглянемо асоцiйоване вiдображення
ϕ : X → RY , ϕ(x) = fx. З обмеженостi функцiї f i твердження 2.4.4
випливає, що вiдображення ϕ : X → Z неперервне.
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Нехай (Gn)∞n=1 – база для множини злiченного типу B в просторi Y .
Для кожного n ∈ N розглянемо вiдображення δn : Z → R, яке означається
формулою

δn(z) = diam z(Gn) = sup
y′,y′′∈Gn

|z(y′)− z(y′′)|.

З леми 2.4.5 випливає, що кожна функцiя δn напiвнеперервна знизу. Тому
згiдно з твердженням 1.2.6 для кожного n ∈ N композицiя Φn : X → R,
Φn = δn◦ϕ, також напiвнеперервна знизу. Тепер застосувавши твердження
2.4.2, одержимо, що всi множини An = C(Φn) є залишковими в X. Отже,
i множина

A =
∞⋂

n=1

An

також є залишковою в X, як перетин злiченної кiлькостi залишкових
множин.

Залишилось показати, що функцiя f неперервна в кожнiй точцi
множини A × B. Зафiксуємо точки a ∈ A, b ∈ B i число ε > 0. Оскiльки
функцiя fa неперервна в точцi b i послiдовнiсть(Gn)∞n=1 є базою для
множини злiченного типу B 3 b, то iснує номер m ∈ N такий, що множина
Gm є околом точки b в просторi Y i

|f(a, y′)− f(a, y′′)| < ε
4

для кожного y ∈ Gm. Тодi

Φm(a) = sup
y′,y′′∈Gm

|f(a, y′)− f(a, y′′)| ≤ ε
4 .

Використовуючи неперервнiсть функцiї fb в точцi a i неперервнiсть
функцiї Φm в точцi a, знайдемо окiл U точки a в просторi X такий, що
для кожного x ∈ U виконуються нерiвностi

|f(x, b)− f(a, b)| < ε
2

i
|Φm(x)− Φm(a)| < ε

4 .

Тодi, зокрема,
Φm(x) < Φm(a) +

ε

4
≤ ε

2 .

для кожного x ∈ U . Тепер для кожної точки (x, y) з околу U ×Gm точки
(a, b) маємо

|f(x, y)− f(a, b)| ≤ |f(x, y)− f(x, b)|+ |f(x, b)− f(a, b)| ≤
≤ Φm(x) + |f(x, b)− f(a, b)| < ε

2 + ε
2 = ε.

Отже, функцiя f неперервна в точцi (a, b).
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Зауваження 2.4.7. Зауважимо, що у випадку Y = B висновок теореми
2.4.6 означає, що проекцiя на множник X множини точок розриву функцiї
f є множиною першої категорiї в просторi X. Таким чином, з теореми
2.4.6 випливає теорема 2.2.5. З iншого боку, теорема 2.2.5 незастосовна до
доведення теореми теореми 2.4.6 у випадку Y 6= B.
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2.5

Заключнi зауваження до роздiлу 2

Як i для функцiй дiйсних змiнних, абстрактнi прямi i оберненi теореми,
викладенi у другому роздiлi, також неодноразово передоводились або
отримували незначнi узагальнення.

Пряма теорема Гана була узагальнена: А. Алексєвiчем i В. Орлiчем в
[1, теорема 10] на дещо ширший клас, нiж нарiзно неперервнi функцiї,
М. Фортом в [16] на випадок, коли другий множник є локально
компактним сепарабельним метризовним простором, i Дж. Брекенрiджом
та Т. Нiшiурою в [7] на випадок вiдображень неперервних вiдносно першої
змiнної i рiвномiрно непрервних вiдносно другої змiнної.

Пряма теорема для функцiй на добутку двох сепарабельних
повнометризовних просторiв була доведена Ж. Сан-Ремо в [38].

Теорему Фейока для нарiзно неперервних вiдображень зi значеннями у
довiльному метризовному просторi довiв також П. Кендеров в [47].

Рiзнi узагальнення теорем Гана та Кальбрi-Труалiка були одержанi
В. Маслюченком в роботах [49] i [51].

Обернена теорема Брекенрiджа i Нiшiури методом, близьким до
Кешнерового, у слабшiй редакцiї для сепарабельних проективно першої
категорiї пiдмножин в добутку метризовних просторiв була доведена в
[54], а з допомогою теореми Стоуна про паракомпактнiсть метризовного
простору була в точностi передоведена в [55].
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Роздiл 3

ФУНКЦIЇ НА ДОБУТКУ
ДВОХ МЕТРИЗОВНИХ

ПРОСТОРIВ

У даному роздiлi ми розв’яжемо задачу Дiнi на добутку двох
довiльних метризовних просторiв, тобто дамо повний опис множини точок
розриву нарiзно неперервних функцiй на таких добутках. З огляду на
характеризацiю у сепарабельному випадку, одержану у попередньому
роздiлi, природною виглядає гiпотеза про аналогiчний опис i у загальному
випадку, на що, зокрема, вказує i обернена теорема Брекенрiджа
i Нiшiури. Отже, здавалось би, залишається довести, що множина
точок розриву нарiзно неперервної функцiї на добутку двох довiльних
метризовних просторiв також є проективно нiде не щiльною.

Але, як виявляється, у несепарабельному випадку структура множин
точок розриву є багатшою i такi множини можуть мати масивнi проекцiї.
Вiдповiднi приклади ми наведемо у першому пiдроздiлi, позаяк вони
послужили першою вiдправною точкою у одержаннi характеристичних
умов i вказують на необхiднiсть отримання якiсно нових як прямих так i
обернених теорем.

Другим важливим кроком, який допомогає розвивати данi
дослiдження, є класична теорема Стоуна про паракомпактнiсть
метризовного простору. Цей результат, що вiдкриває можливiсть
замiни глобальних властивостей їх локальними вiдповiдниками i уже
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став звичним iнструментом при розв’язуваннi рiзних задач в теорiї
метризовних просторiв, ми викладемо у другому пiдроздiлi.

I нарештi, у третьому i четвертому пiдроздiлах ми подаємо розв’язання
прямої i оберненої задач на добутку метризовних просторiв, що приводять
до одного iз найзагальнiших результатiв даної тематики – теореми про
повний опис множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй, яка
була одержана автором у 1994 роцi (анонсовано в [65] i викладено з
доведенням в [66] i [59]).

3.1
Приклади нарiзно неперервних функцiй з

масивною проекцiєю множини точок розриву

У даному пiдроздiлi ми дамо два приклади нарiзно неперервних
функцiй на добутку числової прямої i вiдповiдно пiдiбраного
несепарабельного метризовного простору, у яких проекцiя множини
точок розриву на перший множник збiгається з усiєю числовою прямою.

3.1.1. Приклад Д.Брауна. Розпочнемо з прикладу Д.Брауна [35,
приклад 6.14].

Прямою сумою
⊕
s∈S

Xs сiм’ї (Xs)s∈S попарно неперетинних топологiчних

просторiв Xs називається топологiчний простiр X =
⋃

s∈S

Xs, в якому

кожний топологiчний простiр Xs є вiдкрито-замкненим пiдпростором.
Iншими словами, для довiльного s ∈ S i x ∈ Xs множина U ⊆ X є околом
точки x в просторi X тодi i тiльки тодi, коли множина U ∩ Xs є околом
точки x в просторi Xs.

Вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i Y
називається гомеоморфiзмом, якщо f є неперервною бiєкцiєю i обернене
вiдображення f−1 : Y → X є неперервним. При цьому топологiчнi
простори X i Y називаються гомеоморфними. Фактично два гомеоморфнi
топологiчнi простори є топологiчними копiями один одного.

Твердження 3.1.1. Нехай X = R, (Ys)s∈R – сiм’я попарно неперетинних
топологiчних копiй Ys числової прямої R i Y =

⊕
s∈S

Ys. Тодi iснує нарiзно

неперервна функцiя f : X × Y → R така, що prX(D(f)) = X.

Доведення. Ми можемо вважати, що Ys = {(y, s) : y ∈ R} i вiдображення
ϕs : Ys → R, ϕs(y, s) = y, є гомеоморфiзмом для кожного s ∈ R. Крiм
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того, зауважимо, що простiр Y є метризовним, як пряма сума метризовних
просторiв (дивись, [13, теорема 4.2.1]).

Розглянемо функцiю f : X × Y → R, яка для довiльних x ∈ X, s ∈ S i
y ∈ Ys означається формулою

f(x, y) =

{
2(x−s)ϕs(y)

(x−s)2+ϕs(y)2 , (x− s)2 + ϕs(y)2 6= 0;
0, (x− s)2 + ϕs(y)2 = 0.

Покладемо fs = f |X×Ys i ys = (0, s) ∈ Ys для кожного s ∈ S. З
зауваження 1.1.2 випливає, що кожна функцiя fs є нарiзно неперервною
i D(fs) = {(s, ys)}. Оскiльки всi множини є вiдкритими в просторi Y , то
функцiя f також є нарiзно неперервною i

D(f) = {(s, ys) : s ∈ R},
зокрема, prX(D(f)) = R = X.

3.1.2. Приклад В.Маслюченка. В даному пунктi
ми викладемо приклад В.Маслюченка [49] нарiзно неперервної
функцiї з подiбною властивiстю. В ролi другого множника тут
використовуватиметься простiр l∞ – класичний приклад несепарабельного
банахового простору.

Властивостi наступної допомiжної функцiї доводяться повнiстю
аналогiчно, як в прикладi 1.1.1.

Приклад 3.1.2. Нехай X, Y – ненульовi нормованi простори, x0 ∈ X i
y0 ∈ Y . Тодi функцiя f : X × Y → R, означена формулою

f(x, y) =

{
2‖x−x0‖·‖y−y0‖
‖x−x0‖2+‖y−y0‖2 , (x, y) 6= (x0, y0);

0, (x, y) 6= (x0, y0).
,

є нарiзно неперервною i D(f) = {(x0, y0)}.
Топологiчний простiр X називається цiлком регулярним, якщо кожна

одноточкова пiдмножина простору X є замкненою i для довiльної точки
x0 ∈ X i довiльного околу U точки x0 в X iснує неперервна функцiя
f : X → [0, 1] така, що f(x0) = 1 i f(x) = 0 для кожного x ∈ X \ U .
Зрозумiло, що кожний метризовний простiр є цiлком регулярним.
Зокрема, в ролi вiдповiдної функцiї f : X → [0, 1] можна взяти функцiю

f(x) = min

{
d(x,X \ U)
d(x0, X \ U)

, 1

}
,

де d – деяка метрика на X, яка породжує його топологiю.
Ми будемо використовувати наступний допомiжний факт.
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Лема 3.1.3. Нехай X – топологiчний простiр, x0 ∈ X, функцiя
f : X → R – неперервна в точцi x0, причому f(x0) 6= 0, i функцiя
g : X → R – розривна в точцi x0. Тодi функцiя h : X → R, h(x) = f(x)g(x),
також розривна в точцi x0.

Доведення. Справдi, припустимо, що функцiя h неперервна в точцi x0.
Використовуючи неперервнiсть f в точцi x0 i умову f(x0) 6= 0, виберемо
окiл U точки x0 такий, що f(x) 6= 0 для кожного x ∈ U . Тодi

g(x) =
h(x)
f(x)

для кожного x ∈ U i функцiя g неперервна в точцi x0, як частка
неперервних в цiй точцi функцiй. А це дає суперечнiсть.

Загальнiшу редакцiю наступного прикладу можна знайти в [59, теорема
2.4.4]

Твердження 3.1.4. Iснує нарiзно неперервна функцiя f на добутку
X × Y просторiв X = R i Y = l∞ така, що prX(D(f)) = X.

Доведення. Розглянемо систему A всiх нескiнченних пiдмножин A
множини натуральних чисел N, якi не збiгаються з N. Зауважимо, що
вiдображення ψ : A → (0, 1),

ψ(A) =
∑

n∈A

1
2n

,

є бiєктивним. Тому iснує бiєкцiя φ : X → A. Наприклад, можна покласти

φ(x) = ψ−1( arcctg x
π ).

Для кожного x ∈ X позначимо через yx послiдовнiсть (ξn(x))∞n=1 ∈ Y , де

ξn(x) =
{

1, n ∈ φ(x);
0, n 6∈ φ(x).

Крiм того, для кожного x ∈ X покладемо

Vx = {y ∈ Y : ‖yx − y‖ < 1
3}

i, використовуючи цiлковиту регулярнiсть простору Y , виберемо
неперервну функцiю ϕx : Y → [0, 1] таку, що ϕx(yx) = 1 i ϕx(y) = 0
для кожного y ∈ Y \ Vx. Далi, згiдно з прикладом 3.1.2 для кожного
x ∈ X вiзьмемо нарiзно неперервну функцiю fx : X × Y → R таку, що
D(fx) = {(x, yx)}. Розглянемо функцiю f : X × Y → R,

f(x, y) =
∑

u∈X

ϕu(y)fu(x, y).
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Зауважимо, що
‖yu − yx‖ = 1

для довiльних рiзних u, x ∈ X. Звiдси випливає, що

Vx ∩ Vu = ∅

для довiльних рiзних u, x ∈ X. Тому для кожного u ∈ X звуження функцiї
f на множину X×Vu збiгається з функцiєю ϕu(y)fu(x, y) i згiдно з лемою
3.1.3, є розривною в точцi (u, yu). Отже,

{(u, yu) : u ∈ X} ⊆ D(f)

i
prX(D(f)) = X.

Залишилось показати, що функцiя f нарiзно неперервна. Зафiксуємо
y0 ∈ Y i покладемо

V0 = {y ∈ Y : ‖y − y0‖ < 1
3}.

Зауважимо, що множина

{u ∈ X : V0 ∩ Vu 6= ∅}

мiстить не бiльше одного елемента. Тому звуження функцiї f на множину
X×V0 є нульовим або збiгається зi звуженням деякої функцiї ϕu(y)fu(x, y).
Зокрема, функцiя f є неперервною вiдносно кожної змiнної у всiх точках
множини X × {y0}.
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3.2
Локально скiнченнi покриття i теорема

Стоуна

Як уже зазначалось на початку цього роздiлу, теорема Стоуна
[41], яку ми розглянемо у даному пiдроздiлi, у великiй мiрi вiдiграє
визначальну роль в одержаннi розв’язання задачi Дiнi на добутку
довiльних метризовних просторiв. В класичнiй книзi Р. Енгелькiнга [13]
вона названа "однiєю з найбiльш важливих теорем загальної топологiї".
За основу нашого викладу ми беремо доведення М. Рудiна [37], подане в
[13, теорема 4.4.1].

3.2.1. Локально скiнченнi системи та сiм’ї множин.
Сiм’я (Ai : i ∈ I) пiдмножин Ai топологiчного простору X називається
локально скiнченною в точцi x ∈ X, якщо iснує окiл U цiєї точки такий,
що множина

{i ∈ I : Ai ∩ U 6= ∅}
є скiнченною.

Аналогiчно, система A пiдмножин топологiчного простору X
називається локально скiнченною в точцi x ∈ X, якщо iснує окiл U точки
x такий, що множина

{A ∈ A : A ∩ U 6= ∅}
є скiнченною.

Сiм’я чи система пiдмножин топологiчного простору X називається
локально скiнченною, якщо вона є локально скiнченною в кожнiй точцi
x ∈ X.

Зрозумiло, що система A локально скiнченна (в точцi x) тодi i лише
тодi, коли такою ж є сiм’я

(BA : A ∈ A),

де BA = A. Щоб позбутися термiнологiчних недоречностей, ми систему A
будемо ототожнювати з вiдповiдною сiм’єю (BA : A ∈ A), де BA = A.

Легко бачити, що об’єднання скiнченної кiлькостi локально скiнченних
систем також є локально скiнченним. Ми будемо використовувати
наступне пiдсилення цього факту.

Твердження 3.2.1. Нехай (An)∞n=1 – послiдовнiсть локально скiнченних
систем An пiдмножин топологiчного простору X така, що для довiльної
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точки x ∈ X iснують окiл U точки x i номер m ∈ N такi, що U ∩A = ∅
як тiльки n > m i A ∈ An. Тодi система

A =
∞⋃

n=1

An = {A : n ∈ N, A ∈ An}

також локально скiнченна в просторi X.

Доведення. Нехай x ∈ X – довiльна точка. Виберемо окiл U точки x
i номер m згiдно з умовою твердження. Для кожного номера k ≤ m,
використовуючи локальну скiнченнiсть системи Ak, знайдемо окiл Uk

точки x в просторi X такий, що система

Bk = {A ∈ Ak : Uk ∩A 6= ∅}

скiнченна. Розглянемо окiл

U0 = U ∩
m⋂

k=1

Uk.

точки x в просторi X. Зауважимо, що

{A ∈ A : U ∩A 6= ∅} ⊆
m⋃

k=1

Bk.

Отже, система A є локально скiнченною в точцi x.

Для непорожнiх пiдмножин A i B метричного простору (X, d) через
d(A,B) ми позначаємо вiдстань мiж множинами A i B, тобто

d(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.

Крiм того, для непорожньої пiдмножини A метричного простору (X, d)
i числа r > 0 позначаємо

B(A, r) = {x ∈ X : d(x, A) < r}.

Зрозумiло, що
B(A, r) =

⋃

a∈A

B(a, r),

де, як i ранiше,
B(a, r) = {x ∈ X : d(a, x) < r}.

Ми будемо використовувати наступний допомiжний факт про локально
скiнченнi системи у метричному просторi.
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Лема 3.2.2. Нехай C – система непорожнiх пiдмножин метричного
простору (X, d) i δ > 0 такi, що

d(C1, C2) ≥ 3δ

для довiльних рiзних C1, C2 ∈ C. Тодi система

V = {B(C, δ) : C ∈ C}

локально скiнченна в просторi X.

Доведення. Зафiксуємо довiльну точку x ∈ X. Достатньо показати, що
множина

{C ∈ C : B(x, δ
2 ) ∩B(C, δ)}

мiстить не бiльше одного елемента. Припустимо, що це не так. Тодi iснують
рiзнi множини C1, C2 ∈ C i елементи x1 ∈ B(C1, δ) i x2 ∈ B(C2, δ) такi, що

d(x, x1) < δ
2 i d(x, x2) < δ

2 .

Виберемо c1 ∈ C1 i c2 ∈ C2 такi, що

d(c1, x1) < δ i d(c2, x2) < δ.

Тепер маємо

d(c1, c2) ≤ d(c1, x1) + d(x1, x) + d(x, x2) + d(x2, c2) <

< δ + δ
2 + δ

2 + δ = 3δ.

Отже, d(C1, C2) < 3δ, що неможливо.

3.2.2. Теорема Стоуна. При доведеннi основного результату
даного пiдроздiлу ми будемо використовувати теорему Цермело, яка є
ще одним добревiдомим переформулюванням аксiоми вибору (дивись,
наприклад, [13, роздiл I.4]).

Нагадаємо, що лiнiйно впорядкована множина (A,≤) називається
цiлком впорядкованою множиною, якщо кожна непорожня пiдмножина
множини A має найменший елемент.

Теорема 3.2.3 (Теорема Цермело). Довiльну множину S можна
цiлковито впорядкувати.

Сiм’я (Vi : i ∈ I) множин Vi називається вписаною в сiм’ю (Us : s ∈ S)
множин Us, якщо для кожного i ∈ I iснує s ∈ S таке, що Vi ⊆ Us.
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Теорема 3.2.4 (теорема Стоуна). В довiльне вiдкрите покриття
метризовного простору X можна вписати локально скiнченне вiдкрите
покриття.

Доведення. Нехай d – метрика на X, яка породжує його топологiю, i
(Us : s ∈ S) – вiдкрите покриття простору X, тобто кожна множина Us

вiдкрита в X i X =
⋃

s∈S

Us. Згiдно з теоремою 3.2.3 ми можемо на множинi

S увести порядок ≤ такий, що множина (S,≤) є цiлком впорядкованою.
Для кожного x ∈ X множина

S(x) = {s ∈ S : x ∈ Us}

непорожня, а тому iснує
s(x) = min S(x).

Тепер для кожного s ∈ S покладемо

Xs = {x ∈ X : s(x) = s}.

Зрозумiло, що всi множини Xs попарно неперетиннi i

X =
⋃

s∈S

Xs.

Для довiльних s ∈ S i n ∈ N покладемо

X(s, n) = {x ∈ Xs : B(x, 3
n ) ⊆ Us}.

Оскiльки всi множини Us вiдкритi i Xs ⊆ Us, то

Xs =
∞⋃

n=1

X(s, n).

для кожного s ∈ S. Для кожного n ∈ N розглянемо систему

An = {X(s, n) : s ∈ S}.

Покажемо, що d(A,B) ≥ 3
n для довiльних рiзних непорожнiх множин

A,B ∈ An. Припустимо, що це не так, тобто iснують рiзнi s, t ∈ S такi, що
множини X(s, n) i X(t, n) непорожнi i

d(X(s, n), X(t, n)) < 3
n .

Тодi iснують точки x ∈ X(s, n) i y ∈ X(t, n) такi, що d(x, y) < 3
n . Тепер

маємо
y ∈ B

(
x, 3

n

) ⊆ Us i t = s(y) ≤ s.
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Аналогiчно
x ∈ B

(
y, 3

n

) ⊆ Ut i s = s(x) ≤ t.

Отже, s = t, що неможливо.
Покладемо C1 = A1 i

Cn+1 = {A \
n⋃

k=1

⋃

C∈Ck

B(C, 1
k ) : A ∈ An+1}

для кожного n ∈ N. З вищедоведеної властивостi систем An випливає, що

d(C1, C2) ≥ 3
n

для довiльних рiзних непорожнiх множин C1, C2 ∈ Cn. Тому згiдно з лемою
3.2.2 для кожного n ∈ N система

Vn = {B(C, 1
n ) : ∅ 6= C ∈ Cn)}

локально скiнченна в просторi X.
Покажемо, що система

V =
∞⋃

n=1

Vn

є шуканою. Оскiльки для кожного n ∈ N маємо
⋃
Cn =

⋃

C∈Cn

C ⊆
⋃

V ∈Vn

V =
⋃
Vn

i
Cn = {A \

⋃

k<n

⋃
Vk : A ∈ An},

то
⋃
An =

⋃

A∈An

A ⊆
⋃

C∈Cn

(
C ∪

⋃

k<n

⋃
Vk

)
⊆

⋃

k≤n

⋃
Vk.

Тому

X =
⋃

s∈S

Xs =
⋃

s∈S

∞⋃
n=1

X(s, n) =
∞⋃

n=1

⋃

s∈S

X(s, n) =

=
∞⋃

n=1

⋃
An ⊆

∞⋃
n=1

⋃

k≤n

⋃
Vk =

∞⋃
n=1

⋃
Vn =

⋃
V.

Отже, V є вiдкритим покриттям простору X.
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Покажемо, що покриття V вписане у покриття (Us : s ∈ S). Для
кожного V ∈ V iснують n ∈ N i C ∈ Cn такi, що

V = B(C, 1
n ).

Виберемо s ∈ S таке, що C ⊆ A = X(s, n). Тодi

V = B(C, 1
n ) =

⋃

x∈C

B(x, 1
n ) ⊆

⋃

x∈X(s,n)

B(x, 3
n ) ⊆ Us.

Залишилось довести, що система V локально скiнченна. Для цього
достатньо показати, що послiдовнiсть (Vn)∞n=1 задовольняє умову
твердження 3.2.1. Зафiксуємо точку x ∈ X. Оскiльки V є вiдкритим
покриттям простору X, то iснують k ∈ N, V1 ∈ Vk i m ≥ k такi, що

B(x, 2
m ) ⊆ V1.

З означення систем Cn випливає, що

C ∩ V1 = ∅

для довiльних n > k i C ∈ Cn. Тому

C ∩B(x, 2
m ) = ∅

для довiльних n > m i C ∈ Cn. З нерiвностi трикутника випливає, що

B(C, 1
n ) ∩B(x, 1

m ) ⊆ B(C, 1
m ) ∩B(x, 1

m ) = ∅

для довiльних n > m i C ∈ Cn, тобто

V ∩ U = ∅

для довiльних n > m i V ∈ Vn, де U = B(x, 1
m ) – окiл точки x.
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3.3

Необхiднi умови на множину точок розриву

У даному пiдроздiлi ми подамо в дещо опрацьованому виглядi пiдхiд
до розв’язання прямої задачi, викладений в [66] i [59].

3.3.1. Локальна проективна властивiсть множини
точок розриву. Ми розпочнемо з допомiжного твердження, яке
є певним локальним аналогом попереднiх прямих теорем про нiде не
щiльну проекцiю множини "великих" розривiв i займає центральне мiсце
у встановленi характеристичних властивостей множини точок розриву
нарiзно неперервних функцiй на добутку метризовних просторiв.

Лема 3.3.1. Нехай X – топологiчний простiр, (Y, d) – метричний
простiр, f : X × Y → R – неперервна вiдносно першої змiнної функцiя
функцiя, ε > 0, r > 0,

D = {(x, y) ∈ X × Y : ωf (x, y) ≥ ε, ωfx(B(y, 2r)) ≤ ε
8}

i E = D. Тодi для довiльної кулi V = B(y, r) в просторi Y проекцiя

A = prX(E ∩ (V ×X))

є нiде не щiльною в просторi X.

Доведення. Зафiксуємо довiльну точку y0 ∈ Y . Покладемо V0 = B(y0, r) i
покажемо, що множина A0 = prX(E ∩ (V0 ×X)) нiде не щiльна в X.

Нехай це не так, тобто множина A0 щiльна в деякiй
вiдкритiй непорожнiй множинi U0 в X. Вiзьмемо довiльну точку
z1 = (x1, y1) ∈ E ∩ (U0 × V0) i такий вiдкритий окiл U1 ⊆ U0 точки x1, що
коливання неперервної функцiї fy1 на околi U1 не перевищує ε

8 , тобто

|f(x′, y1)− f(x′′, y1)| ≤ ε
8

для довiльних x′, x′′ ∈ U1. Розглянемо вiдкритий окiл W1 = U1× V0 точки
z1 i вiзьмемо довiльну точку z2 = (x2, y2) ∈ W1. Тепер, використовуючи
неперервнiсть функцiї fy2 , виберемо вiдкритий окiл U2 ⊆ U1 точки x2

такий, що
|f(x′, y2)− f(x′′, y2)| ≤ ε

8

для довiльних x′, x′′ ∈ U2. Оскiльки множина A0 щiльна в U0, то

D ∩ (U2 × V0) = E ∩ (U2 × V0) 6= ∅.
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Тодi
D ∩ (U2 × V0) 6= ∅,

тобто iснують точки x3 ∈ U2 i y3 ∈ V0 такi, що z3 = (x3, y3) ∈ D.
Зауважимо, що d(y0, y3) < r. Тому

V0 = B(y0, r) ⊆ V (y3, 2r),

зокрема, y1, y2 ∈ V (y3, 2r). Оскiльки z3 ∈ D, то

|f(x3, y1)− f(x3, y2)| ≤ ε
8 .

Тепер маємо

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ |f(x1, y1)− f(x3, y1)|+ |f(x3, y1)− f(x3, y2)|+
+|f(x3, y2)− f(x2, y2)| ≤ ε

8 + ε
8 + ε

8 = 3ε
8 .

Отже,
|f(z1)− f(z2)| ≤ 3ε

8

для довiльної точки z2 ∈ W1. Тодi

|f(z′)− f(z′′)| ≤ |f(z′)− f(z1)|+ |f(z1)− f(z′′)| ≤ 3ε
4

для довiльних точок z′, z′′ ∈ W1 i

ωf (z1) ≤ ωf (W1) ≤ 3ε
4 .

З iншого боку, множина D мiститься в замкненiй множинi

F = {z ∈ X × Y : ωf (z) ≥ ε}.
Тому

z1 ∈ E = D ⊆ F = F.

А отже, ωf (z1) ≥ ε, що дає нам суперечнiсть.

3.3.2. Необхiднi умови. Тепер перейдемо до безпосереднього
розв’язання прямої задачi.

Спочатку розглянемо випадок з одним метризовним множником
(дивись [66, теорема 2.3.3] i [59, теорема 3.2.3]).

Теорема 3.3.2. Нехай X – топологiчний простiр, (Y, d) – метричний
простiр i f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя. Тодi iснує
зростаюча послiдовнiсть (En)∞n=1 множин En ⊆ X × Y типу Fσ така,
що

D(f) =
∞⋃

n=1

En
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i для кожного n ∈ N i довiльної вiдкритої кулi V в просторi Y , радiус якої
менший або рiвний 1

n , проекцiя prX(En ∩ (V × X)) є множиною першої
категорiї в X.

Доведення. Для довiльних натуральних n i m покладемо

Dnm = {(x, y) ∈ X × Y : ωf (x, y) ≥ 1
m , ωfx(V (y, 2

n )) ≤ 1
8m},

Enm = Dnm, En =
∞⋃

m=1

Enm i Dm =
∞⋃

n=1

Dnm.

Покажемо, що

E = D(f) =
∞⋃

n=1

En.

Зауважимо, що оскiльки для кожного x ∈ X функцiя fx неперервна, то

Dm = {(x, y) ∈ X × Y : ωf (x, y) ≥ 1
m}.

Звiдси випливає, що всi множини Dm замкненi i E =
∞⋃

m=1
Dm. Тепер, з

одного боку,
Enm = Dnm ⊆ Dm

для довiльних n,m ∈ N i
∞⋃

n=1

En =
∞⋃

n=1

∞⋃
m=1

Enm ⊆
∞⋃

m=1

Dm = E.

А з iншого боку,

E =
∞⋃

m=1

Dm =
∞⋃

n=1

∞⋃
m=1

Dnm ⊆
∞⋃

n=1

∞⋃
m=1

Enm =
∞⋃

n=1

En.

Отже,
∞⋃

n=1
En = E.

Тепер покажемо, що послiдовнiсть (En)∞n=1 задовольняє другу умову
теореми. Зафiксуємо n ∈ N. Згiдно з лемою 3.3.1, для кожного m ∈ N i
довiльної кулi V = B(y, 1

n ) в просторi Y множина

Am = prX(Enm ∩ (V ×X))

є нiде не щiльною в X. Тому множина

prX(En ∩ (V ×X)) =
∞⋃

m=1

prX(Enm ∩ (V ×X)) =
∞⋃

m=1

prXAm

є множиною першої категорiї в X.
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У зв’язку з щойно доведеною теоремою природно виникають наступнi
поняття.

Пiдмножину C добутку X × Y топологiчних просторiв X i Y
називатимемо множиною локально проективно першої категорiї вiдносно
x, якщо для довiльної точки z ∈ X × Y iснує окiл W точки z такий,
що проекцiя prX(C ∩ W ) є множиною першої категорiї в просторi X.
Аналогiчно, множина C ⊆ X × Y називається множиною локально
проективно першої категорiї вiдносно y, якщо для довiльної точки
z ∈ X × Y iснує окiл W точки z такий, що проекцiя prY (C ∩ W )
є множиною першої категорiї в Y . Множина C ⊆ X × Y , яка є
локально проективно першої категорiї вiдносно x i вiдносно y, називається
множиною локально проективно першої категорiї.

Зауважимо, що всi множини En з теореми 3.3.2 є множинами
локально проективно першої категорiї вiдносно x. Тепер стандартними
мiркуваннями одержуються необхiднi умови на множину точок розриву
функцiй на добутку двох метризовних просторiв.

Теорема 3.3.3. Нехай X i Y – метризовнi простори i f : X × Y → R –
нарiзно неперервна функцiя. Тодi iснує зростаюча послiдовнiсть (En)∞n=1

локально проективно першої категорiї Fσ-множин En в просторi X × Y
така, що

D(f) =
∞⋃

n=1

En.

Доведення. Застосувавши двiчi теорему 3.3.2 (щодо проекцiя на X i щодо
проекцiї на Y ), одержимо зростаючi послiдовностi (Cn)∞n=1 i (Dn)∞n=1

локально проективно першої категорiї вiдносно x множин Cn типу Fσ в
X×Y i локально проективно першої категорiї вiдносно y множин Dn типу
Fσ в X × Y такi, що

D(f) =
∞⋃

n=1

Cn =
∞⋃

n=1

Dn.

Залишилось покласти
En = Cn ∩Dn

для кожного n ∈ N.
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3.4

Повний опис множини точок розриву

Розв’язання оберненої задачi, як i основний результат даного роздiлу
– характеристичну теорему, ми викладемо тут у дещо видозмiненому
виглядi у порiвняннi з [66] i [59]. Це пов’язано з тим, що у згаданих роботах
вивчалась побудова нарiзно неперервних функцiй з даною множиною
точок розриву на добутку двох просторiв з досить широкого класу, який
мiстить метризовнi простори, i, як один iз етапiв побудови, доводилось
узагальнення теореми Брекенрiджа i Нiшiури. У нашому викладi, який
стосується виключно метризовних просторiв, ми будемо використовувати
уже доведену у попередньому роздiлi теорему Брекенрiджа i Нiшiури,
акцентуючи увагу на нових аспектах розв’язання оберненої задачi. При
цьому, i характеристичну теорему ми подамо у дещо iншому виглядi, який
близький до вiдповiдної характеризацiї [57] для функцiй n змiнних.

3.4.1. Зв’язок мiж локальними проективними
властивостями множин. Розпочнемо з простого спостереження.

Твердження 3.4.1. Нехай (Ai : i ∈ I) – довiльна локально скiнченна
сiм’я пiдмножин топологiчного простору X. Тодi (Ai : i ∈ I) також
локально скiнченна.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ A i знайдемо вiдкритий окiл U
точки x в просторi X такий, що множина

J = {i ∈ I : U ∩Ai 6= ∅}

скiнченна. Оскiльки U вiдкритий i U ∩Ai = ∅, то U ∩Ai = ∅ для кожного
i ∈ I \ J . Тобто

J = {i ∈ I : U ∩Ai 6= ∅}.

Тепер розглянемо локально скiнченнi об’єднання множин.

Твердження 3.4.2. Нехай (Ai : i ∈ I) – довiльна локально скiнченна
сiм’я пiдмножин топологiчного простору X. Тодi

⋃

i∈I

Ai =
⋃

i∈I

Ai.
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Доведення. Зрозумiло, що
⋃

i∈I

Ai ⊆
⋃

i∈I

Ai.

Доведемо обернене включення. Покладемо

A =
⋃

i∈I

Ai.

Вiзьмемо довiльну точку x ∈ A i знайдемо окiл U точки x в просторi X
такий, що множина

J = {i ∈ I : U ∩Ai 6= ∅}
скiнченна. Покладемо

B =
⋃

i∈J

Ai i C =
⋃

i∈I\J
Ai.

Зауважимо, що
A = B ∪ C = B ∪ C.

Крiм того,
U ∩ C = ∅

згiдно з вибором околу U точки x. Тому x 6∈ C. Отже,

x ∈ B =
⋃

i∈J

Ai ⊆
⋃

i∈I

Ai.

З цього твердження негайно випливає наступний факт.

Наслiдок 3.4.3. Об’єднання довiльної локально скiнченної сiм’ї
(системи) замкнених пiдмножин топологiчного простору X є
замкненою множиною в X.

Пiдмножину C добутку X × Y топологiчних просторiв X i Y
називатимемо множиною локально проективно нiде не щiльною, якщо
для довiльної точки z ∈ X × Y iснує окiл W точки z такий, що проекцiї
prX(C ∩W ) i prY (C ∩W ) є нiде не щiльними множинами в просторах X
i Y вiдповiдно.

Твердження 3.4.4. Нехай C – локально скiнченна система проективно
нiде не щiльних множин в добутку X × Y топологiчних просторiв X i
Y . Тодi множина D =

⋃ C є проективно нiде не щiльною в X × Y .
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Доведення. Зафiксуємо точку z ∈ X × Y i виберемо окiл W цiєї точки
такий, що множина

CW = {C ∈ C : C ∩W 6= ∅}
скiнченна. Залишилось зауважити, що множина

D ∩W =
⋃

C∈Cw

(C ∩W )

є проективно нiде не щiльною, як об’єднання скiнченної кiлькостi
проективно нiде не щiльних множин.

Тепер з допомогою теореми Стоуна легко доводиться наступний зв’язок
мiж локальними проективними властивостями.

Твердження 3.4.5. Нехай C – локально проективно першої категорiї
Fσ-множина в добутку X × Y метризовних просторiв X i Y . Тодi iснує
зростаюча послiдовнiсть (Cn)∞n=1 проективно нiде не щiльних замкнених
множин Cn в X × Y така, що

C =
∞⋃

n=1

Cn.

Доведення. Вiзьмемо зростаючу послiдовнiсть (Fn)∞n=1 замкнених множин

Fn в добутку Z = X × Y таку, що C =
∞⋃

n=1
Fn. Для кожної точки z ∈ Z

виберемо окiл W (z) точки z такий, що множини

A(z) = prX(C ∩W (z)) i B(z) = prY (C ∩W (z))

є множинами першої категорiї в X i Y вiдповiдно. Оскiльки простiр Z є
метризовним, то згiдно з теоремою 3.2.4 у вiдкрите покриття

W = {W (z) : z ∈ Z}
простору Z можна вписати вiдкрите локально скiнченне покриття G. Для
кожної множини G ∈ G виберемо точку z(G) ∈ Z таку, що

G ⊆ W (z(G)))

i знайдемо зростаючi послiдовностi (An(G))∞n=1 i (Bn(G))∞n=1 замкнених
нiде не щiльних множин An(G) i Bn(G) в просторах X i Y вiдповiдно такi,
що

A(z(G)) =
∞⋃

n=1

An(G) i B(z(G)) =
∞⋃

n=1

Bn(G).
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Тепер для довiльних n ∈ N i G ∈ G покладемо

Dn(G) = (An(G)×Bn(G)) ∩ Fn ∩G i Cn(G) = Dn(G).

Оскiльки послiдовностi множини An(G), Bn(G) i Fn зростають, то для
кожного G ∈ G маємо

∞⋃
n=1

Dn(G) = (A(z(G))×B(z(G))) ∩ C ∩G = C ∩G,

адже
C ∩G ⊆ C ∩W (z(G)) ⊆ A(z(G))×B(z(G)).

Зрозумiло, що Dn(G) ⊆ G для довiльних n ∈ N i G ∈ G. Звiдси
випливає, що для кожного n ∈ N система

{Dn(G) : G ∈ G}
локально скiнченна. Тому згiдно з твердженням 3.4.1 кожна система

{Cn(G) : G ∈ G}
локально скiнченна. Тепер з наслiдку 3.4.3 i твердження 3.4.5 випливає,
що кожна множина

Cn =
⋃

G∈G
Cn(G)

є проективно нiде не щiльною замкненою множиною в Z. Крiм
того, зрозумiло, що послiдовнiсть множини Cn зростає, адже такими
вибирались послiдовностi множини An(G), Bn(G) i Fn.

Залишилось перевiрити рiвнiсть

C =
∞⋃

n=1

Cn.

Оскiльки Cn ⊆ Fn для кожного n ∈ N, то
∞⋃

n=1

Cn ⊆
∞⋃

n=1

Fn = C.

З iншого боку, враховуючи, що G є покриттям простору Z, одержимо

C =
⋃

G∈G
(C ∩G) =

⋃

G∈G

∞⋃
n=1

Dn(G) ⊆
⋃

G∈G

∞⋃
n=1

Cn(G) =

=
∞⋃

n=1

⋃

G∈G
Cn(G) =

∞⋃
n=1

Cn.
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3.4.2. Рiвномiрнi границi i локально скiнченнi суми
нарiзно неперервних i напiвнеперервних функцiй. У
даному пунктi ми викладемо допомiжнi результати, якi ми будемо
використовувати при розв’язаннi оберненої задачi. Розпочнемо з простого
спостереження, яке уточнює твердження 2.2.3.

Лема 3.4.6. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → R i g : X → R –
напiвнеперервнi знизу функцiї. Тодi

D(f + g) = D(f) ∪D(g).

Доведення. Зрозумiло, що D(f +g) ⊆ D(f)∪D(g). Тому достатньо довести
обернене включення.

Нехай x0 ∈ D(f) i ωf (x0) = δ > 0. Виберемо окiл U0 точки x0 такий, що

g(x) ≥ g(x0)− δ
2

для кожного x ∈ U0. Позначимо через U систему всiх околiв точки x в
просторi X. Тепер для функцiї h = f + g маємо

h∗(x0) = inf
U∈U

sup
x∈U

h(x) = inf
U∈U

sup
x∈U∩U0

h(x) = inf
U∈U

sup
x∈U∩U0

(f(x) + g(x)) ≥

≥ inf
U∈U

sup
x∈U∩U0

(f(x) + g(x0)− δ
2 ) = inf

U∈U
sup

x∈U∩U0

f(x) + g(x0)− δ
2 =

= f∗(x0) + g(x0)− δ
2 .

Згiдно з твердженнями 1.2.10 i 1.2.11 для напiвнеперервної знизу функцiї
f маємо

δ = ωf (x0) = f∗(x0)− f∗(x0) = f∗(x0)− f(x0).

Зауважимо, що функцiя h також напiвнеперервна знизу, як сума таких
функцiй. Тому знову застосувавши твердження 1.2.10 i 1.2.11, отримаємо

ωh(x0) = h∗(x0)−h∗(x0) = h∗(x0)−h(x0) ≥ f∗(x0)+g(x0)− δ
2−f(x0)−g(x0) =

= f∗(x0)− f(x0)− δ
2 = δ − δ

2 = δ
2 > 0.

Отже, x0 ∈ D(h) i D(f) ⊆ D(h).
Аналогiчно доводиться включення D(g) ⊆ D(h).

Наступнi два допомiжнi твердження ми будемо використовувати на
завершальному етапi побудови нарiзно неперервної функцiї з даною
множиною точок розриву.
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Лема 3.4.7. Нехай X – топологiчний простiр i (fn)∞n=1 – послiдовнiсть

напiвнеперервних знизу функцiй такi, що ряд
∞∑

n=1
fn(x) збiгається

рiвномiрно на X. Тодi функцiя f(x) =
∞∑

n=1
fn(x) є напiвнеперервною знизу

функцiєю i

D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn).

Доведення. Оскiльки ряд
∞∑

n=1
fn(x) збiгається рiвномiрно, то функцiя f є

напiвнеперервною знизу функцiєю, яка є неперервною поза множиною

D =
∞⋃

n=1

D(fn),

як рiвномiрна границя неперервних поза D функцiй. Отже,

D(f) ⊆ D.

З iншого боку, для кожного номера n ∈ N функцiя

gn =
∑

k 6=n

fk

є напiвнеперервною знизу, як сума рiвномiрно збiжного ряду
напiвнеперервних знизу функцiй. Тому

D(f) = D(fn) + D(gn)

згiдно з лемою 3.4.6. Отже, D(fn) ⊆ D(f) для кожного n ∈ N, тобто
D ⊆ D(f).

Лема 3.4.8. Нехай Z = X × Y , де X i Y – довiльнi топологiчнi
простори, W – локально скiнченна система вiдкритих в Z множин,
(fW : W ∈ W) – сiм’я напiвнеперервних знизу нарiзно неперервних
функцiй fW : X × Y → R, таких, що fW (Z \ W ) ⊆ {0} для кожного
W ∈ W. Тодi функцiя f =

∑
W∈W

fW означена коректно на X × Y , є

напiвнеперервною знизу нарiзно неперервною функцiєю, для якої

D(f) =
⋃

W∈W
D(fW ).
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Доведення. Вiзьмемо довiльну точку z0 ∈ Z i такий окiл U цiєї точки в Z,
що система

U = {W ∈ W : U ∩W 6= ∅}
є скiнченною. Тодi функцiя f на множинi U збiгається з функцiєю

g =
∑

W∈U
fW ,

яка є напiвнеперервною знизу нарiзно неперервною функцiєю, як
скiнченна сума таких функцiй. Крiм того, як випливає з леми 3.4.6,

D(g) =
⋃

W∈U
D(fW ).

Тому функцiя g неперервна в точцi z0, якщо

z0 6∈ D =
⋃

W∈W
D(fW ).

Якщо ж z0 ∈ D(fV ) для деякого V ∈ W, то зрозумiло, що V ∈ U , i функцiя
g розривна в точцi z0. Отже, функцiя f також розривна в точцi z0.

Таким чином, для довiльної точки z0 ∈ Z функцiя f в цiй точцi
означена коректно, є напiвнеперервною знизу i неперервною вiдносно
кожної змiнної в цiй точцi, i є розривною в точцi z0 тодi i тiльки тодi,
коли z0 ∈ D.

Для безпосереднього використання цiєї леми нам буде потрiбне таке
нескладне твердження.

Твердження 3.4.9. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → [0, 1] i
D(f) ⊆ f−1(0). Тодi f напiвнеперервна знизу функцiя.

Доведення. Напiвнеперервнiсть знизу функцiї f поза множиною D(f)
випливає з неперервностi f в цих точках, а напiвнеперервнiсть знизу в
точках множини f−1(0) легко випливає з означення, оскiльки f(x) ≥ 0
для кожного x ∈ X.

3.4.3. Характеризацiя множини точок розриву. У
даному пунктi ми викладемо основний результат даного роздiлу.

Спочатку розв’яжемо обернену задачу для замкнених локально
проективно нiде не щiльних множин.

Теорема 3.4.10. Нехай X i Y – метризовнi простори i E ⊆ X × Y
– замкнена локально проективно нiде не щiльна множина. Тодi iснує
напiвнеперервна знизу нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R, для
якої D(f) = E.
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Доведення. Для кожної точки z ∈ Z = X × Y виберемо замкнений окiл
W (z) точки z такий, що множини

A(z) = prX(E ∩W (z)) i B(z) = prY (E ∩W (z))

є нiде не щiльними множинами в X i Y вiдповiдно. Оскiльки простiр Z є
метризовним, то згiдно з теоремою 3.2.4 у вiдкрите покриття

{int(W (z)) : z ∈ Z}

простору Z можна вписати вiдкрите локально скiнченне покриття W.
Зафiксуємо W ∈ W. Покладемо

EW = E ∩W.

Зрозумiло, що множина EW замкнена. Крiм того, EW проективно нiде не
щiльна. Справдi, виберемо z ∈ Z таке, що W ⊆ W (z). Тодi W ⊆ W (z),
адже W (z) замкнена множина, i

EW ⊆ E ∩W ⊆ E ∩W (z) ⊆ A(z)×B(z).

Згiдно з теоремою Брекенрiджа i Нiшiури (теорема 2.3.4) iснує нарiзно
неперервна функцiя gW : Z → [0, 1] така, що D(gW ) = EW i gW (z) = 1 для
кожного z ∈ EW . Виберемо неперервну функцiю ϕW : Z → [0,+∞) таку,
що

W = {z ∈ Z : ϕ(z) > 0}.
В ролi такої функцiї, наприклад, можна взяти

ϕ(z) = d(z, Z \W ),

де d – деяка метрика на Z, яка породжує його топологiю.
Розглянемо нарiзно неперервну функцiю fW : Z → [0, +∞), яка

означається формулою

fW (z) = ϕ(z) · (1− gW (z)).

Зрозумiло, що
D(fW ) ⊆ D(gW ) = EW .

З iншого боку, з означення множини EW i леми 3.1.3 випливає включення

E ∩W ⊆ EW ∩W = D(gW ) ∩W ⊆ D(fW ).

Крiм того, оскiльки f(z) = 0 для кожного z ∈ EW ⊇ D(fW ), то згiдно з
твердженням 3.4.9 функцiя fW напiвнеперервна знизу.
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Таким чином, ми побудували сiм’ю (fW : W ∈ W) напiвнеперервних
знизу нарiзно неперервних функцiй fW : X × Y → R, таких, що

fW (Z \W ) ⊆ {0} i E ∩W ⊆ D(fW ) ⊆ EW

для кожного W ∈ W. Зауважимо, що

E =
⋃

W∈W
(E ∩W ) ⊆

⋃

W∈W
D(fW ) ⊆

⋃

W∈W
EW ⊆ E.

Отже, ⋃

W∈W
D(fW ) = E.

Тепер з леми 3.4.8 випливає, що функцiя f =
∑

W∈W
fW є шуканою.

Наступна теорема дає повний опис множин точок розриву нарiзно
неперервних функцiй на добутку двох метризовних просторiв.

Теорема 3.4.11. Нехай X i Y – метризовнi простори i E ⊆ X ×Y . Тодi
наступнi умови рiвносильнi:

1) iснує нарiзно неперервна функцiя f : X×Y → R, для якої D(f) = E;

2) iснує зростаюча послiдовнiсть (En)∞n=1 локально проективно першої
категорiї Fσ-множин En в просторi X × Y така, що

E =
∞⋃

n=1

En;

3) iснує зростаюча послiдовнiсть (Fn)∞n=1 локально проективно нiде не
щiльних замкнених множин Fn в просторi X × Y така, що

E =
∞⋃

n=1

Fn.

Доведення. Iмплiкацiя 1) ⇒ 2) доведена в теоремi 3.3.3.
2) ⇒ 3). Для кожного n ∈ N до множини En застосуємо твердження

3.4.5 i одержимо зростаючу послiдовнiсть (Fnm)∞m=1 локально проективно
нiде не щiльних замкнених множин Fnm в просторi X × Y таку, що

En =
∞⋃

m=1

Fnm.
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Для кожного n ∈ N покладемо

Fn =
⋃

k≤n

Fkn.

Зрозумiло, що всi множини Fn замкненi i локально проективно нiде
не щiльнi, як об’єднання скiнченної кiлькостi таких множин. Оскiльки
всi послiдовностi (Fnm)∞m=1 зростаючi, то послiдовнiсть (Fn)∞n=1 також
зростає, причому

∞⋃
n=1

Fn =
∞⋃

n=1

∞⋃
m=n

Fnm =
∞⋃

n=1

En = E.

3) ⇒ 1). Для кожного n ∈ N до множини Fn застосуємо
теорему 3.4.10 i одержимо нарiзно неперервну напiвнеперервну функцiю
gn : X × Y → R таку, що D(gn) = Fn. Вiзьмемо довiльний строго
зростаючий гомеоморфiзм ϕ : R → (−1, 1) (наприклад, ϕ(x) = 2

π arctg x) i
розглянемо функцiю fn : X × Y → [−1, 1], fn(z) = ϕ(gn(z)). З лем 1.2.12
i 1.2.7 випливає, що нарiзно неперервна функцiя fn є напiвнеперервною
знизу i

D(fn) = D(gn).

Тепер з леми 3.4.7 випливає, що функцiя f : X × Y → R, означена
формулою

f(z) =
∞∑

n=1

1
2n

fn(z),

є шуканою.
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3.5

Заключнi зауваження до роздiлу 3

На сьогоднiшнiй день доведений у цьому роздiлi результат про
повний опис множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй на
добутку двох метризовних просторiв поки-що не дiстав свого розвитку
для ширших класiв просторiв, i був узагальнений в [57] на випадок
функцiй багатьох змiнних. Може скластися враження, що дослiдження
множини точок розриву для нарiзно неперервних функцiй на добутку
неметризовних просторiв проводились мляво i не привели до цiкавих
результатiв. Це далеко не так, про що, зокрема, свiдчить теорема
Намiоки [33], яка дiстала широке застосування та iнтенсивно розвивалася
i узагальнювалась багатьма математиками (дивись, наприклад, [31] i
вказану там лiтературу).

З результату Намiоки, який є розв’язанням прямої задачi, випливає,
що множина точок розриву нарiзно неперервної функцiй на добутку двох
компактних просторiв є проективно першої категорiї. У зв’язку з цим
З. Пьотровським в [35] було сформульоване питання про повний опис
множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй на добутку двох
компактних просторiв. Той факт, що для добутку компактних просторiв
уже немає характеризацiї, подiбної до одержаної у другому роздiлi, було
встановлено ще у роботi [63] (дивись також [54]). Крiм того, в [30]
показано, що навiть у випадку компактних множникiв, досить близьких
до метризовних, структура множини точок розриву має тоншу природу i
вже не може бути описана лише з допомогою проективних властивостей.
Це все разом вказує на те, що подальший поступ у напрямку розв’язання
задачi Дiнi i одержання вiдповiдi на вищезгадане питання Пьотровського
вимагає нових пiдходiв i оригiнальних iдей щодо властивостей множини
точок розриву.

Стосовно оберненої задачi, безумовно, слiд згадати також i її
уточнений варiант, який полягає у побудовi нарiзно неперервної функцiї
з наперед заданим коливанням. Дослiдження уточненої оберненої задачi
розвивалися В. Маслюченком i О. Маслюченком (дивись, наприклад, [53])
i в [61] О. Маслюченком було одержано повний опис коливань нарiзно
неперервних функцiй багатьох змiнних на добутку метризовних просторiв.
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Роздiл 4

НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI
ФУНКЦIЇ НА ДОБУТКУ
ПРОСТОРIВ-ДОБУТКIВ

У даному роздiлi ми подамо ще один характеричтичний результат,
який дає повний опис множини точок розриву нарiзно неперервних
функцiй на добутку двох просторiв, кожен з яких є топологiчним добутком
сiм’ї сепарабельних метризовних просторiв. Цей результат у загальнiшiй
редакцiї для функцiй багатьох змiнних був одержаний автором i
В. Маслюченком в 2004 роцi [58]. На вiдмiну вiд характеристичних
теорем попереднiх роздiлiв, вiн постає не шляхом розв’язання прямої i
оберненої задач, а з допомогою залежностi функцiй вiд злiченної кiлькостi
координат, яка дає можливiсть зведення дослiджень до випадку функцiй
на добутку двох сепарабельних метризовних просторiв, де задача Дiнi
уже розв’язана. Основним технiчним iнструментом встановлення такої
залежностi є лема Шанiна [72] (дивись також [13, задача 2.7.10 (c)]), один
iз варiантiв якої разом з потрiбним нам застосуванням ми викладемо
у першому пiдроздiлi. Далi, у наступних двох пiдроздiлах ми спочатку
доведемо залежнiсть нарiзно неперервних функцiй вiд злiченної кiлькостi
координат, а потiм застосуємо її для встановлення характеристичної
теореми.
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4.1

Лема Шанiна та її застосування

У даному пiдроздiлi ми викладемо один варiант леми Шанiна, який
з допомогою розробленої в [54] технiки B-вiял був одержаний в [64] i
застосований до узагальнення того, що одноточкова множина у добутку
двох тихоновських кубiв незлiченної ваги не може бути множиною точок
розриву нарiзно неперервної функцiї. Крiм того, ми використаємо цей
варiант леми Шанiна для дослiдження калiбру топологiчних добуткiв.

4.1.1. Максимальнi B-вiяла. Нехай A – деяка система множин
i B – деяка множина. Систему A будемо називати вiялом з ядром B,
або, коротше, B-вiялом, якщо A1 ∩A2 ⊆ B для довiльних рiзних множин
A1, A2 ∈ A. Якщо B-вiяло A1 є частиною системи A, то будемо говорити,
що A1 є B-вiялом в A. Ми говоримо, що B-вiяло A1 можна продовжити в
A, якщо iснує така множина A ∈ A\A1, що система A2 = A1 ∪{A} також
є B-вiялом. B-вiяло A1 в A називатимемо максимальним в A, якщо його
не можна продовжити в A.

Нам буде потрiбне наступне допомiжне твердження, яке доводиться
аналогiчно, як твердження 2.3.2.

Лема 4.1.1. Нехай A – деяка система множин, B – деяка множина
i A1 – B-вiяло в A. Тодi iснує максимальне B-вiяло A0 в A, яке є
продовженням A1.

Доведення. Позначимо через A систему всiх B-вiял в A, якi є
продовженнями A1. Впорядкуємо систему A вiдношенням включення,
тобто

B1 ≤ B2 ⇔ B1 ⊆ B2

для довiльних B1,B2 ∈ A. Покажемо, що кожна непорожня лiнiйно
впорядкована пiдсистема B системи A обмежена зверху в A. Вiзьмемо
довiльну непорожню лiнiйно впорядковану систему B ⊆ A i доведемо, що
об’єднання

B0 =
⋃

B∈B

B

входить в A. Достатньо показати, що система B0 є B-вiялом. Нехай
A1, A2 ∈ B0 – довiльнi множини. Тодi iснують B1,B2 ∈ B такi, що A1 ∈ B1

i A2 ∈ B2. Оскiльки система B лiнiйно впорядкована, то B1 ≤ B2 або
B2 ≤ B1. Вважатимемо, для певностi, що B1 ≤ B2, тобто B1 ⊆ B2. Тодi
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A1, A2 ∈ B2 i тому A1 ∩ A2 ⊆ B. Отже, B0 ∈ A. Зрозумiло, що B ≤ B0 для
кожного B ∈ B, тобто, B обмежена зверху в A елементом B0.

Таким чином, частково впорядкована множина (A,≤) задовольняє
умови леми Куратовського-Цорна, згiдно з якою в A iснує деякий
максимальний елемент A0. Зрозумiло, що A0 є максимальним B-вiялом
i продовженням A1 в A.

Тепер, використовуючи максимальнi вiяла, доведемо наступний
допомiжний факт.

Лема 4.1.2. Нехай B – скiнченна множина i A – деяка незлiченна
система скiнченних множин такi, що кожне B-вiяло A′ ⊆ A є не бiльш,
нiж злiченним. Тодi iснує елемент x0 ∈

⋃
A∈A

A \B такий, що система

A0 = {A ∈ A : x0 ∈ A}

незлiченна.

Доведення. Згiдно з лемою 4.1.1 в системi A iснує максимальне B-вiяло
B, яке за умовою є не бiльш, нiж злiченним. Оскiльки B складається зi
скiнченних множин, то множина

M =
⋃

A∈B
A

також є не бiльш, нiж злiченною. Крiм того, з максимальностi B випливає,
що для кожної множини A ∈ A \ B система B ∪ {A} не є B-вiялом, тобто

A ∩ (M \B) 6= ∅.

Для кожного x ∈ M \B покладемо

A(x) = {A ∈ A \ B : x ∈ A}.

Iз зазначеної вище властивостi випливає, що

A \ B =
⋃

x∈M\B
A(x).

Оскiльки система A незлiченна, а система B i множина M є злiченними,
то iснує точка x0 ∈ M \B така, що система A(x0) незлiченна. Зауважимо,
що A(x0) ⊆ A0. Тому система A0 також незлiченна.

105



4.1.2. Один варiант леми Шанiна. При дослiдженнi
топологiчних властивостей добуткiв ми будемо використовувати певну
модифiкацiю вiдомої леми Шанiна [13, задача 2.7.10 (c)]. Спочатку
ми розглянемо системи множин, якi складаються не бiльше, нiж з n
елементiв.

Твердження 4.1.3. Нехай n ∈ N i A – деяка незлiченна система
множин такi, що |A| ≤ n для кожного A ∈ A. Тодi iснує скiнченна
множина B i незлiченна система A0 ⊆ A, яка є B-вiялом.

Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що висновок
твердження неправильний, тобто для довiльної скiнченної множини B
кожне B-вiяло A′ ⊆ A є не бiльш, нiж злiченним.

Застосуємо лему 4.1.2 до системи A1 = A i скiнченної множини B1 = ∅.
Одержимо деякий елемент

x1 ∈
⋃

A∈A1

A \B1

такий, що система
A2 = {A ∈ A1 : x1 ∈ A}

незлiченна.
Тепер застосувавши лему 4.1.2 до системи A2 i скiнченної множини

B2 = {x1}. Одержимо деякий елемент

x2 ∈
⋃

A∈A2

A \B2

такий, що система

A3 = {A ∈ A2 : x2 ∈ A} = {A ∈ A : x1 ∈ A, x2 ∈ A}

незлiченна.
Проробивши подiбнi мiркування n + 1 раз, ми одержимо (n + 1)-

елементну множину
Bn+2 = {x1, . . . , xn+1}

таку, що система
An+2 = {A ∈ A : Bn+2 ⊆ A}

незлiченна, що дає нам суперечнiсть, адже |A| ≤ n для кожного A ∈ A.
Тепер розглянемо випадок сiмей скiнченних множин.
Сiм’ю (Ai : i ∈ I) називатимемо незлiченною, якщо множина I

незлiченна.
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Твердження 4.1.4. Нехай (Ai : i ∈ I) – незлiченна сiм’я скiнченних
множин Ai. Тодi iснують скiнченна множина B i незлiченна множина
J ⊆ I такi, що Ai ∩Aj ⊆ B для довiльних рiзних i, j ∈ J .

Доведення. Без обмеження загальностi, вважатимемо, що S ∩ Ai = ∅ для
кожного i ∈ I.

Для кожного натурального n ∈ N покладемо

In = {i ∈ I : |Ai| ≤ n}.
Оскiльки всi множини Ai скiнченнi, то

I =
⋃

n∈N
In.

Крiм того, множина I незлiченна. Тому iснує номер m такий, що множина
Im незлiченна. Для кожного i ∈ Im покладемо

Bi = Ai ∪ {i}.
Зауважимо, що всi множини Bi рiзнi, адже Ai∩Im = ∅ для кожного i ∈ Im.
Розглянемо незлiченну систему

B = {Bi : i ∈ Im}
яка, зокрема, складається з множин, що мiстять не бiльше, нiж m + 1
елементiв. Згiдно з твердженням 4.1.3 iснують скiнченна множина B i
незлiченна множина J ⊆ Im такi, що

Bi ∩Bj ⊆ B

для довiльних рiзних i, j ∈ J . Тодi

Ai ∩Aj ⊆ Bi ∩Bj ⊆ B

для довiльних рiзних i, j ∈ J .

4.1.3. Калiбр добутку сепарабельних просторiв. У
даному пiдроздiлi ми застосуємо твердження 4.1.4 до вивчення калiбру
добутку сiм’ї сепарабельних просторiв.

Через ℵ1 ми позначаємо найменше незлiченне кардинальне число, тобто
найменшу з потужностей незлiченних множин.

Топологiчний простiр X має калiбр ℵ1, якщо для довiльної незлiченної
сiм’ї (Gi : i ∈ I) непорожнiх вiдкритих в просторi X множин Gi iснує
точка x ∈ X така, що множина

{i ∈ I : x ∈ Gi}
є незлiченною.

З означення легко вивливає наступний факт.
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Твердження 4.1.5. Довiльний сепарабельний простiр X має калiбр ℵ1.

Доведення. Нехай (Gi : i ∈ I) – незлiченна сiм’я непорожнiх вiдкритих
в просторi X множин Gi. В сепарабельному просторi X виберемо
послiдовнiсть (an)∞n=1 точок an ∈ X таку, що множина

A = {an : n ∈ N}
щiльна в просторi X. Для кожного n ∈ N покладемо

In = {i ∈ I : an ∈ Gi}.
Достатньо показати, що хоча б одна з множин In є незлiченною. Оскiльки
кожна множина Gi вiдкрита i непорожня, а множина A щiльна в X, то

Gi ∩A 6= ∅
для кожного i ∈ I. Отже, для кожного i ∈ I iснує номер n такий, що i ∈ In.
Тому

I =
∞⋃

n=1

In.

Оскiльки множина I незлiченна, то iснує номер m такий, що множина Im

також незлiченна.

Тепер перейдемо до розгляду добуткiв топологiчних просторiв.
Пiд добутком

∏
s∈S

Xs сiм’ї (Xs : s ∈ S) непорожнiх множин Xs ми

розумiємо множину всiх вiдображень

x : S →
⋃

s∈S

Xs

таких, що x(s) ∈ Xs для кожного s ∈ S. Разом з тим, елементи добутку∏
s∈S

Xs ми будемо також записувати у виглядi сiм’ї (xs : s ∈ S) чи (xs)s∈S ,

де xs ∈ Xs для кожного s ∈ S.
В добутку X =

∏
s∈S

Xs сiм’ї (Xs : s ∈ S) топологiчних просторiв Xs базу

топологiї утворюють вiдкритi множини вигляду

U =
∏

s∈S

Us,

де (Us : s ∈ S) – сiм’я вiдкритих множин Us в просторi Xs така, що
множина

R(U) = {s ∈ S : Us 6= Xs}
скiнченна. Такi вiдкритi множини називатимемо базисними.

З уведених позначень негайно випливає наступний факт.
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Лема 4.1.6. Нехай U =
∏

s∈S

Us – базисна вiдкрита множина в добутку

X =
∏

s∈S

Xs сiм’ї топологiчних просторiв Xs i x = (xs)s∈S ∈ X такi, що

xs ∈ Us для кожного s ∈ R(U). Тодi x ∈ U .

Доведення. Оскiльки xs ∈ Xs = Us для кожного s ∈ S \ R(U), то xs ∈ Us

для кожного s ∈ S. Це означає, що x ∈ U .

Наступний результат, який був доведений у [72, с.65], є основним у
даному пiдроздiлi.

Теорема 4.1.7. Добуток X =
∏

s∈S

Xs сiм’ї (Xs : s ∈ S) сепарабельних

просторiв Xs має калiбр ℵ1.

Доведення. Нехай (Gi : i ∈ I) – незлiченна сiм’я непорожнiх вiдкритих в
просторi X множин Gi. Для кожного i ∈ I виберемо базисну вiдкриту в
добутку X непорожню множину

Ui =
∏

s∈S

Us,i

таку, що Ui ⊆ Gi. Розглянемо незлiченну сiм’ю (Ai : i ∈ I) скiнченних
множин Ai = R(Ui) ⊆ S. Згiдно з твердженням 4.1.4 iснують скiнченна
множина T i незлiченна множина J ⊆ I такi, що Ai∩Aj ⊆ T для довiльних
рiзних i, j ∈ J . Оскiльки Ai ⊆ S для кожного i ∈ I, то ми можемо вважати,
що T ⊆ S.

В добутку Y =
∏

s∈T

Xs розглянемо незлiченну сiм’ю (Vi : i ∈ J)

непорожнiх вiдкритих множин

Vi =
∏

s∈T

Us,i.

Оскiльки простiр Y сепарабельний, як добуток скiнченної кiлькостi
сепарабельних просторiв, то згiдно з твердженням 4.1.5, простiр Y
має калiбр ℵ1. Тому iснують незлiченна множина J0 ⊆ J i точка
y = (ys)s∈T ∈ Y такi, що

y ∈ Vi

для кожного i ∈ J0, тобто
ys ∈ Us,i

для довiльних s ∈ T та i ∈ J0. Покладемо

S0 = S \
(

T ∪
⋃

i∈J0

Ai

)
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i, крiм того,
Bi = Ai \ T

для кожного i ∈ J0. Зауважимо, що

S = T t S0 t
⊔

i∈J0

Bi.

Для кожного s ∈ T позначимо

xs = ys.

Крiм того, для кожного s ∈ S0 в просторi Xs виберемо довiльну точку xs.
I, нарештi, для довiльних i ∈ J0 та s ∈ Bi виберемо точку xs в просторi
Xs таку, що

xs ∈ Us,i.

Тепер розглянемо точку x = (xs)s∈S ∈ X. Зауважимо, що

xs ∈ Us,i

для довiльного i ∈ J0 та кожного

s ∈ Bi ∪ T ⊇ Ai = R(Ui).

Тому згiдно з лемою 4.1.6, x ∈ Ui для кожного i ∈ J0. Отже, множина

{s ∈ S : x ∈ Ui}

незлiченна i простiр X має калiбр ℵ1.
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4.2
Залежнiсть функцiй на добутках вiд злiченної

кiлькостi координат

У даному пiдроздiлi ми доведемо теореми про залежнiсть неперервних
i нарiзно неперервних функцiй на добутках вiд злiченної кiлькостi
координат, якi були одержанi в [29] i [67] вiдповiдно.

4.2.1. Найменша множина зосередженостi неперервної
функцiї на добутку. У даному пунктi ми розглянемо певну
конструкцiю найменшої множини iндексiв, на якiй зосереджена
неперервна функцiя на добутку. Такi множини були уведенi у роботi [67],
хоча вперше фактично розглядалися Р. Енгелькiнгом у [12].

Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs i f : X → R – довiльна

функцiя. Будемо казати, що функцiя f зосереджена на множинi T ⊆ S,
якщо f(x′) = f(x′′), як тiльки x′, x′′ ∈ X i x′|T = x′′|T . Якщо до того ж
множина T не бiльш, нiж злiченна, то казатимемо, що f залежить вiд
злiченної кiлькостi координат.

Множина S0 ⊆ S називається найменшою множиною, на якiй
зосереджене функцiя f : X → R, де X =

∏
s∈S

Xs, якщо f зосереджена

на S0 i для довiльної множини S1 ⊆ S, на якiй зосереджена функцiя f ,
виконується включення S0 ⊆ S1.

Спочатку доведемо наступне допомiжне твердження, яке дає
можливiсть розглядати не весь добуток, а лише деякi його пiдмножини
спецiального вигляду.

Твердження 4.2.1. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs,

a = (a(s))s∈S ∈ X,

Σ(a) = {x ∈ X : x(s) 6= a(s) лише для скiнченної кiлькостi s},
f : X → R – неперервна функцiя i T ⊆ S такi, що для довiльних
x, y ∈ Σ(a) з умови x|T = y|T випливає рiвнiсть f(x) = f(y). Тодi функцiя
f зосереджена на множинi T .

Доведення. Припустимо, що це не так. Тодi iснують x0, y0 ∈ X такi, що
x0|T = y0|T i f(x0) 6= f(y0). Використовуючи неперервнiсть функцiї f ,
виберемо базиснi вiдкритi околи U i V точок x0 i y0 вiдповiдно, такi, що

f(u) 6= f(v)
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для довiльних u ∈ U i v ∈ V . Покладемо A = R(U) i B = R(V ). Розглянемо
точки x = (x(s))s∈S , y = (y(s))s∈S ∈ X, означенi формулами

x(s) =
{

x0(s), s 6= A ∪B;
a(s), s ∈ S \ (A ∪B),

i
y(s) =

{
y0(s), s 6= A ∪B;
a(s), s ∈ S \ (A ∪B).

Тепер, з одного боку, x, y ∈ Σ(a), причому оскiльки x0|T = y0|T , то
x|T = y|T . Тому f(x) = f(y). А з iншого боку, x ∈ U i y ∈ V . Отже,
f(x) 6= f(y), що дає суперечнiсть.

Наступне твердження [67, теорема 1] описує найменшу множину, на
якiй зосереджена неперервна функцiя на добутку.

Твердження 4.2.2. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний добуток сiм’ї

непорожнiх топологiчних просторiв Xs i f : X → R – неперервна
функцiя. Тодi множина

S0 = {s ∈ S : (∃xs, ys ∈ X)(xs|S\{s} = ys|S\{s} i f(xs) 6= f(ys))}

є найменшою множиною, на якiй зосереджена функцiя f .

Доведення. Зафiксуємо довiльну точку a ∈ X i розглянемо множини

Y = Σ(a) = {x ∈ X : x(s) 6= a(s) лише для скiнченної кiлькостi s}

i
S̃ = {s ∈ S : (∃x, y ∈ Y )(x|S\{s} = y|S\{s} i f(x) 6= f(y))}.

Покажемо, що звуження g = f |Y зосереджене на множинi S̃, тобто для
довiльних x, y ∈ Y з умови x|S̃ = y|S̃ випливає рiвнiсть g(x) = g(y).

Нехай x0, y0 ∈ Y такi, що x0|S̃ = y0|S̃ . Зауважимо, що множина

T = {s ∈ S : x0(s) 6= y0(s)}

скiнченна, адже вона мiститься у об’єднаннi

{s ∈ S : x0(s) 6= a(s)} ∪ {s ∈ S : y0(s) 6= a(s)}

двох скiнченних множин. Нехай множина T складається з n рiзних
елементiв t1, . . . , tn. Для i = 1, . . . , n послiдовно покладемо

xi(s) =
{

xi−1(s), s 6= ti;
y0(s), s = ti.
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Зафiксуємо i ∈ {1, . . . , n} i покажемо, що f(xi) = f(xi−1). Оскiльки

x0|S̃ = y0|S̃ i x0(ti) 6= y0(ti),

то ti 6∈ S̃. Крiм того, згiдно з побудовою маємо

xi|S\{ti} = xi−1|S\{ti}

i з означення множини S̃ випливає, що f(xi) = f(xi−1).
Тепер маємо

f(x0) = f(x1) = · · · = f(xn) = f(y0)

i функцiя g зосереджена на множинi S̃.
З твердження 4.2.1 випливає, що функцiя f також зосереджена на

множинi S̃. Очевидно, що S̃ ⊆ S0. Крiм того, з означення множини S0

легко випливає, що S0 мiститься в довiльнiй множинi, на якiй зосереджене
f . Тому S0 ⊆ S̃, а значить S0 = S̃. Таким чином, S0 є найменшою
множиною, на якiй зосереджена функцiя f .

4.2.2. Залежнiсть неперервних функцiй. У даному пунктi
ми доведемо теорему про залежнiсть неперервних функцiй вiд злiченної
кiлькостi координат, яка у загальнiшiй редакцiї була одержана в [29,
теорема 3].

Розпочнемо з простого спостереження.

Твердження 4.2.3. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний добуток сiм’ї

непорожнiх топологiчних просторiв Xs, x ∈ X i f : X → R – функцiя,
неперервна в точцi x. Тодi iснує не бiльш, нiж злiченна множина T ⊆ S
така, що для довiльної точки y ∈ X з умови x|T = y|T випливає рiвнiсть
f(x) = f(y).

Доведення. Для кожного n ∈ N знайдемо базисний окiл Un точки x в
просторi X такий, що

|f(u)− f(x)| ≤ 1
n

для кожного u ∈ Un. Покладемо

T =
∞⋃

n=1

R(Un).

Зрозумiло, що множина T не бiльш, нiж злiченна. Крiм того, для довiльної
точки y ∈ X, яка задовольняє рiвнiсть x|T = y|T , маємо

x|R(Un) = y|R(Un)
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для кожного n ∈ N. Тому згiдно з лемою 3.1.3, y ∈ Un, а отже,

|f(y)− f(x)| ≤ 1
n

для кожного n ∈ N. Значить, f(y) = f(x).

Наступне твердження дає можливiсть використовувати калiбр
простору при дослiдженнi найменшої множини.

Твердження 4.2.4. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний добуток сiм’ї

непорожнiх топологiчних просторiв Xs, t ∈ S i f : X → R – неперервна
функцiя. Тодi множина

G = {x ∈ X : (∃y ∈ X)(x|S\{t} = y|S\{t} i f(x) 6= f(y))}
є вiдкритою в X.

Доведення. Нехай x ∈ G – довiльна точка i y ∈ X – така, що

x|S\{t} = y|S\{t} i f(x) 6= f(y)).

Використовуючи неперервнiсть функцiї f в точках x i y, виберемо базиснi
вiдкритi околи U =

∏
s∈S

Us i V =
∏

s∈S

Vs точок x i y вiдповiдно, такi, що

f(u) 6= f(v)

для довiльних u ∈ U i v ∈ V . Покладемо

Ws =
{

Us ∩ Vs, s ∈ S \ {t};
Ut, s = t

i розглянемо окiл W =
∏

s∈S

Ws точки x в просторi X. Покажемо, що

W ⊆ G.

Нехай u = (u(s))s∈S ∈ W – довiльна точка. Тодi для точки
v = (v(s))s∈S , де

v(s) =
{

u(s), s ∈ S \ {t};
y(t), s = t,

маємо
u|S\{t} = v|S\{t}.

Крiм того, u ∈ U i v ∈ V . Тому

f(u) 6= f(v).

Отже, u ∈ G i W ⊆ G. Таким чином, множина G є околом довiльної своєї
точки x. Значить, множина G вiдкрита.
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Наступна теореми є основним результатом даного пункту.

Теорема 4.2.5. Нехай топологiчний добуток X =
∏

s∈S

Xs сiм’ї

непорожнiх топологiчних просторiв Xs має калiбр ℵ1. Тодi кожна
неперервна функцiя f : X → R залежить вiд злiченної кiлькостi
координат.

Доведення. Припустимо, що це не так. Тодi iснує неперервна функцiя
f : X → R, яка не залежить вiд злiченної кiлькостi координат. З
твердженням 4.2.2 випливає, що множина

S0 = {s ∈ S : (∃x, y ∈ X)(x|S\{s} = y|S\{s} i f(x) 6= f(y))}

є незлiченною.
Для кожного s ∈ S0 розглянемо непорожню множину

Gs = {x ∈ X : (∃y ∈ X)(x|S\{s} = y|S\{s} i f(x) 6= f(y))},

яка є вiдкритою в X згiдно з твердженням 4.2.4. Оскiльки топологiчний
простiр X має калiбр ℵ1, то iснує незлiченна множина T0 ⊆ S0 i точка
x0 ∈ X такi, що

x0 ∈ Gs

для кожного s ∈ T0.
Використовуючи твердження 4.2.3, виберемо не бiльш, нiж злiченну

множину T ⊆ S таку, що
f(x) = f(x0)

для довiльної точки x ∈ X з x|T = x0|T . Зауважимо, що множина T0 \ T
непорожня, як рiзниця незлiченної множини T0 i не бiльш, нiж злiченної
множини T . Вiзьмемо довiльний iндекс s ∈ T0 \ T . Оскiльки x0 ∈ Gs, то
iснує точка y0 ∈ X така, що

x0|S\{s} = y0|S\{s} i f(x0) 6= f(y0).

Але, з iншого боку, s 6∈ T i тому

x0|T = y0|T ,

а отже,
f(x0) = f(y0),

що дає нам суперечнiсть.
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4.2.3. Залежнiсть нарiзно неперервних функцiй. Тепер
перейдемо до результатiв про залежнiсть вiд злiченної кiлькостi координат
нарiзно неперервних функцiй, якi були одержанi в [67, теорема 3].

Нехай X =
∏

s∈S

Xs i Y – довiльна множина. Функцiя f : X × Y → R

зосереджена на множинi T вiдносно першої змiнної, якщо для кожного
y ∈ Y горизонтальний y-розрiз fy : X → R, fy(x) = f(x, y), зосереджений
на множинi T . А коли при цьому множина T не бiльш, нiж злiченна, то
функцiя f залежить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно першої
змiнної.

Множина S0 ⊆ S називається найменшою множиною, на якiй
зосереджене функцiя f : X × Y → R вiдносно першої змiнної,
якщо f зосереджена на S0 вiдносно першої змiнної i для довiльної
множини S1 ⊆ S, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно першої змiнної,
виконується включення S0 ⊆ S1.

Аналогiчно вводяться поняття, пов’язанi з залежнiстю функцiї
f : X × Y → R вiдносно другої змiнної у випадку, коли множина Y є
добутком.

Спочатку дамо опис найменшої множини для функцiй неперервних
вiдносно першої змiнної.

Твердження 4.2.6. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний добуток

сiм’ї непорожнiх топологiчних просторiв Xs, Y – деяка множина
i f : X × Y → R – неперервна вiдносно першої змiнної функцiя. Тодi
множина

S0 = {s ∈ S : (∃y ∈ Y )(∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}
є найменшою множиною, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно першої
змiнної.

Доведення. Для кожного y ∈ Y покладемо

Ty = {s ∈ S : (∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}.
Згiдно з твердженням 4.2.2 множина Ty є найменшою множиною, на якiй
зосереджений неперервний горизонтальний y-розрiз fy : X → R. Тому
множина

S0 =
⋃

y∈Y

Ty

є найменшою множиною, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно першої
змiнної.

Наступна теорема дає залежнiсть вiд злiченної кiлькостi координат
вiдносно однiєї змiнної для нарiзно неперервних функцiй.
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Теорема 4.2.7. Нехай топологiчний добуток X =
∏

s∈S

Xs сiм’ї

непорожнiх топологiчних просторiв Xs має калiбр ℵ1 i топологiчний
простiр Y має калiбр ℵ1. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → R залежить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно
першої змiнної.

Доведення. Припустимо, що це не так. Тодi iснує нарiзно неперервна
функцiя f : X×Y → R, яка не залежить вiд злiченної кiлькостi координат
вiдносно першої змiнної. З твердженням 4.2.6 випливає, що множина

S0 = {s ∈ S : (∃y ∈ Y )(∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}
є незлiченною.

Для кожного s ∈ S0 розглянемо непорожню множину

Gs = {y ∈ Y : (∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}.
З неперервностi f вiдносно другої змiнної випливає, що кожна множин Gs

є вiдкритою в Y . Оскiльки топологiчний простiр Y має калiбр ℵ1, то iснує
незлiченна множина T0 ⊆ S0 i точка y0 ∈ Y такi, що

y0 ∈ Gs

для кожного s ∈ T0.
Розглянемо неперервну функцiю g : X → R, g(x) = f(x, y0). З одного

боку, маємо

T0 ⊆ {s ∈ S : (∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i g(u) 6= g(v))}.
Тому згiдно з твердженням 4.2.2 найменша множина, на якiй зосереджена
функцiя g, є незлiченною. Отже, g не залежить вiд злiченної кiлькостi
координат. Але, з iншого боку, з теореми 4.2.5 випливає, що g залежить
вiд злiченної кiлькостi координат, що дає нам суперечнiсть.

Тепер легко одержуємо основний результат даного пiдроздiлу.

Теорема 4.2.8. Нехай топологiчнi добутки X =
∏

s∈S

Xs i Y =
∏

t∈T

Yt сiмей

непорожнiх топологiчних просторiв Xs i Yt вiдповiдно, мають калiбр ℵ1.
Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R залежить вiд
злiченної кiлькостi координат, тобто iснують не бiльш, нiж злiченнi
множини S0 ⊆ S i T0 ⊆ T такi, що

f(x, y) = f(u, v)

для довiльних x, u ∈ X i y, v ∈ Y з x|S0 = u|S0 i y|T0 = v|T0 .
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Доведення. Згiдно з теоремою 4.2.7 функцiя f залежить вiд злiченної
кiлькостi координат як вiдносно першої змiнної, так i вiдносно другої
змiнної. Тому iснують не бiльш, нiж злiченнi множини S0 ⊆ S i T0 ⊆ T
такi, що

f(x, y) = f(u, y)

для довiльних x, u ∈ X з x|S0 = u|S0 i довiльного y ∈ Y , i

f(x, y) = f(x, v)

для довiльного x ∈ X i y, v ∈ Y з y|T0 = v|T0 . Тодi

f(x, y) = f(u, y) = f(u, v)

для довiльних x, u ∈ X i y, v ∈ Y з x|S0 = u|S0 i y|T0 = v|T0 .
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4.3

Характеризацiя множини точок розриву

У даному пiдроздiлi ми доведемо основний результат четвертого
роздiлу, який описує множину точок розриву нарiзно неперервних
функцiй на добутку двох просторiв, що є добутками сiмей метризовних
сепарабельних просторiв. При цьому ми будемо дотримуватись схеми
мiркувань роботи [58], де одержано вiдповiдний результат для функцiй
багатьох змiнних.

4.3.1. Вiдкритi вiдображення i вiдображення
звуження. У даному пунктi ми викладемо допомiжнi результати, якi
разом iз залежнiстю вiд злiченної кiлькостi координат дають можливiсть
звести розв’язання задачi Дiнi до метризовного випадку.

Вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i
Y називається вiдкритим, якщо для довiльної вiдкритої в просторi
X множини G множина f(G) вiдкрита в просторi Y . Зрозумiло, що
вiдображення f є вiдкритим тодi i тiльки тодi, коли для довiльної точки
x ∈ X i довiльного околу U точки x в просторi X множина f(U) є околом
точки y = f(x) в просторi Y .

Твердження 4.3.1. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – добуток сiм’ї непорожнiх

топологiчних просторiв Xs, T ⊆ S i Y =
∏

s∈T

Xs. Тодi вiдображення

ϕ : X → Y , ϕ(x) = x|T , є вiдкритим i неперервним.

Доведення. Для доведення вiдкритостi вiдображення ϕ достатньо
показати, що образ ϕ(G) довiльної базисної вiдкритої в просторi X
множини G є вiдкритим в просторi Y . Справдi, нехай

G =
∏

s∈S

Gs

– вiдкрита базисна множина в просторi X, тобто (Gs : s ∈ S) – сiм’я
вiдкритих множин Gs в Xs така, що множина {s ∈ S : Gs 6= Xs} скiнченна.
Тодi

ϕ(G) =
∏

s∈T

Gs

i множина ϕ(G) є вiдкритою базисною множиною в просторi Y . Отже, ϕ
є вiдкритим.
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Аналогiчно доводимо неперервнiсть вiдображення ϕ. Тепер достатньо
показати, що прообраз довiльної базисної вiдкритої множини в просторi
Y є вiдкритим в просторi X. Нехай

V =
∏

s∈T

Us

– вiдкрита базисна множина в просторi Y . Покладемо

Us = Xs

для кожного s ∈ S \ T . Тодi множина

U = ϕ−1(V ) =
∏

s∈S

Us

є вiдкритою базисною множиною в просторi X.

Твердження 4.3.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, ϕ : X → Y
– вiдкрите неперервне вiдображення, g : Y → R – довiльна функцiя i
f = g ◦ ϕ. Тодi

D(f) = ϕ−1(D(g)).

Доведення. Позначимо A = D(f) i B = ϕ−1(D(g)). Зрозумiло, що функцiя
f неперервна в кожнiй точцi x ∈ X \ B, як композицiя неперервних у
вiдповiдних точках вiдображень. Отже, X \B ⊆ X \A, тобто A ⊆ B.

Тепер нехай x ∈ B. Тодi y = ϕ(x) ∈ D(g) i ωg(y) > 0. Вiзьмемо
довiльний окiл U точки x в просторi X. Оскiльки вiдображення ϕ
вiдкрите, то множина V = ϕ(U) є околом точки y в просторi Y . Тому

ωf (U) = ωg(V ) ≥ ωg(y).

Значить,
ωf (x) ≥ ωg(y) > 0

i x ∈ A. Таким чином, B ⊆ A.

З тверджень 4.3.1 i 4.3.2 негайно випливає наступний факт.

Наслiдок 4.3.3. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – добуток сiм’ї непорожнiх

топологiчних просторiв Xs, T ⊆ S, Y =
∏

s∈T

Xs, ϕ : X → Y –

вiдображення звуження, означене формулою ϕ(x) = x|T , g : Y → R –
довiльна функцiя i f = g ◦ ϕ. Тодi

D(f) = ϕ−1(D(g)).
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При доведеннi основного результату ми будемо використовувати
наступне твердження.

Твердження 4.3.4. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – добуток сiм’ї непорожнiх

топологiчних просторiв Xs, T ⊆ S, Y =
∏

s∈T

Xs, ϕ : X → Y –

вiдображення звуження, означене формулою ϕ(x) = x|T , i f : X → R.
Тодi наступнi умови рiвносильнi:

1) функцiя f зосереджена на множинi T ;

2) iснуює функцiя g : Y → R така, що f = g ◦ϕ, причому f неперервна
тодi i тiльки тодi, коли g неперервна.

Доведення. Iмплiкацiя 2) ⇒ 1) є очевидною.
1) ⇒ 2). Нехай функцiя f зосереджена на множинi T . Для кожної точки

y ∈ Y виберемо деяку точку xy ∈ X таку, що ϕ(xy) = y, i покладемо

g(y) = f(xy).

Покажемо, що f = g ◦ ϕ. Нехай x ∈ X i y = ϕ(x). Тодi

x|T = xy|T = y

i f(x) = f(xy), адже f зосереджена на множинi T . Тепер маємо

f(x) = f(xy) = g(y) = g(ϕ(x)).

Крiм того, з наслiдку 4.3.3 випливає, що D(f) = ϕ−1(D(g)). Тому функцiя
f неперервна, тобто D(f) = ∅, тодi i тiльки тодi, коли D(g) = ∅, тобто
функцiя g неперервна.

4.3.2. Основний результат. Тепер ми доведемо основний
результат цього роздiлу.

Теорема 4.3.5. Нехай X =
∏

s∈S

Xs i Y =
∏

t∈T

Yt – добутки сiмей

непорожнiх сепарабельних метризовних просторiв Xs i Yt вiдповiдно, i
E ⊆ X × Y . тодi наступнi умови рiвносильнi:

1) iснує нарiзно неперервна функцiя f : X×Y → R, для якої D(f) = E;

2) iснують не бiльш, нiж злiченнi множини S0 ⊆ S i T0 ⊆ T i
проективно першої категорiї Fσ-множина E0 в добутку X0 × Y0

просторiв X0 =
∏

s∈S0

Xs i Y0 =
∏

t∈T0

Yt такi, що

E = ϕ−1(E0),
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де ϕ : X × Y → X0 × Y0 – вiдображення звуження, означене
формулою ϕ(x, y) = (x|S0 , y|T0).

Доведення. 1) ⇒ 2). Нехай f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя,
для якої D(f) = E. Без обмеження загальностi вважатимемо, що S∩T = ∅.
Зауважимо, що згiдно з теоремою 4.1.7 простори X i Y мають калiбр ℵ1.
Тому з теореми 4.2.8 випливає, що iснують не бiльш, нiж злiченнi множини
S0 ⊆ S i T0 ⊆ T такi, що

f(x, y) = f(u, v)

для довiльних x, u ∈ X i y, v ∈ Y з x|S0 = u|S0 i y|T0 = v|T0 . Iншими
словами, функцiя f , означена на добутку

X × Y =
∏

s∈S

Xs ×
∏

t∈T

Yt,

зосереджена на множинi S0 ∪ T0. Покладемо

X0 =
∏

s∈S0

Xs, Y0 =
∏

t∈T0

Yt

i розглянемо вiдображення звуження ϕ : X × Y → X0 × Y0, означене
формулою

ϕ(x, y) = (x|S0 , y|T0).

Згiдно з твердженням 4.3.4 iснує функцiя f0 : X0 × Y0 → R така, що

f = f0 ◦ ϕ.

Нехай E0 – множина точок розриву функцiї f0. Тодi з наслiдку 4.3.3
випливає, що

E = ϕ−1(E0).

Залишилось показати, що E0 – проективно першої категорiї Fσ-множина
в добутку X0 × Y0.

Спочатку покажемо, що функцiя f0 нарiзно неперервна на добутку
X0 × Y0. Зафiксуємо точку u ∈ X0 i виберемо точку x ∈ X таку, що
u = x|S0 . Крiм того, нехай ψ : Y → Y0 – вiдображення звуження, яке
означається формулою

ψ(y) = y|T0 .

Згiдно з вибором множин S0 i T0 маємо

f(x, y) = f0(u, ψ(y))

для кожного y ∈ Y . Тобто для вертикальних x-розрiзу fx : Y → R i
u-розрiзу fu

0 : Y0 → R, означених формулами

fx(y) = f(x, y) i fu
0 (v) = f0(u, v),
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виконується рiвнiсть
fx = fu

0 ◦ ψ.

Тому з неперервностi функцiї fx за твердженням 4.3.4 випливає
неперервнiсть функцiї fu

0 . Отже, f0 неперервна вiдносно другої змiнної.
Неперервнiсть f0 вiдносно першої змiнної перевiряється аналогiчно. Таким
чином, функцiя f0 є нарiзно неперервною.

Згiдно з [13, 2.3.17] i [13, теорема 4.2.2] простори X0 i Y0 є
сепарабельними i метризовними. Тепер з теореми 2.3.7 випливає, що E0 –
проективно першої категорiї Fσ-множина в добутку X0 × Y0.

1) ⇒ 2). Нехай S0 ⊆ S i T0 ⊆ T – не бiльш, нiж злiченнi множини, E0

– проективно першої категорiї Fσ-множина в добутку X0 × Y0 просторiв
X0 =

∏
s∈S0

Xs i Y0 =
∏

t∈T0

Yt такi, що

E = ϕ−1(E0),

де ϕ(x, y) = (x|S0 , y|T0). Як i ранiше, простори X0 i Y0 є сепарабельними
метризовними просторами i згiдно з теоремою 2.3.7 iснує нарiзно
неперервна функцiя f0 : X0 × Y0 → R така, що D(f0) = E0. Розглянемо
функцiю f : X × Y → R, означену формулою

f(x, y) = f0(ϕ(x, y)).

Оскiльки функцiя f0 нарiзно неперервна, а функцiя ϕ неперервна, то
функцiя f також нарiзно неперервна. Крiм того, з наслiдку 4.3.3 випливає,
що

D(f) = ϕ−1(D(f0)) = ϕ−1(E0) = E.

Зауваження 4.3.6. Зазначимо, що теореми 4.3.5 i 3.4.11 непорiвняннi,
тобто жодна з них не є безпосереднiм наслiдком iншої. Справдi, з одного
боку, теорема 4.3.5 незастосовна до випадку, коли простори X i Y
метризовнi i хоча б один з них не є сепарабельним. Отже, з допомогою
цiєї теореми ми, наприклад, не можемо отримати характеризацiю множин
точок розриву нарiзно неперервних функцiй на добутку l∞ × R, в той
час, коли теорема 3.4.11 дає нам таку можливiсть. З iншого боку, теорему
4.3.5 можна використовувати для неметризовних просторiв X i Y , якi є
добутками сепарабельних метризовних просторiв (наприклад, у випадку
X = Y = [0, 1][0,1]).
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4.4

Заключнi зауваження до роздiлу 4

Лема Шанiна [72, с.24], ослаблений варiант якої сформульований
у термiнах незлiченних сiмей ми розглянули у цьому роздiлi, стала
звичним технiчним iнструментом при дослiдженнi рiзних кардинальних
властивостей топологiчних добуткiв. Вона була перевiдкрита С.Мазуром
[26, лема VII] i у загальнiшiй формi незалежно доведена П. Ердьошем i
Р. Радо [14, теорема I (ii)] та Е.Майклом [28, теорема 3.1].

Теорема про калiбр добутку топологiчних просторiв була також
доведена у роботах [24, с.139] i [36, теорема 2].

Залежнiсть неперервних вiдображень на добутках вiд злiченної
кiлькостi координат, крiм згаданої роботи [29], дослiджувалась I. Мiбу [27],
С. Мазуром [26], К. Корсоном та I. Iзбеллом [11], К. Россом та А. Стоуном
[36], А. Ґлiсоном (дивись [21, с. 128]), Р. Енгелькiнгом [12], а найбiльш
загальний результат у цьому напрямку одержали Н. Нобл та М. Ульмер в
[34].

Дослiдження залежностi нарiзно неперервних функцiй вiд злiченної
кiлькостi координат фактично бере свiй початок з роботи [63] i було
продовжене в працях [54], [64], [56], [67], [58], а найзагальнiшi результати
було одержано в [68]. Крiм того, в [56] одержано повний опис множини
точок розриву нарiзно неперервних функцiй на добутку двох просторiв,
якi є добутками сiмей метризовних компактiв.
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Роздiл 5

НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНI
ФУНКЦIЇ З МАЛИМИ

РОЗРИВАМИ

У даному роздiлi ми викладемо характеристичнi теореми, якi
стосуються нарiзно неперервних функцiй з не бiльш, нiж одноточковими
розривами. У першому пiдроздiлi ми доведемо результат М. Генрiксена
i Р. Вудса [20, наслiдок 6.15], який встановлює сукупну неперервнiсть
довiльної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R на добутку певних
класiв просторiв X i Y , що зокрема дає повний опис множин точок розриву
таких функцiй.

Результати другого i третього пiдроздiлiв стосуються дослiдження
такого питання: якими є необхiднi i достатнi умови на точку z в добутку
двох топологiчних просторiв X i Y для iснування нарiзно неперервної
функцiї f : X×Y → R з D(f) = {z}? Спочатку ми подамо розв’язання цiєї
задачi з [69] у випадку, коли простори X i Y є компактними гаусдорфовими
просторами. Потiм викладемо результат роботи [4] про характеризацiю
того, що довiльна проективно нiде не щiльна одноточкова Gδ-множина
у добутку двох цiлком регулярних просторiв є множиною точок розриву
деякої нарiзно неперервної функцiї.
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5.1

Сукупно неперервнi нарiзно неперервнi функцiї

Результати про автоматичну сукупну неперервнiсть кожної нарiзно
неперервної функцiї на добутку деяких двох просторiв дають повне, до
деякої мiри тривiальне i незвичне, розв’язання задачi Дiнi на добутку
цих просторiв. Слiд зауважити, що такого сорту теореми очевидно мають
мiсце у наступних двох випадках: а) один iз множникiв є дискретним
простором; б) кожна неперервна функцiя на одному iз множникiв є
сталою. Хоча доведення цих двох тверджень є цiлком аналогiчними,
все ж перший випадок можна сформулювати у виглядi довершеного
факту, типу кожна нарiзно неперервна функцiя на добутку дискретного
i топологiчного просторiв є сукупно неперервною, в той час, як другий
випадок нiби залишає широкi можливостi для пошуку нових прикладiв
не цiлком регулярних просторiв, якi задовольняють умову б). Тим
не менше, ми не будемо тут розглядати приклади таких конкретних
просторiв, а обговоримо один пiдхiд Генрiксена i Вудса з [20] до одержання
неочевидних теорем про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних
функцiй.

5.1.1. Неперервнi функцiї на P -просторах. Важливу роль
у побудовi Генрiксена i Вудса вiдiграють P -простори, неперервнi функцiї
на яких ми розглянемо у цьому пунктi.

Точка x в топологiчному просторi X називається P -точкою, якщо
перетин довiльної послiдовностi околiв цiєї точки також є її околом.

Топологiчний простiр X називається P -простором, якщо кожна точка
в цьому просторi є P -точкою. Зрозумiло, що топологiчний простiр X є
P -простором тодi i тiльки тодi, коли кожна Gδ-множина в X є вiдкритою.

Легко бачити, що кожна iзольована точка в довiльному топологiчному
просторi точка є P -точкою, а довiльний дискретний простiр є P -
простором. Наступний приклад дає iснування нетривiальних P -просторiв.

Нехай S – довiльна непорожня множина i X – множина усiх функцiй

x : S → {0, 1}.

Розглянемо на множинi X топологiю рiвномiрної збiжностi на не бiльш,
нiж злiченних пiдмножинах множини S, тобто базисним околом довiльної
точки x ∈ X в просторi X є множина

U(x, T ) = {y ∈ X : y|T = x|T },
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де T ⊆ S – довiльна не бiльш, нiж злiченна множина. Зрозумiло, що
перетин довiльної послiдовностi базисних околiв точки x також є базисним
околом точки x, адже об’єднання послiдовностi не бiльш, нiж злiченних
множин також є не бiльш, нiж злiченною множиною. Тому довiльна точка
x є P -точкою в просторi X, а сам простiр X є P -простором.

Наступна властивiсть P -точок є визначальною в даному пiдроздiлi.

Твердження 5.1.1. Нехай X – топологiчний простiр, x0 ∈ X – P -точка
в просторi X i f : X → R – неперервна в точцi x0 функцiя. Тодi функцiя
f стала на деякому околi точки x0.

Доведення. Нехай y0 = f(x0). Оскiльки функцiя f неперервна в точцi x0,
то для кожного n ∈ N множина

Un = f−1(y0 − 1
n , y0 + 1

n ))

є околом P -точки x0 в просторi X. Тому множина

f−1(y0) =
∞⋂

n=1

Un

також околом точки x0, тобто функцiя f стала на деякому околi точки
x0.

Функцiя f на топологiчному просторi X називається локально сталою,
якщо для кожної точки x ∈ X iснує окiл U точки x в просторi X такий,
що функцiя f є сталою на U .

Зрозумiло, що кожна локально стала функцiя є неперервною. З iншого
боку, з твердження 5.1.2 негайно випливає наступний наслiдок.

Наслiдок 5.1.2. Нехай X – P -простiр. Тодi функцiя f : X → R
неперервна тодi i тiльки тодi, коли f локально стала.

5.1.2. Теорема Генрiксена-Вудса. У даному пунктi ми
викладемо основний результат даного пiдроздiлу.

Розпочнемо з твердження, яке стосується сукупної неперервностi в
точцi.

Твердження 5.1.3. Нехай X, Y – топологiчнi простори, точка x0 ∈ X
має сепарабельний окiл в просторi X i точка y0 є P -точкою в просторi
Y . Тодi довiльна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R є сукупно
неперервною в точцi (x0, y0).
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Доведення. Зафiксуємо ε > 0 i виберемо сепарбельний окiл U0 точки x0 в
просторi X такий, що

|f(x, y0)− f(x0, y0)| < ε

для кожного x ∈ U0. Виберемо злiченну множину

A = {an : n ∈ N} ⊆ U0

таку, що U0 ⊆ A. Згiдно з твердженням для кожного n ∈ N знайдемо окiл
Vn точки y0 в просторi Y такий, що вертикальний an-розрiз fan є сталим
на Vn. Розглянемо окiл

V0 =
∞⋂

n=1

Vn

P -точки y0 в просторi Y . Тодi для кожного n ∈ N вертикальний an-розрiз
fan є сталим на V0. Тепер з неперервностi функцiї f вiдносно першої
змiнної випливає, що для кожного x ∈ A ⊇ U0 вертикальний x-розрiз
fx також є сталим на V0. Тому для довiльних x ∈ U0 i y ∈ V0 маємо

|f(x, y)− f(x0, y0| = |f(x, y0)− f(x0, y0)| < ε.

Отже, функцiя f є сукупно непереревною в точцi (x0, y0).

Топологiчний простiр X називається локально сепарабельним, якщо
кожна точка x ∈ X має сепарабельний окiл в просторi X.

Тепер безпосередньо з твердження 5.1.3 випливає наступна теорема про
сукупну неперервнiсть нарiзно неперервної функцiї.

Теорема 5.1.4. Нехай X – локально сепарабельний простiр i Y – P -
простiр. Тодi довiльна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R є
сукупно неперервною.

Наступне узагальнення теореми Генрiксена-Вудса (яка вiдповiдає
випадку ℵ = ℵ0) має повнiстю аналогiчне доведення.

Теорема 5.1.5. Нехай ℵ – довiльне кардинальне число i топологiчнi
простори X i Y задовольняють умови:

(i) для кожної точки x ∈ X iснує множина A потужностi ≤ ℵ
така, що x ∈ int(A);

(ii) перетин
⋂

ξ<ℵ
Gξ довiльної сiм’ї (Gξ : ξ < ℵ) вiдкритих в просторi

Y множин Gξ також є вiдкритою в просторi Y множиною.
Тодi довiльна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R є сукупно

неперервною.
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5.2

Функцiї на добутку двох компактiв

У зв’язку з уже згаданими ранiше питанням З. Пьотровського
[35] про повний опис множин точок розриву нарiзно неперервних
функцiй на добутку двох компактних просторiв i результатом з [63]
(дивись також [54, теорема 9]), який твердить, що на добутку двох
тихоновських кубiв незлiченної ваги не iснує нарiзно неперервної функцiї
з одноточковим розривом, природно виникає задача про встановлення
необхiдних i достатнiх умов на точку в добутку двох компактних просторiв
для того, щоб ця точка була єдиною точкою розриву деякої нарiзно
неперервної функцiї. Розв’язання цiєї задачi для добутку компактних
гаусдорфових просторiв, яке ми викладемо у даному пiдроздiлi, було
одержане в [69]. Слiд зауважити, що основним технiчним знаряддям тут
виступають досконалi асоцiйованi вiдображення, а певним iнспiратором
вигляду характеристичних умов постала робота О. Маслюченка [60], де
з допомогою властивостi Прейса-Симона розв’язувалась обернена задача
на добутку двох компактiв Еберлейна.

5.2.1. Достатнi умови. Розпочнемо з розгляду результатiв, якi
дають достатнi умови у досить загальному випадку i доводяться
стандартним чином.

Казатимемо, що послiдовнiсть (An)∞n=1 непорожнiх пiдмножин An

топологiчного простору X збiгається до точки x0 ∈ X (позначатимемо
An → x0), якщо для довiльного околу U точки x0 в X iснує номер n0

такий, що An ⊆ U для всiх n ≥ n0.
Множина G в топологiчному просторi X називається називається

функцiонально вiдкритою, якщо iснує неперервна функцiя f : X → [0, 1]
така, що G = f−1((0, 1]). Множина F в топологiчному просторi
X називається називається функцiонально замкненою, якщо iснує
неперервна функцiя f : X → [0, 1] така, що F = f−1(0). Зрозумiло, що
множина G функцiонально вiдкрита тодi i тiльки тодi, коли множина
F = X \G функцiонально замкнена.

Твердження 5.2.1. Нехай X, Y – T2-простори, x0 ∈ X, y0 ∈ Y i
послiдовностi (Un)∞n=1 i (Vn)∞n=1 непорожнiх функцiонально вiдкритих
в X i Y вiдповiдно множин Un ⊆ X i Vn ⊆ Y такi, що Un → x0 i
Vn → y0, причому x0 6∈ Un i y0 6∈ Vn для кожного n ∈ N. Тодi iснує нарiзно
неперервна функцiя f : X × Y → R така, що D(f) = {(x0, y0)}.
Доведення. Нехай ϕn : X → [0, 1] i ψn : Y → [0, 1] – такi неперервнi
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функцiї, що

Un = ϕ−1
n ((0, 1]), Vn = ψ−1

n ((0, 1]) i sup
x∈X

ϕn(x) = sup
y∈Y

ψn(y) = 1

для кожного n ∈ N. Покажемо, що функцiя f : X × Y → R, означена
формулою

f(x, y) =
∞∑

n=1

ϕn(x) · ψn(y),

є шуканою.
Доведемо спочатку, що функцiя f розривна в точцi z0 = (x0, y0).

Оскiльки x0 6∈ Un i y0 6∈ Vn для кожного n ∈ N, то f(z0) = 0. Нехай
W – довiльний окiл точки z0. Оскiльки Un → x0 i Vn → y0, то

Un × Vn → z0.

Тому iснує номер m ∈ N такий, що Um × Vm ⊆ W . Тодi

ωf (W ) ≥ sup
z∈W

f(z)− f(z0) ≥ sup
(x,y)∈Um×Vm

f(x, y) =

= sup
x∈Um

ϕm(x) · sup
y∈Vm

ψm(y) = 1.

Отже, функцiя f розривна в точцi z0.
Тепер нехай z1 = (x1, y1) – довiльна точка з простору Z = X × Y ,

вiдмiнна вiд z0. Зауважимо, що Z є T2-простором, як добуток таких
просторiв. Тому iснують околи W0 i W1 точок z0 i z1 вiдповiдно, такi,
що W0 ∩ W1 = ∅. Як i ранiше, використовуючи збiжнiсть Un × Vn → z0,
виберемо номер k ∈ N такий, що Un × Vn ⊆ W0 для кожного n ≥ k. Тодi
звуження функцiї f на множину W1 збiгається зi звуженням неперервної
функцiї ∑

n<k

ϕn(x) · ψn(y).

Отже, f неперервна в точцi z1 i D(f) = {z0}.
Залишилось довести, що f нарiзно неперервна. Зауважимо, що f

неперервна вiдносно кожної змiнної у кожнiй точцi z, вiдмiннiй вiд z0,
адже вона є в нiй сукупно неперервною. Крiм того, оскiльки x0 6∈ Un i
y0 6∈ Vn для кожного n ∈ N, то

f(x0, y) = f(x, y0) = 0

для довiльних x ∈ X i y ∈ Y . Тому f неперервна вiдносно кожної змiнної
в точцi z0.

130



5.2.2. Досконалi вiдображення. Перед доведенням
необхiдностi ми одержимо допомiжний результат, який, зокрема, описує
поведiнку розривiв при переходi до асоцiйованих вiдображень.

Розпочнемо з наступного твердження.

Твердження 5.2.2. Нехай X, Y – компактнi простори, x0 ∈ X, K ⊆ Y
– компактна множина i f : X × Y → R такi, що функцiя f неперервна в
кожнiй точцi множини {x0} ×K. Тодi для кожного ε > 0 iснує окiл U
точки x0 в просторi X i вiдкрита множина G ⊇ K в просторi Y такi,
що для довiльних x ∈ U i y ∈ G виконується нерiвнiсть

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε

i для кожного y ∈ G iснує y′ ∈ K таке, що для кожного x ∈ U
виконується нерiвнiсть

|f(x, y)− f(x0, y
′)| < ε.

Доведення. Для кожного y ∈ K виберемо вiдкритий окiл Uy точки x0 i
вiдкритий окiл Gy точки y такi, що

|f(x, v)− f0(x0, y)| < ε
2

для довiльних x ∈ Uy i v ∈ Gy. З вiдкритого покриття (Gy : y ∈ K)
компактної множини K виберемо скiнченне пiдпокриття

(Gyk
: 1 ≤ k ≤ n)

i покладемо

U =
n⋂

k=1

Uyk
i G =

n⋃

k=1

Gyk
.

Нехай y ∈ G. Тодi iснує y′ ∈ {y1, . . . , yn} таке, що y ∈ Gy′ . Тодi для
довiльного x ∈ U маємо x ∈ Uy′ i тому

|f(x, y)− f(x0, y
′)| < ε

2 < ε.

Крiм того,
|f(x0, y)− f(x0, y

′)| < ε
2

i

|f(x, y)− f(x0, y)| ≤ |f(x, y)− f(x0, y
′)|+ |f(x0, y

′)− f(x0, y)| < ε
2 + ε

2 = ε.

131



Неперервне вiдображення f : X → Y топологiчного простору X в
топологiчний простiр Y називається досконалим, якщо f є замкненим,
тобто для довiльної замкненої в X множини A її образ

B = f(A) = {f(a) : a ∈ A}
є замкненим в Y , i множина

f−1(y) = {x ∈ X : f(x) = y}
є компактною в X для кожного y ∈ Y . Зауважимо, що оскiльки замкнена
пiдмножина компактного простору є компактною, то кожне неперервне
вiдображення компактного простору в T1-простiр є досконалим.

Твердження 5.2.3. Нехай X, Y , Y0 – топологiчнi простори, ϕ : Y → Y0

– досконале сюр’єктивне вiдображення, f0 : X × Y0 → R i f : X × Y → R
– такi вiдображення, що

f(x, y) = f0(x, ϕ(y))

для довiльних x ∈ X i y ∈ Y . Тодi

D(f0) = {(x, ϕ(y)) : (x, y) ∈ D(f)}.
Доведення. Покладемо

E = {(x, ϕ(y)) : (x, y) ∈ D(f)}.
Нехай (x, v) 6∈ D(f0) i v = ϕ(y), де y ∈ Y . З теореми про неперервнiсть
складеної функцiї випливає, що (x, y) 6∈ D(f). Отже, (x, v) 6∈ E i

E ⊆ D(f0).

Тепер нехай (x0, v0) 6∈ E. Доведемо, що функцiя f0 неперервна в точцi
(x0, v0). Зафiксуємо ε > 0 i покладемо

K = ϕ−1(v0).

Оскiльки вiдображення ϕ досконале, то множина K є компактною в Y .
Зауважимо, що для кожного y ∈ K маємо f(x0, y) = f0(x0, v0) i функцiя f
неперервна в кожнiй точцi (x0, y), адже (x, v0) = (x, ϕ(y)) 6∈ E. Тому згiдно
з твердженням 5.2.2 iснують вiдкритий окiл U точки x0 в X i вiдкрита
множина G в Y такi, що K ⊆ G i

|f(x, y)− f0(x0, v0)| < ε

для довiльних x ∈ U i y ∈ G.

132



Множина Y \ G замкнена в Y , а ϕ досконале вiдображення, тому
множина F = ϕ(Y \ G) замкнена в Y0, причому v0 6∈ F . Покладемо
V0 = Y0 \ F . Зрозумiло, що V0 окiл точки v0 i ϕ−1(V0) ⊆ G. Нехай x ∈ U i
v′ ∈ V0. Виберемо y′ ∈ G так, що ϕ(y′) = v′. Тодi

|f0(x, v′)− f0(x0, v0)| = |f(x, y′)− f0(x0, v0)| < ε.

Отже, функцiя f0 неперервна в точцi (x0, v0), тобто (x0, v0) 6∈ D(f0).
Значить, D(f0) ⊆ E.

5.2.3. Характеризацiя одноточкових розривiв. Тепер
перейдемо до викладу основного результату.

Наступне твердження ми будемо використовувати на завершальному
етапi мiркувань.

Твердження 5.2.4. Нехай X – компактний гаусдорфовий простiр, Y –
топологiчний простiр, x0 ∈ X, y0 ∈ Y , f : X×Y → R з D(f) = {(x0, y0)},
δ > 0 i U0 – замкнений окiл точки x0 в X такi, що

|f(x, y0)− f(x0, y0)| < δ

для кожного x ∈ U0, послiдовностi (Un)∞n=1 i (Vn)∞n=1 вiдкритих
непорожнiх множин Un ⊆ U0 i Vn в X i Y вiдповiдно такi, що

|f(x, y)− f(x0, y0)| > δ

для всiх (x, y) ∈ Un × Vn при n ∈ N. Тодi якщо (Vn)∞n=1 збiгається до y0,
то (Un)∞n=1 збiгається до x0.

Доведення. Нехай U – довiльний замкнений окiл точки x0 в X.
Припустимо, що множина

N = {n ∈ N : Un \ U 6= ∅}
нескiнченна. Без обмежень загальностi ми можемо вважати, що N = N.
Покладемо Ũn = Un \ U для кожного n ∈ N. Оскiльки X компактний,
то сiм’я (Ũn : n ∈ N) вiдкритих непорожнiх множин Ũn не є локально
скiнченною в X. Тому iснує точка x̃ ∈ U0 така, що довiльний окiл Ũ точки
x̃ в X перетинається з нескiнченною кiлькiстю елементiв сiм’ї (Ũn : n ∈ N).
Разом з тим, оскiльки Vn → y0, то довiльний окiл W точки (x̃, y0) в X×Y
перетинається з нескiнченною кiлькiстю елементiв сiм’ї (Wn : n ∈ N), де
Wn = Ũn × Vn.

Зауважимо, що x̃ 6= x0, адже Ũn ∩ U = ∅ для кожного n ∈ N. Тому
функцiя f неперервна в точцi (x̃, y0). Врахувавши, що

|f(x, y)− f(x0, y0)| > δ
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для довiльної точки (x, y) ∈ Wn при n ∈ N, одержимо, що

|f(x̃, y0)− f(x0, y0)| ≥ δ,

а це суперечить тому, що x̃ ∈ U0. Отже, N скiнченна i Un → x0.

Наступна теорема дає характеризацiю одноточкових розривiв нарiзно
неперервних функцiй на добутку компактiв.

Теорема 5.2.5. Нехай X, Y – компактнi гаусдорфовi простори, x0 ∈ X
i y0 ∈ Y – неiзольованi точки у вiдповiдних просторах. Тодi наступнi
твердження рiвносильнi:

(i) iснують послiдовностi (Un)∞n=1 i (Vn)∞n=1 непорожнiх
функцiонально вiдкритих множин Un ⊆ X i Vn ⊆ Y , якi збiгаються до
x0 i y0 вiдповiдно, причому x0 6∈ Un i y0 6∈ Vn при n ∈ N;

(ii) iснує нарiзно неперервна функцiя f : X×Y → R з D(f) = {(x0, y0)}.
Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) доведена у твердженнi 5.2.1.

(ii) ⇒ (i). Нехай f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя
з D(f) = {(x0, y0)}. Розглянемо неперервне асоцiйоване вiдображення
ϕ : X → Cp(Y ), означене формулою

ϕ(x)(y) = f(x, y).

Покладемо X̃ = ϕ(X) i розглянемо функцiю g : X̃ × Y → R, означену
формулою

g(x̃, y) = x̃(y) = f(x, y),

де x̃ = ϕ(x). Зрозумiло, що g нарiзно неперервна функцiя. Оскiльки X
компактний простiр, то ϕ досконале вiдображення i

D(g) = {(x̃0, y0)}
згiдно з твердженням 5.2.3, де x̃0 = ϕ(x0).

Нехай x̃ ∈ A = X̃ \ {x̃0}. Оскiльки Y компактний простiр i функцiя
g неперервна в кожнiй точцi множини {x̃} × Y , то згiдно з твердженням
5.2.2 для довiльного ε > 0 iснує окiл Ũ точки x̃ в X̃ такий, що

|x̃(y)− ũ(y)| < ε

для довiльних y ∈ Y i ũ ∈ Ũ . Отже, на множинi A топологiя
поточкової збiжностi i нормована топологiя, породжена максимум-нормою
з банахового простору C(X), збiгаються. Тому, зокрема, множина A є
метризовним пiдпростором простору X̃.

Тепер розглянемо асоцiйоване вiдображення ψ : Y → Cp(X̃), означене
формулою

ψ(y)(x̃) = g(x̃, y).
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Покладемо Ỹ = ψ(Y ) i розглянемо вiдображення h : X̃ × Ỹ → R, означене
формулою

h(x̃, ỹ) = g(x̃, y),

де ỹ = ψ(y). Як i ранiше, згiдно з твердженням 5.2.3

D(h) = {(x̃0, ỹ0)},

де ỹ0 = ψ(y0), а з твердження 5.2.2 випливає, що множина B = Ỹ \ {ỹ0} є
метризовним пiдпростором простору Ỹ .

Вiзьмемо δ > 0 таке, що

ωh(x̃0, ỹ0) > 4δ,

i виберемо замкненi околи Ũ0 i Ṽ0 точок x̃0 i ỹ0 в X̃ i Ỹ вiдповiдно так, що

|h(x̃, ỹ0)− h(x̃0, ỹ0)| < δ i |h(x̃0, ỹ)− h(x̃0, ỹ0)| < δ

для довiльних x̃ ∈ Ũ0 i ỹ ∈ Ṽ0. Покладемо

Z = X̃ × Ỹ , z0 = (x̃0, ỹ0) i W0 = int(Ũ0)× int(Ṽ0).

Для кожної точки z ∈ A × B виберемо вiдкритий окiл Gz точки z в Z
такий, що

z0 6∈ Gz i ωh(Gz) < δ.

Оскiльки A×B метризовний пiдпростiр простору Z, то згiдно з теоремою
3.2.4 у вiдкрите покриття (Gz : z ∈ A×B) простору A×B можна вписати
деяке локально скiнченне вiдкрите покриття (Wi : i ∈ I). Покладемо

J = {i ∈ I : Wi ∩W0 6= ∅ i |h(z)− h(z0)| > 2δ для деякого z ∈ Wi}.

Оскiльки ωh(z0) > 4δ, то для будь-якого околу W ⊆ W0 точки z0 iснує
точка z ∈ W така, що

|h(z)− h(z0)| > 2δ,

причому згiдно з вибором Ũ0 i Ṽ0 точка z обов’язково входить в множину
A×B. Тому

z0 ∈
⋃

i∈J

Wi.

Врахувавши, що z0 6∈ W i для кожного i ∈ I, одержимо, що множина J
нескiнченна. Крiм того, зауважимо, що оскiльки ωh(Wi) < δ при i ∈ I, то
для довiльних j ∈ J i z ∈ Wj виконується нерiвнiсть

|h(z)− h(z0)| > δ.
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Оскiльки
|h(z)− h(z0)| < δ

для кожного

z ∈ (({x̃0} × Ṽ0) ∪ (Ũ0 × {ỹ0})) \ {z0} = C

i функцiя h неперервна в кожнiй точцi множини C, то
⋃

i∈J

Wi

⋂
C = ∅.

Виберемо довiльну злiченну множину

{j1, j2, . . . } ⊆ J

i для кожного n ∈ N покладемо

W̃n = Wjn
∩W0.

З означення множини J випливає, що всi множини W̃n непорожнi.
Зауважимо, що сiм’я (W̃n : n ∈ N) локально скiнченна в кожнiй точцi
множини

(A×B) ∪ (Z \ (Ũ0 × Ṽ0)) ∪ C = Z \ {z0}.
Нехай W довiльний замкнений окiл точки z0 в Z. Тодi сiм’я

(W̃n \W : n ∈ N)

є локально скiнченною сiм’єю вiдкритих множин в компактi Z. Тому

W̃n \W 6= ∅
хiба-що для скiнченної кiлькостi номерiв n, тобто iснує n0 ∈ N таке, що
W̃n ⊆ W для всiх n ≥ n0. Отже,

W̃n → z0.

Для кожного n ∈ N виберемо вiдкритi непорожнi множини Ũn i Ṽn в X̃
i Ỹ вiдповiдно такi, що

Ũn × Ṽn ⊆ W̃n.

Зрозумiло, що
Ũn → x̃0 i Ṽn → ỹ0.

Для n = 0, 1, 2, . . . покладемо

Un = ϕ−1(Ũn) i Vn = ψ−1(Ṽn).

Множини U0 i V0 замкненi, а Un i Vn при n ∈ N функцiонально
вiдкритi в X i Y вiдповiдно, як прообрази таких же множин при
неперервних вiдображеннях. Тепер застосувавши твердження 5.2.4 до
функцiї g одержимо, що з збiжностi Ũn → x̃0 випливає збiжнiсть Vn → y0.
Потiм аналогiчно мiркуючи для функцiї f отримаємо, що Un → x0.
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5.3

Одноточковi розриви типу Gδ

У зв’язку з результатами В. Маслюченка (дивись [59, теореми 2.3.3
i 2.3.8] або [25, теорема 2.6]), якi при деяких додаткових припущеннях
на один iз множникiв (типу зв’язностi чи першої аксiоми злiченностi)
твердять iснування нарiзно неперервної функцiї на добутку двох цiлком
регулярних просторiв з даною проективно нiде не щiльною одноточковою
Gδ-множиною точок розриву природно виникає питання: чи обов’язково
довiльна проективно нiде не щiльна одноточкова Gδ-множина у добутку
двох цiлком регулярних просторiв є множиною точок розриву деякої
нарiзно неперервної функцiї?

У даному пiдроздiлi ми викладемо результат роботи [4], де
було виявлено, що позитивна вiдповiдь на це питання не залежить
вiд ZFC-аксiом. А саме, там було встановлено, що вiдповiдне
твердження про iснування нарiзно неперервної функцiї проективно нiде
не щiльною одноточковою Gδ-множиною точок розриву має еквiвалентне
переформулювання у термiнах P -фiльтрiв, яке, в свою чергу, не залежить
вiд ZFC-аксiом.

5.3.1. Достатнi умови для просторiв спецiального
вигляду. Природно розпочати дослiдження сформульованого вище
питання з випадку, коли одноточкова Gδ-множина в добутку X × Y
породжена єдиними неiзольованими точками в просторах X i Y
вiдповiдно.

В цьому пунктi ми введемо до розгляду простори спецiального вигляду,
якi мiстять лише одну неiзольовану Gδ-точку, i встановимо достатнi умови
iснування нарiзно неперервної функцiї з одноточковою Gδ-множиною
точок розриву у добутку таких просторiв.

Непорожня система A непорожнiх пiдмножин множини S називається
фiльтром на S, якщо виконуються наступнi умови:

(a) A1 ∩A2 ∈ A для довiльних A1, A2 ∈ A;
(b) якщо A ∈ A i A ⊆ B ⊆ S, то B ∈ A.
Фiльтр A на множинi S називається P -фiльтром, якщо для довiльної

послiдовностi (An)∞n=1 множин An ∈ A iснує множина A ∈ A, така, що
множина A \An скiнченна для кожного n ∈ N.

Фiльтри A i B на множинi S називаються майже когерентними, якщо
iснує вiдображення ϕ : S → S таке, що множина ϕ−1(s) – скiнченна для
кожного s ∈ S i ϕ(A) ∩ ϕ(B) 6= ∅ для довiльних A ∈ A i B ∈ B.

Позначимо через F сукупнiсть усiх фiльтрiв x на множинi N таких, що
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для довiльних A,B ⊆ N зi скiнченною рiзницею A 4 B якщо A ∈ x, то
B ∈ x. Зрозумiло, що фiльтр x на можинi N входить в F , тодi i тiльки
тодi, коли

{k ∈ N : k ≥ n} ∈ x

для кожного n ∈ N.
Для кожного x ∈ F через Nx ми позначатимемо простiр N∪{x}, в якому

всi точки n ∈ N є iзольованими, а множина A ∪ {x}, де A ⊆ N, є околом
точки x в Nx тодi i тiльки тодi, коли A ∈ x.

Наступна теорема є основним результатом даного пункту.

Теорема 5.3.1. Нехай x, y ∈ F , X = Nx i Y = Ny – такi, що кожна
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R є неперервною. Тодi

(a) x i y є P -фiльтрами;
(b) x i y не є майже когерентними.

Доведення. (a). Доведемо, спочатку, що x є P -фiльтром.
Нехай (An)∞n=1 – довiльна послiдовнiсть множин An ∈ x. Доведемо, що

iснує множина A ∈ x така, що всi множини A\An – скiнченнi. Зауважимо,
що без обмежень загальностi ми можемо вважати, що An+1 ⊆ An для
кожного n ∈ N. Розглянемо функцiю f : X × Y → {0, 1}, яка означається
наступним чином:

f(u, v) = 1 ⇔ v ∈ N i u ∈ (A1 \Av) ∩ [v, +∞).

Покажемо, що f – нарiзно неперервна функцiя. Зрозумiло, що
вертикальний x-розрiз fx i горизонтальний y-розрiз fy є неперервними,
адже вони скрiзь дорiвнюють нулевi. Зафiксуємо v ∈ N ⊆ Y i покладемо

Bv = (A1 \Av) ∩ [v, +∞).

Оскiльки
Bv ∩Av ⊆ (0, v),

то множина Bv ∩Av скiнченна. Крiм того, Av ∈ x ∈ F . Тому

(N \Bv) ∩Av = Av \ (Bv ∩Av) ∈ x.

Отже,
N \Bv ∈ x

i множина Bv є вiдкрито-замкненою в просторi X. Тому горизонтальний
v-розрiз fv є неперервним, як характеристична функцiя вiдкрито-
замкненої множини. Тепер зафiксуємо u ∈ N ⊆ X. Оскiльки

Cu = {v ∈ N : u ∈ (A1 \Av) ∩ [v, +∞)} ⊆ (0, u],
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то множина Cu скiнченна i, зокрема, є вiдкрито-замкненою в просторi Y .
Тому вертикальний u-розрiз fu також є неперервним, як характеристична
функцiя вiдкрито-замкненої множини.

Таким чином, f є нарiзно неперервною функцiєю, яка згiдно з умовою
є неперервною в точцi (x, y), причому f(x, y) = 0. Виберемо A ∈ x i B ∈ y
так, що A ⊆ A1 i f(u, v) = 0 для довiльних u ∈ A i v ∈ B. Покажемо, що
A – шукана множина.

Зафiксуємо n ∈ N. Оскiльки

{k ∈ N : k ≥ n} ∈ y,

то iснує k ≥ n таке, що k ∈ B. Тодi f(u, k) = 0 для кожного u ∈ A, тому

A ∩ (A1 \Ak) ∩ [k, +∞) = (A \Ak) ∩ [k, +∞) = ∅.
Отже, множина A \Ak – скiнченна. Врахувавши, що Ak ⊆ An, одержимо,
що множина A \An також є скiнченною.

Аналогiчно доводиться, що y є P -фiльтром.
(b). Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що x i y є майже

когерентними, тобто iснує вiдображення ϕ : N → N таке, що множина
ϕ−1(n) – скiнченна для кожного n ∈ N i

ϕ(A) ∩ ϕ(B) 6= ∅
для довiльних A ∈ x i B ∈ y.

Розглянемо функцiю g : X×Y → R, яка означається наступним чином:

g(u, v) =

{
2ϕ(u)ϕ(v)

ϕ(u)2+ϕ(v)2 , (u, v) ∈ N2;
0, (u, v) ∈ (X × Y ) \ N2.

Покажемо, що функцiя g є нарiзно неперервною. Як i для функцiї f ,
вертикальний x-розрiз gx i горизонтальний y-розрiз gy є неперервними,
адже вони скрiзь дорiвнюють нулевi. Крiм того, функцiя g неперервна
на N2. Тому достатньо довести неперервнiсть функцiї g вiдносно першої
змiнної у всiх точках множини {x} × N i вiдносно другої змiнної у всiх
точках множини N × {y}. Зафiксуємо k ∈ N. Оскiльки множина ϕ−1(n)
скiнченна для кожного n ∈ N, то

lim
n→∞

ϕ(n) = +∞

i
lim

n→∞
g(k, n) = lim

n→∞
g(n, k) = 0.

Тому для довiльного ε > 0 iснує номер m ∈ N такий, що

g(k, n) = g(n, k) < ε
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для кожного n ≥ m. Множини

U = {x} ∪ {n ∈ N : n ≥ m} i V = {y} ∪ {n ∈ N : n ≥ m}

є околами точок x i y в просторах X i Y вiдповiдно, причому

|g(u, k)− g(x, k)| < ε i |g(k, v)− g(k, y)| < ε

для довiльних u ∈ U i v ∈ V . Тому горизонтальний k-розрiз gk i
вертикальний k-розрiз gk є неперервними в точках x i y вiдповiдно.

Залишилось показати, що g розривна в точцi (x, y). Нехай A ∈ x i B ∈ y.
Згiдно з вибором ϕ iснують u ∈ A i v ∈ B такi, що ϕ(u) = ϕ(v). Тодi
g(u, v) = 1. Отже, ωg(x, y) = 1.

5.3.2. Необхiднi умови. У даному пунктi ми доведемо обернену
теорему до теореми 5.3.1.

Розпочнемо з допомiжних тверджень.

Твердження 5.3.2. Нехай x ∈ F i ϕ : N → N – таке сюр’єктивне
вiдображення, що ϕ−1(n) – скiнченна множина для кожного n ∈ N. Тодi

y = ϕ(x) = {ϕ(A) : A ∈ x} ∈ F ,

причому, якщо x є P -фiльтром, то y також є P -фiльтром.

Доведення. Покажемо спочатку, що y є фiльтром на N. Нехай A ∈ y i
A ⊆ B ⊆ N. Виберемо множину A1 ∈ x таку, що ϕ(A1) = A i покладемо
B1 = ϕ−1(B). Зауважимо, що B1 ∈ x, адже A1 ⊆ B1 ⊆ N, i оскiльки
вiдображення ϕ сюр’єктивне, то ϕ(B1) = B, тобто B ∈ y. Крiм того,

ϕ(A ∩B) ⊆ ϕ(A) ∩ ϕ(B),

тому
ϕ(A) ∩ ϕ(B) ∈ y

для довiльних A,B ∈ x. Отже, y є фiльтром на N.
Врахувавши, що всi множини ϕ−1(n) скiнченнi, одержимо, що якщо

A,B ∈ N такi, що множина A4B скiнченна, то множина

ϕ−1(A)4 ϕ−1(B)

також скiнченна. Тому y ∈ F .
Залишилось показати, що y є P -фiльтром, якщо x є P -фiльтром. Нехай

(Bn)∞n=1 – послiдовнiсть множин Bn ∈ y. Для кожного n ∈ N покладемо
An = ϕ−1(Bn) i одержимо послiдовнiсть (An)∞n=1 множин An ∈ x. Оскiльки
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x є P -фiльтром, то iснує множина A ∈ x така, що множина A\An скiнченна
для кожного n ∈ N. Тодi

B = ϕ(A) ∈ y

i множина
B \Bn = ϕ(A \An)

скiнченна для кожного n ∈ N. Отже, y є P -фiльтром.

Твердження 5.3.3. Нехай фiльтри x, y ∈ F не є майже когерентними.
Тодi iснують A ∈ x i B ∈ y такi, що |n −m| > 1 для довiльних n ∈ A i
m ∈ B.

Доведення. Розглянемо вiдображення ϕ : N→ N,

ϕ(n) =
[
n + 1

2

]
,

i ψ : N→ N,
ψ(n) =

[n

2

]
+ 1,

де через [t] ми позначаємо цiлу частину дiйсного числа t. Оскiльки x i y
не є майже когерентними, то iснують A1, A2 ∈ x i B1, B2 ∈ y такi, що

ϕ(A1) ∩ ϕ(B1) = ∅ i ψ(A2) ∩ ψ(B2) = ∅.
Покладемо

A = A1 ∩A2 i B = B1 ∩B2.

Зрозумiло, що A ∈ x, B ∈ y i

ϕ(A) ∩ ϕ(B) = ψ(A) ∩ ψ(B) = ∅,
тобто |n−m| > 1 для довiльних n ∈ A i m ∈ B.

Пiдмножину E добутку X × Y називатимемо проективно скiнченною,
якщо для довiльних x0 ∈ X i y0 ∈ Y множини

{y ∈ Y : (x0, y) ∈ E} i {x ∈ X : (x, y0) ∈ E}
є скiнченними.

Твердження 5.3.4. Нехай E ⊆ N2 – проективно скiнченна множина.
Тодi iснує послiдовнiсть (Cn)∞n=1 попарно неперетинних скiнченних
множин Cn ⊆ N така, що

N =
∞⊔

n=1

Cn i E ⊆
⋃

|n−m|≤1

(Cn × Cm).
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Доведення. Для кожного n ∈ N покладемо

An = {m ∈ N : (n, m) ∈ E}, Bn = {m ∈ N : (m,n) ∈ E},

D0 = ∅, D1 = A1 ∪B1, Dn+1 =
⋃

k∈Dn

(Ak ∪Bk) ∪ {n},

C1 = D1 i Cn+1 = Dn+1 \
n⋃

k=1

Dk.

Оскiльки n ∈ Dn+1 для кожного n ∈ N, то
∞⊔

n=1

Cn =
∞⋃

n=1

Dn = N.

Покажемо тепер, що
E ⊆

⋃

|n−m|≤1

(Cn × Cm).

Зафiксуємо довiльну точку (n,m) ∈ E. Виберемо найменший номер
k ∈ N такий, що {n,m} ∩Dk 6= ∅. Вважатимемо для певностi, що n ∈ Dk.
Тодi n ∈ Ck i m ∈ An, тому

m ∈ Dk+1 \Dk−1 = Ck ∪ Ck+1.

Отже,
(n,m) ∈

⋃

|i−j|≤1

(Ci × Cj).

Твердження 5.3.5. Нехай x, y ∈ F – довiльнi P -фiльтри, X = Nx,
Y = Ny i f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя, яка розривна
в точцi (x, y). Тодi iснує проективно скiнченна множина E ⊆ N2 така,
що характеристична функцiя χ

E
множини E також розривна в точцi

(x, y).

Доведення. Нехай ωf (x, y) = ε. Виберемо множини A ∈ x i B ∈ y такi, що

|f(x, y)− f(n, y)| < ε
6 i |f(x, y)− f(x,m)| < ε

6

для довiльних n ∈ A i m ∈ B. Тепер для довiльних n ∈ A i m ∈ B
використовуючи нарiзну неперервнiсть функцiї f , знайдемо множини
Bn ∈ y i Am ∈ x такi, що

|f(n, y)− f(n, j)| < ε
6 i |f(x,m)− f(i,m)| < ε

6 ,
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зокрема,

|f(x, y)− f(n, j)| < ε
3 i |f(x, y)− f(i,m)| < ε

3 ,

для довiльних j ∈ Bn та i ∈ Am. Оскiльки x i y є P -фiльтрами, то iснують
множини A0 ∈ x i B0 ∈ y такi, що A0 ⊆ A, B0 ⊆ B i множини A0 \ Am i
B0 \Bn скiнченнi для довiльних n ∈ A i m ∈ B.

Розглянемо множину

E =
{
(n,m) ∈ A0 ×B0 : |f(x, y)− f(n,m)| > ε

3

}
.

Оскiльки ωf (x, y) = ε, i множини U = A0 ∪ {x} i V = B0 ∪ {y} є околами
точок x i y в просторах X i Y вiдповiдно, то (x, y) ∈ E, тобто функцiя χ

E

розривна в точцi (x, y). З iншого боку,

{j ∈ N : (n, j) ∈ E} ⊆ B0 \Bn i {i ∈ N : (i,m) ∈ E} ⊆ A0 \Am

для довiльних n ∈ A0 i m ∈ B0. Отже, множина E є проективно
скiнченною.

Наступна теорема, яка є основним результатом даного пункту, є
оберненою до теореми 5.3.1 i може слугувати певним доповненням до
результатiв першого пiдроздiлу даного роздiлу.

Теорема 5.3.6. Нехай x, y ∈ F – довiльнi P -фiльтри, якi не є майже
когерентними, X = Nx, Y = Ny. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → R є неперервною.

Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що iснує
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R, яка не є неперервною.
Оскiльки в просторах X i Y всi точки, крiм x i y, є iзольованими, то
D(f) = {(x, y)}. Згiдно з твердженням 5.3.5 iснує проективно скiнченна
множина E ⊆ N2 така, що функцiя g = χE також розривна в точцi
(x, y). Використовуючи твердження 5.3.4 виберемо послiдовнiсть (Cn)∞n=1

попарно неперетинних скiнченних множин Cn ⊆ N таку, що

N =
∞⊔

n=1

Cn i E ⊆
⋃

|n−m|≤1

(Cn × Cm).

Розглянемо вiдображення ϕ : N→ N, яке означається умовою

ϕ(n) = k

для кожного n ∈ Ck. Згiдно з твердженням 5.3.2 образи x1 = ϕ(x) i
y1 = ϕ(y) є P -фiльтрами з F . Оскiльки x i y не є майже когерентними, то
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x1 i y1 також не є майже когерентними. Тому з твердження 5.3.3 випливає,
що iснують A1 ∈ x1 i B1 ∈ y1 такi, що |n−m| > 1 для довiльних n ∈ A1 i
m ∈ B1. Покладемо

A = ϕ−1(A1) i B = ϕ−1(B1).

Тодi
A×B ⊆

⋃

|n−m|>1

(Cn × Cm),

тому
(A×B) ∩ E = ∅,

а це суперечить тому, що функцiя g розривна в точцi (x, y).

5.3.3. Загальний випадок. Тепер перейдемо до викладу
основного результату даного пiдроздiлу.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається цiлком регулярним,
якщо для довiльної точки x ∈ X i довiльного околу U точки x в просторi
X iснує неперервна функцiя f : X → [0, 1] така, що f(x0) = 1 i f(x) = 0
для кожного x ∈ X \ U .

Наступне твердження характеризує Gδ-точки в цiлком регулярних
просторах.

Твердження 5.3.7. Нехай X – цiлком регулярний простiр i x0 ∈ X.
Тодi наступнi умови рiвносильнi

(i) множина {x0} є множиною типу Gδ в просторi X;
(ii) iснує неперервна функцiя f : X → [0, 1] така, що {x0} = f−1(0).

Доведення. Iмплiкацiя (ii) ⇒ (i) негайно випливає з наступної рiвностi

{x0} = f−1(0) =
∞⋂

n=1

f−1([0, 1
n ).

(i) ⇒ (ii). Нехай (Gn)∞n=1 – послiдовнiсть вiдкритих в X множин Gn

така, що

{x0} =
∞⋂

n=1

Gn.

Оскiльки X цiлком регулярний, то для кожногоn ∈ N iснує неперервна
функцiя fn : X → [0, 1] така, що fn(x0) = 1 i fn(x) = 0 для кожного
x ∈ X \ Gn. Розглянемо неперервну функцiю f : X → [0, 1], означену
формулою

f(x) =
∞∑

n=1

1− fn(x)
2n

.

144



Зрозумiло, що f(x0) = 0. Крiм того,

f−1(0) = {x ∈ X : (fn(x) = 1) (∀n ∈ N} ⊆
∞⋂

n=1

Gn = {x0}.

Отже, f−1(0) = {x0}.
Наступнi допомiжнi твердження ми будемо використовувати при

доведеннi основного результату даного пiдроздiлу.

Лема 5.3.8. Нехай X, Y – топологiчнi простори, x0 ∈ X, y0 ∈ Y
– неiзольованi точки в просторах X i Y вiдповiдно, g : X → [0, 1] i
h : Y → [0, 1] – неперервнi функцiї такi, що

{x0} = g−1(0) i {y0} = h−1(0),

причому g(U) є околом нуля в [0, 1] для довiльного околу U точки x0 в X
або h(V ) є околом нуля в [0, 1] для довiльного околу V точки y0 в Y . Тодi
функцiя f : X × Y → R, означена формулою

f(x, y) =

{
2g(x)h(y)

g(x)2+h(y)2 , (x, y) 6= (x0, y0);
0, (x, y) = (x0, y0),

є нарiзно неперервною i D(f) = {(x0, y0)}.
Доведення. Зрозумiло, що функцiя f є неперервною у всiх точках
множини (X × Y ) \ {(x0, y0)}, як композицiя неперервних функцiй.
Крiм того, вертикальний x0-розрiз fx0 i горизонтальний y0-розрiз fy0 є
нульовими. Тому, зокрема, функцiя f є нарiзно неперервною.

Залишилось показати розривнiсть функцiї f в точцi (x0, y0).
Мiркуватимемо у випадку, коли g(U) є околом нуля в [0, 1] для довiльного
околу U точки x0 в X. Вiзьмемо довiльнi околи U i V точок x0 i y0 в
просторах X i Y вiдповiдно. Виберемо δ > 0 так, що

[0, δ) ⊆ g(U).

Оскiльки функцiя h неперервна в точцi y0 i h(y0) = 0, то iснує окiл V1 ⊆ V
точки y0 в просторi Y такий, що

0 ≤ h(y) ≤ δ

для кожного y ∈ V1. Нагадаємо, що точка y0 неiзольована в Y . Тому iснує
точка

y1 ∈ V1 \ {y0}.
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Крiм того, {y0} = h−1(0). Отже,

0 < h(y1) < δ.

З вибору δ випливає iснування точки x1 ∈ U такої, що g(x1) = h(y1). Тодi

f(x1, y1) = 1.

Тепер маємо
ωf (U × V ) ≥ f(x1, y1)− f(x0, y0) = 1.

Отже, ωf (x0, y0) ≥ 1 i функцiя f розривна в точцi (x0, y0).

Лема 5.3.9. Нехай X – цiлком регулярний простiр, x0 ∈ X i g : X → [0, 1]
– неперервна функцiя такi, що

{x0} = g−1(0)

i g(X) не є околом нуля в [0, 1]. Тодi iснує спадна послiдовнiсть (Gn)∞n=1

вiдкрито-замкнених множин Gn в просторi X така, що

{x0} =
∞⋂

n=1

Gn.

Доведення. Виберемо строго спадну збiжну до нуля послiдовнiсть (δn)∞n=1

чисел δn ∈ (0, 1] таку, що δn 6∈ g(X) для кожного n ∈ N. Залишилось
покласти

Gn = g−1([0, δn)) = g−1([0, δn])

для кожного n ∈ N.
Лема 5.3.10. Нехай X – топологiчний простiр, U – вiдкрита в просторi
X множина, g : U → [0, 1], θ : X → [0, 1] – неперервна функцiя така, що
θ(x) = 0 для кожного x ∈ X \ U , i функцiя f : X → R означається
формулою

f(x) =
{

θ(x)g(x), x ∈ U ;
0, x ∈ X \ U.

Тодi
D(f) = D(g) ∩ θ−1((0, 1]).

Доведення. Оскiльки функцiя θ неперервна i

0 ≤ f(x) ≤ θ(x)

для кожного x ∈ X, то функцiя f неперервна в кожнiй точцi множини
θ−1(0). Разом з тим, звуження функцiї f на вiдкриту множину U
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непереревне в кожнiй точцi множини C(g). Тому i функцiя f неперервна
в кожнiй точцi множини C(g). Таким чином,

D(f) = X \ C(f) ⊆ X \ (θ−1(0) ∪ C(g)) = D(g) ∩ θ−1((0, 1]).

З iншого боку,з леми 3.1.3 випливає включення

D(g) ∩ θ−1((0, 1]) ⊆ D(f),

що i завершує доведення леми.

Наступна теорема є основним результатом даного пiдроздiлу.

Теорема 5.3.11. Наступнi твердження рiвносильнi:
(i) для довiльних цiлком регулярних просторiв X i Y з неiзольованими

Gδ-точками x0 i y0 в X i Y вiдповiдно, iснує нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → R така, що D(f) = {(x0, y0)};

(ii) довiльнi два P -фiльтри з F є майже когерентними.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) випливає з теореми 5.3.6.
(ii) ⇒ (i). Нехай X, Y – топологiчнi простори i x0 ∈ X, y0 ∈ Y –

неiзольованi Gδ-точки в просторах X i Y вiдповiдно. Згiдно з твердженням
5.3.7 iснують неперервнi функцiї g : X → [0, 1] i h : Y → [0, 1] такi, що

{x0} = g−1(0) i {y0} = h−1(0).

Якщо g(U) є околом нуля в [0, 1] для довiльного околу U точки x0 в X
або h(V ) є околом нуля в [0, 1] для довiльного околу V точки y0 в Y , то з
леми 5.3.8 випливає iснування нарiзно неперервної функцiї f : X ×Y → R
з D(f) = {(x0, y0)}.

Отже, залишилось розглянути випадок, коли iснують вiдкритi околи
U0 i V0 точок x0 i y0 в X i Y вiдповiдно такi, що множини g(U0) i h(V0) не
є околами нуля в [0, 1]. Згiдно з лемою 5.3.9 iснують спаднi послiдовностi
(Gn)∞n=1 i (Hn)∞n=1 вiдкрито-замкнених множин Gn i Hn в просторах U0 i
V0 вiдповiдно такi, що G1 = U0, H1 = V0,

{x0} =
∞⋂

n=1

Gn i {y0} =
∞⋂

n=1

Hn,

причому оскiльки точки x0 i y0 не є iзольованими, то послiдовностi (Gn)∞n=1

i (Hn)∞n=1 можна вибрати строго спадними.
Розглянемо сюр’єктивнi вiдображення ϕ : U0 \ {x0} → N i

ψ : V0 \ {y0} → N, означенi формулами

ϕ(Gn \Gn+1) = {n} i ψ(Hn \Hn+1) = {n}.
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Зауважимо, що системи

u = {ϕ(U \ {x0}) : U ∈ U} i v = {ψ(V \ {y0}) : V ∈ V},

де U i V – системи всiх околiв точок x0 i y0 в U0 i V0 вiдповiдно, утворюють
фiльтри з F . Довизначимо вiдображення ϕ i ψ наступним чином:

ϕ(x0) = u i ψ(y0) = v,

i одержимо вiдображення

ϕ : U0 → Nu i ψ : V0 → Nv,

якi за побудовою неперервнi в точках x0 i y0 вiдповiдно. Крiм того,
оскiльки всi множини Gn\Gn+1 i Hn\Hn+1 вiдкрито-замкненi в просторах
U0 i V0 вiдповiдно, то вiдображення ϕ i ψ неперервнi у всiх точках множин
U0 \ {x0} i V0 \ {y0} вiдповiдно.

Згiдно з (ii) фiльтри u i v не задовольняють умови (a) i (b) теореми
5.3.1. Тому iснує нарiзно неперервна функцiя s : Nu ×Nv → [0, 1] така, що

D(s) = {(u, v)}.

Розглянемо функцiю f0 : U0 × V0 → [0, 1], означену формулою

f0(x, y) = s(ϕ(x), ψ(y)).

Оскiльки функцiя s нарiзно неперервна, а вiдображення ϕ i ψ неперервнi,
то функцiя f0 також є нарiзно неперервною. Крiм того, функцiя f0

неперервна в кожнiй точцi множини (U0 × V0) \ {(x0, y0)}, як композицiя
неперервних у вiдповiдних точках вiдображень. Разом з тим, для
довiльних U ∈ U i V ∈ V образи ϕ(U) i ψ(V ) є околами точок u i v в
просторах Nu i Nv вiдповiдно. Звiдки маємо

ωf0(U × V ) = ωs(ϕ(U)× ψ(V )) ≥ ωs(u, v).

Тому f0 розривна в точцi (x0, y0) i

D(f0) = {(x0, y0)}.

Використовуючи цiлковиту регулярнiсть простору X × Y , виберемо
неперервну функцiю θ : X × Y → [0, 1] таку, що θ(x0, y0) = 1 i θ(x, y) = 0,
якщо (x, y) 6∈ U0×V0. Розглянемо функцiю f : X×Y → R, яка означається
формулою

f(x, y) =
{

θ(x, y)f0(x, y), (x, y) ∈ U0 × V0;
0, (x, y) 6∈ U0 × V0.
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Згiдно з лемою 5.3.10 функцiя f нарiзно неперервна i

D(f) = {(x0, y0)}.

Зауваження 5.3.12. Зазначимо, що твердження (ii) з теореми 5.3.11
не залежить вiд ZFC-аксiом. Так в [6] доведено незалежнiсть вiд ZFC-
аксiом умови NCF (майже когерентностi фiльтрiв), яка полягає в
тому, що довiльнi два фiльтри з F є майже когерентними. Очевидно,
що ця умова є сильнiшою, нiж умова (ii) з теореми 5.3.11, яку природно
назвати NCPF -аксiомою (аксiомою майже когерентностi P -фiльтрiв).
Крiм того, в [4] показано, що в припущеннi континуум гiпотези (CH)
iснують P -фiльтри x, y ∈ F , якi не є майже когерентними. Таким
чином, має мiсце наступна iмплiкацiя

(NCF ) ⇒ (NCPF ) ⇒ (¬CH).

Оскiльки умови (NCF ) i (¬CH) не залежать вiд ZFC-аксiом, то i умова
(NCPF ) також не залежить вiд ZFC-аксiом.
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5.4

Заключнi зауваження до роздiлу 5

Задача про побудову нарiзно неперервної функцiї з даною
одноточковою множиною точок розриву є частинним випадком
спецiальних обернених задач про побудову нарiзно неперервної функцiї
f : X × Y → R з даною множиною точок розриву E = A × B, де A i B
– множини (можливо й одноточковi) в просторах X i Y вiдповiдно. Цi
задачi розв’язувались в роботах [54], [50], [59], [30].

Разом з тим, спецiальна обернена задача для одноточкової множини
еквiвалентна також i ослабленому варiанту спецiальної оберненої задачi,
який полягає в побудовi нарiзно неперервної функцiї з даними проекцiями
множини точок розриву. Цi питання дослiджувались в [30], де, зокрема,
були наведенi приклади функцiонально замкнених множин в компактних
просторах, для яких ослаблена спецiальна обернена задача має розв’язок,
а спецiальна обернена задача – нi.

У зв’язку з аналiзом незвичної ситуацiї, коли кожна нарiзно
неперервна функцiя на добутку двох топологiчних просторiв X i Y є
сукупно неперервною, природно згадати i дiаметрально протилежний
"аномальний" випадок, коли iснує сукупно скрiзь розривна нарiзно
неперервна функцiя. Зрозумiло, що, як випливає з теореми Брекенрiджа
i Нiшiури, така функцiя iснує на добутку двох метризовних просторiв
першої категорiї. Разом з тим, нескладно бачити, що скрiзь розривною
є також нарiзно неперервна функцiя обчислення f(x, y) = y(x), де X
– довiльний цiлком регулярний простiр i Y = Cp(X), який, зазвичай,
також є простором першої категорiї (дивись [5]). Слiд, правда, зауважити,
що на вiдмiну вiд теореми Брекенрiджа i Нiшiури такий приклад не дає
негайного опису множин точок розриву нарiзно неперервних функцiй на
добутку X × Cp(X). Значно складнiшими є побудови прикладiв скрiзь
розривних нарiзно неперервних функцiй на добутку двох "масивних"
просторiв (дивись [46, с.37], [62], [70]). Зокрема в [32] побудовано приклад
скрiзь розривної нарiзно неперервної функцiї на добутку берiвського i
компактного просторiв, що дає розв’язання однiєї проблеми Талаґрана з
[42].
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ВIДКРИТI ПИТАННЯ

Вкладений у данiй працi матерiал сам по собi, фактично, уже
формулює вiдкритi питання (у неявному виглядi), адже тут поданi
всi характеристичнi теореми про множину точок розриву нарiзно
неперервних функцiй двох змiнних. Отже, у всiх решта випадках питання
про повний опис множини точок розриву на сьогоднi залишається
вiдкритим. Тим не менше, ми сформулюємо деякi конкретнi питання, якi
з точки зору одержаних результатiв i застосованих методiв виглядають
цiлком природними.

Питання 5.4.1 (З.Пьотровський). Нехай X i Y – компактнi гаусдорфовi
простори. Якими є необхiднi i достатнi умови на множину точок
розриву довiльної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R?

Питання 5.4.2. Нехай X i Y – компактни Еберлейна. Якими є
необхiднi i достатнi умови на множину точок розриву довiльної нарiзно
неперервної функцiї f : X × Y → R?

Питання 5.4.3. Нехай X = [0, 1] i Y – компактний гаусдорфовий
простiр. Якими є необхiднi i достатнi умови на множину точок розриву
довiльної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R?

Питання 5.4.4. Нехай X – метризовний компакт i Y – компактний
гаусдорфовий простiр. Якими є необхiднi i достатнi умови на множину
точок розриву довiльної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → R?

Питання 5.4.5. Нехай X – метризовний простiр i Y – добуток сiм’ї
сепарабельних метризовних просторiв. Якими є необхiднi i достатнi
умови на множину точок розриву довiльної нарiзно неперервної функцiї
f : X × Y → R?
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