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Вступ

У наш час традицiйний погляд на змiст навчання математики, її роль

та мiсце в загальнiй освiтi переглядають та уточнюють. Поряд iз пiдготов-

кою учнiв, якi у своїй подальшiй професiйнiй дiяльностi користуватимуться

математикою, важливим стає забезпечення деякого гарантованого рiвня пiд-

готовки всiх школярiв, незалежно вiд спецiальностi, яку вони виберуть у май-

бутньому.

Математика, яка є мовою науки i технiки, нинi дедалi поширюється в

повсякденне життя i традицiйно далекi вiд неї галузi. Комп’ютеризацiя су-

спiльства, упровадження сучасних iнформацiйних технологiй вимагають вiд

людини математичної грамотностi буквально на кожному робочому мiсцi. Це

передбачає i конкретнi математичнi знання, i певний стиль мислення, що фор-

мує тiльки математика.

Навчальний процес у школi – складне соцiальне психолого-педагогiчне

явище. Вiн охоплює сукупнiсть таких взаємопов’язаних компонентiв, як

iнформацiйно-конструктивна керiвна дiяльнiсть учителя, пiзнавальна дiяль-

нiсть учнiв, предметний змiст освiти, засоби i способи навчання, спiвробiтни-

цтва, канали управлiння процесом загалом, а також самоконтроль, контроль

i корекцiя дiяльностi учнiв. Процес навчання i виховання учнiв є ”вiдкритою

системою”, оскiльки на нього впливає зовнiшнє суспiльне середовище. Однак

вагомi його результати формуються i досягаються на уроках. Формування

свiтогляду учнiв неодмiнно супроводжується органiчно пов’язаними з ним

процесами свiтосприймання, свiтовiдчуття i свiторозумiння. Важлива скла-

дова – забезпечити розумiння кожним учнем того, що математичнi поняття

i їх властивостi, а також операцiї над ними створюються внаслiдок iдеалiза-
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цiї реальних операцiй над предметами та видiлення їх властивостей. Пiд час

навчання математики увагу придiляють не лише засвоєнню математичних

знань, а й формуванню вмiнь застосовувати їх до розв’язування практичних

i прикладних задач, оволодiння методами, моделями, що забезпечить успi-

шне вивчення таких предметiв, як хiмiя, фiзика, бiологiя, технологiї. Зв’язки

математики з цими предметами дозволяють формувати цiлiсне гармонiйне

свiтосприйняття учня.
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§1. Мотивацiя на уроцi математики

Для багатьох школярiв мотивацiйним чинником вивчення математики

служить її загальновизначна роль у життi та в iнших науках. Але є чима-

ло учнiв, якi на уроцi перестають слухати пояснення вчителя, якщо новий

матерiал їх не зацiкавив з самого початку.

Щоб запобiгти байдужостi (несприятливостi), поява нового матерiалу

має вiдповiдати природнiй допитливостi школярiв: новий факт не повинен

виникати ”з нiчого”, разом з учнями потрiбно з’ясувати можливiсть його за-

стосування, а також передбачити його змiст.

Основним засобом здiйснення такого пiдходу є пiдбiр i розгляд на уроцi

вiдповiдної задачi (вправи, запитання). Класичним прикладом може служити

задача про миттєву швидкiсть (або про дотичну), яка традицiйно передує

введенню поняття похiдної.

Разом з тим, без будь-якого вмотивування починається, наприклад, роз-

гляд поняття косинуса гострого кута, теореми про три перпендикуляри; без

попереднiх мiркувань звертаються до понять логарифма i тригонометричного

рiвняння.

Такий стан притаманний не лише пiдручникам, але нерiдко також уро-

кам математики, оскiльки здебiльшого вчителi вважають пiдручник взiрцем

для наслiдування. Разом з тим, серйозних пiдстав докоряти авторам пiдру-

чникiв немає, бо на обсяг пiдручника накладаються певнi обмеження. Тому

значну частину мотивацiйного тягаря вчитель математики повинен брати на

себе, бiльше звертаючись до математичної лiтератури, самостiйно придумую-

чи влучнi задачi i запитання та розглядаючи їх на уроках.

Враховуючи дефiцит навчального часу, слiд дотримуватися таких ви-
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мог: 1) задача не повинна бути громiздкою (її розв’язування в класi може

займати не бiльше 5-7 хвилин); 2) малюнки та окремi формули мають бути

пiдготовленi на дошцi заздалегiдь; 3) оскiльки йдеться не про формування на-

вичок, а лише про пiдведення до нових понять i тверджень, не слiд вимагати

вiд учнiв повних записiв у зошитах розв’язувань таких задач.

Нижче наведено приклади вступних вправ пiд час розгляду нового ма-

терiалу, якi можуть стати в пригодi вчителям математики.

1. Теоремi про суму кутiв трикутника може передувати таке за-

питання до класу: за якої умови 4ABC, поданий на рис. 1, мiг би бути

рiвнобедреним?

Рис. 1

Пiсля формулювання та доведення теореми про суму кутiв трикутни-

ка, повертаємось до запитання про рiвнобедренiсть трикутника, поданого на

рис. 1, i разом з учнями встановлюємо, що ∠C = 180◦ − (58◦ + 62◦) = 60◦, з

чого випливає, що згаданий трикутник не може бути рiвнобедреним.

2. Перед означенням поняття косинуса гострого кута прямоку-

тного трикутника варто запропонувати учням таку вправу.

На рис. 2 схематично зображено площадку MN i встановлену на нiй

вишку KC, а також одну з вiдтяжок AB, шо утримують вишку у верти-

кальному положеннi (∠C = 90◦). Iз змiною кута α змiнюються AC i AB, i

кожному значенню α вiдповiдає певне значення їх вiдношення
AC

AB
. Знайдiть,
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чому дорiвнює
AC

AB
, якщо α = 60◦.

Рис. 2

Учитель може пропонувати додатково розглянути 4BCD, рiвний

4BCA, i разом з учнями встановлює, шо при α = 60◦ новий 4ABD є рiвно-

стороннiм, а AC =
1

2
AB. З цiєї рiвностi випливає, що

AC

AB
=

1

2
, тобто довжина

вiдтяжки удвiчi бiльша за вiдстань вiд її нижнього кiнця A до основи вишки

C.

3. Вступнi вправи до теореми Пiфагора можна подати у формi бесiди.

На рис. 3 подано квадрат iз стороною a i дiагоналлю AB = c. Як можна

за значенням a знайти значення c?

Рис. 3

Для розв’язання цього питання потрiбно знайти спiввiдношення (зале-

жнiсть) мiж a i c. Нагадавши формулу площi квадрата S = a2, вчитель (разом

з учнями) встановлює, шо площа 4ABC дорiвнює
1

2
a2. Вiн звертає увагу на
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рис. 4 пояснюючи, що на ньому зображено квадрат, складений з чотирьох

трикутникiв, рiвних трикутнику 4ABC. Разом з учнями з’ясовує, шо площа

цього квадрата дорiвнює, з одного боку c2, а з iншого
1

2
a2 · 4 = 2a2, з чого

випливає рiвнiсть c2 = 2a2 або в iншiй формi: c2 = a2 + a2. Отже, залежнiсть

(формула) отримана.

Рис. 4

Пiсля цього, повертаючись до рис. 3, вчитель, звернувши увагу на те,

шо 4ABC – прямокутний i рiвнобедрений, робить висновок: у такого три-

кутника квадрат гiпотенузи дорiвнює сумi квадратiв катетiв.

4. Формулюванню теореми синусiв може передувати така коротка бе-

сiда.

За другою ознакою рiвностi трикутникiв, – говорить учитель, – сторона

i два прилеглi кути визначають трикутник. Природно виникає запитання: а

як знайти третiй кут i двi iншi сторони заданого в такий спосiб трику-

тника? Щодо третього кута, то його знайдемо, скориставшись теоремою про

суму кутiв трикутника. А для вiдшукання вказаних двох сторiн треба знайти

спiввiдношення мiж кутами i сторонами трикутника. Спробуємо зробити це

у випадку, коли трикутник прямокутний (рис. 5).
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Рис. 5

Далi вчитель пригадує (разом з учнями) формули sinα =
a

c
, sin β =

b

c
, а

також записує рiвнiсть (враховуючи, шо γ = 90◦) sin γ =
c

c
. Вiд цих рiвностей

переходимо до таких
a

sinα
= c;

b

sin β
= c;

c

sin γ
= c, з чого випливає, що

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
.

Останнi рiвностi вiрнi не лише у випадку прямокутного трикутника, а

й тодi, коли трикутник рiвностороннiй (всi чисельники рiвнi i всi знаменники

рiвнi). Але ми повиннi дiзнатися, чи вони вiрнi для будь-якого трикутника.

Пiсля цього формулюється i доводиться теорема синусiв.

5. Щоб вмотивувати звернення до бiквадратного рiвняння, можна

запропонувати класу таку задачу.

Земельна дiлянка площею 12 м2 має форму прямокутника, дiагональ

якого дорiвнює 5 м. Знайти довжину i ширину дiлянки.

Позначивши одну зi сторiн прямокутника через x, отримаємо для су-

мiжної сторони
12

x
(тут, мабуть, можна обiйтись без рисунка; формула пло-

щi прямокутника учням знайома). За умовою задачi та теоремою Пiфагора

складаємо рiвнiсть x2 +

(
12

x

)2

= 52, яку легко перетворюємо до вигляду

x4 − 25x2 + 144 = 0.

Пiсля цього вчитель подає означення бiквадратного рiвняння i розв’язує

останнє рiвняння (вiдповiдь: 4 м i 3 м).
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6. Означенню iррацiонального рiвняння може передувати така за-

дача.

Фронтон (верхня частина фасаду будiвлi) має форму прямокутного три-

кутника (рис. 6), сума катетiв якого дорiвнює 8 м, а висота, що проведена з

вершини прямого кута, дорiвнює 2 м. Знайти площу фронтону.

Рис. 6

Позначивши катети через a i b, а шукану площу через x, складаємо

рiвнiсть: x =
1

2

√
a2 + b2 · 2 або x =

√
a2 + b2.

Далi замiнюємо a2 + b2 на (a2 + b2)− 2ab i, враховуючи, що a + b = 8 i

ab = 2x, одержуємо: x =
√
64− 4x.

Пiсля означення поняття iррацiонального рiвняння вчитель разом з

учнями розв’язує останнє рiвняння (вiдповiдь: 2
(√

17− 1
)
м2).

7. На початку вивчення тригонометричних рiвнянь можна запропо-

нувати учням наступну задачу.

На рис. 7 подано прямокутний трикутник, у якого гiпотенуза c удвi-

чi бiльша за бiсектрису l, проведену з вершини гострого кута A. Визначити

градусну мiру кута A.

Позначивши через x половину кута A, отримуємо рiвностi AC =

c cos 2x; AC = l cosx, з яких випливає рiвнiсть c cos 2x = l cosx. Врахову-

ючи умову задачi
(c
l
= 2
)
, дiстаємо 2 cos 2x = cosx.
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Рис. 7

Пiсля цього вчитель подає загальне означення тригонометричного рiв-

няння та з’ясовує можливiсть зведення останнього рiвняння до квадратного.

Остаточне розв’язування рiвняння може бути розглянуте пiзнiше.

8. Ознайомлення з показниковим рiвнянням можна розпочати з та-

кої текстової (сюжетної) задачi.

На спорудження невеликої фабрики пiдприємець витратив 107 360 грн.

Через скiльки рокiв його витрати повнiстю окупляться, якщо за перший рiк

роботи фабрики прибуток складатиме 20 000 грн., а далi прибуток зростатиме

щороку на 20%?

Позначивши невiдоме число рокiв через x, учитель записує прибуток за

x рокiв так: 20000+20000 ·1, 22+ ...+20000 ·1, 2x−1. А далi (за формулою суми

членiв геометричної прогресiї) отримує: 20000
1, 2x − 1

1, 2− 1
або 100000 · (1, 2x− 1).

Враховуючи умову задачi, складаємо рiвнiсть: 100000 · (1, 2x − 1) =

107360 або 1, 2x − 2, 0736 = 0.

Пiсля цього вчитель формулює означення показникового рiвняння i

розв’язує останнє рiвняння пiдбором (вiдповiдь: 4 роки).

9. Введенню поняття логарифма може передувати така задача.
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Зараз у колбi 100 бактерiй i щодоби їх кiлькiсть потроюється. Через

скiльки дiб число бактерiй у колбi досягне 24 300?

Позначивши шукане число дiб через x, складаємо рiвнiсть 100 · 3x =

24300 або 3x = 243.

Далi вчитель разом з учнями пiдбором отримує, що x = 5 (тут можна

мiркувати так: 32 = 9, 34 = 81, а 81 · 3 = 243).

Пiдводячи пiдсумок, учитель наголошує на тому, шо наприкiнцi розв’я-

зання ми займалися вiдшуканням показника степеня, до якого треба пiднести

число 3, щоб отримати число 243. Пiсля цього вiн формулює означення лога-

рифма, вводить позначення i записує: log3 243 = 5.

10. Перед означенням логарифмiчного рiвняння можна запропону-

вати класу таке запитання: чи iснує число, логарифм якого удвiчi менший за

логарифм (за тiєю ж основою) половини цього числа?

Позначивши шукане число через x, вчитель з класом складає рiвнiсть

loga x =
1

2
log a

x

2
або 2 loga x = loga x − loga 2, яка пiсля простих перетво-

рень набуває вигляду loga x− loga 2 = 0 або loga 2x = 0. З останньої рiвностi

випливає 2x = 1, тобто x =
1

2
.

Пiсля цього дається означення логарифмiчного рiвняння i зазначається,

що одне з таких рiвнянь щойно розв’язане.

11. Теоремi про три перпендикуляри може передувати така вправа.

Нехай основа AB рiвнобедреного 4ABC (рис. 8) лежить у площинi α,

причому його медiана CD є похилою до цiєї площини, а4ABC1 є ортогональ-

ною проекцiєю 4ABC на площину α. Що треба з’ясувати, щоб встановити

рiвнобедренiсть 4ABC1?
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Рис. 8

Заключне зауваження. Щоб майбутнiй учитель призвичаївся до дум-

ки про необхiднiсть мотивацiї в школi, треба посилити мотивацiю у вищих

навчальних закладах, якi готують учителiв математики. Наведемо один при-

клад.

Перед формулюванням теореми Больцано–Кошi (якщо неперервна на

вiдрiзку функцiя набуває на його кiнцях значень з рiзними знаками, то вона

в якiйсь точцi цього вiдрiзка набуває значення нуль) варто поставити до

аудиторiї таке запитання: чи вiрно, що один з коренiв рiвняння 2x5+x2−1 = 0

бiльший за 0 i менший за 1?

Викладач пропонує розглянути неперервну функцiю y = 2x5 + x2 − 1

i переконатися, що при x = 0 вона набуває вiд’ємного значення, а при x =

1 – додатного. Оскiльки графiк цiєї функцiї – суцiльна крива, вiн повинен

перетнути вiсь абсцис десь мiж 0 i 1. Тому вiдповiдь на поставлене запитання:

вiрно. Нарештi, лектор пiдкреслює, що все це слiд строго обгрунтувати, i

переходить до формулювання та доведення теореми Больцано–Кошi.
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§2. Cтворення на уроцi умов для пiдвищення

пiзнавальної активностi всiх учнiв

Одночасно з проблемними дiтьми в одному класi навчаються здiбнi й

обдарованi дiти. Сам факт їхньої взаємодiї в одному класi, коли навчальний

матерiал викладають за єдиною програмою для всiх, уже є серйозною психо-

логiчною проблемою. Для розв’язання цiєї проблеми можна було б запрова-

дити на уроках новi форми роботи, якi мали б реабiлiтацiйну спрямованiсть.

Тому центральне завдання корекцiйно-розвивальної дiяльностi – забез-

печення кожної дитини iндивiдуальною траєкторiєю розвитку з урахуванням

її психофiзiологiчних особливостей, здiбностей та нахилiв – можна розв’язати

тiльки за тiсної спiвпрацi з учителями, проводячи спiльнi заняття.

Мета органiзацiї навчальної дiяльностi учнiв ”групи ризику” пiд час та-

ких занять – сприяти виникненню бажання вчитися (це можливо, якщо вони

зможуть узяти посильну участь у виконаннi спiльного завдання), розумiнню,

що будь-яку роботу важливо виконувати iз зацiкавленiстю й вiдповiдно до

вимог, якi перед ними ставлять. Тобто зовсiм iнший пiдхiд: на першому мiсцi

не надання знань iз навчальних тем, а прагнення зацiкавити самим процесом

навчання, iнтегрувати в суспiльство.

Основнi вимоги до проведення iнтегрованих занять:

– використовувати iгровi способи органiзацiї виконання навчальних зав-

дань, а також оцiнювання навчальної дiяльностi учнiв;

– формувати розумовi дiї школярiв (орiєнтувально-дослiдницькi дiї, оцi-

нювання, аналiз, узагальнення, порiвняння, планування) на всiх етапах на-

вчального процесу;

– спонукати до мовної активностi, здiйснювати контроль за мовленням
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дiтей;

– установлювати бiльш повiльний темп навчання;

– використовувати багатократнi модифiкацiйнi повторення матерiалу;

– максимально використовувати збереженi психiчнi функцiї дитини;

– розчленовувати дiяльнiсть на окремi складовi частини, елементи, опе-

рацiї, допомагати дiтям усвiдомлювати їх у внутрiшньому спiввiдношеннi одне

до одного;

– використовувати вправи, спрямованi на розвиток уваги, пам’ятi, уяви,

будуючи їх на матерiалi уроку.

Зацiкавити дiтей самим процесом навчання, показати успiшнiсть кожно-

го зусилля в здобуттi знань iз предмета допоможуть прийоми мотивацiї на-

вчального процесу.

2.1. Деякi прийоми роботи з учнями-гуманiтарiями

Важливо зробити змiст навчання школярiв таким, щоб у головi учня

зосереджувалася не маса уривкiв знань, невiдомих подiй, епох, формул, а

образи, якi навчать його розумiти, що є добро, зло, честь, поряднiсть.

Саме уроки з математики дають виключнi можливостi прищеплювати

учням-гуманiтарiям iнтерес до творчих пошукiв, виховувати в них бажан-

ня аналiзувати, проводити аналогiї, зiставляти факти, робити припущення,

висувати гiпотези та iн. Справдi, пошук рiзноманiтних способiв розв’язуван-

ня нестандартних задач, нестандартних розв’язань традицiйних задач, ана-

лiз змiсту теорем, бесiди про видатних учених, проведення аналогiй мiж ма-

тематичними та фiлологiчними фактами - усе це є важливими складовими

на шляху розвитку творчих здiбностей учнiв-гуманiтарiїв на уроках матема-

тики. Одним iз найважливiших моментiв удосконалення методики навчання
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математики учнiв суспiльно-гуманiтарного напряму є органiзацiя евристичної

дiяльностi, оскiльки така дiяльнiсть повною мiрою готує майбутнього випу-

скника середньої школи до сучасного сприйняття свiту та надає можливiсть

через набуття евристичних умiнь побудувати модель гармонiйно розвинутої

особистостi [5].

Розглянемо прийоми органiзацiї мотивацiї учнiв-гуманiтарiїв як на

вивчення математики взагалi, так i на вивчення певних тем курсу.

Наприклад, однiєю з головних змiстових лiнiй курсу ”Математика” в

профiльнiй школi є функцiональна лiнiя. Тому вивчення курсу починається

з теми ”Функцiї, їхнi властивостi та графiки” – його фундаменту.

Мотивацiйним заходом у цьому планi в гуманiтарних класах може бути

використання приказок та прислiв’їв, якi розглядаються як iлюстрацiї деяких

залежностей. Наприклад:

1. ”Як у лiсi гукнеш – така й луна буде”, ”що посiєш – те й пожнеш”,

”чим далi в лiс, тим бiльше дров”, ”як ми вбранi – в такiй ми й шанi” -

iлюструють пряму пропорцiйнiсть.

2. ”Скiльки вовка не годуй, а вiн у лiс дивиться” – сталу функцiю.

3. ”Високо лiтаєш, а низко впадеш”, ”де найбiльше порадникiв – там

найменше кашi”, ”тiло старiшає – хвороби молодшають” – обернену пропор-

цiйнiсть.

У процесi роботи з пошуку таких фiлологiчних речень учнi для розпi-

знавання функцiй використовують рiзноманiтнi евристичнi прийоми, а саме:

аналiз, зiставлення, порiвняння, модифiкацiю та iн.

Пiд час органiзацiї уроку перевагу варто надавати задачам на дослi-

дження, встановлення закономiрностей, а також задачам, якi вимагають не-

шаблонного, оригiнального евристичного мислення. Нiщо так не активiзує
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евристичну дiяльнiсть учнiв, як вдало створена практична проблемна ситуа-

цiя.

Приклад. На вiдпочинку в Таїландi юнак скуштував екзотичну стра-

ву на ринку. В його кров потрапив один мiкроб, який вiдразу почав розмно-

жуватися шляхом дiлення навпiл через кожну годину. Скiльки мiкробiв бу-

де в кровi юнака через добу? Через який час у кровi юнака буде мiльйон

мiкробiв?

Така задача може бути використана для пiдведення учнiв пiд поняття

показникової функцiї та показникового рiвняння.

Для учнiв суспiльно-гуманiтарного напряму корисною буде i така зада-

ча: пiд час передвиборної кампанiї кожен кандидат обирає собi в помiчники

двох довiрених осiб. Кожна з довiрених осiб протягом наступного дня, про-

водячи агiтацiйну роботу, залучає в команду цього кандидата ще по однiй

людинi. Наступного дня агiтацiйна робота проводиться вже командою в 4

особи. Що станеться з командою кандидата, якщо цю роботу продовжити

за тiєю самою схемою? Якщо цю роботу продовжити, за яким законом буде

рости команда кандидата?

Корисно також знаходити завдання на мотивацiю, що пов’язанi з найцi-

кавiшими для гуманiтарiїв проблемами. Таким зв’язком можна вважати, на-

приклад, поему Лiни Костенко ”Зоряний iнтеграл” з темою ”Iнтеграл”. Учням

пропонується прослухати уривок з поеми та вiдповiсти на запитання:

1. Чому поетеса назвала життя ”зоряним iнтегралом”?

2. Як це – ”життя оперує безконечно малими”?

3. Як у математицi i в поемi – ”душа обчислює суму площ”?

Наступним етапом, який пiдлягає розгляду, є етап вивчення нового

матерiалу. Для учнiв гуманiтарного напряму тут важливо органiзовувати
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евристичнi дiалоги. Успiшне їх застосування приводить до свiдомого сприйня-

ття, осмислення i запам’ятовування учнями навчального матерiалу, сприяє

пошуку нової теорiї самими учнями.

Наприклад, щоб учнi змогли ”вiдкрити” поняття логарифма, вчитель

пропонує такi завдання.

Завдання 1. Розв’яжiть рiвняння:

а) 2x = 32; б) 2x = 48; в) 2x = 5; г) ax = N(a > 0, a 6= 1, N > 0).

Учнi швидко визначають коренi перших двох рiвнянь, але пiд час розв’я-

зування третього рiвняння у них виникають труднощi.

Учитель: Таким чином, ми пiдiйшли до необхiдностi введення нового

поняття, яке означало б ... показник степеня x, до якого треба пiднести основу

a, щоб отримати число N .

Такий показник степеня x, до якого треба пiднести основу a, щоб полу-

чити число N , називається логарифмом числа N при основi a.

Введемо позначення для введеного поняття: logaN .

Учень: Тодi рiвняння ax = N має корiнь x = logaN?

Учитель: Так, правильно, але чи для любого N iснуватиме logaN?

Учень: Нi, ax – показникова функцiя, вона набуває лише додатних зна-

чень.

Далi розглядаються обмеження на a i N .

Учитель: Як ви вважаєте, чи завжди рiвняння ax = N має коренi?

Учнi: Не завжди, по-перше, показниковi рiвняння ми розглядаємо тiль-

ки при a > 0 i a 6= 1, по-друге, при N < 0 вони не мають коренiв.

Учитель: Отже, ми ввели поняття x = logaN – корiнь рiвняння ax = N ,

але таке рiвняння не завжди матиме корiнь. Який можна зробити висновок?

Учнi: Вираз logaN не завжди матиме значення. logaN iснує при a > 0,
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a 6= 1 та N > 0.

Пiсля цього можна запропонувати учням виконати вправи на розпiзна-

вання об’єкта, виведення наслiдкiв iз приналежностi об’єкта поняттю, допов-

нення умов.

Завдання 2. Якi рiвняння розв’язанi правильно?

1) 3x = 29, = log3 29;

2) 3x = 29, = log29 3;

3) 3x = −29, = log3(−29);

4) 29x = 3, = log3 29;

5) 29x = 3, = log29 3;

6) x3 = 29, = log3 29.

Управляючи евристичною дiяльнiстю, учням надають рiзнорiвневi пiд-

казки: евристичнi, алгоритмiчнi чи повне розв’язання. На етапi засвоєння те-

оретичного матерiалу спочатку надається корекцiя до вправи та виконується

колективна робота з класом. При розв’язуваннi системи завдань на розпi-

знавання об’єктiв формуються умiння аналiзувати, порiвнювати, зiставляти i

протиставляти.

Завдання 3. Оберiть iз наведених тверджень 1) – 3) правильнi.

1) a) log√2
√
2 = 1; б) loga a = 1; в) loga a = 1, a > 0, a 6= 1;

2) a) log√2 2 = −1; б) log√2 2 =
1

2
; в) log√2 2 = 2;

3) a) log 3
√
2 2 = 3; б) log 3

√
2(−2) = 3; в) log 3

√
−2 2 = −3.

Корекцiя до вправи. Звернiть увагу на визначення логарифма та на

обмеження його параметрiв.

Завдання 4. Обчислiть значення виразу:

1) log√5+1

(
26 + 2

√
5
)
; 2) log1−√5

(
26− 2

√
5
)
; 3) log|1−√5|

(
26− 2

√
5
)
.

Корекцiя до вправи. Звернiть увагу на вирази пiд знаком логарифму: їх
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можна представити у виглядi повних квадратiв; а також на числовi значення

основ логарифмiв.

Завдання 5. Укажiть, у яких випадках вираз logaN має значення.

1) a ≥ 0, N ≥ 0;

2) a > 0, a 6= 1, N > 0;

3) a > 1, N > 0;

4) a > 0, a 6= 1, N ≥ 0;

5) a < 0, N > 0;

6) a 6= 1, N > 0;

7) a > 2, N > 3;

8) a > 0, a 6= 1, N < 0;

9) a ≥ 0, a 6= 1, N > 0.

Корекцiя до вправи. Зiставте данi умови з обмеженнями на параметри

логарифма.

Наступним етапом навчального процесу є органiзацiя сприйняття, усвi-

домлення учнями i закрiплення в їхнiй пам’ятi первинної iнформацiї, тобто

засвоєння початкових знань i формування навчальних умiнь.

Наприклад, для формування вмiння за графiком ”читати” властивостi

функцiї треба використовувати такi евристики, як аналiз, порiвняння, розпi-

знавання, систематизацiя та iн.

Використовуючи мiжпредметнi зв’язки математики з iншими науками,

вчитель висуває проблеми на кожному уроцi, якi пов’язують математику з iн-

шими предметами. Цiлiсного розумiння свiту можна досягти на основi синтезу

науки з фiлософiєю, етикою, естетикою, технiкою, з урахуванням мiфологi-

чних, релiгiйних, художнiх та iнших форм сприйняття i вiдображення приро-

дної реальностi. Це дає змогу забезпечити цiлiснiсть навчання математики,
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можливiсть концентрацiї навчальної дiяльностi на певному вiдрiзку часу нав-

коло невеликої кiлькостi понять i фактiв, забезпечити природнi внутрiшнi та

мiжпредметнi зв’язки тощо.

Рiзноманiтний i багатий матерiал у прислiв’ях та приказках можна зна-

йти пiд час вивчення теорiї ймовiрностей та статистики. Наприклад, вправи

на порiвняння ймовiрностей подiй можна побудувати на прикладi приказок.

”Перший млинець грудкою” та ”При семи няньках дитя без догляду”.

Подiя з бiльшою ймовiрнiстю описана першою приказкою, бо найчастi-

ше пiд час смаження першого млинця сковорода ще недостатньо розiгрiта; а

ось друга приказка змальовує подiю з меншою ймовiрнiстю, оскiльки дитина

все ж таки пiд пильним наглядом (якщо не враховувати випадок, що кожна

з няньок перекладатиме свої обов’язки на iнших).

Пiд час управлiння дiяльнiстю учнiв учитель органiзовує роботу з фор-

мування певних евристичних умiнь, якi сприяють самореалiзацiї учня, оволо-

дiнню основними евристичними прийомами.

Так, наприклад, у процесi вивчення теми ”Iнтеграл та його застосуван-

ня” до евристичних умiнь можна вiднести такi:

– дослiджувати задачi теоретичного характеру при обчисленнi площi

пiдграфiка за допомогою формули Ньютона-Лейбнiца;

– модифiкувати задачi, в яких необхiдно для функцiї знайти первiсну,

графiк якої проходить через задану точку;

– переходити до рiвносильної задачi пiд час розв’язання прикладних

задач;

– розбивати ”цiле на частини” пiд час обчислення площi фiгури;

– видiляти пiдзадачу при знаходженнi первiсної, яка задовольняє поча-

ткову умову.
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Задача 1. Точка рухається прямолiнiйно зi змiнною швидкiстю V =

10t м/с; за першi 4 с вона пройшла 80 м. Знайдiть закон руху точки.

Задача 2. Продуктивнiсть працi бригади робiтникiв протягом змiни

визначається формулою f(t) = −2t2+24t+110, де t – робочий час у годинах.

Визначте обсяг продукцiї, виготовленої за 5 робочих годин.

Евристична пiдказка: Переформулюйте задачу, застосовуючи фiзичний

змiст iнтегралу.

Переформулювання задачi можна здiйснити, враховуючи фiзичний

змiст похiдної:

– задача 1: закон руху s = s(t), де s(t) – первiсна для закону змiни

швидкостi v = v(t);

– задача 2: обсяг випуску продукцiї є первiсною вiд функцiї, що виражає

продуктивнiсть працi.

Для оволодiння евристичним прийомом розбиття ”цiлого на частини”

можна пропонувати учням-гуманiтарiям задачу: знайти площу фiгури, обме-

женої графiками функцiй y = x2 i y = 4x− x2.

Оскiльки отримана фiгура не вiдповiдає означенню пiдграфiка функцiї,

можна розбити її на двi частини. А площу заданої фiгури обчислити як рi-

зницю ”розбитих” частин.

2.2. Iнтегрованi уроки в основнiй школi

Iнтеграцiя – це процес i результат створення нерозривно пов’язаного,

єдиного, суцiльного. У навчаннi вона здiйснюється шляхом злиття в одному

синтезованому курсi елементiв рiзних навчальних предметiв, пiдсумовування

основ наук у розкриттi комплексних навчальних тем i проблем.

Тенденцiя iнтеграцiї не тiльки проникає в структуру предметних знань
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i побудову програм, а й охоплює форми органiзацiї навчальної роботи (iн-

тегрований день, комплекснi заняття, бiнарнi уроки, навчальнi дослiдницькi

центри, учнiвськi конференцiї та мiжпредметнi семiнари з комплексних про-

блем, учнiвськi вечори, конкурси, вiкторини на мiжпредметному матерiалi,

учнiвськi реферати з використанням матерiалу кiлькох сумiжних предметiв

тощо).

В основi iнтеграцiї можуть лежати найрiзноманiтнiшi взаємозв’язки:

мiжпредметнi, внутрiшньопредметнi, внутрiшньогалузевi, взаємозв’язки ме-

тодiв тощо.

Мiжпредметнi зв’язки (МЗ) – це провiдний дидактичний iнструмент

iнтеграцiї. Модель мiжпредметних зв’язкiв структорована i має такi складовi:

змiст, обсяг, спосiб зв’язкiв.

Здiйснюючи iнтеграцiю через мiжпредметнi зв’язки, треба знайти сми-

словi вiдповiдностi елементiв змiсту навчального матерiалу, що належить

двом чи бiльше дисциплiнам, спланувати комплексне використання знань пiд

час розв’язування навчальних завдань, поєднаних iнформацєiю так, щоб її

визначала багатогранна єднiсть.

Такий пiдхiд до пiдготовки урокiв з використанням мiжпредметних

зв’язкiв вiдповiдатиме найвищим принципам iнтеграцiї.

Залучення школярiв до реалiзацiї мiжпредметних зв’язкiв – досить ва-

жливий аспект, якому варто придiлити належну увагу. Незалежно вiд форми

органiзацiї навчальної роботи (переважно це урок), потрiбно дотримуватись

основних дидактичних вимог:

1) урок повинен мати чiтко сформульовану мету (що може потребувати

залучення знань з iнших предметiв);

2) має бути забезпечена висока активнiсть школярiв у застосуваннi рi-
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знобiчних знань;

3) здiйснення МЗ має бути спрямоване на пояснення причинно-

наслiдкових зв’язкiв, сутi дослiджуваних понять та явищ;

4) мiжпредметний урок має мiстити висновки свiтоглядного узагаль-

неного характеру, якi спираються на зв’язок знань з рiзних предметiв; учнi

можуть усвiдомити їхню об’єктивнiсть, лише переконавшись у необхiдностi

залучення таких знань;

5) урок завжди має бути спрямований на узагальнення певних роздiлiв

навчального матерiалу сумiжних курсiв, отже, можливi комплекснi домашнi

завдання, узагальнювально-повторювальнi уроки, уроки-лекцiї, семiнари, екс-

курсiї тощо;

6) урок має сприяти формуванню позитивного ставлення до навчан-

ня, чого можна досягти встановленням зв’язку мiжпредметних пiзнавальних

завдань з життям, iз практичною дiяльнiстю учнiв; виконанням практичних

робiт на мiжпредметнiй основi; використанням наочних посiбникiв з iнших

предметiв, науково-популярної лiтератури, яка розкриває досягнення суча-

сної науки та має мiжпредметний характер тощо.

Iнтегрування математики в iншi науки завжди залежало вiд рiвня роз-

витку самої математичної науки. Чим бiльше розвивалася математика, тим

бiльше її використовували в iнших галузях науки, наприклад у фiзицi, хi-

мiї, бiологiї, географiї тощо. Так, на сьогоднiшнiй день iснує вагомий перелiк

iнтегрування математичних знань з предметами навчального плану i можли-

востей застосування цих знань в iнших наукових галузях.

Математика потрiбна всiм. Важко знайти таку галузь людської дiяльно-

стi, де можна було б обiйтися без неї, причому з часом дiапазон її практичного

застосування збiльшується.
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Нинi все бiльше i бiльше професiй потребують високого рiвня знань i

застосування математики. Математика так стрiмко розвивається, що перед-

бачити, якою вона стане у майбутньому, неможливо. Зрозумiло одне – вона

буде ще кориснiшою i потрiбнiшою людям.

Шлях до вершин математики починається з дитинства, бо саме у цьому

вiцi, цiкавлячись буквально всiм, дiти роблять першi кроки у пiзнаннi мате-

матики. Бiльшiсть дiтей, прийшовши до школи, вже вмiють лiчити i писати,

розв’язувати найпростiшi задачi i бажають дiзнатися про математику бiльше.

На перших етапах навчання пiдтримувати iнтерес до математики допомагає

наявнiсть великої кiлькостi привабливого унаочнення, набори рiзних геоме-

тричних фiгур i предметiв навколишньої дiяльностi. Однак з часом iнтерес до

математики (зацiкавленiсть математикою) зменшується, зокрема i тому, що

з’являється велика кiлькiсть нових понять, означень, тверджень, не настiльки

простих, як ранiше, i збагнути їх не всiм пiд силу.

Iнтерес до цiєї науки буде зростати, коли допомагати дiтям пiзнавати

математику не тiльки як саму науку, а в сукупностi з iншими предметами.

Так, наприклад, музика не може обiйтися без нот, кожна з яких має свою

тривалiсть. Вiдчути тривалiсть нот ”раз – i – два – i – три – i – ...”, називає-

мо початок натурального ряду. А такi назви тривалостей нот, як ”половина”,

”четвертна”, ”восьма”, ”шiстнадцята” i т. д. схиляють до думки про iснування

безпосереднього зв’язку мiж музикою i математикою. I це лише найпростiшi

приклади.

Деякi музичнi термiни можна пояснити за допомогою математики, про-

вiвши аналогiю. Наприклад, коли мелодiю, яку спiвають у два голоси, запи-

сати нотами, то з точки зору геометрiї другий голос є не що iнше, як па-

ралельне перенесення першого. Доведено, що дiти, якi займаються музикою,
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легше засвоюють математику, зокрема геометрiю. Це тому, що навчання му-

зики пов’язане з розумiнням, запам’ятовуванням, читанням нотних текстiв,

що складаються переважно iз символiв. Навички, сформованi у такий спо-

сiб, полегшують засвоєння математичної символiки. Крiм цього, у дiтей, якi

цiкавляться музикою, добре розвинутi просторова i творча уяви, iнтуїцiя.

Найяскравiшим прикладом поєднання математики i музики є дослiдже-

ння Пiфагора, якого всi знають як видатного математика, автора вiдомої те-

ореми. А те, що вiн був ще й прекрасним музикантом, вiдомо далеко не всiм.

Пiфагор уперше математично описав звук. Тому його цiлком можна

назвати ”прадiдом” акустики.

Iнтегрування математики з iнформатикою нинi взагалi важко недооцi-

нити. На уроках математики не можна обiйтися без комп’ютерних програм,

серед яких i тестовi програми: ”Площi фiгур”, ”Площi поверхонь”, ”Об’єми тiл”.

Розглядаючи тему ”Масштаб у математицi”, не можна не звернутися

до географiї, зокрема до теми: ”Знаходження вiдстанi мiж двома населеними

пунктами (на картi й на мiсцевостi)”.

Iнтегрування математики з фiзикою прослiдковується при вивченнi те-

ми ”похiдна” з темою ”Швидкiсть, прискорення”, ”Арифметична прогресiя”.

”Лiнiйна та квадратична функцiя”. ”Рiвномiрний рух, рiвнозмiнний рух”.
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§3. Формування цiлiсного свiтогляду учнiв засобами

iнтеграцiї навчальних дисциплiн

Вчителi математики не завжди враховують на своїх уроках особистий

досвiд учнiв, здобутий у процесi вивчення фiзики, не пiдкрiплюють методи,

застосованi на уроках фiзики, математичним обґрунтуванням. Так, напри-

клад, на уроках фiзики шлях (перемiщення), пройдений тiлом за певний час,

обчислюють як площу фiгури, що знаходиться нижче вiд графiка залежностi

швидкостi (проекцiї вектора швидкостi па координатну вiсь) вiд часу. Такий

спосiб розв’язання не має математичного обґрунтування (за виключенням рiв-

номiрного руху) на сторiнках пiдручника фiзики. Тому було б доцiльно на

уроках алгебри i початкiв аналiзу 11 класу пiд час вивчення теми ”Площа

криволiнiйної трапецiї” повернутися до цього питання. Розглянемо пiдбiрку

завдань з цього питання.

Задача 1. На рисунку подано графiк залежностi проекцiї швидкостi

тiла, яке рухається прямолiнiйно, вiд часу. Визначте перемiщення тiла протя-

гом останнiх 3 с руху.

Розв’язання. Числове значення перемiщення за останнi 3 секунди до-

рiвнює площi криволiнiйної трапецiї, обмеженої поданим графiком, прямими

t = 4, t = 7 i вiссю часу. Площу цiєї фiгури можна наближено обчислити за

допомогою клiтинок (площа однiєї клiтинки – 10) або як площу прямокутни-

ка.
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Вiдповiдь. ≈ 90 м.

Звiсно, результат дiстали наближений. До речi, такi задачi й прийоми

обчислень стануть у пригодi пiд час пiдготовки до ЗНО.

Задача 2. На рисунку наведено графiк залежностi проекцiї вектора

швидкостi на вiсь x вiд часу. Скориставшись графiком, визначте модуль пе-

ремiщення тiла за першi 10 хв руху та за весь час руху.

Розв’язання. Розглянувши рисунок, доходимо висновку, що першi 6 хви-

лин тiло рухалось у напрямi, який збiгався з напрямом осi, наступну хвилину

залишалося у станi спокою, а вiд сьомої хвилини почало рухатися у зворотно-

му напрямi.

Тому модуль перемiщення за першi 10 хвилин дорiвнює 10 (рiзницi площ

фiгур OABCDEFK i LMTS). А за весь час руху – 13 (рiзницi площi фiгур

OABCDEFK i LMNPQ). Звичайно, при цьому звертаємо увагу на масштаб

системи координат. Модуль перемiщення за першi 10 хвилин дорiвнює (14 −

6) · 300 = 2400, а за весь час руху – (14 − 10) · 300 = 1200 (м) (1 клiтинка –

300 м).

Задача 3. (Фiзика, ЗНО–2011)

На рисунку зображенi графiки залежностi проекцiї швидкостi vx чоти-

рьох тiл (А, Б, В, Г), що рухаються вздовж осi Ox, вiд часу t. Укажiть тiло,

яке пройшло найбiльший шлях за 6 с.
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Розв’язання. Оскiльки шлях, пройдений тiлом, дорiвнює площi вiдпо-

вiдної фiгури, очевидним є факт, що найбiльший шлях за 6 с пройшло тiло

Г.

Серед завдань ЗНО з математики теж були запропонованi подiбнi зада-

чi.

Задача 4. Обчислiть iнтеграл
7∫
0

f(x)dx, використовуючи зображений

на рисунку графiк лiнiйної функцiї y = f(x).

Розв’язання. Значення iнтеграла дорiвнює площi вiдповiдної трапецiї,

основи якої дорiвнюють 3 та 8, а висота – 7. Отже,
7∫
0

f(x)dx =
3 + 8

2
·7 = 38, 5.

Задача 5. Обчислiть
1

π

0∫
−7

√
49− x2dx, використовуючи рiвняння кола

x2 + y2 = 49, зображеного на рисунку.
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Розв’язання. Значення iнтеграла дорiвнює площi чвертi круга радiуса

7, отже,

1

π

0∫
−7

√
49− x2dx =

1

π
· π · 49 · 1

4
= 12, 25.

Задача 6. (ЗНО, фiзика) На рисунку зображено графiк залежностi

проекцiї швидкостi Vx автомобiля вiд часу t за прямолiнiйного руху. Визначте

iнтервал часу, коли модуль прискорення є мiнiмальним.

Розв’язання. Як вiдомо, прискорення є похiдною швидкостi й дорiвнює

кутовому коефiцiєнту дотичної до графiка функцiї, тобто тангенсу кута, який

утворює дотична з додатним напрямом осi абсцис. Оскiльки графiк склада-

ється з прямолiнiйних вiдрiзкiв, то дотичнi збiгаються iз самими вiдрiзками

i для розв’язування задачi треба порiвняти тангенси позначених кутiв (вико-

риставши клiтинки). Очевидно, що найменший модуль значення тангенса має

кут 1, а отже, модуль прискорення є мiнiмальним вiд 0 до 20 с.
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Задача 7. (ЗНО, фiзика) Для прямолiнiйного руху за графiком зале-

жностi проекцiї швидкостi тiла вiд часу визначте графiк залежностi проекцiї

прискорення цього тiла вiд часу.

Варiанти вiдповiдей
А Б В Г

Розв’язання. Прискорення – це похiдна швидкостi. Якщо швидкiсть на

промiжку вiд 0 до 5 спадає, то її похiдна на цьому промiжку набуває вiд’ємних

значень, на промiжку вiд 0 до 10 швидкiсть зростає, отже, похiдна є додатною

i на наступному промiжку – знову вiд’ємною. Таким умовам вiдповiдає графiк

А.

Отже, iнтеграцiя як процес пристосування й об’єднання розрiзнених
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елементiв у єдине цiле сприяє формуванню в учнiв не тiльки цiлiсного свiто-

гляду про навколишнiй свiт, а й активiзує їх пiзнавальну дiяльнiсть, пiдвищує

якiсть засвоєння навчального матерiалу та викликає iнтерес до навчання.
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§4. Алгебраїчнi задачi на дослiдження

Особливої актуальностi на сучасному етапi набуває проблема всебiчного

розвитку учнiвської молодi. Важливе значення для розв’язання цiєї проблеми

має забезпечення належного рiвня математичної освiти в країнi. Це пов’яза-

но з тим, що шкiльний курс математики має, як зазначено в Концепцiї базо-

вої математичної освiти в Українi, широкi, невичерпнi можливостi курсу для

розвитку особистостi, в першу чергу iнтелектуального розвитку школярiв,

формування в них логiчного мислення, просторових уявлень та уяви, алгори-

тмiчної та iнформацiйної культури, вмiнь встановлювати причинно-наслiдковi

зв’язки, обґрунтовувати висновки i моделювати ситуацiї.

Одним iз найефективнiших способiв математичної пiдготовки учнiв є

розв’язування математичних задач. Математична задача – це будь-яка ви-

мога обчислити, побудувати, довести або дослiдити що-небудь, що стосується

просторових форм чи кiлькiсних вiдношень, або запитання, рiвносильне такiй

вимозi. Вiдповiдно до вимоги, що ставиться в умовi задачi, серед математи-

чних задач розрiзняють чотири види: 1) на обчислення; 2) на побудову: 3) на

доведення; 4) на дослiдження.

Особливе мiсце серед математичних задач посiдають задачi на дослi-

дження. У процесi розв’язування таких задач в учнiв формується особливий

стиль мислення: повноцiннiсть аргументацiї, дотримання логiчної схеми мiр-

кувань, лаконiчнiсть вираження думок, чiткiсть i точнiсть у вживаннi тер-

мiнiв та символiчних позначень. Пiдготовчу роботу з розв’язування задач на

дослiдження можна починати ще в молодших класах, що передбачено про-

грамою. Адже коли учень вiдповiдає на запитання ”Чому?”, ”Скiльки?”, ”За

яких умов?”, ”Чи iснує?” тощо, вiн активно мiркує, обґрунтовує, дослiджує.
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Наведемо приклади таких задач для старших класiв.

Приклад 1. Чи випливає з рiвностi xn1 = xn2 , що x1 = x2, коли: 1) n –

парне: 2) n – непарне?

Приклад 2. За яких значень a сума loga(sinx + 2) та loga(sinx + 3)

буде дорiвнювати одиницi хоча б при одному значеннi х?

Приклад 3. З’ясуйте: а) чи є друге рiвняння наслiдком першого; б) чи

є цi рiвняння рiвносильними.

1) 2x2 − 8x− 9 = 0 i x2 − 4x− 4, 5 = 0;

2)
x2 − 4

x2 − 5x+ 6
= 0 i x2 = 4.

Вiдповiдь обґрунтуйте.

Задача 1. Дослiдiть, чи при будь-якому значеннi a сума многочленiв

1, 6a5 − 1
1

3
a4 − 3, 4a3 − 2a2 − 1 i − 1

3

5
a5 − 2

3
a4 + 3

2

5
a3

набуває вiд’ємного значення.

Дослiдження. Для дослiдження складемо вiдповiдну нерiвнiсть i роз-

глянемо її.(
1, 6a5 − 1

1

3
a4 − 3, 4a3 − 2a2 − 1

)
+

(
−13

5
a5 − 2

3
a4 + 3

2

5
a3
)
< 0;

8

5
a5 − 4

3
a4 − 17

5
a3 − 2a2 − 1− 8

5
a5 − 2

3
a4 +

17

5
a3 < 0;

−2a4 − 2a2 − 1 < 0;

−2
(
a4 + a2

)
< 1;

a4 + a2 > −1
2
.

Вiдомо, що a2 ≥ 0 i a4 ≥ 0, тодi a4 + a2 ≥ 0. Тобто a4 + a2 > −1
2

виконується при будь-яких дiйсних значеннях a.
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Задача 2. Дослiдiть, за яких значень a вираз (a − 1)(a − 3)(a − 4)×

×(a− 6) + 10 є додатним числом?

Дослiдження.

(a− 1)(a− 3)(a− 4)(a− 6) + 10 = (a− 1)(a− 6)(a− 3)(a− 4) + 10 =

= (a2 − 7a+ 6)(a2 − 7a+ 12) + 10 = (a2 − 7a+ 6)
(
(a2 − 7a+ 6) + 6

)
+ 10 =

= (a2−7a+6)+2·3(a2−7a+6)+9+1 = (a2−7a+6+3)2+1 = (a2−7a+9)2+1.

Оскiльки (a2 − 7a + 9)2 ≥ 0 – як квадрат деякого числа, то (a2 − 7a+

+9)2+1 > 0. Тобто (a−1)(a−3)(a−4)(a−6)+10 > 0 при будь-яких дiйсних

значеннях a.

Задача 3. Дослiдiть, яких значень набуває x залежно вiд a у нерiвностi:

ax2 − 2x+ 4 > 0.

Дослiдження. Маємо нерiвнiсть iз параметром, вiд якого i буде залежа-

ти значення невiдомого x. Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнт при x2 i дискри-

мiнант квадратного тричлена ax2−2x+4, знаходимо перше i друге контрольнi

значення параметра: a = 0 i a =
1

4
(причому, якщо a >

1

4
, то D < 0, якщо

a ≤ 1

4
, то D ≥ 0). Далi будемо розв’язувати задану нерiвнiсть у кожному iз 4

наступних випадкiв: 1) a >
1

4
; 2) 0 < a ≤ 1

4
; 3) a = 0; 4) a < 0.

1) Якщо a >
1

4
, то тричлен ax2 − 2x + 4 має вiд’ємний дискримiнант i

додатний старший коефiцiєнт. Це означає, що тричлен додатний при всiх x,

тобто розв’язком нерiвностi у цьому випадку є множина всiх дiйсних чисел.

2) Якщо 0 < a ≤ 1

4
, то тричлен ax2 − 2x + 4 має наступнi ко-

ренi: x1,2 =
1±
√
1− 4a

a
, причому

1−
√
1− 4a

a
≤ 1 +

√
1− 4a

a
. Це озна-

чає, що розв’язком нерiвностi у цьому випадку є наступна сукупнiсть: x ∈
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(
−∞;

1−
√
1− 4a

a

)
∪
(
1 +
√
1− 4a

a
; +∞

)
.

3) Якщо a = 0, то задана нерiвнiсть набуває наступного вигляду:

−2x+ 4 > 0, тобто x ∈ (−∞; 2).

4) Якщо a < 0, то маємо
1 +
√
1− 4a

a
≤ 1−

√
1− 4a

a
. Це означає, що в

цьому випадку розв’язком нерiвностi є: x ∈
(
1 +
√
1− 4a

a
;
1−
√
1− 4a

a

)
.

Вiдповiдь. 1) якщо a >
1

4
, то x ∈ R;

2) якщо 0 < a ≤ 1

4
, то x ∈

(
−∞;

1−
√
1− 4a

a

)
∪
(
1 +
√
1− 4a

a
; +∞

)
;

3) якщо a = 0, то x ∈ (−∞; 2);

4) якщо a < 0, то x ∈
(
1 +
√
1− 4a

a
;
1−
√
1− 4a

a

)
.

Задача 4. Дослiдiть, за яких значень a коренi x1 i x2 рiвняння (3a+2)×

×x2 + (a− 1)x+ 4a+ 3 = 0 задовольняють умову x1 < −1 < x2?

Дослiдження. Нехай задано квадратний тричлен f(x) = Ax2+Bx+C;

A 6= 0 з коренями x1, x2, причому x1 < x2. Нехай x1 < p < x2 (рис. 1).

Рис. 1

Тут можливi випадки:

а) A > 0, тодi вiтки вiдповiдної параболи y = Ax2 + Bx + C будуть

напрямленi вгору (рис. 2).

Рис. 2

Тодi має виконуватися вiдповiдна умова: f(p) < 0.
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б) A < 0, тодi вiтки вiдповiдної параболи y = Ax2 + Bx + C будуть

напрямленi вниз (рис. 3).

Рис. 3

Тодi має виконуватися вiдповiдна умова: f(p) > 0.

Якщо об’єднати випадки а) i б), отримаємо загальну умову: A ·f(p) < 0.

Користуючись отриманою нерiвнiстю, можна записати таке:

(3a+ 2) · f(−1) < 0;

(3a+ 2)(3a+ 2− a+ 1 + 4a+ 3) < 0;

(3a+ 2)(6a+ 6) < 0;(
a+

2

3

)
(a+ 1) < 0.

Отже, a ∈
(
−1;−2

3

)
.

Вiдповiдь. a ∈
(
−1;−2

3

)
.

Задача 5. Дослiдiть, при яких значеннях параметра a рiвняння

x2 + x+ 4a = 0 i a2x2 + ax+ 4a = 0 мають спiльний дiйсний корiнь.

Дослiдження. Якщо нам потрiбно знайти спiльнi коренi двох рiвнянь,

то слiд перейти до розв’язування системи цих рiвнянь. Тобто ми отримаємо
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систему двох рiвнянь з двома невiдомими a i x. x2 + x+ 4a = 0,

a2x2 + ax+ 4a = 0;

 x2 + x− a2x2 − ax = 0,

x2 + x+ 4a = 0; (a− 1) (x(1 + a) + 1) x = 0,

x2 + x+ 4a = 0.

Oстання система рiвносильна сукупностi трьох систем:

a)

 a− 1 = 0,

x2 + x+ 4a = 0.

Ця система розв’язкiв не має.

б)

 x = 0,

x2 + x+ 4a = 0;

 x = 0,

a = 0.

в)

 x+ ax+ 1 = 0,

x2 + x+ 4a = 0;


x = − 1

1 + a
,(

−1
1 + a

)2

− 1

1 + a
+ 4a = 0.

Ця система матиме змiст при всiх a, що a 6= −1. x = − 1

1 + a
,

a
(
4a2 + 8a+ 3

)
= 0;


x = − 1

1 + a
,

4a

(
a+

3

2

)(
a+

1

2

)
= 0.

Очевидно, що ця система має три розв’язки вигляду (x; a): (−1; 0),(
−2;−1

2

)
,
(
−2;−3

2

)
.

Вiдповiдь. Piвняння мають спiльний дiйсний корiнь при a = 0; a = −1
2

i a = −3
2
.
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§5. Шукаємо новi пiдходи та iдеї при розв’язуваннi

задач

У навчально-методичнiй лiтературi можна знайти багато цiкавих роз-

робок урокiв, у яких використовують поєднання, взаємопроникнення рiзних

предметiв, наприклад математики й економiки, математики й мистецтва, ма-

тематики й географiї, бiологiї, iсторiї, поезiї, музики... Але не менш цiкавими

є взаємодоповнення i в самiй математицi.

Задача 1. Розглянемо завдання, яке привернуло увагу незвичним пiд-

ходом до розв’язання (задачу наведено в [6]): вiдомо, що m2 + n2 = 1,

p2 + q2 = 1, mp+ nq = 0. Обчислiть: mn+ pq.

Тригонометричний метод розв’язування

Нехай m = sinα, n = cosα, p = sin β, q = cos β, тодi

mp+ nq = sinα sin β + cosα cos β = cos(α− β).

З умови випливає, що cos(α− β) = 0.

Отже,

mn+ pq = sinα cosα + sin β cos β =
1

2
(sin 2α + sin 2β) =

= sin(α + β) cos(α− β) = 0.

Вiдповiдь. mn+ pq = 0.

Неочiкувана iнтеграцiя рiзних роздiлiв математики наштовхнула на та-

ке розв’язання.

Векторний метод розв’язування

Нехай ~a(m;n),~b(p, q), |~a| =
√
m2 + n2 =

√
1 = 1,

∣∣∣~b∣∣∣ =√p2 + q2 =
√
1 =

1.
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Оскiльки за умовою mn + pq = 0, тобто скалярний добуток дорiвнює

нулю, то ~a⊥~b. Отже, вектори ~a i ~b – одиничнi i перпендикулярнi, тобто їх

можна вважати ортами, тодi ~a(1; 0), ~b(0; 1). Тодi дiстанемо: mn+ pq = 1 · 0 +

0 · 1 = 0.

Два неочiкуваних розв’язання викликають запитання: як ще можна

розв’язати цю задачу? що нагадують рiвностi в умовi задачi? якi роздiли ма-

тематики можна застосувати? А ще спадає на думку, що m2+n2 = 1 нагадує

теорему Пiфагора. Отже, з’являється геометричне розв’язання.

Геометричний метод розв’язування

Оскiльки в умовi mp + nq = 0, тобто mp = −nq, то розглянемо модулi

величин m, n, p, q.

За умовоюm2+n2 = 1, p2+q2 = 1, отже, |m| i |n|, |p| i |q| можна вважати

катетами прямокутних трикутникiв зi спiльною гiпотенузою, що дорiвнює 1

(рис. 1).

Рис. 1

Запишемо рiвнiсть |m| · |p| = |q| · |n| у виглядi

|m|
|q|

=
|n|
|p|
.

Дiстанемо, що вiдповiднi катети прямокутних трикутникiв пропорцiйнi, отже,

цi трикутники подiбнi з коефiцiєнтом подiбностi, що дорiвнює 1 (у трикутни-
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кiв спiльна гiпотенуза). Маємо:

|m| = |q|, |p| = |n|.

Оскiльки mp = −nq, то або m i q, або p i n мають рiзнi знаки, що дає

нам можливiсть стверджувати, що mn+ pq = 0.

Якщо ще раз звернутися до умови й уважно до неї придивитися, то

можна помiтити, що m2 + n2 = 1 i p2 + q2 = 1 – рiвняння, що задають одне

й те саме коло на площинi з центром у початку координат i радiусом, що

дорiвнює 1, у системi координат mOn i pOq.

Координатний метод розв’язування

Як було зазначено в попередньому розв’язаннi, з рiвностi mp = −nq

випливає, що або m i q, або n i q мають рiзнi знаки. Нехай для визначеностi

n = −q, тодi коло в зазначених системах координат матиме вигляд як на

рис. 2.

Рис. 2

Позначимо на колi точку M i запишемо її координати. У системi ко-

ординат mOn точка M(n1;m1), а в системi координат pOq точка M(q1; p1).

Але це одна й та сама точка, отже, n1 = −q1, m1 = p1. Оскiльки точка M –

довiльна точка кола, то mn+ pq = 0.

Пригадаємо, що завдання алгебраїчне, тодi його розв’язання може на-
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бути такого вигляду.

Алгебраїчний метод розв’язування

Дано: 
m2 + n2 = 1,

p2 + q2 = 1,

mp+ nq = 0.

Обчислiть: mn+ pq = 0.

Маємо:

m = −nq
p
,

n2 +m2 = n2 +
n2q2

p2
=
n2p2 + n2q2

p2
=
n2
(
p2 + q2

)
p2

=
n2

q2
,

звiдки p2 = n2.

Аналогiчно дiстанемо, що q2 = m2.

Отже, (p− n)(p+ n) = 0 i (q −m)(q +m) = 0.

Якщо p+ n = 0, то p = −n, отже,

m = q i mn+ pq = 0.

Якщо p− n = 0, тo p = n, отже,

m = −q i mn+ pq = 0.

Аналогiчно розглянемо випадки, якщо

q −m = 0 i q +m = 0.

А якщо просто помiркувати?

Логiчний метод розв’язування

Виходячи з умови задачi, припустимо, що m = q = 0, тoдi n = ±1 i
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p = ±1. Цi значення m, n, p i q задовольняють усi три рiвностi умови, i тодi

mn+ pq = 0.

Варiант розв’язання мiг бути й таким: n = p = 0, тодi m = ±1 i q = ±1,

або таким: нехай m = 0, 6, n = 0, 8, тодi

0, 36 + 0, 64 = 1 i

 0, 6p+ 0, 8q = 0,

p2 + q2 = 1.

p =
−0, 8q
0, 6

= −4q
3
,

16q2

9
+ q2 = 1,

звiдки q = ±3
5
. Знаходимо p : p = ∓4

5
, Пiдcтaвивши одержанi значення у

вираз mn+ pq, дiстaнeмo: mn+ pq = 0.

У який би спосiб ми не розв’язували цю задачу, щоразу мали б неочi-

куване i красиве розв’язання. Отже, потрiбно ознайомлювати учнiв iз цiєю

рiзноманiтнiстю розв’язань, i нехай вони вибирають тi методи, якi їм подоба-

ються, захоплюють i залишають у душi вiдчуття прекрасного.

Задача 2. Iз шести сiрникiв можна скласти два рiвностороннiх трику-

тники. Iз тих самих шести сiрникiв складiть чотири таких трикутники.

Вiдповiдь. Iз шести сiрникiв можна скласти фiгуру, зображену на ри-

сунку.

Нова iдея полягає в переходi вiд двовимiрного простору до тривимiрно-

го.

Задача 3. Чи iснує натуральне число n, при якому число 4n3 + 6n2+
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+4n+ 1 є простим?

Розв’язання. Переформулюємо задачу так: при якому натуральному

значеннi n задане число буде складеним?

4n3 + 6n2 + 4n+ 1 = 4n3 + 2n2 + 4n2 + 4n+ 1 =

= 2n2(2n+ 1) + (2n+ 1)2 = (2n+ 1)
(
2n2 + 2n+ 1

)
.

Оскiльки 2n + 1 6= 1, 2n2 + 2n + 1 6= 1, то задане число буде складеним при

будь-якому натуральному n.

Biдповiдь. Не iснує. Нова iдея полягає в пeреформулюваннi задачi.

Задача 4. Чи є число

√
2011 · 2012 · 2013 · 2014 + 1

цiлим?

Розв’язання. Покладемо 2011 = n, Тодi заданий числовий вираз набуває

вигляду:√
n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) + 1 =

√
(n2 + 3n) (n2 + 3n+ 2) + 1 =

=

√
(n2 + 3n+ 1)2 = n2 + 3n+ 1 = 20112 + 3 · 2011 + 1.

Нoва iдея полягає у використаннi iдеї узагальнення.

Задача 5. Обчислiть найбiльш рацiональним способом: arctg1+arctg2+

+arctg3.

Розв’язання. Зробимо рисунок.
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Трикутник ABC є прямокутним i piвнoбедреним, тoмy tgγ = tg45◦ = 1,

звiдки γ = arctg1. Oтжe, arctg1 + arctg2 + arctg3 = π.

Нова iдея полягає в застосуваннi рисунка як графiчної моделi розв’яза-

ння задачi.

Задачi, розв’язування яких пов’язане з пошуком нової iдеї, вiдiграють

велику роль у розвитку учнiв, оскiльки розвивають смiливiсть мислення, при-

мушують ламати певнi психологiчнi бар’єри та пiдвищують iнтерес до вивчен-

ня математики. Розвинений iнтелект потрiбен кожнiй людинi, у якiй би галузi

вона не працювала. У розглянутому циклi задач сам процес вiдшукання нової

iдеї бiльш важливий, нiж результат. За словами вiдомого математика i педаго-

га О. I. Маркушевича, ”знання з часом забуваються, а розвиток залишається”.

Процес розв’язування таких задач може зафiксуватись у пiдсвiдомостi учня

i, можливо, навiть через багато рокiв за сприятливих умов активiзуватись.

Саме тодi може настати та мить, яка має назву ”Еврiка!”.
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Висновки

Мотивацiя – найважливiший компонент навчальної дiяльностi, а для

особистостi внутрiшня мотивацiя є основним критерiєм її сформованостi.

Учням зрозумiло, коли їм цiкаво – це факт. Як же сформувати зацiкавле-

нiсть? Через самостiйнiсть i активнiсть, через пошукову дiяльнiсть на уроцi i

вдома, створення проблемної ситуацiї, рiзноманiтнiсть методiв навчання, че-

рез новизну матерiалу та емоцiйний фон уроку.

Сучасне суспiльство зацiкавлено в людях високого професiйного рiвня,

здатних приймати нестандартнi рiшення i творчо мислити. Для цього школа

має не просто озброїти випускника набором знань, але й сформувати такi риси

особистостi iнiцiативнiсть, здатнiсть творчо та нестандартно мислити, вмiння

застосовувати отриманi знання в практичнiй дiяльностi.

У формуваннi таких рис велику роль грає саме математика. В загаль-

ноосвiтнiй пiдготовцi цей предмет є одним iз найскладнiших для учнiв. Тому

так важливо вибрати способи та методи навчання з метою забезпечення ма-

ксимальної ефективностi, вмiло використовувати сучаснi технологiї з ураху-

ванням i особливостей учнiв, i умов в школi; важливо, щоб учнi зрозумiли:

знання i компетентностi, набутi в школi, i цiннiсть яких вони ще не в змозi

оцiнити, в майбутньому принесуть їм великi дивiденди.
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