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І. Вступ 

         Дослідимо існування та стійкість як завгодно великого 

скінченного числа циклів параболічної системи із малою дифузією 

(феномен буферності). Питання стійкості та біфуркації розв’язків 

диференціальних рівнянь з частинними похідними вивчалися, 

наприклад, у працях [1  ̶ 7]. Такі математичні моделі описують складні 

фізичні явища.   

І І. Існування та стійкість біжучих хвиль 

параболічних систем із малою дифузією 

Дослідимо біфуркацію як завгодно великої кількості циклів 

параболічних систем із малою дифузією. Розглянемо систему  
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= 𝜀𝛾

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
− 𝜀𝛿

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
− 𝜔0𝑢2 + 𝜀(𝛼𝑢1 − 𝛽𝑢2) + 

+(𝑑0𝑢1 − 𝑐0𝑢2)(𝑢1
2 + 𝑢2

2), 
  

𝜕𝑢2

𝜕𝑡
= 𝜀𝛾

𝜕2𝑢2

𝜕𝑥2
+ 𝜀𝛿

𝜕2𝑢1

𝜕𝑥2
+ 𝜔0𝑢1 + 𝜀(𝛼𝑢2 + 𝛽𝑢1) + 

 +(𝑑0𝑢2 + 𝑐0𝑢1)(𝑢1
2 + 𝑢2

2)     (1) 

з періодичною умовою  

𝑢1(𝑡, 𝑥 + 2𝜋) = 𝑢1(𝑡, 𝑥), 𝑢2(𝑡, 𝑥 + 2𝜋) = 𝑢2(𝑡, 𝑥),   (2) 

де 𝜀 – малий додатний параметр, 𝜔0 > 0, 𝛼 > 0, 𝛾 > 0, 𝑑0 < 0. 

   Перейшовши до комплексних змінних 𝑢 = 𝑢1 + 𝑖𝑢2, 𝑢̅ = 𝑢1 − 𝑖𝑢2, 

одержимо рівняння  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑖𝜔0𝑢 + 𝜀 [(𝛾 + 𝑖𝛿)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + (𝛼 + 𝑖𝛽)𝑢] + (𝑑0 + 𝑖𝑐0)𝑢2𝑢.  (3) 

 



   Дослідимо існування і стійкість хвильових розв’язків задачі (1), (2). 

Розв’язок рівняння (3) будемо шукати у вигляді біжучої хвилі 

𝑢 = 𝜃(𝑦), 𝑦 = 𝜎𝑡 + 𝑥, де функція 𝜃(𝑦) має період 2𝜋. Тоді одержимо 

рівняння  

𝜎
𝑑𝜃

𝑑𝑦
= 𝑖𝜔0𝜃 + 𝜀 [(𝛾 + 𝑖𝛿)

𝑑2𝜃

𝑑𝑦2 + (𝛼 + 𝑖𝛽)𝜃] + (𝑑0 + 𝑖𝑐0)𝜃2𝜃 . 

 

Це рівняння заміною 
𝑑𝜃

𝑑𝑦
= 𝜃1 зведемо до вигляду  

𝑑𝜃

𝑑𝑦
= 𝜃1,     

𝜎𝜃1 = 𝑖𝜔0𝜃 + 𝜀[(𝛾 + 𝑖𝛿)
𝑑𝜃1

𝑑𝑦
+ (𝛼 + 𝑖𝛽)𝜃] + (𝑑0 + 𝑖𝑐0)𝜃2𝜃.   (4) 

 

Інтегральний многовид системи (4) можна зобразити у вигляді  

𝜃1 =
𝑖𝜔0

𝜎
𝜃 + 𝜀 [

𝛼+𝑖𝛽

𝜎
𝜃 −

𝜔0
2

𝜎3 (𝛾 + 𝑖𝛿)𝜃] +
𝑑0+𝑖𝑐0

𝜎
𝜃2𝜃̅ + ⋯. 

 

Тут у лінійних доданках збережено члени порядку 𝑂(𝜀), а в нелінійних 

– 𝑂(1). Рівняння на цьому многовиді набере вигляду  
𝑑𝜃

𝑑𝑦
=

𝑖𝜔0

𝜎
𝜃 + 𝜀 [

𝛼+𝑖𝛽

𝜎
𝜃 −

𝜔0
2

𝜎3 (𝛾 + 𝑖𝛿)𝜃] +
𝑑0+𝑖𝑐0

𝜎
𝜃2𝜃̅ + ⋯.  (5) 

Перейшовши у рівнянні (5) до полярних координат, 𝜃 = 𝑟exp(𝑖𝜑) , 

одержимо рівняння  

 
𝑑𝑟

𝑑𝑦
= 𝜀 (

𝛼

𝜎
−

𝛾

𝜎3 𝜔0
2) 𝑟 +

𝑑0

𝜎
𝑟3.    (6) 

Нехай 𝑑0 < 0 і виконується нерівність 𝛼 >
𝛾

𝜎2 𝜔0
2. Тоді рівняння (6) має 

стаціонарний розв’язок  

 𝑟 = √𝜀𝑅0,    𝑅0 = √(𝛼 −
𝛾

𝜎2 𝜔0
2) |𝑑0|−1, 

отже, періодичний розв’язок рівняння (5) має вигляд 𝜃 =

√𝜀𝑅0exp (
𝑖𝜔0

𝜎
𝑦) + 𝑂(𝜀) . Враховуючи, що функція 𝜃  має період 2𝜋 , 

одержуємо 𝜎 =
𝜔0

𝑛
+ 𝑂(𝜀) , 𝑛 = ±1, ±2, … . Отже, періодичний 

розв’язок рівняння (3) має вигляд  

𝑢𝑛 = 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥) = √𝜀𝑟𝑛exp(𝑖(𝜒𝑛(𝜀)𝑡 + 𝑛𝑥)) + 𝑂(𝜀),   (7) 

 

де 𝑟𝑛 = √(𝛼 − 𝑛2𝛾)|𝑑0|−1 , 𝜒𝑛(𝜀) = 𝜔0 + 𝜀𝛽 + 𝜀𝑐0𝑟𝑛
2 − 𝜀𝛿𝑛2 , 𝑛 ∈ ℤ . 

Тоді періодичний розв’язок задачі (1), (2) має вигляд  

 𝑢1 = √𝜀𝑟𝑛cos(𝜒𝑛(𝜀)𝑡 + 𝑛𝑥), 

 𝑢2 = √𝜀𝑟𝑛sin(𝜒𝑛(𝜀)𝑡 + 𝑛𝑥),    𝑛 ∈ ℤ.    (8) 

Тому правильні наступні твердження. 



   Теорема 1.   Нехай 𝜔0 > 0 , 𝛼 > 0 , 𝛾 > 0 , 𝑑0 < 0  і для деякого 

цілого 𝑛 виконується нерівність 𝛼 > 𝛾𝑛2. Тоді знайдеться таке 𝜀0 >
0, що при 0 < 𝜀 < 𝜀0 задача (1), (2) має періодичні відносно 𝑡 розв’язки 

(8). 

   Теорема 2.  Біжучі хвилі 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥)  задачі (1), (2) експоненціально 

орбітально стійкі тоді і тільки тоді, коли виконується умова  

(𝑑0𝑟𝑛
2 − 𝛾𝑘2)2(𝛾2𝑘2 + 𝛿2𝑘2 − 2𝛾𝑑0𝑟𝑛

2 − 4𝛾2𝑛2 − 

 −2𝛿𝑐0𝑟𝑛
2) > 4𝛾2𝑛2(𝑐0𝑟𝑛

2 − 𝛿𝑘2)2,                           

при всіх 𝑘 ∈ ℤ\{0}, де 𝑟𝑛
2 = (𝛾𝑛2 − 𝛼)/𝑑0. 

Як приклад розглянемо систему (1), в якій 𝛿 = 0, 𝛽 = 0, 𝑐0 =
0 . Тоді з теореми 1 випливає, що при 𝑑0 < 0 , 𝛾𝑛2 < 𝛼  існує 

періодичний розв’язок  

𝑢𝑛 = √𝜀(𝛼 − 𝛾𝑛2)|𝑑0|−1 (
cos(𝜔0𝑡 + 𝑛𝑥)
sin(𝜔0𝑡 + 𝑛𝑥)

). 

Згідно з теоремою 2 біжучі хвилі 𝑢𝑛(𝑡, 𝑥) експоненціально орбітально 

стійкі тоді і тільки тоді, коли 𝑛2 <
1

6𝛾
(𝛾 + 2𝛼). 
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BIFURCATION OF PERIODIC SOLUTIONS IN PARABOLIC SYSTEMS 

WITH WEAK DIFFUSION 

Ivan Klevchuk, Mykola Hrytchuk 

ABSTRACT. We prove the existence of periodic solutions in autonomous parabolic 

system of differential equations with weak diffusion on the circle. We consider the 

problem of existence and stability of traveling waves. We study the existence and 

stability of an arbitrarily large finite number of cycles for a parabolic system with 

weak diffusion. 
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