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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

Ïðè äîñëiäæåííi çàäà÷ ñòiéêîñòi, îñöèëÿöi¨, áiôóðêàöi¨, êåðóâàííÿ òà
ñòàáiëiçàöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü âà-
æëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ðîçìiùåííÿ êîðåíiâ âiäïîâiäíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ
ðiâíÿíü, ÿêi ó âèïàäêó òàêèõ ðiâíÿíü íàçèâàþòü êâàçiïîëiíîìàìè.

Åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ çíàõîäæåííÿ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ íà äàíèé
÷àñ íåìà¹. Ïðè äîñëiäæåííi àïðîêñèìàöi¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü âèÿâèëîñü, ùî íàáëèæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ
¨õ êâàçiïîëiíîìiâ ìîæíà çíàõîäèòè çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìóþ÷èõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü.

Ó äàíié ðîáîòi äîñëiäæóþòüñÿ çàñòîñóâàííÿ ñõåì àïðîêñèìàöi¨ äèôå-
ðåíöiàëüíî -ðiçíèöåâèõ ðiâíÿíü [1-6] äî íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ íåà-
ñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ òà àíàëiçó ñòiéêîñòi ðîçâ`ÿçêiâ ñè-
ñòåì ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì. Ðîçãëÿíåìî ëiíié-
íó ñèñòåìó iç çàïiçíåííÿì

dx

dt
=

k∑
i=0

Aix(t− τi), (1)

äå x ∈ Rn , Ai, i = 1, k -ñòàëi ìàòðèöi, 0 = τ0 < τ1 < ... < τk = τ.
Êâàçiïîëiíîì äëÿ ñèñòåìè (1) ìà¹ âèãëÿä:

Φ(λ) = det(λE −
k∑
i=0

Aie
−λτi). (2)

Ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñèñòåìi (1) òàêó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü [2-3]

dz0(t)

dt
=

k∑
i=0

Aizli(t), li =

[
τim

τ

]
,

dzi(t)

dt
= µ[zi−1(t)− zi(t)], i = 1,m, µ =

m

τ
. (3)

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè (3) ìà¹ ìiñöå

63



ñïiââiäíîøåííÿ [3-4]

Ψm(λ) = det(λE −
k∑
i=0

Ai(
µ

µ+ λ
)li)(µ+ λ)mn (4)

i ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

Hm(λ) =
Ψm(λ)

(µ+ λ)mn
(5)

çáiãà¹òüñÿ ïðè m→∞ äî êâàçiïîëiíîìà (2) [3-5].

Òåîðåìà 1. ßêùî íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) åêñïîíåíöiàëüíî ñòié-
êèé (íåñòiéêèé), òîäi iñíó¹ m0 > 0 òàêå, ùî ïðè m > m0 íóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê àïðîêñèìóþ÷î¨ ñèñòåìè (3) òàêîæ åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé
(íåñòiéêèé).

ßêùî äëÿ âñiõ m > m0 íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (3) åêñïîíåíöi-
àëüíî ñòiéêèé (íåñòiéêèé), òîäi é íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê äèôåðåíöiàëüíî-
ðiçíèöåâîãî ðiâíÿííÿ iç çàïiçíåííÿì (1) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé (íå-
ñòiéêèé).

Iç íàâåäåíî¨ òåîðåìè äiñòà¹ìî, ùî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó m àñèì-
ïòîòè÷íà ñòiéêiñòü (íåñòiéêiñòü) íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ
åêâiâàëåíòíà àñèìïòîòè÷íié ñòiéêîñòi (íåñòiéêîñòi) íóëüîâîãî ðîçâ'ÿçêó
ñèñòåìè àïðîêñèìóþ÷èõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì àïðîêñèìàöié-
íi ñõåìè äîçâîëÿþòü ïîáóäóâàòè àëãîðèòìè íàáëèæåíîãî çíàõîäæåííÿ
íåàñèìïòîòè÷íèõ êîðåíiâ âiäïîâiäíèõ êâàçiïîëiíîìiâ. Îòðèìàíî çðó÷íi
äëÿ êîìï'þòåðíîãî çàñòîñóâàííÿ ðîçðàõóíêîâi ôîðìóëè äëÿ ñêàëÿðíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç îäíèì, äâîìà i òðüîìà çàïiçíåííÿìè, à òà-
êîæ äëÿ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó [4-5]. Îá÷èñëåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü
êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ àïðîêñèìóþ÷èõ ïîëiíî-
ìiâ ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ âáóäîâàíèõ ôóíêöié Matlab, Maple,
Mathematica àáî çà äîïîìîãîþ áiáëiîòåêè Numpy íà ïëàòôîðìi Python.

Çà äîïîìîãîþ íàáëèæåíèõ àëãîðèòìiâ çíàõîäæåííÿ íåàñèìïòîòè÷íèõ
êîðåíiâ êâàçiïîëiíîìiâ çàïðîïîíîâàíî ñïîñiá ïîáóäîâè êîåôiöi¹íòíèõ îáëà-
ñòåé ñòiéêîñòi äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì òà
çíàõîäæåííÿ ìíîæèíè çíà÷åíü çàïiçíåííÿ, äëÿ ÿêèõ ðiâíÿííÿ ¹ àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêèì [6].

Ïðîâåäåíi ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè íà ìîäåëüíèõ òåñòîâèõ ïðèêëàäàõ
ïiäòâåðäæóþòü åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíèõ ñõåì ìîäåëþâàííÿ ëiíiéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç çàïiçíåííÿì.
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