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ВСТУП

Залежнiсть неперервних функцiй на добутках вiд певної кiлькостi ко-
ординат iнтенсивно вивчалася математиками середини ХХ столiття (I. Мi-
бу, С. Мазур, Г. Корсон i Дж. Iзбелл, К. Росс i А. Стоун, Р. Енґелькiнґ,
А. Мiщенко, Н. Нобл i М. Ульмер) i стала зручним iнструментом для до-
слiджень властивостей неперервних вiдображень, залишаючись, втiм, не
менше, впродовж кiлькох десятилiть поза увагою дослiдникiв питань тео-
рiї нарiзно неперервних вiдображень.

В 1992 роцi автором при вивченнi нарiзно неперервних функцiй на добу-
тках тихоновських кубiв запропоновано новий пiдхiд, який базувався на
поняттi залежностi функцiй вiд певної кiлькостi координат. Подальший
розвиток цього методу разом iз використанням iнших технiчних прийомiв
та iдей показали, що даний пiдхiд застосовний до розв’язання багатьох
задач теорiї нарiзно неперервних вiдображень i дає можливiсть отриму-
вати найбiльш загальнi результати у напрямку конкретних дослiджень.
Загальний варiант цього пiдходу дiстав назву "координатного методу" i
його використання стало основою результуючої роботи [55].

Мета цiєї працi – методично опрацьований виклад рiзних пiдходiв до
одержання результатiв про залежнiсть вiд певної кiлькостi координат не-
перервних i нарiзно неперервних вiдображень. Крiм того, ми подамо також
застосування результатiв про залежнiсть нарiзно неперервних функцiй до
дослiдження деяких питань берiвської класифiкацiї i до вивчення власти-
востей компактних пiдмножин просторiв неперервних функцiй.

За своїм стилем поданий матерiал цiлком доступний для студентiв-
математикiв старших курсiв, i його якiсне усвiдомлення не вимагає вiд
читача надто глибоких знань, якi виходять за межi стандартних курсiв
топологiї, математичного i функцiонального аналiзу. Дана праця зорiєн-
тована також на широке коло науковцiв: вiд з математикiв-початкiвцiв,
для яких її опрацювання може послужити добрим стартовим майданчи-
ком для подальших наукових звершень, i до фахiвцiв даної тематики, ко-
трi тут, сподiваємось, також зможуть знайти для себе корисну та цiкаву
iнформацiю.

При викладi матерiалу ми будемо дотримуватись нижченаведених пiд-
ходiв.
1) Порядок викладу матерiалу за роздiлами зорганiзований, в цiлому,
у хронологiчному порядку: вiд перших простiших результатiв про зале-
жнiсть неперервних функцiй вiд злiченної кiлькостi координат до розгля-
ду теорем про залежнiсть функцiй на пiдпросторах добуткiв i їх застосу-
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вань.
2) Базисний теоретичний матерiал у роздiлах чи пiдроздiлах методично
зорiєнтований на прикiнцеве одержання основних результатiв. Разом iз
тим, ми включили до детального розгляду, крiм безпосереднiх результатiв
про залежнiсть та їх застосувань, три класичнi теореми загальної теорiї
функцiй: теорему Тихонова про компактнiсть добутку, теорему Стоуна-
Вейєрштрасса i теорему Тихонова про унiверсальнiсть тихоновських кубiв,
оскiльки вони вiдiграють ключову роль у розвитку наших дослiджень на
вiдповiдних етапах.
3) Для збереження повноти iсторичної картини щодо рiзних доведень тих
чи iнших основних результатiв в кожному роздiлi пiсля викладу основного
матерiалу ми подаємо заключнi зауваження iсторично-бiблiографiчного
характеру, якi, зокрема, мiстять посилання на альтернативнi доведення,
що одержанi незалежно вiд викладених в основному текстi.
4) В кiнцi кожного роздiлу ми помiстили вправи, якi, з одного боку, да-
ють можливiсть закрiпити ключовi пiдходи, застосованi в головнiй змi-
стовнiй частинi, а з iншого – вони вiдображають iдеї та методи мiркувань,
якi використовувалися в дослiдженнях даної тематики, але не увiйшли до
основного розгляду.
5) В останньому роздiлi ми подали вiдкритi питання з даної тематики, якi
ще чекають свого розв’язання.
6) В цiлому, ми будемо дотримуватися загальноприйнятої термiнологiї i
звичних позначень, якi, наприклад, можна знайти в книзi [16]. В кiнцi
ми також помiстили перелiк умовних позначень i термiнiв, який, зокрема,
мiстить посилання на спецiальнi позначення, використовуванi впродовж
усього тексту.
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Роздiл 1

НЕПЕРЕРВНI ФУНКЦIЇ НА
ДОБУТКАХ КОМПАКТНИХ

ПРОСТОРIВ

У цьому роздiлi ми розглянемо найпростiшi результати про залежнiсть
неперервних функцiй на просторах-добутках вiд злiченної кiлькостi коор-
динат. Цi результати стосуються дiйснозначних функцiй i вiдображень зi
значеннями у метризовному просторi, якi визначенi в обох випадках на
добутку сiм’ї компактних просторiв. Вони – нескладнi наслiдки двох кла-
сичних фундаментальних теорем: теореми Тихонова про компактнiсть до-
бутку i теореми Стоуна-Вейєрштрасса про кiльце неперервних функцiй на
компактi. Беручи до уваги як важливiсть цих результатiв для нашого ви-
кладу, так i загальнонаукову їхню цiннiсть, ми у перших двох пiдроздiлах
подамо цi теореми з доведеннями. Потiм у третьому роздiлi ми доведемо
результати про залежнiсть неперервних функцiй вiд злiченної кiлькостi
координат.
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1.1

Теорема Тихонова про компактнiсть добутку

У даному пiдроздiлi ми викладемо одну iз фундаментальних теорем
загальної теорiї функцiй – теорему Тихонова про компактнiсть добутку
сiм’ї компактних просторiв. При цьому ми будемо використовувати схе-
му мiркувань, викладених при доведеннi цiєї теореми в книзi [16] (див.
доведення теореми 3.2.4).

1.1.1. Властивiсть скiнченного перетину i характериза-
цiя компактних просторiв. У цьому пунктi ми розглянемо класи-
чну характеризацiю компактного простору, яка формулюється у термiнах
перетинiв сiмей чи систем замкнених пiдмножин цього простору.

Пiд системою множин ми розумiємо множину, елементами якої є мно-
жини. Для рiзних елементiв A i B системи A обов’язково A 6= B. Для
довiльної множини X через 2X ми позначаємо систему всiх пiдмножин
множини X.

Нехай I та X – деякi множини. Функцiю α : I → 2X називатимемо сiм’-
єю множин i позначатимемо її (Ai : i ∈ I) або (Ai)i∈I . Зауважимо, що для
довiльних рiзних iндексiв i, j ∈ I може виконуватись рiвнiсть Ai = Aj .
У зв’язку з сiм’єю множин (Ai : i ∈ I) природно виникає система мно-
жин {Ai : i ∈ I}, яка для непорожньої множини I не збiгається з сiм’єю
(Ai : i ∈ I).

Для сiм’ї (Ai : i ∈ I) пiдмножин множини X пiд перетином цiєї сiм’ї ми
розумiємо множину

⋂
i∈I

Ai, а пiд об’єднанням – множину
⋃
i∈I

Ai. Аналогiчно

для системи B пiдмножин множини X пiд перетином i об’єднанням цiєї
системи ми розумiємо множини

⋂B =
⋂

B∈B
B i

⋃B =
⋃

B∈B
B вiдповiдно.

Зауважимо, що у випадку, коли сiм’я (Ai : i ∈ I) – порожня, тобто
I = ∅, чи ситема B – порожня, ми вважаємо, що

⋂

i∈I

Ai =
⋂
B = X.

Зазначимо, що при цьому зберiгаються природнi властивостi перетинiв.
Наприклад, якщо A′ ⊆ A, то ⋂A ⊆ ⋂A′.

Будемо казати, що сiм’я (Ai : i ∈ I) пiдмножин непорожньої множини
X має властивiсть скiнченного перетину, якщо для довiльної скiнченної
множини J ⊆ I перетин

⋂
i∈J

Ai – непорожнiй.

10



Аналогiчно вводиться поняття властивостi скiнченного перетину для
систем множин. А саме, система A пiдмножин непорожньої множини X
має властивiсть скiнченного перетину, якщо для довiльної скiнченної
пiдсистеми B ⊆ A перетин

⋂B непорожнiй.
Наступнi два твердження мають очевиднi доведення.

Твердження 1.1.1. Сiм’я (Ai : i ∈ I) пiдмножин непорожньої множи-
ни X має властивiсть скiнченного перетину тодi i тiльки тодi, коли
вiдповiдна їй система

B = {Ai : i ∈ I}
має властивiсть скiнченного перетину.

I навпаки, система A пiдмножин непорожньої множини X має вла-
стивiсть скiнченного перетину тодi i тiльки тодi, коли вiдповiдна їй
сiм’я (AB : B ∈ B) множин AB = B має властивiсть скiнченного пере-
тину.

Твердження 1.1.2. Нехай сiм’я (Ai : i ∈ I) пiдмножин непорожньої
множини X має властивiсть скiнченного перетину i f : X → Y – до-
вiльне вiдображення. Тодi сiм’я (f(Ai) : i ∈ I) пiдмножин множини Y
також має властивiсть скiнченного перетину.

Сiм’ю (чи систему), яка складається з вiдкритих множин у топологi-
чному просторi X називатимемо вiдкритим покриттям цього простору,
якщо об’єднання всiх множин даної сiм’ї (чи системи) дорiвнює всьому
простору X.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається компактним, якщо
з довiльного вiдкритого покриття цього простору можна видiлити скiнчен-
не пiдпокриття.

Ми будемо використовувати наступну добре вiдому характеризацiю
компактних просторiв (див. [16, теорема 3.1.1])

Твердження 1.1.3. Для довiльного непорожнього топологiчного про-
стору X наступнi умови рiвносильнi:

(i) простiр X – компактний;

(ii) довiльна сiм’я замкнених множин (Fi : i ∈ I) з властивiстю скiн-
ченного перетину має непорожнiй перетин

⋂
i∈I

Fi;

(iii) довiльна система замкнених множин F з властивiстю скiнченного
перетину має непорожнiй перетин

⋂F .
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Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай (Fi : i ∈ I) – довiльна сiм’я з властивiстю
скiнченного перетину, яка складається зi замкнених множин Fi у компа-
ктному просторi X. Для кожного i ∈ I покладемо Ui = X \ Fi. Оскiльки
сiм’я (Fi : i ∈ I) має властивiсть скiнченного перетину, то для довiльної
скiнченної множини J ⊆ I перетин

⋂
i∈J

Fi – непорожнiй, тобто

⋃

i∈J

Ui =
⋃

i∈J

(X \ Fi) = X \
(⋂

i∈J

Fi

)
6= X.

Отже, зi сiм’ї (Ui : i ∈ I) вiдкритих множин Ui не можна видiлити
скiнченну пiдсiм’ю, яка покриває весь компактний простiр X. Тому сiм’я
(Ui : i ∈ I) не є покриттям простору X, тобто

⋂

i∈I

Fi =
⋂

i∈I

(X \ Ui) = X \
(⋃

i∈I

Ui

)
6= ∅.

(ii) ⇒ (i). Мiркуємо аналогiчно. Нехай (Ui : i ∈ I) – довiльне вiдкрите
покриття простору X з властивiстю (ii). Для кожного i ∈ I приймемо
Fi = X \ Ui. Оскiльки сiм’я (Ui : i ∈ I) є покриттям простору X, то

⋂

i∈I

Fi =
⋂

i∈I

(X \ Ui) = X \
(⋃

i∈I

Ui

)
= ∅.

Отже, сiм’я (Fi : i ∈ I) замкнених множин Fi в просторi X з властивiстю
(ii) має порожнiй перетин. Тому ця сiм’я не має властивостi скiнченного
перетину, тобто iснує скiнченна множина J ⊆ I така, що перетин

⋂
i∈J

Fi

порожнiй, тобто
⋃

i∈J

Ui = X \
(⋂

i∈J

Fi

)
= X.

Отже, з вiдкритого покриття (Ui : i ∈ I) простору X можна видiлити
скiнченне пiдпокриття. Тому простiр X компактний.

Рiвносильнiсть умов (ii) та (iii) випливає безпосередньо з твердження
1.1.1.

1.1.2. Один наслiдок з леми Тейхмюллера – Тьюкi. У
цьому пунктi ми подамо один простий наслiдок з леми Тейхмюллера –
Тьюкi, який стосується систем множин iз властивiстю скiнченного пере-
тину.

Нехай X – непорожня множина i φ – деяка властивiсть пiдмножин
множини X. Будемо казати, що φ це властивiсть скiнченного характеру в
X, якщо:
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(p1) порожня множина має властивiсть φ;

(p2) довiльна множина A ⊆ X має властивiсть φ тодi i тiльки тодi, коли
кожна її скiнченна пiдмножина B ⊆ A має властивiсть φ.

У випадку, коли властивiсть φ стосується систем множин, тобто, мно-
жин, елементами яких є пiдмножини деякої множини X, то φ може мати
скiнченний характер у множинi 2X усiх пiдмножин множини X.

Твердження 1.1.4. Властивiсть φ скiнченного перетину систем пiд-
множин непорожньої множини X – властивiсть скiнченного характеру
у множинi 2X .

Доведення. Перевiримо умови (p1) i (p2) для систем A ⊆ 2X .
Якщо A = ∅, то B = A для довiльної скiнченной пiдсистеми B систе-

ми A, i тодi ⋂B = X 6= ∅. Отже, порожня система A має властивiсть
скiнченного перетину φ, тобто виконується умова (p1).

З iншого боку, довiльна скiнченна система B ⊆ 2X має властивiсть φ
тодi i тiльки тодi, коли

⋂B 6= ∅. Тому, згiдно з означенням властивостi
скiнченного перетину φ, довiльна система A ⊆ 2X має властивiсть φ тодi
i тiльки тодi, коли кожна її скiнченна пiдсистема B ⊆ A має властивiсть
φ. Тобто, виконується умова (p2).

Нехай A – деяка система множини. Елемент A0 ∈ A називатимемо
максимальним у системi A, якщо для довiльного елемента A ∈ A з умови
A0 ⊆ A випливає рiвнiсть A = A0.

Зрозумiло, що ця термiнологiя застосовна i у випадку, коли елемен-
тами систем множин також є системи множин. А саме, нехай A – деяка
сукупнiсть систем множин. Систему множин A0 ∈ A називатимемо макси-
мальною в A, якщо для довiльної системи A ∈ A з умови A0 ⊆ A випливає
рiвнiсть A = A0.

Нам буде потрiбна лема Тейхмюллера-Тьюкi, яка є одним iз рiвносиль-
них переформулювань аксiоми вибору (дивись, наприклад, [16, роздiл I.4])
i гарантує iснування максимального елемента у системi множин, породже-
нiй властивiстю скiнченного характеру.

Теорема 1.1.5 (Лема Тейхмюллера-Тьюкi). Нехай X – непорожня мно-
жина, φ – властивiсть скiнченного характеру пiдмножин множини X
i A – система всiх пiдмножин A множини X, якi мають властивiсть
φ. Тодi для довiльної множини A ∈ A в системi A iснує максимальний
елемент A0 ∈ A такий, що A ⊆ A0.

Тепер iз твердження 1.1.4 i теореми 1.1.5 негайно випливає наступний
наслiдок, який ми будемо використовувати для доведення основного ре-
зультату даного пiдроздiлу.
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Наслiдок 1.1.6. Нехай X – непорожня множина i A – сукупнiсть усiх
систем A ⊆ 2X з властивiстю скiнченного перетину. Тодi для довiльної
системи A ∈ A в сукупностi A iснує максимальний елемент A0 ∈ A
такий, що A ⊆ A0.

Наступне твердження дає властивостi максимальних систем множин iз
властивiстю скiнченного перетину.

Твердження 1.1.7. Нехай X – непорожня множина, A – сукупнiсть
усiх систем A ⊆ 2X iз властивiстю скiнченного перетину i A0 – макси-
мальний елемент в A. Тодi

(i) A1 ∩ · · · ∩An ∈ A0 для довiльних n ∈ N i A1, . . . , An ∈ A0;

(ii) якщо множина A ⊆ X така, що A∩A1 ∩ · · · ∩An 6= ∅ для довiльних
n ∈ N i A1, . . . , An ∈ A0, то A ∈ A0;

(iii) якщо множина B ⊆ X така, що B∩A 6= ∅ для кожного A ∈ A0, то
B ∈ A0.

Доведення. (i). Нехай n ∈ N, A1, . . . , An ∈ A0 i A = A1 ∩ · · · ∩ An.
Оскiльки система A0 має властивiсть скiнченного перетину, то i систе-
ма A = A0 ∪ {A} має властивiсть скiнченного перетину, тобто A ∈ A. Те-
пер iз максимальностi системи A0 i включення A0 ⊆ A випливає рiвнiсть
A0 = A, тобто A ∈ A0.

(ii). Нехай A ⊆ X така множина, що A∩A1∩· · ·∩An 6= ∅ для довiльних
n ∈ N i A1, . . . , An ∈ A0. Далi мiркуємо аналогiчно, як у випадку (i).
Оскiльки A0 ∈ A, то A = A0 ∪ {A} ∈ A. I з максимальностi A0 i включення
A0 ⊆ A випливає, що A ∈ A0.

Властивiсть (iii) випливає безпосередньо з (i) та (ii).

1.1.3. Топологiчнi добутки, проекцiї i базиснi множи-
ни. У даному пунктi ми подамо деякi поняття i факти, пов’язанi з топо-
логiчними добутками i уведемо позначення, якi будемо використовувати
в подальшому викладi.

Декартiв добуток
∏

s∈S

Xs сiм’ї (Xs)s∈S непорожнiх множин Xs складає-

ться з усiх сiмей (xs)s∈S елементiв xs ∈ Xs. Елемент x добутку
∏

s∈S

Xs ми

також позначатимемо як сiм’ю (x(s))s∈S елементiв x(s) ∈ Xs. При цьому
елемент (x(s))s∈S є функцiєю x : S → ⋃

s∈S

Xs.

Для довiльного елемента x = (xs)s∈S добутку
∏

s∈S

Xs i непорожньої мно-

жини T ⊆ S через x|T ми позначаємо сiм’ю x = (xs)s∈T , яка є елементом
добутку

∏
s∈T

Xs.

14



У випадку, коли Xs = Y для кожного s ∈ S добуток
∏

s∈S

Xs ми позна-

чаємо Y S i вiн складається з усiх функцiй x : S → Y .
У зв’язку з декартовим добутком X =

∏
s∈S

Xs природно виникає сiм’я

(ps)s∈S вiдображень ps : X → Xs,

ps((xt)t∈S) = xs,

якi називаються s-ми проекцiями.
Тепер нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Xs i X =

∏
s∈S

Xs. То-

пологiєю добутку τ на множинi X називається найслабша топологiя на X,
вiдносно якої всi проекцiї ps – неперервнi. При цьому топологiчний простiр
(X, τ) називається топологiчним добутком сiм’ї топологiчних просторiв
(Xs)s∈S .

Зазначимо, що базу топологiї добутку на топологiчному добутку
∏

s∈S

Xs

утворюють множини вигляду

U =
⋂

s∈T

p−1
s (Us) =

∏

s∈T

Us ×
∏

s∈S\T
Xs,

де T ⊆ S – скiнченна множина i (Us)s∈T – сiм’я вiдкритих у просторi
Xs множин Us. Базу, яка складається з таких множин U ми називати-
мемо стандартною, а її елементи – базисними вiдкритими множинами.
Iншими словами, вiдкрита множина U в топологiчному добутку

∏
s∈S

Xs –

базисна тодi i тiльки тодi, коли

U =
∏

s∈S

Us,

де (Us)s∈S – сiм’я вiдкритих в просторi Xs множин Us така, що множина

R(U) = {s ∈ S : Us 6= Xs}
– скiнченна.

Ми часто будемо використовувати наступну просту властивiсть бази-
сних множин.

Твердження 1.1.8. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв,
U =

∏
s∈S

Us – базисна вiдкрита множина в топологiчному добутку

X =
∏

s∈S

Xs, x = (xs)s∈S ∈ U i y = (ys)s∈S ∈ X такi, що x|R(U) = y|R(U).

Тодi y ∈ U .

Доведення. З одного боку, ys = xs ∈ Us для кожного s ∈ R(U). А з iншого
– ys ∈ Xs = Us для кожного s ∈ S \ R(U). Отже, ys ∈ Us для кожного
s ∈ S, тобто y ∈ U .
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1.1.4. Теорема Тихонова. У даному пунктi ми доведемо одну iз
найважливiших теорем загальної теорiї функцiй про компактнiсть добутку
компактних просторiв (див. [16, теорема 3.2.4]).

Нам буде потрiбна така корисна властивiсть компактних просторiв.

Твердження 1.1.9. Нехай X – компактний простiр, Y – топологiчний
простiр i f : X → Y – неперервне вiдображення. Тодi множина f(X) –
компактна в просторi Y .

Доведення. Нехай V – вiдкрите покриття множини f(X) у просторi Y .
Тодi система

{f−1(V ) : V ∈ V}
– вiдкрите покриття компактного простору X. Тому iснує скiнченна си-
стема V0 така, що система

{f−1(V ) : V ∈ V0}

також є покриттям простору X. Звiдси випливає, що V0 – покриття мно-
жини f(X). Отже, f(X) – компактна множина в Y .

Тепер доведемо основний результат цього пiдроздiлу.

Теорема 1.1.10 (теорема Тихонова). Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних
просторiв Xs. Тодi наступнi умови рiвносильнi

(i) топологiчний добуток X =
∏

s∈S

Xs – компактний простiр;

(ii) кожний простiр Xs – компактний простiр.

Доведення. (i) ⇒ (ii). Зафiксуємо s ∈ S i розглянемо s-ту проекцiю
ps : X → Xs,

ps((xt)t∈S) = xs,

яка є неперервним вiдображенням згiдно з означенням топологiї добутку.
Тепер iз твердження 1.1.9 випливає, що простiр Xs – компактний, адже

ps(X) = Xs.

(ii) ⇒ (i). Нехай кожний простiр Xs компактний i F – довiльна систе-
ма з властивiстю скiнченного перетину, яка складається зi замкнених у
просторi X множин. Згiдно з твердженням 1.1.3 достатньо показати, що
перетин цiєї системи

⋂F непорожнiй.
Нехай A – сукупнiсть усiх систем A ⊆ 2X з властивiстю скiнченного

перетину. Тодi згiдно з наслiдком 1.1.6 в сукупностi A iснує максимальний
елемент A ∈ A такий, що F ⊆ A. Залишилось показати, що iснує елемент
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x ∈ X, такий, що x ∈ A для кожного A ∈ A, адже тодi x ∈ F = F для
кожного F ∈ F , тобто x ∈ ⋂F .

Для кожного s ∈ S розглянеммо систему

As = {ps(A) : A ∈ A},
яка складається зi замкнених множин в просторi Xs. З твердження 1.1.2 i
включення ps(A) ⊆ ps(A) випливає, що всi системи As мають властивiсть
скiнченного перетину у вiдповiдному просторi Xs. Тепер згiдно з (ii) i
твердженням 1.1.3 всi перетини

⋂As непорожнi, тобто для кожного s ∈ S
iснує точка xs ∈ Xs така, що

xs ∈ ps(A)

для кожного A ∈ A.
Тепер розглянемо точку

x = (xs)s∈S ∈ X

i покажемо, що довiльний її базисний окiл U входить до системи A. Нехай
T ⊆ S – скiнченна множина, (Us)s∈T – сiм’я вiдкритих околiв Us точок xs

в просторах Xs вiдповiдно i

U =
⋂

s∈T

p−1
s (Us).

Зафiксуємо iндекс s ∈ T i множину A ∈ A. Оскiльки xs ∈ ps(A) i множина
Us – це окiл точки xs, то

Us ∩ ps(A) 6= ∅,
тобто

p−1
s (Us) ∩A 6= ∅.

Отже, кожна множина p−1
s (Us) перетинається з довiльним елементом ма-

ксимальної системи A. Тому згiдно з твердженням 1.1.7(iii) маємо, що

p−1
s (Us) ∈ A

для кожного s ∈ T . Тодi зi скiнченностi множини T i твердження 1.1.7(i)
випливає, що

U =
⋂

s∈T

p−1
s (Us) ∈ A.

Тепер легко встановити, що x ∈ A для кожного A ∈ A. Зафiксуємо
A ∈ A. Оскiльки кожний базисний окiл U точки x входить у систему A
з властивiстю скiнченного перетину, то U ∩ A 6= ∅ для кожного базисного
околу U точки x. Отже, x ∈ A.

17



1.2
Кiльця неперервних функцiй i теорема Стоуна

– Вейєрштрасса

У даному пiдроздiлi ми викладемо класичний результат – теорему Сто-
уна – Вейєрштрасса про кiльце неперервних функцiй на компактi. При
цьому, як i в попередньому пiдроздiлi, ми будемо в цiлому дотримуватися
схеми мiркувань, викладених у [16] (див. доведення теореми 3.2.21)

1.2.1. Кiльце неперервних функцiй. Розпочнемо з вивчення
поняття кiльця неперервних функцiй на топологiчному просторi X i одер-
жимо найпростiшi його властивостi.

Нехай X – топологiчний простiр. Через C(X) ми позначаємо простiр
усiх неперервних дiйснозначних функцiй f : X → R, а через RX – про-
стiр усiх дiйснозначних функцiй f : X → R. Зрозумiло, що кожна стала
функцiя неперервна, а також сума, рiзниця i добуток двох неперервних
дiйснозначних функцiй неперервнi.

Наступне твердження, яке показує, що множина C(X) є замкнена вiд-
носно рiвномiрної границi, доводиться стандартним способом.

Твердження 1.2.1. Рiвномiрна границя послiдовностi неперервних фун-
кцiй fn ∈ C(X) є неперервною функцiєю.

Доведення. Нехай x0 ∈ X i ε > 0. Виберемо номер N ∈ N такий, що

|fN (x)− f(x)| < ε
3

для кожного x ∈ X. Використовуючи неперервнiсть функцiї fN знайдемо
окiл U точки x такий, що

|fN (x)− fN (x0)| < ε
3

для кожного x ∈ U . Тепер для кожного x ∈ U маємо

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x0)| <
ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε.

Множина F ⊆ RX вiдокремлює точки в X, якщо для довiльних рiзних
точок x1, x2 ∈ X iснує функцiя f ∈ F така, що f(x1) 6= f(x2).
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Твердження 1.2.2. Для довiльного цiлком регулярного простору X мно-
жина C(X) вiдокремлює точки в X.

Доведення. Нехай x1, x2 ∈ X – рiзнi точки. Оскiльки X – T1-простiр, то
множина {x1} – замкнена i, зокрема, iснує окiл U точки x1 такий, що
x2 6∈ U . З цiлковитої регулярностi простору X випливає iснування непе-
рервної функцiї f ∈ C(X) такої, що f(x1) = 1 i f(x) = 0 для кожного
x ∈ U , зокрема, f(x2) = 0.

Означення 1.2.3. Множина R ⊆ C(X) неперервних функцiй на тополо-
гiчному просторi X називається кiльцем функцiй, якщо

f + g, f − g, f · g ∈ R

для довiльних f, g ∈ R.

З тверджень 1.2.1 i 1.2.2 негайно випливає наступний результат.

Твердження 1.2.4. Для довiльного цiлком регулярного простору X мно-
жина C(X) є кiльцем функцiй, яке мiстить всi сталi функцiї, замкнене
вiдносно рiвномiрної границi i вiдокремлює точки в X.

1.2.2. Теорема Дiнi. Важливе мiсце у доведеннi теореми Стоуна-
Вейєрштрасса займає теорема Дiнi про монотонно збiжну послiдовнiсть
неперервних функцiй на злiченно компактному просторi, яку ми розгля-
немо у даному пунктi.

При доведеннi теореми Дiнi ми будемо використовувати наступний до-
помiжний результат, який, насправдi, характеризує монотоннi збiжнi чи-
словi послiдовностi (див. вправу 1.5.8).

Лема 1.2.5. Нехай (an)∞n=1 – монотонна збiжна послiдовнiсть i
lim

n→∞
an = a. Тодi якщо |an−a| < ε для деяких n ∈ N i ε > 0, то |ak−a| < ε

для кожного k ≥ n.

Доведення. Розглянемо випадок, коли послiдовнiсть (an)∞n=1 монотонно
зростає. Нехай |an − a| < ε для деяких n ∈ N i ε > 0. Оскiльки

a = sup{ak : k ∈ N},

то an ≤ ak ≤ a для довiльного k ≥ n. Тодi

|ak − a| ≤ |an − a| < ε

для кожного k ≥ n.
У випадку монотонно спадної послiдовностi (an)∞n=1 мiркуємо аналогi-

чно.
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Нагадаємо, що топологiчний простiр X називається злiченно компа-
ктним, якщо з довiльного злiченного вiдкритого покриття простору X
можна видiлити скiнченне пiдпокриття.

Наступний результат – основний у даному пунктi.

Теорема 1.2.6 (Теорема Дiнi). Нехай X – злiченно компактний простiр,
(fn)∞n=1 – послiдовнiсть неперервних функцiй fn ∈ C(X) i f ∈ C(X) такi,
що для кожного x ∈ X послiдовнiсть (fn(x))∞n=1 монотонна i lim

n→∞
fn(x) =

f(x). Тодi fn ⇒ f на X.

Доведення. Зафiксуємо ε > 0 i для кожного n ∈ N приймемо

Gn = {x ∈ X : |fn(x)− f(x)| < ε}.

Оскiльки функцiя f i всi функцiї fn неперервнi, то всi множини Gn вiд-
критi. Крiм того, з леми 1.2.5 випливає, що

Gn = {x ∈ X : |fk(x)− f(x)| < ε ∀ k ≥ n}

для кожного n ∈ N. Зауважимо також, що

X =
∞⋃

n=1

Gn,

адже lim
n→∞

fn(x) = f(x) для кожного x ∈ X.
Отже, (Gn : n ∈ N) – вiдкрите покриття злiченно компактного простору

X. Тому iснує скiнченна множина M ⊆ N така, що

X =
⋃

n∈M

Gn.

Покладемо m = max M i одержимо, що X = Gm, тобто

|fn(x)− f(x)| < ε

для всiх n ≥ m.

1.2.3. Операцiї max i min у кiльцi функцiй. Наступним ва-
жливим iнструментом при доведеннi теореми Стоуна – Вейєрштрасса є
можливiсть переходити у межах кiльця, складеного з неперервних фун-
кцiй, до максимуму i мiнiмуму двох функцiй. Саме цю властивiсть ми
встановимо у цьому пунктi.

Розпочнемо з двох допомiжних тверджень, якi, в результатi, дадуть
рiвномiрне наближення многочленами функцiї f(t) =

√
t на вiдрiзку [0, 1].
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Лема 1.2.7. Нехай a0 = 0, a ∈ [0, 1] i

an+1 = an + 1
2 (a2 − a2

n)

для кожного n = 0, 1, 2, . . . . Тодi послiдовнiсть (an)∞n=0 монотонно зро-
стаючи збiгається до числа a.

Доведення. Спочатку iндукцiєю вiдносно n покажемо, що

an ≤ a

для кожного n = 0, 1, 2, . . . . При n = 0 ця нерiвнiсть очевидна. Припусти-
мо, що an ≤ a для деякого n ≥ 0. Тодi

a− an+1 = a− an − 1
2 (a2 − a2

n) = (a− an)(1− 1
2 (a + an)) ≥

≥ (a− an)(1− 1
2 (a + a)) = (a− an)(1− a) ≥ 0.

Крiм того, для кожного n = 0, 1, 2, . . . маємо

an+1 − an = an + 1
2 (a2 − a2

n)− an = 1
2 (a− an)(an + a) ≥ 0.

Отже, послiдовнiсть (an)∞n=0 монотонно зростає i обмежена зверху. Тому
iснує

b = lim
n→∞

an ≥ 0.

Тепер, перейшовши у рекурентнiй формулi до границi, одержимо, що

b = b + 1
2 (a2 − b2),

тобто a = b.

Лема 1.2.8. Iснує послiдовнiсть многочленiв pn ∈ C([0, 1]), яка рiвномiр-
но збiгається до функцiї f(t) =

√
t на вiдрiзку [0, 1].

Доведення. Послiдовнiсть многочленiв pn ∈ C([0, 1]) для n = 0, 1, 2, . . .
означимо рекурентно, поклавши p0 ≡ 0 i

pn+1(t) = pn(t) + 1
2 (t− p2

n(t))

для всiх t ∈ [0, 1] i кожного n = 0, 1, 2, . . . .
З леми 1.2.7 випливає, що для кожного t ∈ [0, 1] послiдовнiсть (pn(t))∞n=0

– монотонна i lim
n→∞

pn(t) = f(t). Тодi pn ⇒ f на [0, 1] згiдно з теоремою
1.2.6.

Тепер доведемо основний результат даного пункту.
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Теорема 1.2.9. Нехай X – топологiчний простiр i R ⊆ C(X) – кiльце
обмежених неперервних функцiй, яке мiстить всi сталi функцiї i за-
мкнене вiдносно рiвномiрної границi. Тодi

max{f, g}, min{f, g} ∈ R

для довiльних функцiй f, g ∈ R.

Доведення. Оскiльки

max{f, g} = 1
2 (f + g + |f − g|)

i
min{f, g} = 1

2 (f + g − |f − g|),
то достатньо довести, що |f | ∈ R для кожної функцiї f ∈ R.

Нехай f ∈ R i c > 0 такi, що |f(x)| ≤ c для кожного x ∈ X. Розглянемо
функцiю

h(x) = 1
c · f(x).

Згiдно з лемою 1.2.8 виберемо послiдовнiсть многочленiв (pn)∞n=1, яка рiв-
номiрно на [0, 1] збiгається до функцiї ϕ(t) =

√
t. Для кожного n ∈ N i

x ∈ X пприймемо
fn(x) = pn(h2(x)).

Оскiльки кiльце R мiстить всi сталi функцiї i h ∈ R, то кожна функцiя fn

також належить до кiльця R. Крiм того, за вибором многочленiв (pn)∞n=1

маємо, що
fn ⇒ ϕ(h2) =

√
h2 = |h|

на X. Тому |h| ∈ R, а отже, i

|f | = c · |h| ∈ R.

1.2.4. Теорема Стоуна – Вейєрштрасса. Центральне мiсце
у доведеннi теореми Стоуна-Вейєрштрасса займає наступний результат.

Теорема 1.2.10. Нехай X – компактний простiр, R ⊆ C(X) – кiльце
функцiй, яке мiстить всi сталi функцiї i вiдокремлює точки в X, f ∈
C(X) i ε > 0. Тодi iснує функцiя fε ∈ R така, що

|fε(x)− f(x)| < ε

для кожного x ∈ X.
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Доведення. Спочатку здiйснимо деякi побудови для довiльних рiзних фi-
ксованих точок a, b ∈ X. Оскiльки R вiдокремлює точки в X, то iснує
функцiя g ∈ R така, що g(a) 6= g(b). Розглянемо функцiю fa,b : X → R,

fa,b(x) = f(a) + (f(b)− f(a)) · g(x)− g(a)
g(b)− g(a)

.

Оскiльки всi сталi функцiї належать до кiльця R, то fa,b ∈ R. Крiм того,

fa,b(a) = f(a) i fa,b(b) = f(b).

Приймемо
Ua,b = {x ∈ X : fa,b(x) < f(x) + ε}

i
Va,b = {x ∈ X : fa,b(x) > f(x)− ε}.

Зрозумiло, що Ua,b i Va,b вiдкритi множини i a, b ∈ Ua,b ∩ Va,b.
Для кожного b ∈ X з вiдкритого покриття {Ua,b : a ∈ X} компактного

простору X видiлимо скiнченне пiдпокриття, тобто знайдемо скiнченну
множину A(b) ⊆ X таку, що

X =
⋃

a∈A(b)

Ua,b.

Тепер позначимо
Vb =

⋂

a∈A(b)

Va,b

i
gb = min{fa,b : a ∈ A(b)}.

Зрозумiло, що множина Vb – вiдкритий окiл точки b i, згiдно з теоремою
1.2.6, gb ∈ R. Крiм того, для кожного x ∈ X iснує точка a ∈ A(b) така, що
x ∈ Ua,b. Тодi

gb(x) ≤ fa,b(x) < f(x) + ε.

Отже, gb < f + ε на X. Разом з тим для кожного x ∈ Vb маємо

gb(x) = min{fa,b(x) : a ∈ A(b)} > f(x)− ε,

тобто, gb > f − ε на Vb.
Тепер з вiдкритого покриття {Vb : b ∈ X} компактного простору X ви-

дiлимо скiнченне пiдпокриття, тобто знайдемо скiнченну множину B ⊆ X
таку, що

X =
⋃

b∈B

Vb.
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Розглянемо функцiю
fε = max{gb : b ∈ B},

яка згiдно з теоремою 1.2.6 належить до R. Вiзьмемо довiльне x ∈ X. З
одного боку, iснує b ∈ B таке, що fε(x) = gb(x), i тому

fε(x) < f(x) + ε.

А з iншого – iснує b ∈ B таке, що x ∈ Vb, i тому

fε(x) = gb(x) > f(x)− ε.

Отже,
f(x)− ε < fε(x) < f(x) + ε

для кожного x ∈ X.

З щойно доведеного результату легко випливає основний результат да-
ного пiдроздiлу.

Теорема 1.2.11 (теорема Стоуна – Вейєрштрасса). Нехай X – компа-
ктний простiр i R ⊆ C(X) – кiльце функцiй, яке мiстить всi сталi
функцiї, замкнене вiдносно рiвномiрної границi i вiдокремлює точки в X.
Тодi R = C(X).

Доведення. Нехай f ∈ C(X). Згiдно з теоремою 1.2.10 для кожного n ∈ N
iснує функцiя fn ∈ R така, що

|fn(x)− f(x)| < 1
n

для кожного x ∈ X. Залишилося зауважити, що fn ⇒ f на X, i тому,
f ∈ R.

Зауваження 1.2.12. Теорему 1.2.10 можна одержати також iз допомогою
однiєї теореми Гальфанда-Шилова з теорiї кiлець [13]. При цьому простiр
X вiдiграє роль множини всiх максимальних iдеалiв

Mx = {f ∈ R : f(x) = 0}

у кiльцi R (див. [16, Problem 3.12.22]).
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1.3
Залежнiсть неперервних функцiй на

компактах вiд злiченної кiлькостi координат

У цьому пiдроздiлi ми перейдемо до розгляду перших основних резуль-
татiв даної працi, а саме результатiв про залежнiсть вiдображень вiд злi-
ченної кiлькостi координат. Цi результати стосуються найпростiшого ви-
падку, коли область визначення, тобто простiр-добуток, компактний. За-
уважимо, що насправдi їх доведення не потребують нових глибоких iдей
i базуються на фактах, одержаних у попереднiх двох пiдроздiлах, але ми
виокремили даний матерiал в окремий пiдроздiл, щоб пiдкреслити важли-
вiсть початкового кроку у розвитку тiєї чи iншої тематики. Перший з
основних викладених у цьому пiдроздiлi результатiв стосується дiйснозна-
чних функцiй на добутку компактних гаусдорфових просторiв i, з одного
боку, легко випливає з теорем Тихонова i Стоуна-Вейєрштрасса, а з iншо-
го – вперше був одержаний у статтi Й.Мiбу [28] схожими мiркуваннями з
допомогою мiнiмальних кiлець. Тому ми подамо тут обидва пiдходи, але
метод Мiбу викладемо у неповнiй редакцiї лише для неперервних функцiй
на тихоновському кубi [0, 1]I . Другий результат стосується вiдображень зi
значеннями у метризовному просторi i ми також подамо два способи його
доведення. Спочатку для добутку компактних гасдорфових просторiв зве-
демо розгляд метризовнозначних вiдображень до дiйснозначних функцiй,
як це зроблено, наприклад, у [18, Лема 2]. А потiм застосуємо безпосере-
днiй спосiб мiркувань з використанням компактностi добутку компактних
просторiв i вигляду базисних вiдкритих множин у топологiчному добутку.

1.3.1. Поняття залежностi функцiй вiд злiченної кiль-
костi координат i застосування теореми Стоуна –
Вейєрштрасса. Розпочнемо з розгляду першого варiанта основного
поняття, яке є предметом нашого вивчення, а саме, поняття залежностi
вiд злiченної кiлькостi координат.

Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs i f : X → R – довiльна фун-

кцiя. Казатимемо, що функцiя f зосереджена на множинi T ⊆ S, якщо
f(x′) = f(x′′), як тiльки x′, x′′ ∈ X i x′|T = x′′|T . Якщо до того ж мно-
жина T – скiнченна, то кажемо, що f залежить вiд скiнченной кiлькостi
координат, а якщо множина T – не бiльш нiж злiченна, то кажуть, що f
залежить не бiльше нiж вiд злiченної кiлькостi координат. Для скоро-
чення замiсть точного виразу "залежить не бiльше нiж злiченної кiлькостi
координат" ми будемо вживати коротший термiн "залежить вiд злiченної
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кiлькостi координат".
Наступнi два твердження мають досить простi доведення i вони пiдго-

товчi для застосування теореми Стоуна – Вейєрштрасса.

Твердження 1.3.1. Сума, рiзниця i добуток двох функцiй, якi зале-
жать вiд злiченної кiлькостi координат, також залежить вiд злiченної
кiлькостi координат.

Доведення. Нехай X =
∏

s∈S

Xs та функцiї f : X → R i g : X → R залежать

вiд злiченної кiлькостi координат, тобто iснують не бiльш нiж злiченнi
множини T1 ⊆ S i T2 ⊆ S такi, що f i g зосередженi на множинi T1 i T2

вiповiдно. Зрозумiло, що функцiї f +g, f−g i f ·g зосередженi на не бiльш
нiж злiченнiй множинi T = T1 ∪ T2.

Твердження 1.3.2. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs,

f : X → R i (fn)∞n=1 – послiдовнiсть функцiй fn : X → R такi, що
f(x) = lim

n→∞
fn(x) для довiльного x ∈ X кожна функцiя fn залежить

вiд злiченної кiлькостi координат. Тодi функцiя f також залежить вiд
злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Для кожного n ∈ N виберемо не бiльш нiж злiченну множину
Tn ⊆ S таку, що функцiя fn зосереджена на множинi Tn. Легко бачити, що

функцiя f зосереджена на не бiльш нiж злiченнiй множинi T =
∞⋃

n=1
Tn.

Тепер легко одержується наступний результат, доведення якого можна
знайти, наприклад, у [18].

Теорема 1.3.3. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я компактних гаусдорфових просто-
рiв i X =

∏
s∈S

Xs. Тодi кожна неперервна функцiя f : X → R залежить

вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Розглянемо множину R всiх неперервних функцiй f : X → R,
якi залежать вiд злiченної кiлькостi координат. Згiдно з твердженнями
1.3.1 i 1.3.2, множина R – кiльце, яке замкнене вiдносно рiвномiрної гра-
ницi. Покажемо, що R вiдокремлює точки в X.

Нехай (as)s∈S , (bs)s∈S ∈ X – рiзнi точки. Виберемо iндекс t ∈ S такий,
що a(t) 6= b(t). Оскiльки компактний гаусдорфовий простiр Xt цiлком
регулярний, то iснує неперервна функцiя g : Xt → R така, що g(at) 6= g(bt).
Розглянемо неперервну функцiю h : X → R,

h((xs)s∈S) = g(xt).

Тепер маємо
h(a) = g(at) 6= g(bt) = h(b).
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Отже, R задовольняє умови теореми Стоуна – Вейєрштрасса. Тому

R = C(X),

тобто кожна неперервна функцiй f : X → R залежить вiд злiченної кiль-
костi координат.

1.3.2. Мiнiмальнi кiльця i метод Мiбу. Тепер викладемо пiд-
хiд Мiбу з [28], який використовує поняття мiнiмального кiльця, i доведемо
послаблений варiант теореми 1.3.3 для тихоновських кубiв.

Нехай X – топологiчний простiр i A ⊆ C(X) – непорожня множина.
Множину R(A) ⊆ C(X) називатимемо мiнiмальним кiльцем, яке мiстить
A, якщо R(A) – кiльце, A ⊆ R(A) i для довiльного кiльця R ⊆ C(X)
такого, що A ⊆ R виконується включення R(A) ⊆ R.

Для непорожньої множини A ⊆ C(X) позначимо

S1(A) = A ∪ {f + g : f, g ∈ A} ∪ {f − g : f, g ∈ A} ∪ {f · g : f, g ∈ A}

i для кожного n ∈ N позначимо

Sn+1(A) = S1(Sn(A)).

Наступне твердження дає процедуру побудови мiнiмального кiльця.

Твердження 1.3.4. Нехай X – топологiчний простiр i A ⊆ C(X) –
непорожня множина. Тодi

R(A) =
∞⋃

n=1

Sn(A).

Доведення. Позначимо P =
∞⋃

n=1
Sn(A) i доведемо, що P = R(A). Зрозумi-

ло, що A ⊆ P .
Нехай f, g ∈ P . Оскiльки послiдовнiсть множин Sn(A) зростає, то iснує

номер n такий, що f, g ∈ Sn(A). Тодi

f ± g, f · g ∈ Sn+1(A) ⊆ P.

Отже, P – кiльце.
Тепер нехай R ⊇ A – довiльне кiльце в C(X). Iндукцiєю вiдносно n

легко показати, що Sn(A) ⊆ R для кожного натурального n. Тому P ⊆ R
i, отже, R(A) = P .

Тепер з тверджень 1.3.1 i 1.3.4 негайно випливає наступний результат.
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Твердження 1.3.5. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв,
X =

∏
s∈S

Xs i A ⊆ C(X) – непорожня множина, яка складається з фун-

кцiй, залежних вiд злiченної кiлькостi координат. Тодi мiнiмальне кiль-
це R(A) також складається з функцiй, залежних вiд злiченної кiлькостi
координат.

Тепер ми подамо результат Мiбу [28] про залежнiсть неперервних фун-
кцiй на тихоновському кубi вiд злiченної кiлькостi координат.

Теорема 1.3.6. Нехай S – довiльна множина, Xs = [0, 1] для кожного
s ∈ S i X =

∏
s∈S

Xs. Тодi кожна неперервна функцiя f : X → R залежить

вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Для кожного s ∈ S розглянемо неперервну функцiю обчисле-
ння fs : X → R,

fs ((xt)t∈S) = xs.

Позначимо через A множину, яка складається з усiх сталих функцiй на X
i усiх функцiй обчислення fs. Зрозумiло, що A вiдокремлює точки в X i
кожна функцiя f ∈ A залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Тепер розглянемо мiнiмальне кiльце R = R(A). Згiдно з твердженням
1.3.5 кiльце R складається з функцiй, залежних вiд злiченної кiлькостi ко-
ординат. Крiм того, R задовольняє умови теореми 1.2.10. Тому для довiль-
ної функцiї f ∈ C(X) iснує послiдовнiсть функцiй gn ∈ R, яка рiвномiрно
на X збiгається до функцiї f . Отже, f залежить вiд злiченної кiлькостi
координат згiдно з твердженням 1.3.2.

Наступне зауваження показує, зокрема, чому ми виклали метод Мiбу
лише для тихоновських кубiв.

Зауваження 1.3.7. При доведеннi теореми 1.3.6 Мiбу використовував
теорему Гальфанда-Шилова з теорiї кiлець замiсть теореми 1.2.10 (див.
зауваження 1.2.12).

Крiм того, мiркування при доведеннi теореми 1.3.6 без особливих змiн
переписуються на випадок добутку компактних гаусдорфових просторiв.
Але схема повного доведення теореми 1.3.3 у роботi Мiбу виглядає так:
спочатку добуток X компактних гаусдорфових просторiв вiн неперервно
вкладає в тихоновський куб (тут вiн використовує унiверсальнiсть тихо-
новських кубiв, яка буде розглянута в пунктi 4.1.1), а потiм з допомогою
замкненостi простору X в тихоновському кубi продовжує вихiдне вiдобра-
ження за неперервнiстю на весь простiр i застосовує теорему 1.3.6.

Такий виклад у роботi Мiбу може бути пов’язаний з тим, що далi вiн
у схожий спосiб помилково узагальнює теорему 1.3.3 на випадок добу-
тку цiлком регулярних просторiв, використовуючи при цьому таку непра-
вильну властивiсть: неперервну функцiю на добутку цiлком регулярних
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просторiв можна продовжити до неперервної функцiї на добутку компа-
ктифiкацiй Стоуна-Чеха цих просторiв.

1.3.3. Випадок вiдображень зi значеннями у
метризовному просторi. У даному пунктi ми доведемо за-
лежнiсть вiд злiченної кiлькостi координат вiдображень на добутку
компактних просторiв i зi значеннями у метризовному просторi.

Аналогiчно, як для дiйснозначних функцiй, введемо поняття залежно-
стi вiдображень зi значеннями у довiльнiй множинi. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я
множин, X =

∏
s∈S

Xs, Z – множина i f : X → Z. Кажуть, що вiдобра-

ження f зосереджене на множинi T ⊆ S, якщо f(x′) = f(x′′), як тiльки
x′, x′′ ∈ X i x′|T = x′′|T . Якщо до того ж множина T не бiльш нiж злi-
ченна, то кажуть, що f залежить не бiльше нiж вiд злiченної кiлькостi
координат. Для скорочення замiсть точного виразу "залежить не бiльше
нiж злiченної кiлькостi координат"ми будемо вживати коротший термiн
"залежить вiд злiченної кiлькостi координат".

Спочатку покажемо, як можна одержати такий результат з допомо-
гою теореми 1.3.3. У цих мiркуваннях центральне мiсце займає наступний
результат.

Теорема 1.3.8. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – добуток сiм’ї топологiчних просто-

рiв Xs такий, що кожна неперервна функцiя g : X → R залежить вiд
злiченної кiлькостi координат, Z – топологiчний простiр i f : X → Z –
неперервне вiдображення таке, що iснує послiдовнiсть (hn)∞n=1 функцiй
hn ∈ C(Z), яка вiдокремлює точки в просторi Z. Тодi вiдображення f
також залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Для кожного n ∈ N розглянемо неперервну функцiю
gn : X → R,

gn(x) = hn(f(x)),

i згiдно з умовою виберемо злiченну множину Sn ⊆ T таку, що функцiя
gn зосереджена на множинi Sn. Залишилося показати, що вiдображення

f зосереджене на множинi T =
∞⋃

n=1
Sn.

Нехай x, y ∈ X такi, що x|T = y|T . Припустимо, що

z1 = f(x) 6= f(y) = z2.

Оскiльки (hn)∞n=1 вiдокремлює точки в просторi Z, то iснує номер m ∈ N
такий, що

fm(x) = hm(z1) 6= hm(z2) = fm(y).
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Але, з iншого боку, Sm ⊆ T . Тому згiдно з вибором множини Sm маємо:

fm(x) = fm(y),

що дає нам суперечнiсть.

Тепер з допомогою сепарабельностi метризовного компакту легко одер-
жується результат про залежнiсть вiдображень зi значеннями у метризов-
ному просторi.

Теорема 1.3.9. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я компактних гаусдорфових про-
сторiв, X =

∏
s∈S

Xs i Y – метризовний простiр. Тодi кожне неперервне

вiдображення f : X → Y залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Ми будемо розглядати вiдображення f зi значеннями у про-
сторi Z = f(X), який є метризовним компактом, як неперервний образ
компактного простору. Тому згiдно з [16, теорема 4.1.18], простiр Z є се-
парабельним метризовним i, отже, задовольняє другу аксiому злiченностi.
Крiм того, з цiлковитої регулярностi простору Z випливає, що iснує послi-
довнiсть (hn)∞n=1 функцiй hn ∈ C(Z), яка вiдокремлює точки в просторi
Z. Залишилося використати теореми 1.3.3 i 1.3.8.

Тепер розглянемо безпосереднiй спосiб мiркувань, який базується лише
на компактностi добутку i застосовний для добутку не обов’язково цiлком
регулярних просторiв.

Наступний результат – найзагальнiший серед основних результатiв да-
ного пiдроздiлу.

Теорема 1.3.10. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я компактних просторiв,
X =

∏
s∈S

Xs i Z – метризовний простiр. Тодi кожне неперервне вiдобра-

ження f : X → Z залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Нехай f : X → Z – довiльне неперервне вiдображення i d –
метрика на Z, яка породжує топологiю простору Z. Зафiксуємо ε > 0 i для
кожного x ∈ X виберемо базисний вiдкритий окiл U(x) точки x такий, що

d(f(x′), f(x′′)) < ε

для довiльних x′, x′′ ∈ U(x). З вiдкритого покриття (U(x) : x ∈ X) компа-
ктного простору X виберемо скiнченне пiдпокриття, тобто знайдемо скiн-
ченну множину A ⊆ X таку, що

X =
⋃

x∈A

U(x).
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Розглянемо скiнченну множину

Sε =
⋃

x∈A

R(U(x)).

Покажемо, що для довiльних x, y ∈ X виконується така умова:

x|Sε = y|Sε ⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Справдi, нехай x|Sε = y|Sε для деяких x, y ∈ X. Вiзьмемо a ∈ A таке, що

x ∈ U = U(a).

Оскiльки R(U) ⊆ Sε, то

x|R(U) = y|R(U) i y ∈ U

згiдно з твердженням 1.1.8. Тому d(f(x), f(y)) < ε за вибором U(a).
Тепер залишилось розглянути не бiльш, нiж злiченну множину

T =
∞⋃

n=1

S 1
n
.

Тодi
d(f(x), f(y)) < 1

n

для кожного n ∈ N, тобто
f(x) = f(y)

для довiльних x, y ∈ X з x|T = y|T . Отже, f зосереджена на множинi T i
залежить вiд злiченної кiлькостi координат.
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1.4

Заключнi зауваження до роздiлу 1

А. Тихонов спочатку у 1930 роцi в роботi [44] довiв формально слабший
варiант теореми 1.1.10, показавши, що кожний тихоновський куб [0, 1]I –
компактний. Трохи пiзнiше у 1935 роцi ним же в працi [45] була вперше
сформульована власне теорема 1.1.10. Доведення цiєї теореми, викладене
тут, належить К.Шевалле та О.Фрiнку [11].

Теорема 1.2.6 має назву теореми Дiнi, оскiльки такий результат для
функцiй, визначених на вiдрiзку, вперше у 1878 роцi доведений У.Дiнi.

Теорема Стоуна-Вейєрштрасса, як узагальнення класичної теореми
Вейєрштрасса про наближення неперервних функцiй многочленами (див.
вправу 1.5.9), вперше доведена М.Стоуном у 1937 роцi в роботi [41]. Спро-
щений спосiб доведення цiєї теореми, який поданий тут (його можна зна-
йти також у книзi [16]), опублiкований М.Стоуном через 10 рокiв у 1947
роцi в роботi [42].

Теорема 1.3.3 про залежнiсть неперервної функцiї на добутку компа-
ктiв вважалася простим наслiдком теореми Стоуна-Вейєрштрасса i вико-
ристовувалась без додаткових цитувань роботи [28] або з безпосереднiм
доведенням (див., наприклад, [6, c. 632], [38, c. 402] i [18, Лема 1]).

Теорема 1.3.9 у загальнiшiй редакцiї про залежнiсть вiд ℵ координат
вiдображень на добутку компактних просторiв i зi значеннями у цiлком
регулярному просторi з обмеженою топологiчною вагою доведена у [18,
Лема 2]). При цьому використовувалась теорема 1.3.3 i теорема Тихонова
про вкладення у тихоновський куб, застосована до простору значень.
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1.5

Вправи до роздiлу 1

Вправа 1.5.1. Наведiть приклад послiдовностi (Fn)∞n=1 замкнених пiд-
множин числової прямої R, яка має властивiстю скiнченного перетину,

але для якої перетин
∞⋂

n=1
Fn порожнiй.

Вправа 1.5.2. Доведiть, що для довiльного топологiчного простору X
довiльна сiм’я (Fi : i ∈ I) замкнених в просторi X множини Fi, яка воло-
дiє властивiстю скiнченного перетину, має непорожнiй перетин, якщо
хоча б одна з множин Fi компактна.

Вправа 1.5.3. Доведiть, що топологiчний простiр X – злiченно компа-
ктний тодi i тiльки тодi, коли довiльна послiдовнiсть (Fn)∞n=1 замкне-
них пiдмножин простору X, яка володiє властивiстю скiнченного пере-
тину, має непорожнiй перетин.

Вправа 1.5.4. Нехай (An)∞n=1 послiдовнiсть множин An ⊆ N таких, що

для кожного n ∈ N перетин
n⋂

k=1

Ak – нескiнченна множина. Доведiть,

що iснує нескiнченна множина A0 ⊆ N така, що сiм’я (An)∞n=0 має вла-
стивiсть скiнченного перетину i для кожного n ∈ N множина An \A0 –
нескiнченна.

Вправа 1.5.5. Доведiть, що добуток компактного простору X i злiчен-
но компактного простору Y – злiченно компактний простiр ([16, наслi-
док 3.10.14]).

Вказiвка. Покажiть, що для довiльного покриття U простору X × Y i
довiльної точки y0 ∈ Y iснує скiнченна система V ⊆ U i окiл V точки y0

такi, що X × V ⊆ ⋃V.
Вправа 1.5.6. Наведiть приклад кiльця R ⊆ C(R), яке не є замкненим
вiдносно рiвномiрної границi.

Вправа 1.5.7. Доведiть, що лема 1.2.5 характеризує монотоннi збiжнi
до числа a числовi послiдовностi (an)∞n=1.

Вправа 1.5.8. Наведiть приклад метризовного сепарабельного простору
X, для якого не справджується теорема Дiнi (теорема 1.2.6).

Вказiвка. Розгляньте злiченний дискретний простiр.
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Вправа 1.5.9. З допомогою теореми Стоуна-Вейєрштрасса доведiть,
що довiльна неперервна на вiдрiзку функцiя є рiвномiрною границею мно-
гочленiв (теорема Вейєрштрасса).

Вправа 1.5.10. Нехай X – цiлком регулярний простiр i K – компактна
пiдмножина простору X. З допомогою теореми Стоуна-Вейєрштрасса
доведiть, що довiльну неперервну на K функцiю f ∈ C(K) можна непе-
рервно продовжити на весь простiр X, тобто iснує функцiя g ∈ C(K)
така, що g|K = f (див. [42]).

Вказiвка. Розгляньте множину R всiх звужень f |K функцiй f ∈ C(X)
на множину K.

Вправа 1.5.11. Доведiть, що теорема Стоуна-Вейєрштрасса не є
правильною для кiльця Cb((0, 1)) всiх обмежених неперервних функцiй
f : (0, 1) → R.

Вказiвка. Розгляньте кiльце R звужень на (0, 1) всiх неперервних фун-
кцiй g : [0, 1] → R i функцiю f0(t) = sin π

t .

Вправа 1.5.12. Нехай X – цiлком регулярний компактний простiр i
Y – всюди щiльна пiдмножина простору X така, що для кiльця Cb(Y )
всiх обмежених неперервних функцiй f : Y → R виконується теорема
Стоуна-Вейєрштрасса. Доведiть, що X = Y (дивись [14]).

Вказiвка. Якщо x0 ∈ X \ Y i y0 ∈ Y , то розгляньте кiльце R всiх непе-
рервних функцiй f : X → R таких, що f(x0) = f(y0).

Вправа 1.5.13. Нехай S – незлiченна множина. Наведiть приклад фун-
кцiї f : {0, 1}S → {0, 1}, яка не залежить вiд злiченної кiлькостi коорди-
нат.

Вправа 1.5.14. Нехай множина A ⊆ C(R) складається з двох функцiй:
одиничної функцiї f0 i функцiї f1(x) = x. Знайдiть мiнiмальне кiльце
R(A).

Вправа 1.5.15. Знайдiть найменше кiльце R ⊆ C([0, 1]), яке мiстить
всi лiнiйнi функцiї f(x) = kx, k ∈ R, i замкнене вiдносно рiвномiрної
границi.

Топологiчний простiр X називається лiнделефовим, якщо з довiльного
вiдкритого покриття простору X можна видiлити не бiльш нiж злiченне
пiдпокриття.

Вправа 1.5.16. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв таких,
що добуток X =

∏
s∈S

Xs – лiнделефовий. Доведiть, що кожне неперервне

вiдображення f : X → R залежить вiд злiченної кiлькостi координат.
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Топологiчний простiр Z має Gδ-дiагональ, якщо дiагональ
∆ = {(z, z) : z ∈ Z} є Gδ-множиною в топологiчному просторi Z2,
тобто дiагональ ∆ це перетин послiдовностi вiдкритих у просторi Z2

множин.

Вправа 1.5.17. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я компактних просторiв,
X =

∏
s∈S

Xs i Z – топологiчний простiр з Gδ-дiагоналлю. Доведiть, що

кожне неперервне вiдображення f : X → Z залежить вiд злiченної кiль-
костi координат.

Топологiчний простiр X називається σ-компактним, якщо iснує по-
слiдовнiсть (Xn)∞n=1 компактних у просторi X множин Xn таких, що

X =
∞⋃

n=1
Xn.

Вправа 1.5.18. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я σ-компактних просторiв,
X =

∏
s∈S

Xs i Z – регулярний простiр з Gδ-дiагоналлю. Доведiть, що ко-

жне неперервне вiдображення f : X → Z залежить вiд злiченної кiлько-
стi координат.

Вказiвка. Нехай Xs =
∞⋃

n=1
X

(s)
n для кожного s ∈ S. Застосуйте вправу

1.5.17 до звуження вiдображення f на кожну множину
∏

s∈S

X
(s)
n .
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Роздiл 2

НЕПЕРЕРВНI
ВIДОБРАЖЕННЯ НА

ДОБУТКАХ АБСТРАКТНИХ
ПРОСТОРIВ

У цьому роздiлi ми розглянемо результати про залежнiсть вiд певної
кiлькостi координат неперервних вiдображень на добутках просторiв, якi
не обов’язково задовольняють умову компактностi. Зауважимо, що розви-
ток даної тематики потребував застосування нових методiв i вироблення
оригiнальних iнструментiв дослiдження. Вперше це було зроблено у 1952
роцi С.Мазуром у роботi [26], де автор, вивчаючи зв’язок мiж неперервнi-
стю i секвенцiальною неперервнiстю, запропонував цiкавий пiдхiд, котрий,
зокрема, у подальшому дав можливiсть одержати найзагальнiшi результа-
ти про залежнiсть вiд певної кiлькостi координат неперервних функцiй на
просторах-добутках. У першому пiдроздiлi ми детально розглянемо метод
Мазура, виокреслюючи його найважливiшi складовi.

Впродовж наступних двадцяти рокiв тематика залежностi неперервних
вiдображень вiд певної кiлькостi координат iнтенсивно розвивалася бага-
тьма математиками: Г. Корсоном та I. Iзбеллом, К. Россом i А. Стоуном,
А. Ґлiсоном, А. Мiщенком, Р. Енгелькiнгом, що привело до рiзних моди-
фiкацiй i узагальнень результатiв Мазура, якi ми детальнiше розглянемо
в iсторичному пiдроздiлi 2.5, а також вiдобразимо використанi там методи
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у пiдроздiлi 2.6.
Значною мiрою завершальним етапом у данiй тематицi є фундамен-

тальна праця Н.Нобла i М.Ульмера [34] 1972-го року, в якiй на основi
важливої для таких дослiджень леми Шанiна одержано досить потужний
iнструмент для вивчення рiзних кардинальних властивостей топологiчних
добуткiв i отримано необхiднi i достатнi умови залежностi вiд певної кiль-
костi координат неперервних функцiй на добутках. Результати даної ро-
боти ми викладемо у пiдроздiлах 2.2 – 2.4.

2.1

Пiдхiд Мазура

У цьому пiдроздiлi ми викладемо дещо модифiкований метод С.Мазура
[26] дослiдження залежностi вiд злiченної кiлькостi координат неперерв-
них вiдображень на добутках просторiв з другою аксiомою злiченностi.
Зауважимо, що застосований в [26] пiдхiд став визначальним для подаль-
шого розвитку даної тематики. Мазур у своїй роботi вперше використав
лему Шанiна, простори типу σ-добуткiв i найменшу множину залежностi,
якi в майбутнiх дослiдженнях стали звичними технiчними iнструмента-
ми при доведеннi залежностi вiд певної кiлькостi координат неперервних
вiдображень на добутках.

2.1.1. Лема Шанiна про скiнченнi множини. Ми розпо-
чнемо з викладу варiанта леми Шанiна [48, с.185] для незлiченних сiмей
скiнченних множин. При цьому ми подамо тут оригiнальне доведення Ма-
зура цiєї властивостi.

У подальшому викладi не бiльш нiж злiченнi множини ми називатиме-
мо просто злiченними.

Сiм’я множин (Ai : i ∈ I) називається точково злiченною, якщо для
кожного x ∈ ⋃

i∈I

Ai множина {i ∈ I : x ∈ Ai} – злiченна.

Наступне твердження є допомiжним для доведення основного резуль-
тату даного пiдроздiлу.

Твердження 2.1.1. Нехай I – незлiченна множина i (Ai : i ∈ I) – точко-
во злiченна сiм’я непорожнiх злiченних множин. Тодi iснує незлiченна
множина J ⊆ I така, що Ai ∩Aj = ∅ для довiльних рiзних i, j ∈ J .

Доведення. Для кожного a ∈ X =
⋃
i∈I

Ai позначимо

I(a) = {i ∈ I : a ∈ Ai}.
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Оскiльки сiм’я (Ai : i ∈ I) точково злiченна, то кожна множина I(a)
злiченна.

Два довiльнi iндекси i, j ∈ I назвемо сусiднiми (позначатимемо це i ∼
j), якщо iснують натуральне число n ∈ N та iндекси i0, i1, . . . , in ∈ S такi,
що виконуються наступнi умови:

(1) Aik−1 ∩Aik
6= ∅ для кожного k = 1, . . . , n;

(2) i0 = i та in = j.

Зрозумiло, що вiдношення "бути сусiднiми iндексами" є вiдношенням еквi-
валентностi на множинi I, тобто це вiдношення задовольняє умови рефле-
ксивностi (i ∼ i), симетричностi (i ∼ j ⇔ j ∼ i) та транзитивностi
(i ∼ j, j ∼ l ⇒ i ∼ l).

Для кожного i ∈ I позначимо через Ui клас еквiвалентностi елемента i
в множинi (I,∼), тобто

Ui = {j ∈ I : i ∼ j}.

Покажемо, що кожна множина Ui злiченна. Зафiксуємо i ∈ I. Позначимо
V0 = {i}, B0 = Ai,

Vn =
⋃

a∈Bn−1

I(a) i Bn =
⋃

j∈Vn

Aj

для кожного n ∈ N. Оскiльки всi множини I(a) i Aj злiченнi, то i всi мно-
жини Vn i Bn також злiченнi. Крiм того, для деяких n ∈ N i j ∈ I iснують
iндекси i0, i1, . . . , in ∈ S, якi задовольняють умови (1) i (2) тодi i тiльки
тодi, коли ik ∈ Vk для кожного k = 1, . . . , n. Отже, згiдно з означенням
сусiднiх iндексiв, маємо, що

Ui =
∞⋃

n=1

Vn,

що i доводить злiченнiсть множини Ui.
Оскiльки вiдношення "бути сусiднiми iндексами" є вiдношенням еквi-

валентностi на множинi I, то i ∈ Ui для кожного i ∈ I та

j ∈ Ui ⇔ Ui = Uj

для довiльних i, j ∈ I. Отже, система

U = {Ui : i ∈ I}
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складається з попарно неперетинних множин i

I =
⊔

U∈U
U,

причому множина I незлiченна, а всi множини U злiченнi. Тому система
U незлiченна.

Для кожного U ∈ U виберемо iU ∈ I таке, що UiU
= U , i позначимо

J = {iU : U ∈ U}.
Оскiльки система U незлiченна i складається з попарно неперетинних мно-
жин, то множина J також незлiченна. Залишилося показати, що

Ai ∩Aj = ∅
для довiльних рiзних i, j ∈ J .

Припустимо, що це не так i iснують рiзнi i, j ∈ J такi, що Ai ∩ Aj 6= ∅.
Тодi поклавши n = 1, i0 = i та i1 = j, ми одержимо, що елементи i та j
сусiднi. Тому

Ui = Uj = U ∈ U i i = iU = j,

що дає нам суперечнiсть.

Тепер перейдемо до основного результату даного пункту.

Твердження 2.1.2 (Лема Шанiна). Нехай n ∈ N, I – незлiченна мно-
жина i (Ai : i ∈ I) – сiм’я скiнченних множин таких, що |Ai| ≤ n для
кожного i ∈ I. Тодi iснують скiнченна множина B i незлiченна множина
J ⊆ I такi, що Ai ∩Aj = B для довiльних рiзних i, j ∈ J .

Доведення. Розглянемо множину L всiх невiд’ємних цiлих чисел l таких,
що iснують l-елементна множина B′ i незлiченна множина iндексiв I ′ ⊆ I
такi, що B′ ⊆ Ai для кожного i ∈ I ′. Зрозумiло, що 0 ∈ L, адже ∅ ⊆ Ai для
кожного i ∈ I. Крiм того, кожне натуральне число k > n не є елементом
множини L, адже всi множини Ai мають щонайбiльше n елементiв i не
можуть мiстити k-елементних пiдмножин. Отже,

{0} ⊆ L ⊆ {0, 1, . . . , n}.
Позначимо

m = maxL

i знайдемо m-елементну множину B i незлiченну множину iндексiв I0 ⊆ I
такi, що B ⊆ Ai для кожного i ∈ I0.

Для кожного i ∈ I0 позначимо

Bi = Ai \B
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i розглянемо систему (Bi : i ∈ I0). Покажемо, що ця система точково
злiченна.

Нехай a ∈ ⋃
i∈I0

Bi – довiльна точка. Зауважимо, що a 6∈ B, адже

B ∩Bi = ∅ для кожного i ∈ I0. Тому множина B′ = B ∪ {a} є (m + 1)-
елементною. Крiм того,

J ′ = {i ∈ I0 : a ∈ Bi} ⊆ {i ∈ I : B′ ⊆ Ai} = I ′.

Оскiльки m + 1 6∈ L, то множина I ′ злiченна. Тодi множина J ′ також
злiченна. Тодi сiм’я (Bi : i ∈ I0) точково злiченна.

Отже, сiм’я (Bi : i ∈ I0) задовольняє умови твердження 2.1.1, згiдно з
яким iснує незлiченна множина iндексiв J ⊆ I0 така, що Bi ∩ Bj = ∅ для
довiльних рiзних i, j ∈ J . Тодi

Ai ∩Aj = B

для довiльних рiзних i, j ∈ J .

2.1.2. σ-добутки i неперервнi вiдображення на них. У
цьому пунктi ми розглянемо поняття σ-добутку, яке починаючи з роботи
[26] стало звичним iнструментом при дослiдженнi залежностi неперервних
функцiй на добутках, а також топологiчних властивостей добуткiв.

Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs i a = (as)s∈S ∈ X. Множина

σ(a) = {x = (as)s∈S : |{s ∈ S : xs 6= as}| < ℵ0}

називається σ-добутком.
Для добутку топологiчних просторiв легко одержується наступна вла-

стивiсть σ-добуткiв.

Твердження 2.1.3. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Xs,
X =

∏
s∈S

Xs i a = (as)s∈S ∈ X. Тодi σ-добуток σ(a) є щiльною множиною

в просторi X.

Доведення. Нехай U =
∏

s∈S

Us – довiльна непорожня базисна вiдкрита мно-

жина. Для кожного s ∈ R(U) виберемо довiльну точку xs ∈ Us i розгля-
немо елемент x = (xs)s∈S ∈ X, взявши xs = as для кожного s ∈ S \R(U).
Зрозумiло, що x ∈ σ(a) ∈ U .

Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, Y ⊆ ∏
s∈S

Xs, Z – довiльна множина i

f : Y → Z – довiльне вiдображення. Казатимемо, що вiдображення f
зосереджене на множинi T ⊆ S, якщо f(x′) = f(x′′), як тiльки x′, x′′ ∈ Y
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i x′|T = x′′|T . Якщо до того ж множина T – злiченна, то кажуть, що f
залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Наступне твердження показує, що при доведеннi залежностi вiд пев-
ної кiлькостi координат вiдображень на добутках достатньо розглядати
звуження цих вiдображень на деякий σ-добуток.

Твердження 2.1.4. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Xs,
a = (as)s∈S ∈ ∏

s∈S

Xs, Y = σ(a) ⊆ X ⊆ ∏
s∈S

Xs, Z – гаусдорфовий то-

пологiчний простiр i f : X → Z – неперервне вiдображення. Тодi якщо
звуження g вiдображення f на σ-добуток Y зосереджене на деякiй мно-
жинi T ⊆ S, то i вiдображення f зосереджене на множинi T . Зокрема,
якщо g залежить вiд злiченної кiлькостi координат, то i f залежить
вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що вiдобра-
ження g зосереджене на деякiй множинi T ⊆ S, а вiдображення f – нi,
тобто iснують елементи x = (xs)s∈S , y = (ys)s∈S ∈ X такi, що xs = ys для
кожного s ∈ T i

z1 = f(x) 6= f(y) = z2.

Оскiльки простiр Z гаусдорфовий, то iснують такi базиснi околи W1 i W2

точок z1 i z2 вiдповiдно, що W1 ∩W2 = ∅. Використовуючи неперервнiсть
вiдображення f в точках x i y, виберемо базиснi вiдкритi околи U i V
точок x i y вiдповiдно такi, що

f(U ∩X) ⊆ W1 i f(V ∩X) ⊆ W2.

Тодi, зокрема, f(u) 6= f(v) для довiльних u ∈ U ∩X i v ∈ V ∩X.
Покладемо R = R(U) ∪ R(V ) i розглянемо елементи добутку

u = (us)s∈S ,

us =

{
xs, s ∈ R;
as, s ∈ S \R

i v = (vs)s∈S ,

vs =

{
ys, s ∈ R;
as, s ∈ S \R.

Тепер з одного боку, зi скiнченностi множини R випливає, що u, v ∈ Y .
Крiм того,

us = as = vs

для кожного s ∈ T \R i
us = xs = ys = vs
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для кожного s ∈ T ∩ R. Отже, u|T = v|T i згiдно з вибором множини T ,
маємо, що

f(u) = g(u) = g(v) = f(v).

А з iншого боку,

u|R(U) = x|R(U) i v|R(V ) = y|R(V ).

Тому згiдно з твердженням 1.1.8, u ∈ U i v ∈ V . А отже,

f(u) 6= f(v),

що дає нам суперечнiсть.

2.1.3. Одна властивiсть σ-добутку просторiв з другою
аксiомою злiченностi. У даному пунктi ми подамо певну власти-
вiсть незлiченних сiмей елементiв у σ-добутку просторiв з другою аксi-
омою злiченностi, яка доводиться з допомогою леми Шанiна i вiдiграє
важливу роль у методi Мазура.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X задовольняє другу аксiому злi-
ченностi, якщо в просторi X iснує не бiльш нiж злiченна база топологiї.

Лема 2.1.5. Нехай Y – топологiчний простiр з другою аксiомою злiчен-
ностi, I – незлiченна множина i (yi)i∈I – сiм’я елементiв yi ∈ Y . Тодi
iснує послiдовнiсть (in)∞n=0 рiзних iндексiв in ∈ I така, що yin

→ yi0 в
просторi Y .

Доведення. Для кожної вiдкритої множини V в просторi Y позначимо

I(V ) = {i ∈ I : yi ∈ V }.
Нехай (Bn)∞n=1 – база топологiї простору Y , In = I(Bn) для кожного n ∈ N
i

M = {n ∈ N : |In| ≤ ℵ0}.
Доведемо, що iснує точка

y∗ ∈ Y0 = {yi : i ∈ I}
така, що довiльного вiдкритого околу V точки y∗ множина I(V ) незлiчен-
на.

Припустимо, що це не так. Для кожного i ∈ I iснує окiл V точки yi

такий, що множина I(V ) – злiченна. Вибравши номер n ∈ N так, що
yi ∈ Bn ⊆ V , одержимо, що In ⊆ I(V ). А тому множина In також злiченна
i

i ∈ In i n ∈ M.
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Тепер маємо
I ⊆

⋃

n∈M

In,

звiдки випливає злiченнiсть множини I, що дає нам суперечнiсть.
Тепер побудуємо шукану послiдовнiсть (in)∞n=0. Спочатку виберемо iн-

декс i0 ∈ I так, що yi0 = y∗ i зафiксуємо довiльну спадну базу (Vn)∞n=1

околiв точки yi0 в просторi Y . Залишилось, використовуючи iндукцiю вiд-
носно n ∈ N, вибрати iндекси

in ∈ I(Vn) \ {ik : 0 ≤ k < n}.

Нагадаємо, що для базисної вiдкритої множини U =
∏

s∈S

Us в топологi-

чному добутку X =
∏

s∈S

Xs через R(U) ми позначаємо скiнченну множину

{s ∈ S : Us 6= Xs}. Далi, якщо B ⊆ S, то через U |B позначатимемо множи-
ну

∏
s∈B

Us в добутку
∏

s∈B

Xs. Нехай, крiм того, Y – пiдпростiр простору X.

Тодi непорожню вiдкриту множину V в Y назвемо базисною, якщо iснує
базисна вiдкрита в X множина U така, що V = U∩Y ; при цьому приймемо
R(V ) = R(U).

Тепер перейдемо до випадку σ-добутку просторiв з другою аксiомою
злiченностi.

Лема 2.1.6. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Xs з другою
аксiомою злiченностi, a = (a(s))s∈S ∈ ∏

s∈S

Xs, Y = σ(a), I – незлiченна

множина i (yi)i∈I – сiм’я елементiв yi = (yi(s))s∈S ∈ Y . Тодi iснують
послiдовнiсть (in)∞n=0 рiзних iндексiв in ∈ I i скiнченна множина B ⊆ S
такi, що yin → x0 в просторi Y , де x0(s) = yi0(s) для кожного s ∈ B i
x0(s) = a(s) для кожного s ∈ S \B.

Доведення. Позначимо

Si = {s ∈ S : yi(s) 6= a(s)}

для кожного i ∈ I i
In = {i ∈ I : |Si| ≤ n}

для кожного n ∈ N. Оскiльки всi множини Si скiнченнi, то

I =
∞⋃

n=1

In.
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Тому iснує номер m ∈ N такий, що множина Im незлiченна. Застосувавши
твердження 2.1.2 до сiм’ї (Si : i ∈ Im) одержимо скiнченну множину B ⊆ S
i незлiченну множину J ⊆ Im такi, що

Si ∩ Sj = B

для довiльних рiзних iндексiв i, j ∈ J .
Тепер до сiм’ї (zi)i∈J елементiв zi = yi|B простору Z =

∏
s∈B

Xs з дру-

гою аксiомою злiченностi застосуємо лему 2.1.5 i одержимо послiдовнiсть
(in)∞n=0 рiзних iндексiв in ∈ J таку, що zin

→ zi0 в просторi Z. Залишилося
показати, що yin → x0 в просторi Y , де

x0(s) =

{
yi0(s), s ∈ B;
a(s), s ∈ S \B.

Iншими словами, потрiбно довести, що

yin(s) → x0(s)

для кожного s ∈ S. Справдi, для кожного s ∈ B маємо

yin
(s) = zin

(s) → zi0(s) = x0(s).

Крiм того, для кожного s ∈ S \B множина {n ∈ N : yin
(s) 6= a(s)} мiстить

щонайбiльше один елемент. Адже, якщо yin(s) 6= a(s) 6= yik
(s) для деяких

рiзних номерiв n, k ∈ N, то s ∈ Sin
∩ Sik

, i Sin
∩ Sik

6= B, що суперечить
вибору множин B i J . Тому

yin(s) → a(s) = x0(s).

Отже, так чи iнакше, yin(s) → x0(s) для кожного s ∈ S, тобто yin → x0 в
просторi Y .

2.1.4. Найменша множина зосередженостi вiдобра-
жень на σ-добутках. У даному пунктi ми розглянемо побудову
множини iндексiв, яка має досить природний вигляд i вiдiграє ключову
роль у доведеннi достатнiх умов залежностi.

Нехай (Xs)s∈S – сiм’я непорожнiх множин, Y ⊆ ∏
s∈S

Xs, Z – довiльна

множина i f : Y → Z. Множина S0 ⊆ S називається найменшою множи-
ною, на якiй зосереджене вiдображення f , якщо f зосереджене на S0 i для
довiльної множини T ⊆ S, на якiй зосереджене f , виконується включення
S0 ⊆ T .

Наступне твердження дає конструкцiю найменшої множини для довiль-
них вiдображень на σ-добутках.
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Твердження 2.1.7. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я непорожнiх множин,
a = (as)s∈S ∈

∏
s∈S

Xs, Y = σ(a), Z – довiльна множина i f : Y → Z. Тодi

множина

S0 = {s ∈ S : (∃xs, ys ∈ Y )(xs|S\{s} = ys|S\{s} i f(xs) 6= f(ys))}

є найменшою множиною, на якiй зосереджене f .

Доведення. Спочатку доведемо, що множина S0 мiститься в довiльнiй
множинi T ⊆ S, на якiй зосереджене вiдображення f . Справдi, нехай
S0 6⊆ T ⊆ S. Тодi iснує елемент s ∈ S0 \ T . Тепер маємо

xs|T = ys|T i f(xs) 6= f(ys),

тобто f не зосереджене на множинi T .
Залишилося довести, що f зосереджене на множинi S0. Нехай u =

(u(s))s∈S , v = (v(s))s∈S ∈ Y – рiзнi елементи, такi, що u|S0 = v|S0 . По-
кажемо, що f(u) = f(v). Оскiльки u, v ∈ σ(a), то множина

R = {s ∈ S : u(s) 6= v(s)}

скiнченна, тобто
R = {sk : 1 ≤ k ≤ n}.

Позначимо u0 = u. Далi послiдовно для кожного k = 1, 2, . . . , n приймемо

uk(s) =

{
uk−1(s), s ∈ S \ {sk};
v(sk), s = sk.

Зафiксуємо натуральне число k ≤ n. Зауважимо, що

uk−1|S\{sk} = uk|S\{sk}.

Крiм того, sk 6∈ S0, адже u(sk) 6= v(sk) i u|S0 = v|S0 . Тому f(uk−1) = f(uk).
Отже, f(uk−1) = f(uk) для кожного k = 1, 2, . . . , n. Тепер, беручи до

уваги, що un = v, одержимо

f(u) = f(u0) = f(u1) = · · · = f(un) = f(v).

Тепер ми одержуємо вигляд найменшої множини для неперервних вiд-
ображень на топологiчних добутках.
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Наслiдок 2.1.8. Нехай X – добуток сiм’ї (Xs)s∈S топологiчних просто-
рiв Xs, Y – гаусдорфовий простiр i f : X → Y – неперервне вiдображення.
Тодi множина

S0 = {s ∈ S : (∃xs, ys ∈ X)(xs|S\{s} = ys|S\{s} i f(xs) 6= f(ys))}
є найменшою множиною, на якiй зосереджене f .

Доведення. Аналогiчно, як при доведеннi твердження 2.1.7 доводиться,
що множина S0 мiститься в довiльнiй множинi T ⊆ S, на якiй зосереджене
f . Крiм того, з тверджень 2.1.7 i 2.1.4 випливає, що f зосереджене на
множинi S0.

2.1.5. Залежнiсть вiд злiченної кiлькостi координат не-
перервних вiдображень на добутках просторiв з другою
аксiомою злiченностi. Тепер ми викладемо результати про зале-
жнiсть неперервних вiдображень вiд злiченної кiлькостi координат, якi
одержуються методом Мазура.

Наступний результат займає центральне мiсце у даному пiдроздiлi i є
фактичною реалiзацiєю методу Мазура.

Теорема 2.1.9. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Xs з дру-
гою аксiомою злiченностi, a = (as)s∈S ∈ ∏

s∈S

Xs, Y = σ(a) i Z – топо-

логiчний простiр з Gδ-дiагоналлю. Тодi кожне неперервне вiдображення
f : Y → Z залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Доведення. Розглянемо множину

T = {s ∈ S : (∃xs, ys ∈ Y )(xs|S\{s} = ys|S\{s} i f(xs) 6= f(ys))},
яка згiдно з наслiдком 2.1.8 є найменшою множиною, на якiй зосереджене
f . Доведемо, що множина T злiченна.

Припустимо, що множина T незлiченна. Оскiльки простiр Z має Gδ-
дiагональ ∆ = {(z, z) : z ∈ Z}, то iснує послiдовнiсть (Fn)∞n=1 замкнених в
просторi Z2 множин Fn така, що

Z2 \∆ =
∞⋃

n=1

Fn.

Для кожного n ∈ N позначимо

Tn = {s ∈ T : (f(xs), f(ys)) ∈ Fn}.

Оскiльки (f(xs), f(ys) ∈ Z2 \ ∆ для кожного s ∈ T , то T =
∞⋃

n=1
Tn. Тому

iснує номер m такий, що множина Tm незлiченна.
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До сiм’ї (xs : s ∈ Tm) застосуємо лему 2.1.6 i одержимо послiдовнiсть
(sn)∞n=0 рiзних iндексiв sn ∈ Tm i скiнченну множину B ⊆ S такi, що
xsn → x в просторi Y , де x(s) = xs0(s) для кожного s ∈ B i x(s) = a(s)
для кожного s ∈ S \B.

Покажемо, що ysn → x в просторi Y . Зафiксуємо s ∈ S i доведемо, що
ysn

(s) → x(s) в просторi Xs. Оскiльки

{t ∈ S : xsn
(t) 6= ysn

(t)} = {sn}
для кожного n ∈ N, то множина

{n ∈ N : xsn(s) 6= ysn(s)} = {n ∈ N : sn = s}
складається не бiльше нiж з одного елемента, адже всi координати sn рi-
знi. Отже, послiдовнiсть (ysn(s))∞n=1 вiдрiзняється вiд збiжної до x(s) по-
слiдовностi (xsn(s))∞n=1 щонайбiльше одним елементом, i тому вона також
збiгається до x(s).

З неперервностi вiдображення f в точцi x випливає, що

(f(xsn
), f(ysn

)) → (f(x), f(x))

в просторi Z2. Крiм того, нагадаємо, що

(f(xsn
), f(ysn

)) ∈ Fm

для кожного n ∈ N i множина Fm замкнена. Тому

(f(x), f(x)) ∈ ∆ ∩ Fm = ∅,
що дає нам суперечнiсть.

Зi щойно доведеної теореми i твердження 2.1.4 випливає наступний ре-
зультат, який фактично доведений у [26].

Теорема 2.1.10. Довiльне неперервне вiдображення f : X → Z, визна-
чене на добутку X =

∏
s∈S

Xs сiм’ї топологiчних просторiв Xs з другою

аксiомою злiченностi, i зi значеннями у топологiчному просторi Z з за-
мкненою Gδ-дiагоналлю залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Зауваження 2.1.11. Зауважимо, що С.Мазур в [26], вивчаючи зв’язки
мiж секвенцiально неперервними i неперервними вiдображеннями на до-
бутках, дослiджував залежнiсть вiд злiченної кiлькостi координат секвен-
цiально неперервних вiдображень. При цьому аналог твердження 2.1.4
для секвенцiально неперервних вiдображень – досить нетривiальний факт,
який встановлений в [26] для добутку сiм’ї (Xs : s ∈ S) сiм’ї топологiчних
просторiв Xs, потужнiсть |S| якої менша вiд першого недосяжного карди-
налу.
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2.2

Загальний варiант леми Шанiна

У даному пiдроздiлi ми викладемо загальний варiант леми Шанiна.
При цьому подамо дещо опрацьований метод доведення цього факту, за-
стосований у [34].

2.2.1. Один наслiдок з леми Куратовського – Цорна.
Розпочнемо з корисного для нас твердження про iснування максимального
елемента.

Нагадаємо деякi означення, пов’язанi зi впорядкованими множинами.
Множина A iз заданим на нiй вiдношенням ≤ називається частково впо-
рядкованою множиною, якщо виконуються такi умови:

1) a ≤ a для кожного a ∈ A;

2) якщо a ≤ b i b ≤ a, то a = b;

3) якщо a ≤ b i b ≤ c, то a ≤ c.

Нехай A – довiльна непорожня система множин. Для довiльних двох
множин A,B ∈ A приймемо

A ≤ B ⇔ A ⊆ B.

Зрозумiло, що (A,≤) – частково впорядкована множина, яку ми будемо
називати системою A, впорядкованою за включенням, а порядок, поро-
джений вiдношенням ≤, будемо називати порядком включення.

Частково впорядкована множина (A,≤) називається лiнiйно впорядко-
ваною множиною, якщо a ≤ b або b ≤ a для довiльних елементiв a, b ∈ A.

Лiнiйно впорядкована множина (A,≤) називається цiлком впорядкова-
ною множиною, якщо довiльна непорожня множина B ⊆ A має наймен-
ший елемент.

Пiдмножина B частково впорядкованої множини (A,≤) є обмеженою
зверху в множинi A, якщо iснує елемент a ∈ A такий, що b ≤ a для
кожного b ∈ B.

Елемент a0 частково впорядкованої множини (A,≤) називається ма-
ксимальним елементом множини A, якщо для довiльного a ∈ A з умови
a0 ≤ a випливає рiвнiсть a = a0. Зокрема, для впорядкованої за включе-
нням системи A елемент A0 ∈ A є максимальним, якщо для довiльного
A ∈ A з умови A0 ⊆ A випливає рiвнiсть A = A0.

Наступнi теорема Цермело i лема Куратовського – Цорна є рiвносиль-
ними до аксiоми вибору (див., наприклад, [16, роздiл I.4]).
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Теорема 2.2.1 (Теорема Цермело). Для довiльної непорожньої множини
A iснує вiдношення ≤ на A таке, що множина (A,≤) цiлком впорядко-
вана.

Теорема 2.2.2 (Лема Куратовського – Цорна). Нехай (A,≤) – частково
впорядкована множина така, що кожна лiнiйно впорядкована пiдмно-
жина B множини A обмежена зверху в множинi A. Тодi в множинi A
iснує максимальний елемент.

Непорожню систему множин A називатимемо замкненою вiдносно
об’єднання ланцюжкiв, якщо

⋃
B ∈ A

для довiльної лiнiйно впорядкованої за включенням непорожньої пiдсисте-
ми B ⊆ A. Зрозумiло, що якщо система A замкнена вiдносно об’єднання
ланцюжкiв, то кожна лiнiйно впорядкована за включенням пiдсистема B
системи A є обмеженою зверху в A, адже A ⊆ ⋃

B∈B
B для кожного A ∈ B.

Тепер з леми Куратовського – Цорна ми одержуємо наступний резуль-
тат для впорядкованих за включенням систем.

Наслiдок 2.2.3. Довiльна замкнена вiдносно об’єднання ланцюжкiв си-
стема A має максимальний елемент.

2.2.2. Регулярнi i сингулярнi кардинали. В цьому пунктi
ми розглянемо деякi властивостi кардиналiв, якi ми будемо використову-
вати у подальшому викладi.

Нехай ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Конфiнальнiстю cof (ℵ)
кардинального числа ℵ називається найменше кардинальне число ℵ′, для
якого iснує сiм’я (Ai : i ∈ I) множин Ai, що задовольняє такi умови

1) |I| = ℵ′;
2) |Ai| < ℵ для кожного i ∈ I;

3)
∣∣∣∣
⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣ = ℵ.

Легко помiтити, що cof (ℵ) ≤ ℵ. Для перевiрки цiєї нерiвностi досить
вибрати нескiнченну множину I з |I| = ℵ i для кожного i ∈ I прийеяти
Ai = {i}.

Нескiнченний кардинал ℵ називається регулярним, якщо cof (ℵ) = ℵ, i
сингулярним, якщо cof (ℵ) < ℵ.

Для довiльного кардиналу ℵ через ℵ+ ми позначатимемо наступний
пiсля ℵ кардинал.

Ми будемо використовувати такий факт.
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Твердження 2.2.4. Довiльний сингулярний кардинал є граничним.

Доведення. Нехай ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Достатньо дове-
сти, що кардинал ℵ+ регулярний.

Використовуючи означення конфiнальностi, виберемо сiм’ю (Ai : i ∈ I)
множин Ai, яка задовольняє такi умови

1) |I| = cof(ℵ+);

2) |Ai| < ℵ+ для кожного i ∈ I;

3)
∣∣∣∣
⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣ = ℵ+.

Тодi |Ai| ≤ ℵ для кожного i ∈ I i тепер маємо, що

ℵ+ =

∣∣∣∣∣
⋃

i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ ≤ |I| × ℵ = max{|I|,ℵ}.

Отже, ℵ+ ≤ |I| = cof(ℵ+), тобто ℵ+ = cof(ℵ+).

Наслiдок 2.2.5. Нехай ℵ – сингулярний кардинал. Тодi iснує сiм’я
(ms : s ∈ S) рiзних регулярних кардиналiв ms така, що

ℵ = sup
s∈S

ms,

|S| = cof(ℵ) i ms > cof(ℵ) для кожного s ∈ S.

Доведення. Виберемо сiм’ю (Ai : i ∈ I) множин Ai, яка задовольняє такi
умови

1) |I| = cof(ℵ);

2) |Ai| < ℵ для кожного i ∈ I;

3)
∣∣∣∣
⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣ = ℵ.

Для кожного i ∈ I позначимо

ni = max{|Ai|, cof(ℵ)}+.

Зрозумiло, що ni > cof(ℵ) для кожного i ∈ I. Покажемо, що ℵ = supi∈I ni.
Справдi, з одного боку, оскiльки max{|Ai|, cof(ℵ)} < ℵ, то ni ≤ ℵ для

кожного i ∈ I i тому
n = sup

i∈I
ni ≤ ℵ.
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А з iншого боку, |I| ≤ n i |Ai| ≤ n для кожного i ∈ I. Тому маємо, що

ℵ =

∣∣∣∣∣
⋃

i∈I

Ai

∣∣∣∣∣ ≤ n · n = n.

Тепер позначимо
S = {ni : i ∈ I}

i ms = s для кожного s ∈ S. Зрозумiло, що

ℵ = sup
i∈I

ni = sup
s∈S

ms

i ms > cof(ℵ) для кожного s ∈ S. Звiдси, зокрема, випливає, що
|S| ≥ cof(ℵ). Але |S| ≤ |I| = cof(ℵ). Тому |S| = cof(ℵ).

Ми будемо також використовувати наступну просту властивiсть регу-
лярних кардиналiв.

Твердження 2.2.6. Нехай ℵ – регулярний кардинал, I – довiльна мно-
жина потужностi |I| < ℵ i (Ai : i ∈ I) – сiм’я множин Ai такi, що∣∣∣∣
⋃
i∈I

Ai

∣∣∣∣ = ℵ. Тодi iснує iндекс j ∈ I такий, що |Aj | = ℵ.

Доведення. Припустимо, що |Ai| < ℵ для кожного i ∈ I. Тодi сiм’я
(Ai : i ∈ I) задовольняє умови 1)− 3) з означення конфiнальностi. Тому

cof(ℵ) ≤ |I| < ℵ,

що суперечить регулярностi кардиналу ℵ.

2.2.3. Узагальнення леми Шанiна. Тепер викладемо основ-
ний результат даного пiдроздiлу.

Твердження 2.2.7 (Узагальнена лема Шанiна). Нехай I – незлiченна
множина i (Ai : i ∈ I) – сiм’я скiнченних множин. Тодi

(i) якщо кардинал ℵ = |I| регулярний, то iснують скiнченна множина
B i множина J ⊆ I такi, що |J | = ℵ i Ai ∩ Aj = B для довiльних
рiзних i, j ∈ J ;

(ii) якщо кардинал ℵ = |I| сингулярний, то iснують множини B i J ⊆ I
такi, що |B| = cof(ℵ), |J | = ℵ i Ai ∩ Aj ⊆ B для довiльних рiзних
i, j ∈ J .
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Доведення. (i). Для кожного n ∈ N позначимо

In = {i ∈ I : |Ai| ≤ n}.

Оскiльки всi множини Ai скiнченнi, то I =
∞⋃

n=1
In. Крiм того, кардинал ℵ

регулярний i |N| = ℵ0 < ℵ. Тому згiдно з твердженням 2.2.6 iснує номер
n ∈ N такий, що |In| = ℵ.

Далi аналогiчно, як при доведеннi твердження 2.1.2, розглянемо мно-
жину L всiх невiд’ємних цiлих чисел l таких, що iснують l-елементна мно-
жина B′ i множина iндексiв I ′ ⊆ In потужностi ℵ такi, що B′ ⊆ Ai для
кожного i ∈ I ′. Зрозумiло, що 0 ∈ L i кожне натуральне число k > n не є
елементом множини L, тобто,

{0} ⊆ L ⊆ {0, 1, . . . , n}.

Позначимо
m = maxL

i знайдемо m-елементну множину B i множину iндексiв I0 ⊆ I потужностi
ℵ такi, що B ⊆ Ai для кожного i ∈ I0.

Тепер розглянемо систему U всiх множин U ⊆ I0 таких, що Ai∩Aj = B
для довiльних рiзних i, j ∈ U . Покажемо, що система U замкнена вiдносно
об’єднання ланцюжкiв. Нехай V ⊆ U – лiнiйно впорядкована за включе-
нням пiдсистема системи U i U =

⋃
V ∈V

V . Для довiльних рiзних i, j ∈ U

виберемо Vi, Vj ∈ V такi, що i ∈ Vi та j ∈ Vj . Без обмеження загальностi
ми можемо вважати, що Vi ⊆ Vj . Тодi i, j ∈ Vj i Ai ∩Aj = B, адже Vj ∈ U .
Отже, U ∈ U i система U замкнена вiдносно об’єднання ланцюжкiв.

Згiдно з наслiдком 2.2.3, в системi U iснує максимальний елемент J ∈ U .
Залишилось показати, що |J | = ℵ. Припустимо, що це не так, тобто |J | < ℵ.
Розглянемо множину

A =
⋃

i∈J

Ai.

Оскiльки всi множини Ai скiнченнi i ℵ0 < ℵ, то

|A| ≤ |J | × ℵ0 × |J | < ℵ.

Для кожного a ∈ A \B позначимо

I(a) = {i ∈ I0 \ J : a ∈ Ai}

i покажемо, що
I0 \ J =

⋃

a∈A\B
I(a).
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Зафiксуємо i ∈ I0 \ J . З максимальностi елемента J в системi U випливає,
що J ∪ {i} 6∈ U . Тому iснує iндекс j ∈ J такий, що Ai ∩ Aj 6= B. Оскiльки
B ⊆ Ai ∩Aj , то iснує a ∈ Aj \B ⊆ A \B таке, що i ∈ I(a).

Зауважимо, що |I0 \ J | = ℵ, адже |I0| = ℵ i |J | < ℵ. Тепер до сiм’ї
(I(a) : a ∈ A\B) застосуємо твердження 2.2.6 i одержимо, що iснує елемент
a ∈ A \B такий, що |I(a)| = ℵ. Тодi

|B ∪ {a}| = m + 1

i B ∪ {a} ⊆ Ai для кожного i ∈ I(a), що суперечить максимальностi m.
(ii). За допомогою наслiдку 2.2.5 виберемо сiм’ю (ms : s ∈ S) рiзних ре-

гулярних кардиналiв ms таку, що

ℵ = sup
s∈S

ms,

|S| = cof(ℵ) i ms > cof(ℵ) для кожного s ∈ S. Крiм того, для кожного
s ∈ S виберемо множину Is ⊆ I потужностi ms i, застосуавши частину (i)
до сiм’ї (Ai : i ∈ Is), одержимо скiнченну множину Bs i множину Js ⊆ Is

такi, що |Js| = ℵs i Ai ∩Aj = Bs для довiльних рiзних i, j ∈ Js. Позначимо
B =

⋃
s∈S

Bs. Зрозумiло, що

|B| ≤ ℵ0 · |S| = cof(ℵ).

Для довiльних s ∈ S i скiнченної множини D позначимо

Is(D) = {i ∈ Is : Ai ∩D 6⊆ B}

i покажемо, що всi множини Is(D) скiнченнi. Припустимо, що для деяких
s ∈ S i D множина Is(D) нескiнченна. Тодi

|Is(D)| > |D \B|

i для кожного iндексу i ∈ Is(D) iснує елемент d ∈ D \B такий, що d ∈ Ai.
Тому iснує елемент d ∈ D\B i рiзнi iндекси i, j ∈ Is(D) такi, що d ∈ Ai∩Aj .
Отже, Bs = Ai ∩Aj 6⊆ B, що дає нам суперечнiсть.

Тепер для кожного s ∈ S позначимо

Ts = {t ∈ S : mt < ms} i Js = Is \
⋃

t∈Ts

⋃

i∈It

Is(Ai).

Зауважимо, що |Ts| ≤ |S| = cof(ℵ) < ms, |It| = mt < ms для кожного
t ∈ Ts, всi множини Is(Ai) скiнченнi i кардинал ms регулярний. Тому∣∣⋃

t∈Ts

⋃
i∈It

Is(Ai)
∣∣ < ms. Взявши до уваги, що |Is| = ms, одержимо, що

|Js| = ms.
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Покажемо, що множина
J =

⋃

s∈S

Js

є шуканою, тобто |J | = ℵ i Ai ∩ Aj ⊆ B для довiльних рiзних i, j ∈ J .
Оскiльки J ⊆ I, то |J | ≤ |I| = ℵ. Разом з тим

|J | ≥ sup
s∈S

|Js| = sup
s∈S

ms = ℵ.

Отже, |J | = ℵ. Тепер нехай i, j ∈ J – довiльнi рiзнi iндекси. Виберемо
s, t ∈ S такi, що i ∈ Js та j ∈ Jt. Якщо s = t, то

Ai ∩Aj = Bs ⊆ B.

Розглянемо випадок, коли s 6= t. Без обмеження загальностi ми можемо
вважати, що mt < ms, тобто t ∈ Ts. Оскiльки i ∈ Js, то i 6∈ Is(Aj), тобто
Ai ∩Aj = Bs ⊆ B.
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2.3
Насиченi властивостi сiмей i топологiчнi

властивостi добуткiв

У цьому пiдроздiлi ми викладемо подане в роботi [34] застосування
загального варiанта леми Шанiна до дослiдження деяких кардинальних
властивостей топологiчних добуткiв, якi використовувалися в [34] при до-
слiдженнi залежностi неперервних вiдображень вiд певної кiлькостi ко-
ординат, а також в [54] при дослiдженнi залежностi нарiзно неперервних
вiдображень вiд певної кiлькостi координат. Крiм того, ми наведемо про-
веденi в [54] побудови, якi використовуються для якiсного порiвняння цих
властивостей.

2.3.1. Насиченi властивостi сiмей множин у топологi-
чних просторах. Спочатку введемо деякi поняття i позначення.

Будемо казати, що сiм’я множин U = (Ui : i ∈ I) мiститься в сiм’ї
множин V = (Vj : j ∈ J) (або V мiстить U) i позначатимемо U ⊆ V, якщо
I ⊆ J i Vi = Ui для кожного i ∈ I. При цьому сiм’ю U ми називатимемемо
пiдсiм’єю сiм’ї V.

Для сiм’ї множин U = (Ui : i ∈ I) потужнiсть ℵ = |I| називатимемо
потужнiстю сiм’ї U . При цьому сiм’ю U ми називатимемо ℵ-сiм’єю.

Наступне поняття було введено в [34] i стало там одним iз технiчних
iнструментiв для дослiдження цiлого класу топологiчних властивостей до-
буткiв.

Означення 2.3.1. Властивiсть φ сiмей множин у топологiчних про-
сторах називається насиченою, якщо вона задовольняє такi умови:

(a) якщо сiм’я пiдмножин U топологiчного простору X має φ в X i
мiститься в сiм’ї V пiдмножин простору X, то V має φ в X;

(b) якщо U = (Ui : i ∈ I) – сiм’я пiдмножин топологiчного просто-
ру X i V – пiдмножина топологiчного простору Y такi, що сiм’я
(Ui × V : i ∈ I) має φ в X × Y , то U має φ в X;

(c) якщо сiм’я пiдмножин (Ui : i ∈ I) топологiчного простору X має φ
в X i для кожного i ∈ I множина Vi – непорожня пiдмножина то-
пологiчного простору Xi, то сiм’я (Ui × Vi ×

∏
j∈I\{i}

Xj : i ∈ I) має φ

в X × ∏
i∈I

Xi.
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Нехай ℵ – довiльний кардинал. Ми казатимемо, що сiм’я множин
(Ui : i ∈ I) має властивiсть ℵ-перетину, якщо для довiльної множини
J ⊆ I потужностi |J | ≤ ℵ перетин

⋂
i∈J

Ui непорожнiй.

Точка x в топологiчному просторi X називається точкою накопичення
сiм’ї (Ui : i ∈ I) пiдмножин простору X, якщо для кожного околу U точки
x в просторi X множина {i ∈ I : U ∩Ui 6= ∅} нескiнченна, i точкою дотику
сiм’ї (Ui : i ∈ I), якщо x ∈ Ui для кожного i ∈ I.

Наступний результат є основним у даному пунктi i дає потрiбнi нам
приклади насичених властивостей.

Теорема 2.3.2. Для довiльних кардиналiв m i n наступнi властивостi
сiмей множин у топологiчних просторах є насиченими:

(φ1) сiм’я U мiстить m-пiдсiм’ю V з властивiстю n-перетину;

(φ2) сiм’я U мiстить m-пiдсiм’ю V, кожна n-пiдсiм’я W якої має точку
накопичення;

(φ3) сiм’я U мiстить m-пiдсiм’ю V, кожна n-пiдсiм’я W якої має точку
дотику.

Доведення. Зрозумiло, що властивостi (φ1) − (φ3) задовольняють умову
(a) з означення насиченої властивостi, адже якщо сiм’я U мiстить деяку
пiдсiм’ю з певними властивостями, то цю ж пiдсiм’ю мiстить i ширша сiм’я
V ⊇ U .

Перевiримо (b). Нехай U = (Ui : i ∈ I) – сiм’я пiдмножин тополо-
гiчного простору X, V – пiдмножина топологiчного простору Y i сiм’я
U ′ = (Ui × V : i ∈ I) має властивiсть (φk), де k ∈ {1, 2, 3}. Тодi iснує мно-
жина J ⊆ I потужностi |J | = m така, що сiм’я V ′ = (Ui × V : i ∈ J) має
вiдповiдну властивiсть. Покажемо, що сiм’я V = (Ui : i ∈ J) також має цю
властивiсть.

Якщо k = 1, то V ′ має властивiсть n-перетину. Оскiльки

⋂

i∈K

(Ui × V ) =

( ⋂

i∈K

Ui

)
× V

для довiльної множини K ⊆ J , то i сiм’я V ′ також має властивiсть n-
перетину.

Якщо k = 2, то кожна n-пiдсiм’я W ′ сiм’ї V ′ має точку накопичення в
X × Y , тобто для кожної множини K ⊆ J потужностi |K| ≤ n iснує точка
zK = (xK , yK) ∈ X × Y така, що для довiльного околу W точки zK в
просторi X × Y множина

{i ∈ K : (Ui × V ) ∩W 6= ∅}
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нескiнченна. Зокрема, для довiльного околу U точки xK в просторi X
множина

{i ∈ K : (Ui × V ) ∩ (U × Y ) 6= ∅} = {i ∈ K : Ui ∩ U 6= ∅}

нескiнченна. Отже, кожна n-пiдсiм’я W сiм’ї V має точку накопичення.
Якщо k = 3, то кожна n-пiдсiм’яW ′ сiм’ї V ′ має точку дотику, тобто для

кожної множини K ⊆ J потужностi |K| ≤ n iснує точка zK = (xK , yK) ∈
X × Y така, що

zK ∈ Ui × V

для кожного i ∈ K. Це означає, що yK ∈ V i xK ∈ Ui для кожного i ∈ K.
Зокрема, xK точка дотику сiм’ї (Ui : i ∈ K). Отже, кожна n-пiдсiм’я W
сiм’ї V має точку дотику.

Тепер доведемо (c). Нехай U = (Ui : i ∈ I) – сiм’я пiдмножин топо-
логiчного простору X має властивiсть (φk) в X, де k ∈ {1, 2, 3}, i для
кожного i ∈ I множина Vi є непорожньою пiдмножиною топологiчного
простору Xi. Покажемо, що сiм’я U ′ = (Ui × Vi ×

∏
j∈I\{i}

Xj : i ∈ I) має

φk в X × ∏
i∈I

Xi. Для кожного i ∈ I виберемо точку yi ∈ Vi i позначимо

y = (yi)i∈I ∈ Y =
∏
i∈I

Xi. Оскiльки U має властивiсть (φk), то iснує множи-

на J ⊆ I потужностi |J | = m така, що сiм’я V = (Ui : i ∈ J) має вiдповiдну
властивiсть. Покажемо, що сiм’я V ′ = (Ui × Vi ×

∏
j∈I\{i}

Xj : i ∈ J) також

має цю властивiсть.
Якщо k = 1, то V має властивiсть n-перетину. Оскiльки

x ∈
⋂

i∈K

Ui ⇔ (x, y) ∈
⋂

i∈K


Ui × Vi ×

∏

j∈I\{i}
Xj




для довiльної множини K ⊆ J , то i сiм’я V ′ також має властивiсть n-
перетину.

Якщо k = 2, то кожна n-пiдсiм’я W сiм’ї V має точку накопичення,
тобто для кожної множини K ⊆ J потужностi |K| ≤ n iснує точка xK ∈ X
така, що для довiльного околу U точки xK в просторi X множина

{i ∈ K : Ui ∩ U 6= ∅}

нескiнченна. Оскiльки y ∈ Vi ×
∏

j∈I\{i}
Xj для кожного i ∈ I, то множина

{i ∈ K : (Ui × Vi ×
∏

j∈I\{i}
Xj) ∩ (U × V ) 6= ∅}
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– нескiнченна для довiльних околiв U точки xK в просторi X i V точки y в
просторi

∏
i∈I

Xi. Отже, (xK , y) точка накопичення сiм’ї (Ui×Vi×
∏

j∈I\{i}
Xj :

i ∈ K), тобто кожна n-пiдсiм’я W ′ сiм’ї V ′ має точку накопичення.
Якщо k = 3, то кожна n-пiдсiм’яW сiм’ї V має точку дотику, тобто для

кожної множини K ⊆ J потужностi |K| ≤ n iснує точка xK ∈ X така, що

xK ∈ Ui

для кожного i ∈ K. Зрозумiло, що тодi

(xK , y) ∈ Ui × Vi ×
∏

j∈I\{i}
Xj

для кожного i ∈ K. Отже, кожна n-пiдсiм’я W ′ сiм’ї V ′ має точку дотику.

Зауваження 2.3.3. У випадку m = n властивiсть (φ1) має наступний
вигляд: сiм’я U мiстить m-пiдсiм’ю V з непорожнiм перетином.

2.3.2. Топологiчнi властивостi добуткiв у термiнах на-
сичених сiмей. Тепер перейдемо до подальшого розвитку викладено-
го в [34] пiдходу, який приводить до розгляду кардинальних топологiчних
властивостей добуткiв, якi описуються в термiнах насичених властивостей
сiмей вiдкритих множин.

Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, φ – насичена властивiсть сiмей мно-
жин i B – база вiдкритих множин у топологiчному просторi X. Позначимо
через P (φ,ℵ,B) наступну властивiсть топологiчного простору X: кожна
ℵ-сiм’я непорожнiх множин з B має властивiсть φ. Якщо топологiчний
простiр X має властивiсть P (φ,ℵ,B), то ми будемо також казати, що X
має властивiсть P (φ,ℵ) вiдносно бази B. У разi, якщо база B стандартна i
зрозумiла з контексту, властивiсть P (φ,ℵ,B) ми будемо позначати просто
P (φ,ℵ) i також казати, що X має властивiсть P (φ,ℵ).

Наступний результат з [34], одержаний з допомогою леми Шанiна, дає
можливiсть дослiдження кардинальних топологiчних властивостей добу-
ткiв зводити до вивчення добуткiв "малої" кiлькостi множникiв.

Теорема 2.3.4. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв Xs,
X =

∏
s∈S

Xs, ℵ – нескiнченний кардинал i φ – насичена властивiсть сiмей

множин. Тодi

(i) якщо кардинал ℵ регулярний, то топологiчний простiр X має вла-
стивiсть P (φ,ℵ) вiдносно стандартної бази тодi i тiльки тодi, ко-
ли для довiльної непорожньої скiнченної множини T ⊆ S топологi-
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чний добуток
∏

s∈T

Xs має властивiсть P (φ,ℵ) вiдносно стандартної

бази;

(ii) якщо кардинал ℵ сингулярний i n = cof(ℵ), то топологiчний про-
стiр X має властивiсть P (φ,ℵ) вiдносно стандартної бази тодi
i тiльки тодi, коли для довiльної множини T ⊆ S потужностi
|T | ≤ n топологiчний добуток

∏
s∈T

Xs має властивiсть P (φ,ℵ) вiд-

носно стандартної бази.

Доведення. Спочатку доведемо необхiднiсть в обох випадках (i) та (ii).
Нехай простiр X має властивiсть P (φ,ℵ). Достатньо довести, що для до-
вiльної непорожньої множини T ⊆ S топологiчний добуток XT =

∏
s∈T

Xs

має властивiсть P (φ,ℵ). Зафiксуємо довiльну непорожню множину T ⊆ S
i довiльну ℵ-сiм’ю U непорожнiх базисних вiдкритих множин у просторi
XT . Покладемо YT =

∏
s∈S\T

Xs. Зрозумiло, що сiм’я

U ′ = (U × YT : U ∈ U)

є ℵ-сiм’єю непорожнiх базисних вiдкритих множин у просторi X = XT ×
YT . Оскiльки X має властивiсть P (φ,ℵ), то сiм’я U ′ має властивiсть φ у
просторi X. Тому, згiдно з умовою (b), сiм’я U має властивiсть φ у просторi
XT . Отже, простiр XT має властивiсть P (φ,ℵ).

Тепер доведемо достатнiсть. Розпочнемо з випадку (i). Нехай для до-
вiльної непорожньої скiнченної множини T ⊆ S топологiчний добуток∏
s∈T

Xs має властивiсть P (φ,ℵ). Покажемо, що простiр X має властивiсть

P (φ,ℵ). Нехай U = (Ui : i ∈ I) – довiльна ℵ-сiм’я непорожнiх базисних
вiдкритих множин у просторi X. Нагадаємо, що для кожної базисної вiд-
критої множини

Ui =
∏

s∈S

U (i)
s

множина
Ai = R(Ui) = {s ∈ S : U (i)

s 6= Xs}
скiнченна. До ℵ-сiм’ї (Ai : i ∈ I) множин Ai ⊆ S застосуємо твердження
2.2.7(i) i знайдемо скiнченну множину T ⊆ S i множину J ⊆ I потужностi
|J | = ℵ такi, що Ai ∩ Aj = T для довiльних рiзних i, j ∈ J . Зафiксуємо
довiльний iндекс j0 ∈ J i позначимо

Sj0 = (Aj0 \ T ) ∪
(

S \
⋃

i∈J

Ai

)
i Sj = Aj \ T
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для кожного j ∈ J \ {j0}. Крiм того, позначимо

Y =
∏

s∈T

Xs, i Yj =
∏

s∈Sj

Xs.

для кожного j ∈ J . Зрозумiло, що

S = T
⊔


⊔

j∈J

Sj


 ,

а тому
X = Y ×

∏

j∈J

Yj .

Тепер для кожного j ∈ J покладемо

Vj =
∏

s∈T

U (j)
s i Wj =

∏

s∈Sj

U (i)
s .

Оскiльки R(Uj) = Aj ⊆ T t Sj , то

Uj = Vj ×Wj ×
∏

i∈J\{j}
Yi

для кожного j ∈ J . Згiдно з нашим припущенням, простiр Y має власти-
вiсть P (φ,ℵ). Тому ℵ-сiм’я (Vj : j ∈ J) непорожнiх базисних вiдкритих
множин Vj у просторi Y має властивiсть φ. З умови (c) випливає, що ℵ-
сiм’я (Uj : j ∈ J) має властивiсть φ в X. Отже, згiдно з умовою (a), ℵ-сiм’я
U також має властивiсть φ i простiр X має властивiсть P (φ,ℵ).

У випадку (ii) ми мiркуємо цiлком аналогiчно, використовуючи твер-
дження 2.2.7(ii) i вiдповiдне припущення.

2.3.3. Псевдо-ℵ-компактнiсть, точково скiнченна клi-
тковiсть i калiбр топологiчних добуткiв. У даному пунктi
ми застосуємо результат попереднього пункту до вивчення деяких карди-
нальних властивостей топологiчних добуткiв.

Сiм’я A = (Ai : i ∈ I) пiдмножин Ai топологiчного простору X назива-
ється локально скiнченною, якщо для кожної точки x ∈ X iснує такий її
окiл U , що множина

I(U) = {i ∈ I : Ai ∩ U 6= ∅}
– скiнченна, точково скiнченною чи ℵ-точковою, де ℵ – довiльний карди-
нал, якщо для кожного x ∈ X множина

I(x) = {i ∈ I : x ∈ Ai}
– скiнченна чи має потужнiсть, яка не перевищує ℵ.
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Твердження 2.3.5. Нехай X – топологiчний простiр i A = (Ai : i ∈ I)
– сiм’я пiдмножин Ai топологiчного простору X. Тодi

(i) сiм’я A локально скiнченна тодi i тiльки тодi, коли A не має точки
накопичення;

(ii) сiм’я A точково скiнченна тодi i тiльки тодi, коли кожна ℵ0-
пiдсiм’я сiм’ї A має порожнiй перетин;

(iii) сiм’я A є ℵ-точковою, де ℵ – довiльний кардинал, тодi i тiльки
тодi, коли кожна ℵ+-пiдсiм’я сiм’ї A має порожнiй перетин.

Доведення. (i). Згiдно з означенням локальної скiнченностi, сiм’я A ло-
кально скiнченна, якщо для кожної точки x ∈ X iснує такий її окiл U ,
що множина I(U) = {i ∈ I : Ai ∩ U 6= ∅} скiнченна, тобто x не є точкою
накопичення сiм’ї A.

(ii). З означення випливає, що сiм’я A точково скiнченна тодi i тiльки
тодi, коли для довiльної нескiнченної множини J ⊆ I перетин

⋂
i∈J

Ai по-

рожнiй. Це означає, що для довiльної злiченної множини J ⊆ I перетин⋂
i∈J

Ai порожнiй, тобто кожна ℵ0-пiдсiм’я має порожнiй перетин.

(iii). Мiркуємо аналогiчно, як в попередньому випадку. З означення
випливає, що сiм’я A є ℵ-точковою тодi i тiльки тодi, коли для довiльної
множини J ⊆ I потужностi |J | > ℵ перетин

⋂
i∈J

Ai порожнiй. Це означає,

що для довiльної множини J ⊆ I потужностi |J | = ℵ+ перетин
⋂

i∈J

Ai

порожнiй, тобто кожна ℵ+-пiдсiм’я сiм’ї A має порожнiй перетин.

Топологiчний простiр X називається псевдо-ℵ-компактним, де ℵ – де-
який нескiнченний кардинал, якщо довiльна локально скiнченна сiм’я не-
порожнiх вiдкритих в X множин має потужнiсть, меншу нiж ℵ. У цьому
випадку також кажуть, що простiр X має дискретну клiтковiсть, яка не
перевищує ℵ.
Наслiдок 2.3.6. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв Xs,
X =

∏
s∈S

Xs, ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Тодi

(i) якщо кардинал ℵ регулярний, то топологiчний простiр X псевдо-
ℵ-компактний тодi i тiльки тодi, коли для довiльної непорожньої
скiнченної множини T ⊆ S топологiчний добуток

∏
s∈T

Xs псевдо-ℵ-
компактний;
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(ii) якщо кардинал ℵ сингулярний, то топологiчний простiр X псевдо-
ℵ-компактний тодi i тiльки тодi, коли для довiльної множи-
ни T ⊆ S потужностi |T | ≤ cof(ℵ) топологiчний добуток

∏
s∈T

Xs

псевдо-ℵ-компактний.

Доведення. Нехай m = n = ℵ i φ – це властивiсть (φ2) з теореми 2.3.2.
Тодi властивiсть P (φ,ℵ) довiльного топологiчного простору Y вiдносно
довiльної фiксованої бази B простору Y означає, що

довiльна ℵ-сiм’я U множин з бази B мiстить деяку ℵ-сiм’ю V ко-
жна ℵ-пiдсiм’я W має точку накопичення.

Тепер, згiдно з теоремою 2.3.4, достатньо довести, що наступнi умови
рiвносильнi:

1) Y має властивiсть P (φ,ℵ);

2) довiльна локально скiнченна в просторi Y сiм’я непорожнiх вiдкри-
тих множин з бази B має потужнiсть, меншу, нiж ℵ, тобто довiльна
ℵ-сiм’я множин з бази B має точку накопичення;

3) Y псевдо-ℵ-компактний.
1) ⇒ 2). Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що умова 2)

не виконується, тобто iснує ℵ-сiм’я U множин з бази B, яка не має то-
чки накопичення. Тодi i довiльна ℵ-пiдсiм’я сiм’ї U також не має точки
накопичення, що заперечує умову 1).

2) ⇒ 1). Для доведення властивостi P (φ,ℵ) простору Y досить прийня-
ти V = U . Тодi, згiдно з 1), кожна ℵ-пiдсiм’я сiм’ї V має точку накопичення,
тобто Y має P (φ,ℵ).

2) ⇒ 3). Нехай (Ui : i ∈ I) – довiльна локально скiнченна сiм’я непо-
рожнiх вiдкритих в Y множин. Для кожного i ∈ I виберемо непорожню
множину Vi ⊆ Ui, яка належить базi B. Зрозумiло, що сiм’я (Vi : i ∈ I)
також локально скiнченна. Тому, |I| < ℵ згiдно з 2). Отже, Y є псевдо-ℵ-
компактним.

Iмплiкацiя 3) ⇒ 2) очевидна.

Нехай X – топологiчний простiр i A – сукупнiсть усiх точково скiн-
ченних сiмей непорожнiх вiдкритих множин в просторi X. Кардинальне
число

sup{|A| : A ∈ A}
називається точково скiнченною клiтковiстю топологiчного простору X
i позначається p(X).

62



Наслiдок 2.3.7. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв Xs,
X =

∏
s∈S

Xs, ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Тодi p(X) ≤ ℵ тодi i

тiльки тодi, коли p

( ∏
s∈T

Xs

)
≤ ℵ для довiльної непорожньої скiнченної

множини T ⊆ S.

Доведення. Нехай m = n = ℵ0 i φ – це властивiсть (φ1) з теореми 2.3.2.
Згiдно з зауваженням 2.3.3, властивiсть P (φ,ℵ+) довiльного топологiчного
простору Y вiдносно бази B в Y має такий вигляд

довiльна ℵ+-сiм’я U непорожнiх множин з бази B мiстить деяку
ℵ0-пiдсiм’ю V з непорожнiм перетином,

або iншими словами,

довiльна ℵ+-сiм’я U непорожнiх множин з бази B не є точково
скiнченною.

Тепер, беручи до уваги регулярнiсть кардиналу ℵ+ i теорему 2.3.4, до-
статньо довести, що наступнi умови рiвносильнi:

1) Y має властивiсть P (φ,ℵ+);

2) p(Y ) ≤ ℵ.
Зауважимо, що умова 2) рiвносильна тому, що довiльна ℵ+-сiм’я U не-

порожнiх вiдкритих множин у просторi Y не є точково скiнченною. Тепер
iмплiкацiя 2) ⇒ 1) очевидна, а iмплiкацiя 1) ⇒ 2) доводиться аналогiчно,
як iмплiкацiя 2) ⇒ 3) в наслiдку 2.3.6.

Кардинальне число ℵ називається калiбром топологiчного простору X,
якщо для довiльної ℵ-сiм’ї A вiдкритих в X непорожнiх множин iснує
ℵ-сiм’я B ⊆ A з непорожнiм перетином.

Спочатку розглянемо випадок добутку двох просторiв.

Твердження 2.3.8. Нескiнченний кардинал ℵ є калiбром топологiчного
добутку X × Y тодi i тiльки тодi, коли ℵ є калiбром кожного простору
X i Y .

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ℵ – калiбр топологiчного добутку X × Y .
Достатньо показати, що ℵ – калiбр топологiчного простору X. Розглянемо
довiльну ℵ-сiм’ю (Ui : i ∈ I) вiдкритих непорожнiх множин в X. Для
кожного i ∈ I позначимо

Wi = Ui × Y.
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Оскiльки ℵ – калiбр простору X×Y , то iснує множина J ⊆ I потужностi ℵ
така, що перетин

⋂
i∈J

Wi непорожнiй. Зрозумiло, що i перетин
⋂

i∈J

Ui також

непорожнiй. Отже, ℵ – калiбр простору X.
Достатнiсть. Нехай ℵ – калiбр кожного простору X i Y . Покажемо,

що ℵ – калiбр простору X × Y . Розглянемо довiльну ℵ-сiм’ю (Wi : i ∈ I)
вiдкритих непорожнiх множин в X × Y . Для кожного i ∈ I виберемо
вiдкритi непорожнi множини Ui i Vi у просторах X i Y вiдповiдно, такi,
що

Ui × Vi ⊆ Wi.

Оскiльки ℵ – калiбр простору X, то iснує множина J ⊆ I потужностi ℵ
така, що перетин

⋂
i∈J

Ui непорожнiй. Тепер використаємо, що ℵ є калiбром

простору Y i одержимо, що iснує множина K ⊆ J потужностi ℵ така, що
перетин

⋂
i∈K

Vi непорожнiй. Зрозумiло, що i перетин
⋂

i∈K

Wi також непоро-

жнiй. Отже, ℵ – калiбр простору X × Y .

Наслiдок 2.3.9. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв Xs,
X =

∏
s∈S

Xs, ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Тодi ℵ+ є калiбром

простору X тодi i тiльки тодi, коли ℵ+ є калiбром кожного простору
Xs.

Доведення. Згiдно з твердженням 2.3.8, достатньо довести, що ℵ+ – ка-
лiбр простору X тодi i тiльки тодi, коли ℵ+ – калiбр кожного скiнченного
пiддобутку.

Нехай m = n = ℵ+ i φ – це властивiсть (φ1) з теореми 2.3.2. Тодi,
згiдно iз зауваженням 2.3.3, властивiсть P (φ,ℵ+) довiльного топологiчного
простору Y вiдносно бази B в Y означає, що

довiльна ℵ+-сiм’я U непорожнiх множин з бази B мiстить деяку
ℵ+-пiдсiм’ю V з непорожнiм перетином.

Тепер, знову беручи до уваги регулярнiсть кардиналу ℵ+ i теорему 2.3.4,
достатньо зауважити, що аналогiчно, як при доведеннi наслiдку 2.3.7, на-
ступнi умови рiвносильнi:

1) Y має властивiсть P (φ,ℵ+);

2) ℵ+ – калiбр простору Y .
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2.3.4. Простiр Pℵ i порiвняння деяких властивостей то-
пологiчних просторiв. У даному пунктi ми викладемо побудови з
[54], якi, зокрема, дають можливiсть якiсно порiвняти розглянутi в попе-
редньому пунктi властивостi топологiчних добуткiв.

Нехай X – топологiчний простiр i A – система всiх всюди щiльних в X
множин. Нагадаємо, що кардинальне число

max{ℵ0,min{|A| : A ∈ A}}

називається щiльнiстю топологiчного простору X i позначається d(X).
Зокрема, простiр X – сепарабельний, якщо d(X) = ℵ0.

Наступне твердження має стандартне доведення.

Твердження 2.3.10. Для довiльного топологiчного простору X кожне
регулярне кардинальне число ℵ > d(X) є калiбром простору X. Зокрема,
кожне незлiченне регулярне кардинальне число ℵ є калiбром сепарабель-
ного простору X.

Доведення. Нехай A = {as : s ∈ S}, де |S| = d(X) i X = A, |I| = ℵ i
(Ui : i ∈ I) – довiльна сiм’я непорожнiх вiдкритих множин Ui у просторi
X. Для кожного s ∈ S позначимо

I(s) = {i ∈ I : as ∈ Ui}.

Оскiльки X = A i всi множини Ui вiдкритi i непорожнi, то

I =
⋃

s∈S

I(s).

З твердження 2.2.6 випливає, що iснує s ∈ S таке, що |I(s)| = ℵ. Тодi
ℵ-сiм’я (Ui : i ∈ I(s)) має непорожнiй перетин.

Топологiчнi властивостi, розглянутi в попередньому пунктi, мають на-
ступний природний зв’язок.

Твердження 2.3.11. Для довiльного топологiчного простору X i до-
вiльного нескiнченного кардиналу ℵ з кожного з наступних тверджень
випливає попереднє:

(Iℵ) простiр X псевдо-ℵ+-компактний;

(IIℵ) p(X) ≤ ℵ;

(IIIℵ) ℵ+ є калiбром простору X.
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Доведення. Згiдно з означеннями, умови (Iℵ), (IIℵ) i (IIIℵ) рiвносиль-
нi тому, що кожна вiдповiдно локально скiнченна, точково скiнченна i
ℵ-точкова сiм’я непорожнiх вiдкритих у просторi X множин має поту-
жнiсть, яка не перевищує ℵ. Залишилося зауважити, що довiльна локаль-
но скiнченна сiм’я точково скiнченна, а довiльна точково скiнченна сiм’я
ℵ-точкова.

Ми будемо використовувати також наступну властивiсть.

Твердження 2.3.12. Кожний регулярний псевдо-ℵ0-компактний про-
стiр є берiвським.

Доведення. Нехай X – псевдо-ℵ0-компактний простiр, тобто кожна ло-
кально скiнченна сiм’я вiдкритих непорожнiх множин в X є скiнченною.
Покажемо, що X берiвський.

Нехай U0 – довiльна вiдкрита непорожня множина в X. Припустимо,
що U0 першої категорiї в X. Тодi iснує послiдовнiсть (Fn)∞n=1 нiде не щiль-

них замкнених множин Fn в X така, що U0 ⊆
∞⋃

n=1
Fn. Легко побудувати

спадну послiдовнiсть (Un)∞n=1 вiдкритих в X непорожнiх множин Un таку,
що Un ⊆ Un−1 i Un ∩ Fn = ∅ для кожного n ∈ N. Зауважимо, що

∞⋂
n=1

Un =
∞⋂

n=1

Un = (
∞⋂

n=1

Un) ∩ U0 = (
∞⋂

n=1

Un) ∩ (
∞⋃

n=1

Fn) =

=
∞⋃

m=1

((
∞⋂

n=1

Un) ∩ Fm) ⊆
∞⋃

n=1

(Un ∩ Fn) = ∅.

Тому послiдовнiсть (Un)∞n=1 локально скiнченна, отже, послiдовнiсть
(Un)∞n=1 також локально скiнченна. А це суперечить псевдо-ℵ0-
компактностi простору X. Отже, U0 – множина другої категорiї в X, а
X – берiвський простiр.

Далi ми розглянемо приклади просторiв, якi ми будемо використовува-
ти при доведеннi iстотностi певних умов у теоремах про залежнiсть фун-
кцiй на добутках вiд певної кiлькостi координат. Вони, зокрема, iлюстру-
ють зв’язки мiж вищезгаданими кардинальними характеристиками топо-
логiчних просторiв.

Топологiчний простiр X називається ℵ-компактним, де ℵ – деякий не-
скiнченний кардинал, якщо з довiльного вiдкритого покриття простору
X, яке має потужнiсть, яка не перевищує ℵ, можна видiлити скiнченне
пiдпокриття.

Для довiльної функцiї f : X → R множина

supp f = {x ∈ X : f(x) 6= 0}
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називається носiєм функцiї f .
Наступний простiр вiдiграє роль модельного у нашому викладi.

Означення 2.3.13. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал i S – така мно-
жина, що |S| = ℵ+. Позначимо

Pℵ = {x ∈ [0, 1]S : |supp x| ≤ ℵ}

i надiлимо цей простiр топологiєю поточкової збiжностi на множинi S.
Iншими словами, Pℵ – це пiдпростiр тихоновського куба ваги ℵ+, який
складається з усiх функцiй з носiями потужностi меншої нiж ℵ+.

Для пiдмножини A добутку X =
∏

s∈S

Xs i множини T ⊆ S через A|T ми

будемо позначати пiдмножину

A|T = {(xs)s∈T : (xs)s∈S ∈ X}

добутку
∏

s∈T

Xs, яка є проекцiєю множини A на добуток
∏

s∈T

Xs. Зокрема,

для множини U =
∏

s∈S

Us маємо, що

U |T =
∏

s∈T

Us.

Наступна теорема дає потрiбнi нам властивостi простору Pℵ.

Теорема 2.3.14. Нехай ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Тодi

(a) p(Pℵ) ≤ ℵ0;

(b) ℵ+ не є калiбром топологiчного простору Pℵ;

(c) n+ є калiбром топологiчного простору Pℵ для довiльного нескiнчен-
ного кардинала n 6= ℵ;

(d) Pℵ є ℵ-компактним.

Доведення. Нехай S – така множина, що |S| = ℵ+ i Pℵ ⊆ [0, 1]S .
(a). Нехай U = (Ui : i ∈ I) – довiльна сiм’я базисних вiдкритих непо-

рожнiх множин Ui в Pℵ, причому |I| > ℵ0. Для кожного i ∈ I позначимо
через Ũi таку базисну вiдкриту непорожню множину в [0, 1]S , що

Ui = Ũi ∩ Pℵ.
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Розглянемо сiм’ю (Bi : i ∈ I), де Bi = R(Ũi). Згiдно з твердженням 2.1.2,
iснує скiнченна множина B ⊆ S i незлiченна множина I1 ⊆ I такi, що

Bi ∩Bj = B

для довiльних рiзних i, j ∈ I1. Оскiльки простiр [0, 1]B сепарабельний, то
p([0, 1]B) ≤ ℵ0 i сiм’я (Vi : i ∈ I1), де Vi = Ũi|B , не є точково скiнченною.
Отже, iснують точка x0 ∈ [0, 1]B i злiченна множина I0 ⊆ I1 такi, що
x0 ∈ Vi для довiльного i ∈ I0. Виберемо для кожного i ∈ I0 довiльну точку
xi ∈ Ũi i розглянемо функцiю x : S → [0, 1], яка визначається так:

x(s) =





x0(s), s ∈ B;
xi(s), s ∈ Bi \B, i ∈ I0;

0, s ∈ S \ (
⋃

i∈I0

Bi).

Оскiльки Bi ∩Bj = B, то

(Bi \B) ∩ (Bj \B) = ∅

для довiльних рiзних i, j ∈ I0. Тому функцiя x визначена коректно. Крiм
того,

supp x ⊆
⋃

i∈I0

Bi i

∣∣∣∣∣
⋃

i∈I0

Bi

∣∣∣∣∣ ≤ |I0| · ℵ0 ≤ ℵ.

Отже, |supp x| ≤ ℵ, тобто x ∈ Pℵ. Зауважимо також, що

x|B = x0 ∈ Vi = Ũi|B i x|Bi\B = xi|Bi\B ∈ Ũi|Bi\B .

Тому x|Bi ∈ Ũi|Bi , тобто x ∈ Ũi для кожного i ∈ I0. Тодi x ∈ Ui для
кожного i ∈ I0 i сiм’я U не є точково скiнченною. Отже,

p(Pℵ) ≤ ℵ0.

(b). Для кожного s ∈ S позначимо

Us = {x ∈ Pℵ : x(s) > 0}.

Зрозумiло, що сiм’я (Us : s ∈ S) є ℵ-точковою в Pℵ, причому

|S| = ℵ+ > ℵ.

Отже, ℵ+ не є калiбром топологiчного простору Pℵ.
(c). Нехай n – нескiнченний кардинал, вiдмiнний вiд ℵ, i

U = (Ui : i ∈ I)
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– сiм’я непорожнiх вiдкритих базисних множин в Pℵ, причому |I| = n+.
Для кожного i ∈ I виберемо базисну вiдкриту множину Ũi в [0, 1]S таку,
що Ui = Ũi ∩ Pℵ, i покладемо Bi = R(Ũi).

Спочатку розглянемо випадок, коли n < ℵ. Позначимо

B =
⋃

i∈I

Bi.

Зауважимо, що щiльнiсть d([0, 1]B) топологiчного простору [0, 1]B не пе-
ревищує n+, тому, згiдно з твердженням 2.3.10, кардинальне число n+ –
калiбр топологiчного простору [0, 1]B i сiм’я

(Vi : i ∈ I),

де Vi = Ũi|B , не є n-точковою. Отже, iснують

x ∈ [0, 1]B i I1 ⊆ I

такi , що
|I1| > n i x ∈ Vi

для кожного i ∈ I1. Визначимо точку y ∈ [0, 1]S так:

y(s) =
{

x(s), s ∈ B;
0, s ∈ S \B.

Оскiльки
supp y ⊆ B i |B| ≤ |I| · ℵ0 ≤ n+ · ℵ0 ≤ ℵ,

то y ∈ Pℵ. Крiм того, для кожного i ∈ I1 маємо, що

y|Bi = x|Bi ∈ Vi|Bi = Ũi|Bi .

Тодi y ∈ Ui для кожного i ∈ I1. Тому U не є n-точковою. Отже, n+ є
калiбром топологiчного простору Pℵ.

Тепер нехай n > ℵ+. Розглянемо систему A усiх скiнченних пiдмножин
множини S. Зрозумiло, що |A| = |S| = ℵ+. Для кожного A ∈ A позначимо

IA = {i ∈ I : Bi = A}.
Припустимо, що |IA| ≤ n для кожного A ∈ A. Тодi

|I| = |
⋃

A∈A
IA| ≤ |A| · n = ℵ+ · n ≤ n,

а це суперечить тому, що |I| = n+. Отже, iснують такi A0 ∈ A i I0 ⊆ I, що

|I0| > n i Bi = A0
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для кожного i ∈ I0.
Врахувавши, що n+ є калiбром топологiчного простору [0, 1]A0 , отри-

маємо, що iснують такi x ∈ [0, 1]A0 та I1 ⊆ I0, що

|I1| > n i x ∈ Ũi|A0
.

Тодi точка y ∈ [0, 1]S , яка визначається так:

y(s) =
{

x(s), s ∈ A0;
0, s ∈ S \A0,

належить до Pℵ, причому y ∈ Ui для кожного i ∈ I1.
Отже, U не є n-точковою i n+ – калiбр топологiчного простору Pℵ.
(d). Це випливає з того, що замикання в Pℵ довiльної множини, поту-

жнiсть якої не перевищує ℵ, є компактним.

З цiєї теореми, зокрема, отримується, що властивостi (IIIℵ) непорiв-
няннi мiж собою для рiзних ℵ, хоча легко бачити, що (Iℵ) ⇒ (Iℵ′) i
(IIℵ) ⇒ (IIℵ′), якщо ℵ < ℵ′. Крiм того, приклад дискретного простору
потужностi ℵ показує, що iмплiкацiя (IIIℵ) ⇒ (Iℵ′) не виконується при
ℵ > ℵ′. А приклад компактифiкацiї Александрова [17, c. 261] дискретно-
го простору потужностi ℵ+ вказує на те, що з компактностi не випливає
жодна з властивостей (IIℵ), а отже, i (IIIℵ).

Отже, властивостi, якi фiгуруватимуть в дослiдженнях залежностi не-
перервних i нарiзно неперервних функцiй вiд ℵ координат, можна зобра-
зити у виглядi наступної дiаграми, причому жодна iз незображених iмплi-
кацiй не має мiсця.

псевдо−ℵ0−
компакт. ⇒ (Iℵ0) ⇒ (Iℵ1) ⇒ . . . ⇒ (Iℵ)
⇓ (рег.) ⇑ ⇑ ⇑

беровiсть (IIℵ0) ⇒ (IIℵ1) ⇒ . . . ⇒ (IIℵ)
⇑ ⇑ ⇑

(IIIℵ0) (IIIℵ1) . . . (IIIℵ)
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2.4
Характеризацiя залежностi неперервних
вiдображень на добутках вiд ℵ координат

У даному пiдроздiлi ми викладемо результати з [34], якi є основними
результатами всього роздiлу i дають необхiднi i достатнi умови залежностi
неперервних вiдображень на добутках вiд певної кiлькостi координат.

2.4.1. Достатнi умови залежностi вiд певної кiлькостi
координат. Розпочнемо з розгляду достатнiх умов.

Нам буде потрiбний наступний результат, який фактично описує
псевдо-ℵ-компактнiсть σ-добуткiв.

Твердження 2.4.1. Нехай ℵ – довiльний регулярний незлiченний карди-
нал, (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв, X =

∏
s∈S

Xs, a = (as)s∈S ∈ X

i σ(a) ⊆ Y ⊆ X. Тодi простiр X псевдо-ℵ-компактний тодi i тiльки тодi,
коли простiр Y псевдо-ℵ-компактний.

Доведення. Достатнiсть. Згiдно з твердженням 2.1.3, простiр Y є щiль-
ним пiдпростором простору X. Тому з псевдо-ℵ-компактностi простору Y
випливає псевдо-ℵ-компактнiсть простору X.

Необхiднiсть. Нехай X – псевдо-ℵ-компактний простiр. Доведемо,
що простiр Y також псевдо-ℵ-компактний. Розглянемо довiльну сiм’ю
(Ui : i ∈ I) потужностi |I| = ℵ, яка складається з непорожнiх вiдкритих
базисних множин

Ui =
∏

s∈S

U (i)
s

у просторi X. Покажемо, що iснує точка y ∈ Y , яка є точкою накопиче-
ння сiм’ї (Ui ∩ Y : i ∈ I). Оскiльки простiр Y ⊇ σ(a) щiльний пiдпростiр
простору X, то достатньо показати, що iснує точка y ∈ σ(a), яка є точкою
накопичення сiм’ї (Ui : i ∈ I). До сiм’ї (Ai : i ∈ I) скiнченних множин
Ai = R(Ui) застосуємо твердження 2.2.7 i одержимо скiнченну множину
T ⊆ S i множину J ⊆ I потужностi |J | = ℵ такi, що Ai ∩ Aj = T для
довiльних рiзних i, j ∈ J . Згiдно з наслiдком 2.3.6, простiр Z =

∏
s∈T

Xs

псевдо-ℵ-компактний. Тому сiм’я (Vi : i ∈ J) непорожнiх вiдкритих бази-
сних множин

Vi =
∏

s∈T

U (i)
s
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має точку накопичення z = (zs)s∈T . Покажемо, що точка
y = (ys)s∈S ∈ σ(a),

ys =
{

zs, s ∈ T ;
as, s ∈ S \ T,

є точкою накопичення сiм’ї (Ui : i ∈ J).
Нехай W =

∏
s∈S

Ws – довiльний базисний окiл точки y в просторi X. Тодi

множина V =
∏

s∈T

Ws є базисним околом точки z в просторi Z. Оскiльки

точка z є точкою накопичення сiм’ї (Vi : i ∈ J), то множина

J0 = {i ∈ J : V ∩ Vi}

нескiнченна. Покажемо, що множина

J1 = {i ∈ J0 : Ai ∩R(W ) 6⊆ T}

скiнченна. Для кожного i ∈ J1 виберемо iндекс

si ∈ (Ai ∩R(W )) \ T.

Якщо s = si = sj , то
s ∈ (Ai ∩Aj) \ T,

i тодi i = j згiдно з вибором множини T . Отже, усi iндекси si ∈ R(W ) є
рiзними. I тому,

|J1| = |{si : i ∈ J1}| ≤ |R(W )| < ℵ0.

Тобто множина J1 скiнченна. Тому множина

J2 = J0 \ J1 = {i ∈ J0 : Ai ∩R(W ) ⊆ T}

нескiнченна. Залишилося зауважити, що

W ∩ Ui 6= ∅

для кожного i ∈ J2. Отже, точка y є точкою накопичення сiм’ї (Ui : i ∈ J).

Наступне поняття – природний розвиток залежностi вiд злiченної кiль-
костi координат. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, Y ⊆ ∏

s∈S

Xs, Z – довiльна

множина i f : Y → Z – довiльне вiдображення. Казатимемо, що вiдобра-
ження f залежить вiд ℵ координат, де ℵ – нескiнченний кардинал, якщо
f зосереджене на деякiй множинi T ⊆ S потужностi |T | ≤ ℵ.
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Топологiчний простiр Z має Gδ-дiагональ, якщо дiагональ

∆ = {(z, z) : z ∈ Z}

є перетином послiдовностi (En)∞n=1 замкнених множин En в топологiчному
просторi Z2 таких, що ∆ ⊆ int(En) для кожного n ∈ N, де через int(A) ми
позначаємо внутрiшнiсть множини A.

Наступний результат дає достатнi умови залежностi неперервних вiд-
ображень вiд певної кiлькостi координат i застосовний не лише для
просторiв-добуткiв, а й до їх пiдпросторiв певного типу.

Теорема 2.4.2. Нехай ℵ – незлiченний регулярний кардинал, (Xs)s∈S –
сiм’я топологiчних просторiв Xs таких, що простiр X =

∏
s∈S

Xs – псевдо-

ℵ-компактний, a = (as)s∈S ∈ X, Y0 = σ(a) ⊆ Y ⊆ X i Z – топологiчний
простiр з Gδ-дiагоналлю. Тодi кожне неперервне вiдображення f : Y → Z
залежить менше нiж вiд ℵ координат.

Доведення. Спочатку мiркуватимемо подiбно, як при доведеннi теореми
2.1.9. Для фiксованого неперервного вiдображення f : Y → Z розглянемо
множину

T = {s ∈ S : (∃xs, ys ∈ Y0)(xs|S\{s} = ys|S\{s} i f(xs) 6= f(ys))},

яка, згiдно з наслiдком 2.1.8, найменша множина, на якiй зосереджене f .
Доведемо, що |T | < ℵ.

Припустимо, що множина |T | ≥ ℵ. Оскiльки простiр Z має Gδ-дiагональ
∆ = {(z, z) : z ∈ Z}, то iснує послiдовнiсть (En)∞n=1 замкнених у просторi
Z2 множин Wn така, що

∆ =
∞⋂

n=1

En i ∆ ⊆ int(En)

для кожного n ∈ N. Позначимо

Gn = Z2 \ En i Tn = {s ∈ T : (f(xs), f(ys)) ∈ Gn}

для кожного n ∈ N. Оскiльки (f(xs), f(ys) ∈ Z2 \∆ для кожного s ∈ T , то

T =
∞⋃

n=1

Tn.

Крiм того, кардинал ℵ регулярний i незлiченний. Тому iснує номер m та-
кий, що |Tm| ≥ ℵ.
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Для кожного t ∈ Tm, використовуючи неперервнiсть вiдображення f в
точках xt i yt, виберемо базиснi вiдкритi околи

Ut =
∏

s∈S

U (t)
s i Vt =

∏

s∈S

V (t)
s

точок xt i yt в просторi X такi, що

(f(x), f(y)) ∈ Gm

для довiльних x ∈ Ut ∩ Y i y ∈ Vt ∩ Y . Оскiльки

xt|S\{t} = yt|S\{t},
то без обмеження загальностi ми можемо вважати, що

U (t)
s = V (t)

s

для кожного s ∈ S \ {t}.
Оскiльки |Tm| ≥ ℵ i, згiдно з твердженням 2.4.1, простiр Y0 псевдо-ℵ-

компактний, то сiм’я (Ut∩Y0 : t ∈ Tm) не є локально скiнченною, тобто ця
сiм’я має точку накопичення p ∈ Y0. Зауважимо, що множина Em є околом
точки (f(p), f(p)) в просторi Z2. Тому з неперервностi вiдображення F в
точцi p випливає, що iснує базисний вiдкритий окiл

W =
∏

s∈S

Ws

точки p в просторi X такий, що

(f(x), f(y)) ∈ Em

для довiльних x, y ∈ W ∩ Y . Оскiльки множина

S0 = {t ∈ Tm : W ∩ Ut 6= ∅}
нескiнченна, а множина

R = {s ∈ S : Ws 6= Xs}
скiнченна, то множина S0 \R непорожня.

Виберемо довiльний iндекс t ∈ S0 \R i довiльну точку

x = (x(s))s∈S ∈ Ut ∩W ∩ Y0.

Розглянемо точку y = (y(s))s∈S ∈ X, яка означається так:

y(s) =
{

x(s), s ∈ S \ {t};
yt(t), s = t.
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Зрозумiло, що y ∈ Y0, адже x ∈ Y0 i x(s) = y(s) на S \ {t}. Покажемо, що
y ∈ Vt ∩W , тобто

y(s) ∈ V (t)
s ∩Ws

для кожного s ∈ S. Якщо s ∈ S \ {t}, то

y(s) = x(s) ∈ U (t)
s ∩Ws = V (t)

s ∩Ws,

адже U
(t)
s = V

(t)
s i x(s) ∈ U

(t)
s ∩Ws. Якщо ж s = t, то yt ∈ V =

∏
s∈S

V
(t)
s i

t 6∈ R, тобто Wt = Xt. Тому

y(t) = yt(t) ∈ V
(t)
t ∩Wt.

Тепер, з одного боку, згiдно з вибором околiв Ut i Vt, маємо

(f(x), f(y)) ∈ Gm.

А з iншого, згiдно з вибором околу W , маємо, що

(f(x), f(y)) ∈ Em,

що дає нам суперечнiсть.

Зокрема, для залежностi вiд злiченної кiлькостi координат одержуємо
такий результат.

Теорема 2.4.3. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Xs та-
ких, що простiр X =

∏
s∈S

Xs є псевдо-ℵ1-компактним, a = (as)s∈S ∈ X,

σ(a) ⊆ Y ⊆ X i Z – топологiчний простiр з Gδ-дiагоналлю. Тодi кожне
неперервне вiдображення f : Y → Z залежить вiд злiченної кiлькостi
координат.

2.4.2. Необхiднi умови залежностi вiд певної кiлькостi
координат. Тепер перейдемо до доведення необхiдних умов. Спочатку
ми викладемо деякi допомiжнi твердження.

Твердження 2.4.4. Нехай X, Y – топологiчнi простори, (Ui : i ∈ I)
– локально скiнченна сiм’я множин в просторi X i (Vi : i ∈ I) – сiм’я
множин у просторi Y . Тодi сiм’я (Wi : i ∈ I) множин Wi = Ui × Vi

локально скiнченна у просторi X × Y .

Доведення. Зафiксуємо точку (x, y) ∈ X × Y i виберемо окiл U точки x у
просторi X такий, що множина

I0 = {i ∈ I : U ∩ Ui 6= ∅}
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скiнченна. Тодi для околу W = U ×Y точки (x, y) у просторi X×Y маємо

{i ∈ I : W ∩Wi 6= ∅} = I0.

На завершальному етапi побудов ми будемо використовувати такий до-
помiжний факт.

Твердження 2.4.5. Нехай X – топологiчний простiр i (fi : i ∈ I) –
сiм’я неперервних функцiй fi : X → R такi, що сiм’я (Ui : i ∈ I) носiїв
Ui = supp fi локально скiнченна у просторi X. Тодi функцiя f : X → R,
означена формулою

f(x) =
∑

i∈I

fi(x),

є неперервною.

Доведення. Зафiксуємо точку x0 ∈ X i виберемо окiл U точки x0 у про-
сторi X такий, що множина

I0 = {i ∈ I : U ∩ Ui 6= ∅}

скiнченна. Функцiя f0 : X → R, означена формулою

f0(x) =
∑

i∈I0

fi(x),

є неперервною, як скiнченна сума неперервних функцiй. Крiм того, f = f0

на множинi U . Тому функцiя f неперервна в точцi x0.

Топологiчний простiр X називатимемо нетривiальним, якщо вiн мi-
стить принаймнi двi рiзнi точки.

Наступний результат дає необхiднi умови залежностi.

Теорема 2.4.6. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, (Xs)s∈S – сiм’я поту-
жностi |S| ≥ ℵ, яка складається з нетривiальних топологiчних просто-
рiв Xs, така, що простiр X =

∏
s∈S

Xs цiлком регулярний i кожне непе-

рервне вiдображення f : X → R залежить менше нiж вiд ℵ координат.
Тодi простiр X псевдо-ℵ-компактний.

Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що простiр X
не є псевдо-ℵ-компактним. Тодi, згiдно з наслiдком 2.3.6, iснує множина
T ⊆ S така, що |T | < ℵ i простiр Y =

∏
s∈T

Xs не є псевдо-ℵ-компактним,
тобто iснує локально скiнченна сiм’я (Vi : i ∈ I) потужностi |I| = ℵ непо-
рожнiх вiдкритих множин Vi у просторi Y . Оскiльки |S \ T | ≥ ℵ, то iснує
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сiм’я (si : i ∈ I) рiзних iндексiв si ∈ S \ T . Зауважимо, що простiр Y i всi
простори Xs цiлком регулярнi. Для кожного i ∈ I виберемо неперервну
ненульову функцiю ϕi : Y → R таку, що supp ϕi ⊆ Vi, а також вiзьмемо до-
вiльну несталу неперервну функцiю ψi : Xsi

→ R, iснування якої випливає
з нетривiальностi простору Xsi . Для кожного i ∈ I функцiя fi : X → R,

fi((xs)s∈S) = ψi(xsi) · ϕi((xs)s∈T ),

є неперервною i

supp fi = supp ϕi × supp ψi ×
∏

s∈S\(T∪{si})
Xs.

Розглянемо функцiю f : X → R, означену формулою

f(x) =
∑

i∈I

fi(x).

Оскiльки сiм’я (suppϕi : i ∈ I) локально скiнченна, то, згiдно з твер-
дженням 2.4.4, сiм’я (supp fi : i ∈ I) також локально скiнченна. Тепер з
твердження 2.4.5 випливає, що функцiя f неперервна.

Для одержання потрiбної суперечностi покажемо, що f не залежить вiд
ℵ координат. Достатньо показати, що

si ∈ {s ∈ S : (∃ys, zs ∈ X)(ys|S\{s} = zs|S\{s} i f(ys) 6= f(zs))}

для кожного i ∈ I. Зафiксуємо i ∈ I i виберемо точки

pi = (pi(s))s∈T ∈ Y i ui, vi ∈ Xsi

такi, що
ϕi(pi) 6= 0 i ψi(ui) 6= ψi(vi).

Крiм того, для кожного s ∈ S \ (T ∪ {si}) зафiксуємо довiльну точку
ws ∈ Xs. Точки ysi = (ysi(s))s∈S ∈ X i zsi = (zsi(s))s∈S ∈ X означимо
у такий спосiб:

ysi(s) =





pi(s), s ∈ T ;
ui, s = si;
ws, s ∈ S \ (T ∪ {si});

i
zsi(s) =

{
ysi(s), s ∈ S \ {si};

vi, s = si.

Зауважимо, що
fj(ysi) = ψj(wsj ) · ϕj(pi) = fj(zsi)
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для кожного j ∈ J \ {i}. Крiм того,

fi(ysi) = ψj(ui) · ϕi(pi) 6= ψj(vi) · ϕi(pi) = fi(zsi).

Тому

f(ysi
)− f(zsi

) =
∑

j∈J

(fj(ysi
)− fj(zsi

)) = fi(ysi
)− fi(zsi

) 6= 0.

Враховуючи результат попереднього пункту, одержуємо наступну тео-
рему, яка дає характеризацiю залежностi.

Теорема 2.4.7. Нехай ℵ – незлiченний кардинал, (Xs)s∈S – сiм’я поту-
жностi |S| ≥ ℵ, яка складається з нетривiальних топологiчних про-
сторiв Xs. Тодi кожна з наступних умов випливає з попередньої, а для
цiлком регулярного простору X =

∏
s∈S

Xs всi наступнi умови рiвносильнi:

1) простiр X псевдо-ℵ-компактний;

2) для довiльного простору Z з Gδ-дiагоналлю кожне неперервне вiд-
ображення f : X → Z залежить менше, нiж вiд ℵ координат;

3) кожна неперервна функцiя f : X → R залежить менше, нiж вiд ℵ
координат.

Доведення. Iмплiкацiя 1) ⇒ 2) випливає з теореми 2.4.2, iмплiкацiя 2) ⇒
3) очевидна, а iмплiкацiя 3) ⇒ 1) для цiлком регулярного простору X
випливає з теореми 2.4.6.

Для залежностi вiд злiченної кiлькостi координат одержуємо такий ре-
зультат.

Теорема 2.4.8. Нехай (Xs)s∈S незлiченна сiм’я нетривiальних тополо-
гiчних просторiв Xs. Тодi кожна з наступних умов випливає з попере-
дньої, а для цiлком регулярного простору X =

∏
s∈S

Xs всi наступнi умови

рiвносильнi:

1) простiр X псевдо-ℵ1-компактний;

2) для довiльного простору Z з Gδ-дiагоналлю кожне неперервне вiд-
ображення f : X → Z залежить вiд злiченної кiлькостi координат;

3) кожна неперервна функцiя f : X → R залежить вiд злiченної кiль-
костi координат.
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2.5

Заключнi зауваження до роздiлу 2

Загальна версiя леми Шанiна (твердження 2.2.7 (i)) була анонсована
М. Шанiним у 1946 роцi в роботi [40] i доведена у 1948 роцi в працi
[48, с. 24]. Злiченний варiант леми Шанiна (твердження 2.1.2) був пере-
вiдкритий (без згадування результату Шанiна) в роботах [26, лема (vii)]
i [52, лема 10], i саме доведення С. Мазура цього твердження з [26] ви-
кладене тут. Твердження 2.2.7 (i) в дещо загальнiшiй редакцiї було одер-
жано П. Ердьошем i Р. Радо [19, теорема I (ii)] (iнший варiант доведення
їх результату можна знайти в [12]), Е. Майклом в [27, теорема 1.1] (ада-
птований до леми Шанiна варiант його доведення можна знайти в [15,
лема 1]). Аналог леми Шанiна для нерегулярних кардиналiв (твердження
2.2.7 (ii)) був отриманий Н.Ноблом i М.Ульмером в роботi [34, лема 1.1]
i тут ми подали їх метод доведення всього твердження 2.2.7. Формально
у своїй роботi Мазур не вводив поняття σ-добутку i найменшої множини
зосередженостi вiдображень на добутках, а використовував їх у неявно-
му виглядi. Вперше найменшу множину у явному виглядi, але без назви,
розглянув А.Мiщенко в [29], вона використовувалась також у роботi [34],
i дiстала свою назву в [56].

Теорема 2.1.10 не була у такому виглядi сформульована Мазуром в [26],
але вона легко випливає з його теореми II (див. [9, доведення теореми 2]
або [17, додаток 2]). Це може бути пов’язане з тим, що для автора у працi
[26] прiоритетною є теорема про залежнiсть вiд злiченної кiлькостi коорди-
нат саме секвенцiально неперервних вiдображень, яка значно складнiша
для доведення (тут не працює твердження 2.1.4) i одержується лише за
додаткових припущень на кiлькiсть множникiв.

Г. Корсон та I. Iзбелл [10, теорема 2.1], використовуючи один результат
М.Бокштейна [7] про вiдокремнiсть вiдкритих множин, довели теорему,
дещо слабшу вiд теореми 2.1.10, яка дає залежнiсть вiд злiченної кiлькостi
координат неперервних вiдображень, визначених на добутку метризовних
сепарабельних просторiв i зi значеннями у метризовному просторi.

К. Росс i А. Стоун в [38], використовують метод мiркувань, аналогi-
чний до застосованого в [10], узагальнили результат Корсона та Iзбелла
на випадок добутку просторiв з властивiстю (K) (див. означення перед
вправою 2.6.4). Зазначимо, що вiдповiднi результати в [10] i [38] сформу-
льованi для вiдображень зi значеннями у метризовному сепарабельному
просторi. Але нескладнi мiркування (див. вправи 2.6.2 i 2.6.7) показують,
що умову сепарабельностi образу в цих теоремах можна зняти.

А. Ґлiсон [21, с.130-131] запропонував пiдхiд, який фактично базується
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на залежностi вiдображень вiд злiченної кiлькостi координат в точцi (див.
означення перед вправою 2.6.12), i одержав результат про залежнiсть вiд
злiченної кiлькостi координат неперервних вiдображень на добутку се-
парабельних просторiв i зi значеннями в просторi, кожна точка якого є
Gδ-множиною.

А. Мiщенко в [29] дослiджував необхiднi i достатнi умови залежностi
вiд ℵ координат неперервних вiдображень на добутках i зi значеннями у
гаусдорфовому просторi з псевдовагою, яка не перевищує ℵ (див. означе-
ння перед вправою 2.6.15). Вiн показав [29, теорема 3], що якщо кожний
скiнченний добуток

∏
s∈T

Xs має калiбр ℵ+, то неперервне вiдображення

f :
∏

s∈S

Xs → Z залежить вiд ℵ координат. З iншого боку [29, твердження

3.4], вiн встановив, що якщо |S| > ℵ, всi множники Xs цiлком регулярнi
i нетривiальнi (|Xs| > 1) i для деякого s0 ∈ S простiр Xs0 має локальну
псевдовагу, яка не перевищує ℵ, а кардинал ℵ+ не є калiбром простору
Xs0 , то iснують гаусдорфовий простiр Z з локальною псевдовагою, що не
перевищує ℵ, i неперервне вiдображення f : X → Z, яке не залежить вiд
ℵ координат.

Р. Енгелькiнг в [17] узагальнив результати I. Мiбу i С. Мазура, показав-
ши [17, теорема 1], що для добутку X =

∏
s∈S

Xs сiм’ї (Xs)s∈S T1-просторiв

Xs таких, що кожний скiнченний добуток
∏

s∈T

Xs лiнделефовий, i гаус-

дорфового простору Z з Gδ-дiагоналлю кожне неперервне вiдображення
f : X → Z залежить вiд злiченної кiлькостi координат. Крiм того, вiн
розвинув результат А. Ґлiсона, послаблюючи умови на простiр значень, i
довiв [17, теорема 2], що якщо f – неперервне вiдображення, визначене на
добутку X =

∏
s∈S

Xs просторiв Xs з другою аксiомою злiченностi, зi значе-

ннями в гаусдорфовому просторi Z такому, що iснує щiльна в X множина
Q така, що кожна точка з f(Q) є Gδ-множиною в Z, то f залежить вiд
злiченної кiлькостi координат.
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2.6

Вправи до роздiлу 2

Топологiчний простiр X має властивiсть злiченностi ланцюжкiв,
якщо довiльна система попарно неперетинних вiдкритих в X непорожнiх
множин є не бiльш нiж злiченною.

Вправа 2.6.1. Доведiть, що неперервний образ простору з умовою злi-
ченностi ланцюжкiв також задовольняє умову злiченностi ланцюжкiв.

Вправа 2.6.2. Доведiть, що метризовний простiр з умовою злiченностi
ланцюжкiв сепарабельний.

Вказiвка. Для кожного n ∈ N розгляньте максимальну множину An

таку, що сiм’я всiх вiдкритих куль з центрами в точках множини An i
радiусом 1

n складається з попарно неперетинних множин i доведiть, що
множина A =

⋃
n∈N

An злiченна i щiльна в X.

Вправа 2.6.3. Доведiть, що топологiчний добуток X =
∏

s∈S

Xs сепара-

бельних просторiв Xs задовольняє умову злiченностi ланцюжкiв.

Вказiвка. З допомогою наслiдку 2.3.7 доведiть, що p(X) ≤ ℵ0.
Топологiчний простiр X має властивiсть (K), якщо з кожної незлiчен-

ної сiм’ї непорожнiх вiдкритих в X множин можна видiлити незлiченну
пiдсiм’ю, в якiй кожнi двi множини мають непорожнiй перетин.

Вправа 2.6.4. Доведiть, що неперервний образ простору з властивiстю
(K) також має властивiсть (K).

Вправа 2.6.5. Доведiть, що добуток двох просторiв з властивiстю (K)
також має властивiсть (K).

Вправа 2.6.6 ([24]). Доведiть, що топологiчний добуток X =
∏

s∈S

Xs

просторiв Xs з властивiстю (K) також має властивiсть (K).

Вказiвка. Розгляньте властивiсть φ, яка полягає у властивостi (φ1) з
теореми 2.3.2 у випадку m = ℵ1 i n = 2, покажiть, що (K) це є P (φ,ℵ1) i
застосуйте теорему 2.3.4.

Вправа 2.6.7. Доведiть, що метризовний простiр з властивiстю (K)
сепарабельний.
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Вказiвка. Використайте вправу 2.6.2.
Непорожнi пiдмножини A i B добутку

∏
s∈S

Xs вiдокремлюються по мно-

жинi T ⊆ S, якщо A|T ∩B|T = ∅.
Вправа 2.6.8 (Бокштейн [7]). Доведiть, що двi непорожнi неперетиннi
вiдкритi множини U0 i V0 у топологiчному добутку

∏
s∈S

Xs з умовою злi-

ченностi ланцюжкiв вiдокремлюються по не бiльш нiж злiченнiй мно-
жинi.

Вказiвка. Розгляньте максимальнi системи U i V попарно неперетинних
базисних вiдкритих пiдмножин U0 i V0 вiдповiдно i доведiть, що множини
U0 i V0 вiдокремлюються по не бiльш нiж злiченнiй множинi

⋃

U∈U
R(U)

⋃ ⋃

V ∈V
R(V ).

Вправа 2.6.9 (Росс i Стоун [38]). Доведiть, що двi непорожнi непере-
тиннi вiдкритi множини U0 i V0 у топологiчному добутку

∏
s∈S

Xs з вла-

стивiстю (K) вiдокремлюються по не бiльш, нiж злiченнiй множинi.

Вправа 2.6.10 (Корсон та Iзбелл [10]). Використовуючи вправи 2.6.3 i
2.6.8, доведiть, що кожна неперервна функцiя на добутку сепарабельних
просторiв залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Вправа 2.6.11 (Росс i Стоун [38]). Використовуючи вправи 2.6.4, 2.6.6,
2.6.7 i 2.6.9, доведiть, що кожне неперервне вiдображення, визначене на
добутку просторiв з властивiстю (K) i зi значеннями у метризовному
просторi залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Вiдображення f : X → Y , де X =
∏

s∈S

Xs, зосереджене на множинi

T ⊆ S в точцi x0 ∈ X, якщо f(x) = f(x0), як тiльки x ∈ X i x|T = x0|T , i
f залежить вiд ℵ координат у точцi x0, якщо |T | ≤ ℵ.
Вправа 2.6.12. Доведiть, що неперервне вiдображення топологiчного
добутку

∏
s∈S

Xs у топологiчний простiр Y , в якому кожна одноточкова

множина є Gδ-множиною, залежить вiд злiченної кiлькостi координат
в кожнiй точцi.

Вправа 2.6.13. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – добуток сiм’ї топологiчних просто-

рiв Xs, Y – гаусдорфовий простiр, f : X → Y – неперервне вiдображення,
T ⊆ S, a ∈ X, Z = {x ∈ X : x|T = a|T } i B ⊆ Z – щiльна в Z множи-
на такi, що вiдображення f зосереджене на множинi T в кожнiй точцi
b ∈ B. Доведiть, що вiдображення f зосереджене на множинi T .
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Вправа 2.6.14 (Ґлiсон [21]). Нехай X =
∏

s∈S

Xs – добуток сiм’ї сепа-

рабельних просторiв просторiв Xs i Y – гаусдорфовий простiр, в якому
кожна одноточкова множина є Gδ-множиною. Доведiть, що кожне не-
перервне вiдображення f : X → Y залежить вiд злiченної кiлькостi
координат.

Вказiвка. Нехай As – злiченнi всюди щiльнi множини в Xs i a ∈ X.
Використовуючи вправу 2.6.12, iндукцiєю вiдносно n ∈ N побудуйте зро-
стаючу послiдовнiсть злiченних множин Tn ⊆ S, якi для кожного n ∈ N
задовольняють таку умову: вiдображення f зосереджене на множинi Tn+1

в кожнiй точцi x ∈ σ(a) з x|Tn
∈ ∏

s∈Tn

As. Далi застосуйте вправу 2.6.13 i

доведiть, що f осереджене на множинi T =
∞⋃

n=1
Tn.

Кажемо, що локальна псевдовага топологiчного простору X не переви-
щує нескiнченного кардинала ℵ, якщо для кожної точки x ∈ X iснує сiм’я
(Gi : i ∈ I) вiдкритих у просторi X множин Gi таких, що {x} =

⋂
i∈I

Gi.

Вправа 2.6.15. Доведiть, що неперервне вiдображення топологiчного
добутку

∏
s∈S

Xs у топологiчний простiр Y , який має локальну псевдовагу,

що не перевищує нескiнченного кардинала ℵ, залежить вiд ℵ координат
у кожнiй точцi.

Вправа 2.6.16 (Мiщенко [29]). Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, топо-
логiчний добуток X =

∏
s∈S

Xs має калiбр ℵ+ i гаусдорфовий простiр Y має

локальну псевдовагу, яка не перевищує ℵ. Доведiть, що кожне неперервне
вiдображення f : X → Y залежить вiд ℵ кординат.

Вказiвка. Розгляньте найменшу множину T ⊆ S, на якiй зосереджене
f , i сiм’ю (Gs : s ∈ T ) вiдкритих непорожнiх множин Gs таких, що для
кожного x ∈ Gs iснує z ∈ X таке, що x|S\{s} = z|S\{s} i f(x) 6= f(z).
Використовуючи вправу 2.6.15, доведiть, що |T | ≤ ℵ.
Вправа 2.6.17 (Мiщенко [29]). Нехай X0 – топологiчний простiр, (Gs :
s ∈ S) – сiм’я вiдкритих непорожнiх множин в просторi X0, Xs = [0, 1]
для кожного s ∈ S, S0 = S t {0}, X =

∏
s∈S0

Xs i

S(x) = {s ∈ S : x(0) ∈ Gs}
для кожного x ∈ X. Розглянемо наступне вiдношення еквiвалентностi
на X:

x ∼ y ⇔ x(0) = y(0) i x|S(x) = y|S(x).

Доведiть, що
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(a) для кожного x ∈ X множина π(x) = {y ∈ X : y ∼ x} замкнена;

(b) сукупнiсть усiх пiдмножин W множини Z = π(X) = {π(x); x ∈
X} таких, що множина π−1(W ) вiдкрита у просторi X, утворює
топологiю простору Z (яка називається фактор-топологiєю);

(c) вiдображення π : X → Z неперервне;

(d) якщо простор X0 гаусдорфовий, то простiр Z також гаусдорфовий;

(e) якщо локальна псевдовага простору X0 не перевищує нескiнченного
кардинала ℵ i сiм’я (Gs : s ∈ S) є ℵ-точковою, то локальна псевдо-
вага простору Z не перевищує ℵ;

(f) якщо сiм’я (Gs : s ∈ S) є ℵ-точковою i |S| > ℵ, то π не залежить
вiд ℵ координат.

Вправа 2.6.18 (Енгелькiнг [17]). Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний добу-

ток такий, що кожний скiнченний добуток
∏

s∈T

Xs лiнделефовий простiр,

a ∈ X i (xi)i∈I – незлiченна сiм’я точок xi ∈ σ(a). Доведiть, що iснує
точка x ∈ σ(a), яка є точкою накопичення сiм’ї ({xi})i∈I .

Вказiвка. Спочатку застосуйте мiркування, аналогiчнi до використаних
при доведеннi леми 2.1.6, а потiм використайте лiнделефовiсть вiдповiд-
ного скiнченного добутку.

Вправа 2.6.19 (Енгелькiнг [17]). Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний до-

буток T1-просторiв Xs такий, що кожний скiнченний добуток
∏

s∈T

Xs

лiнделефовий простiр i Z – гаусдорфовий простiр з Gδ-дiагоналлю. До-
ведiть, що кожне неперервне вiдображення f : X → Z залежить вiд
злiченної кiлькостi координат.

Вказiвка. Спочатку з допомогою вправи 2.6.18 доведiть аналог теореми
2.1.9 (використовуючи подiбнi мiркування), а потiм застосуйте тверджен-
ня 2.1.4.

Вправа 2.6.20 (Н. Нобл i М. Ульмер [34]). Нехай X =
∏

s∈S

Xs, Y =
∏

s∈S

Ys,

причому простори Ys є всюди щiльними пiдпросторами просторiв Xs вiд-
повiдно, i Z – гаусдорфовий простiр. Доведiть, що якщо кожне неперерв-
не вiдображення g : Y → Z залежить вiд злiченної кiлькостi координат,
то i кожне неперервне вiдображення f : X → Z залежить вiд злiченної
кiлькостi координат.
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Роздiл 3

ЗАЛЕЖНIСТЬ ВIД ПЕВНОЇ
КIЛЬКОСТI КООРДИНАТ
НАРIЗНО НЕПЕРЕРВНИХ
ФУНКЦIЙ ДВОХ ЗМIННИХ

Наступним етапом у розвитку тематики залежностi вiдображень вiд
певної кiлькостi координат став розгляд нарiзно неперервних функцiй
двох змiнних. Першим тривiальним кроком у даному напрямку є зведення
до випадку неперервних вiдображень зi значеннями у просторi неперерв-
них функцiй з топологiєю поточкової збiжностi, яке, наприклад, для одер-
жання залежностi вiд злiченної кiлькостi координат можливе лише для
сепарабельних просторiв. Тому у загальнiй ситуацiї у порiвняннi з випад-
ком неперервних функцiй у даних дослiдженнях виникають новi аспекти,
пов’язанi з наявнiстю двох змiнних, якi можуть задовольняти рiзнi умови.

Вивчення залежностi нарiзно неперервних функцiй вiд злiченної кiль-
костi чи, загальнiше, вiд ℵ координат, а також її застосування, були прове-
денi у циклi праць [52], [53], [50], [56], [51], [54]. В даному роздiлi ми пода-
мо найзагальнiшi результати про залежнiсть нарiзно неперервних функцiй
вiд певної кiлькостi координат, якi були одержанi в [56] та [54] i викладенi
також в [55]. Зокрема, в першому пiдроздiлi ми дослiдимо загальний ви-
падок i одержимо необхiднi умови i достатнi умови залежностi, у другому
пiдроздiлi вивчатимемо випадок, коли простори змiнних задовольняють
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умову типу компактностi i одержимо характеризацiю залежностi для до-
бутку двох злiченно компактних змiнних, i в третьому пiдроздiлi наведемо
приклади, якi вказують на iстотнiсть певних умов у викладених ранiше
теоремах. Як i ранiше, решту результатiв ми детальнiше розглянемо в
iсторичному пiдроздiлi 3.4, а також вiдобразимо використанi там методи
у пiдроздiлi 3.5.

3.1
Необхiднi i достатнi умови залежностi нарiзно

неперервних функцiй

У даному пiдроздiлi ми вивчатимемо необхiднi i достатнi умови зале-
жностi вiд певної кiлькостi координат нарiзно неперервних функцiй двох
змiнних у загальному випадку без додаткових умов на простори-добутки.

3.1.1. Поняття залежностi для функцiй двох змiнних
i зв’язок з вiдображеннями однiєї змiнної. Спочатку ми
розвинемо поняття, пов’язанi iз залежнiстю вiдображень однiєї змiнної
вiд певної кiлькостi координат, на випадок вiдображень двох змiнних i
обговоримо зв’язок залежностi нарiзно неперервних функцiї двох змiнних
з залежнiстю неперервних вiдображень однiєї змiнної.

Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs, Y , Z – довiльнi множини

i f : X × Y → Z – довiльне вiдображення. Кажуть, що вiдображення f
зосереджене на множинi T ⊆ S вiдносно змiнної x (або вiдносно першої
змiнної), якщо

f(x′, y) = f(x′′, y)

для довiльних x′, x′′ ∈ X з x′|T = x′′|T i довiльного y ∈ Y . Якщо, до того
ж, |T | ≤ ℵ, то кажемо, що f залежить не бiльше нiж вiд ℵ координат
вiдносно змiнної x (або вiдносно першої змiнної).

Аналогiчно вводиться поняття залежностi вiдображення g : X × Y →
Z не бiльше нiж вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної. А саме, якщо
(Ys)s∈S – сiм’я множин, Y =

∏
s∈S

Ys, X, Z – довiльнi множини i f : X×Y →
Z – довiльне вiдображення, то казатимемо, що f зосереджене на множинi
T ⊆ S вiдносно змiнної y (або вiдносно другої змiнної), якщо

f(x, y′) = f(x, y′′)

для довiльного x ∈ X i довiльних y′, y′′ ∈ Y з y′|T = y′′|T . Якщо ж |T | ≤
ℵ, то кажемо, що f залежить не бiльше нiж вiд ℵ координат вiдносно
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змiнної y (або вiдносно другої змiнної).
Як i для вiдображень однiєї змiнної замiсть повного термiна "залежить

не бiльше нiж вiд ℵ координат вiдносно тiєї чи iншої змiнної" ми буде-
мо вживати коротший вислiв "залежить вiд ℵ координат вiдносно тiєї чи
iншої змiнної".

Для вiдображення f : X × Y → Z вiдображення ϕ : X → ZY ,

ϕ(x)(y) = f(x, y),

i ψ : Y → ZX ,
ψ(y)(x) = f(x, y),

називаються асоцiйованими вiдображеннями з вiдображенням f .
Наступнi два твердження показують, що залежнiсть вiд певної кiлько-

стi координат вiдображення двох змiнних вiдносно тiєї чи iншої змiнної
це насправдi залежнiсть вiд певної кiлькостi координат вiдповiдного асо-
цiйованого вiдображення.

Твердження 3.1.1. Нехай (Xs)s∈S – сiм’я множин, X =
∏

s∈S

Xs, Y , Z –

довiльнi множини, f : X × Y → Z – довiльне вiдображення, ϕ : X → ZY

– асоцiйоване з f вiдображення i T ⊆ S. Тодi вiдображення f зосере-
джене на множинi T вiдносно першої змiнної тодi i тiльки тодi, коли
вiдображення ϕ зосереджене на множинi T .

Доведення. Зауважимо, що для довiльних x′, x′′ ∈ X з x′|T = x′′|T рiвнiсть

ϕ(x′) = ϕ(x′′)

рiвносильна тому, що
f(x′, y) = f(x′′, y)

для кожного y ∈ Y . Залишилося використати означення вiдповiдної зосе-
редженостi на множинi T для вiдображень f i ϕ.

Аналогiчно доводиться твердження щодо залежностi вiдносно другої
змiнної.

Твердження 3.1.2. Нехай (Ys)s∈S – сiм’я множин, Y =
∏

s∈S

Ys, X, Z –

довiльнi множини, f : X × Y → Z – довiльне вiдображення, ψ : Y → ZX

– асоцiйоване з f вiдображення i T ⊆ S. Тодi вiдображення f зосере-
джене на множинi T вiдносно першої змiнної тодi i тiльки тодi, коли
вiдображення ψ зосереджене на множинi T .

Як показує наступне твердження, випадок нарiзно неперервних фун-
кцiй зводиться до неперервних асоцiйованих вiдображень.
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Твердження 3.1.3. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X×Y → R,
ϕ : X → RY i ψ : Y → RX – асоцiйованi з f вiдображення. Тодi наступнi
умови рiвносильнi:

(i) функцiя f нарiзно неперервна;

(ii) ϕ(X) ⊆ C(Y ) i вiдображення ϕ неперервне;

(iii) ψ(Y ) ⊆ C(X) i вiдображення ψ неперервне.

Доведення. (i) ⇔ (ii). Неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної x рiвно-
сильна наперервностi вiдображення ϕ, а неперервнiсть функцiї f вiдносно
змiнної y рiвносильна включенню ϕ(X) ⊆ C(Y ).

Аналогiчно одержується iмплiкацiя (i) ⇔ (iii).

Як випливає з попереднiх тверджень, вивчення залежностi вiд певної
кiлькостi координат нарiзно неперервних функцiй двох змiнних можна
зводити до випадку неперервних вiдображень зi значеннями у просторi
Cp(X) неперервних функцiй з топологiєю поточкової збiжностi. У зв’язку
з цим природно виникає питання про застосовнiсть результатiв попере-
днього роздiлу до таких дослiджень. Зокрема, виникає потреба вивчення,
за яких умов на топологiчний простiр X простiр Cp(X) має Gδ-дiагональ
чи Gδ-дiагональ або кожна одноточкова множина є Gδ-множиною.

Твердження 3.1.4. Нехай X – сепарабельний топологiчний простiр. То-
дi простiр Cp(X) має Gδ-дiагональ.

Доведення. Спочатку зауважимо, що для довiльних ε > 0 i скiнченної
множини A ⊆ X множини

G(ε,A) = {(f, g) ∈ Cp(X)2 : (∀ a ∈ A) (|f(a)− g(a)| < ε)}

i
F (ε,A) = {(f, g) ∈ Cp(X)2 : (∀ a ∈ A) (|f(a)− g(a)| ≤ ε)}

є вiдкритою i замкненою в просторi Cp(X)2 вiдповiдно, причому

G(ε,A) ⊆ F (ε,A).

Вiзьмемо довiльну всюди щiльну в просторi X множину

A = {an : n ∈ N}

i для кожного n ∈ N позначимо

An = {ak : 1 ≤ k ≤ n} i Hn = G(An, 1
n ).
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Тепер маємо, що

Hn+1 ⊆ F (An+1,
1

n+1 ) ⊆ F (An, 1
n+1 ) ⊆ Hn

для кожного n ∈ N i

∞⋂
n=1

Hn = {(f, g) ∈ Cp(X)2 : (∀ a ∈ A) (∀n ∈ N) (|f(a)− g(a)| < 1
n )} =

= {(f, g) ∈ Cp(X)2 : (∀ a ∈ A) (f(a) = g(a))} = {(f, g) ∈ Cp(X)2 : f = g},
адже якщо двi неперервнi функцiї збiгаються на всюди щiльнiй множинi,
то вони збiгаються на всьому просторi.

Зi щойно доведеної теореми i теореми 2.4.2 негайно випливає такий
результат про залежнiсть нарiзно неперервних функцiй.

Теорема 3.1.5. Нехай ℵ – незлiченний регулярний кардинал, (Xs)s∈S –
сiм’я топологiчних просторiв Xs таких, що простiр X =

∏
s∈S

Xs псевдо-

ℵ-компактний i Y – сепарабельний топологiчний простiр. Тодi кожна
нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R залежить менше нiж вiд ℵ
координат вiдносно змiнної x.

З iншого боку, як показує наступне твердження, у класi цiлком регу-
лярних просторiв Y умова сепарабельностi є iстотною для зведення до
випадку вiдображень однiєї змiнної.

Твердження 3.1.6. Нехай X – несепарабельний цiлком регулярний про-
стiр. Тодi кожна одноточкова множина в просторi Cp(X) не є Gδ-
множиною, зокрема простiр Cp(X) не має Gδ-дiагоналi.

Доведення. Оскiльки простiр Cp(X) топологiчно однорiдний, то доста-
тньо показати, що множина {f0}, де f0 – нульова функцiя на X, не є
Gδ-множиною в просторi Cp(X).

Нехай (Un)∞n=1 – довiльна послiдовнiсть базисних околiв точки f0 в про-
сторi Cp(X). Оскiльки простiр X несепарабельний, то не бiльш нiж злi-
ченна множина

A =
∞⋃

n=1

R(Un)

не є щiльною в просторi X, тобто вiдкрита множина G = X \A непорожня.
Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ G i за цiлковитою регулярнiстю простору
X виберемо неперервну функцiю f : X → R таку, що

f(x0) = 1 i f(x) = 0
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для кожного x ∈ X \G. Оскiльки

f 6= f0 i f ∈
∞⋂

n=1

Un,

адже f(x) = 0 для кожного x ∈ A, то

{f0} 6=
∞⋂

n=1

Un.

Тому {f0} не є Gδ-множиною в просторi Cp(X).

Отже, у випадку несепарабельних множникiв питання залежностi на-
рiзно неперервних функцiй двох змiнних потребують окремого вивчення,
а вiдповiднi технiчнi iнструменти, якi застосовувались при дослiдженнi
неперервних вiдображень, – додаткового розвитку.

Множина S0 ⊆ S називається найменшою множиною, на якiй зосере-
джене вiдображення f : X × Y → Z вiдносно змiнної x, де X =

∏
s∈S

Xs,

якщо f зосереджене на S0 вiдносно змiнної x i для довiльної множини
S1 ⊆ S, на якiй зосереджене f вiдносно змiнної x, виконується включен-
ня S0 ⊆ S1. Аналогiчно вводиться поняття найменшої множини, на якiй
зосереджене вiдображення вiдносно змiнної y.

Твердження 3.1.7. Нехай X =
∏

s∈S

Xs – топологiчний добуток сiм’ї

непорожнiх топологiчних просторiв Xs, Y – деяка множина, Z – гаус-
дорфовий топологiчний простiр i f : X × Y → Z – неперервне вiдносно
першої змiнної вiдображення. Тодi множина

S0 = {s ∈ S : (∃y ∈ Y )(∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}

є найменшою множиною, на якiй зосереджене f вiдносно першої змiнної.

Доведення. Спочатку покажемо, що f зосереджене на множинi S0 вiдно-
сно першої змiнної.

Згiдно з наслiдком 2.1.8, для кожного фiксованого y ∈ Y множина

Ty = {s ∈ S : (∃us, vs ∈ X)(us|S\{s} = vs|S\{s} i f(us, y) 6= f(vs, y))}

є найменшою множиною, на якiй зосереджене вiдображення fy : X → Z,
fy(x) = f(x, y). Зауважимо, що, згiдно з означеннями, кожна множина Ty

мiститься в множинi S0. Тому кожне вiдображення fy зосереджене на мно-
жинi S0. Це означає, що вiдображення f зосереджене на множинi S0 вiд-
носно першої змiнної.
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Тепер покажемо, що множина S0 – найменша множина, на якiй f зосе-
реджене вiдносно першої змiнної. Мiркуватимемо вiд супротивного. Нехай
S0 6⊆ T ⊆ S. Тодi iснує елемент s ∈ S0 \ T . Тепер згiдно з означенням мно-
жини S0, iснують y ∈ Y i u, v ∈ X такi, що

u|S\{s} = v|S\{s} i f(us, y) 6= f(vs, y).

Тодi, зокрема, u|T = v|T i вiдображення f не зосереджене на множинi T
вiдносно першої змiнної.

Аналогiчно доводиться подiбне твердження щодо залежностi вiдносно
другої змiнної.

Твердження 3.1.8. Нехай X – деяка множина, Y =
∏

s∈S

Ys – топологi-

чний добуток сiм’ї непорожнiх топологiчних просторiв Ys, Z – гаусдор-
фовий топологiчний простiр i f : X×Y → Z – неперервне вiдносно другої
змiнної вiдображення. Тодi множина

S0 = {s ∈ S : (∃y ∈ Y )(∃u, v ∈ X)(u|S\{s} = v|S\{s} i f(u, y) 6= f(v, y))}

є найменшою множиною, на якiй зосереджене f вiдносно другої змiнної.

3.1.2. Необхiднi умови залежностi нарiзно неперевних
функцiй. У даному пунктi ми доведемо необхiднi умови залежностi
нарiзно неперервних функцiй двох змiнних вiд певної кiлькостi координат
вiдносно тiєї чи iншої змiнної.

Спочатку ми викладемо два допомiжнi твердження, якi є певними ана-
логами тверджень 2.4.4 i 2.4.5.

Твердження 3.1.9. Нехай X, Y – топологiчнi простори, (Us : s ∈ S)
– точкова скiнченна сiм’я множин у просторi X i (Vs : s ∈ S) – сiм’я
множин в просторi Y . Тодi сiм’я (Ws : s ∈ S) множин Ws = Us × Vs

точково скiнченна в просторi X × Y .

Доведення. Зафiксуємо довiльну точку (x, y) ∈ X × Y . Оскiльки

S0 = {s ∈ S : (x, y) ∈ Ws} ⊆ {s ∈ S : x ∈ Us} = S1

i множина S1 скiнченна, то множина S0 також скiнченна.

На завершальному етапi побудов ми будемо використовувати наступний
допомiжний факт.
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Твердження 3.1.10. Нехай X i Y – топологiчнi простори, (fi : i ∈ I) i
(gi : i ∈ I) – сiм’ї неперервних функцiй fi : X → R i gi : Y → R такi, що
сiм’я (Ui : i ∈ I) носiїв Ui = supp fi локально скiнченна в просторi X i
сiм’я (Vi : i ∈ I) носiїв Vi = supp fi локально скiнченна в просторi Y . Тодi
функцiя h : X × Y → R, означена формулою

h(x, y) =
∑

i∈I

fi(x)gi(y),

є нарiзно неперервною.

Доведення. Зафiксуємо точку x ∈ X i покажемо, що функцiя hx : Y → R,
hx(y) = h(x, y), непереорвна. Оскiльки множина

I0 = {i ∈ I : x ∈ Ui}

скiнченна, то функцiя ϕ : Y → R, означена формулою

ϕ(y) =
∑

i∈I0

fi(x)gi(y),

є неперервною як скiнченна сума неперервних функцiй. Крiм того,
fi(x) = 0 для довiльного iндексу i ∈ I \ I0. Тому

hx(y) =
∑

i∈I

fi(x)gi(y) =
∑

i∈I0

fi(x)gi(y) = ϕ(y)

для кожного y ∈ Y . Отже, функцiя hx неперервна.
Аналогiчно доводимо, що для кожного y ∈ Y функцiя hy : X → R,

hy(x) = h(x, y, неперервна.

Необхiднi умови залежностi нарiзно неперервних функцiй вiд ℵ коор-
динат вiдносно другої змiнної дає наступний результат.

Теорема 3.1.11. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – цiлком регуляр-
ний простiр, (Yt : t ∈ T ) – сiм’я потужностi |T | > ℵ, яка складається з
нетривiальних топологiчних просторiв Yt, такi, що простiр Y =

∏
t∈T

Yt

цiлком регулярний i кожна нарiзно неперервна функцiя f : X×Y → R за-
лежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y. Тодi виконуються наступнi
умови:

(i) простiр X × Y псевдо-ℵ+-компактний;

(ii) p(X) ≤ ℵ або p(Y ) ≤ ℵ.
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Доведення. (i). Без обмежень загальностi ми можемо вважати, що 0 6∈ T .
Позначимо

Y0 = X, T0 = T ∪ {0} i Z =
∏

t∈T0

Yt = X × Y.

Розглянемо довiльну неперервну функцiю f : Z → R i вiдповiдну їй фун-
кцiю двох змiнних g : X × Y → R,

g(x, y) = f((zt)t∈T0),

де x = z0 i y = (zt)t∈T . Зрозумiло, що неперервнiсть функцiї f означає
сукупну неперервнiсть функцiї g. Зокрема, функцiя g нарiзно неперервна i,
згiдно з умовою теореми, вона залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної
y. Тому iснує множина S ⊆ T потужностi |S| ≤ ℵ, на якiй зосереджена
функцiя g вiдносно другої змiнної, тобто

g(x, y′) = g(x, y′′)

для довiльних x ∈ X i y′, y′′ ∈ Y з y′|S = y′′|S . Легко бачити, що функцiя
f зосереджена на множинi S0 = S ∪ {0}. Справдi, нехай

z′ = (z′t)t∈T0 , z
′′ = (z′′t )t∈T0 ∈ Z

такi, що z′|S0 = z′′|S0 . Зауважимо, що

z′0 = z′′0 = x ∈ X,

адже 0 ∈ S0. Крiм того, оскiльки S ⊆ S0, то для точок

y′ = (z′t)t∈T , y′′ = (z′′t )t∈T ∈ Y

маємо y′|S = y′′|S . Тепер, урахувавши, що функцiя g зосереджена на мно-
жинi S вiдносно другої змiнної, одержимо, що

f(z′) = g(x, y′) = g(x, y′′) = f(z′′).

Отже, функцiя f зосереджена на множинi S0 потужностi

|S0| = |S ∪ {0}| ≤ max{|S|,ℵ0} ≤ ℵ.

Тому f залежить вiд ℵ координат, i згiдно з теоремою 2.4.6, простiр Z
псевдо-ℵ+-компактний.

(ii). Мiркуватимемо вiд супротивного. Припустимо, що p(X) > ℵ i
p(Y ) > ℵ. Доведемо, що iснує нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R,
яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної.
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Оскiльки p(Y ) > ℵ, то згiдно з наслiдком 2.3.7 iснує скiнченна множина
T0 ⊆ T така, що p(Y0) > ℵ, де Y0 =

∏
t∈T0

Yt. Зауважимо, що |T \ T0| > ℵ,
адже множина T0 скiнченна i |T | > ℵ. Тому iснує множина I ⊆ T \T0 така,
що |I| = ℵ+.

Згiдно з нашим припущенням i вибором множини T0, iснують точково
скiнченнi сiм’ї

(Ui : i ∈ I) i (Vi : i ∈ I)

непорожнiх вiдкритих множин Ui та Vi в просторах X та Y0 вiдповiдно.
Для кожного i ∈ I виберемо точки

xi ∈ Ui, vi = (vi(t))t∈T0 ∈ Vi i ai, bi ∈ Yi

такi, що ai 6= bi. Оскiльки простори X, Y0 та Yi цiлком регулярнi, то
iснують неперервнi функцiї fi : X → [0, 1], gi : Y0 → [0, 1] та hi : Yi → [0, 1]
такi, що

fi(xi) = gi(vi) = hi(ai) = 1,

fi(X \ Ui) = gi(Y0 \ Vi) = {0} i hi(bi) = 0.

Зауважимо, що для кожного i ∈ I функцiя ϕi : Y → R,

ϕi(y) = gi(y|T0)hi(y(i)),

де y = (y(t))t∈T ∈ Y , є неперервною, як добуток неперервних функцiй.
Оскiльки

supp fi = {x ∈ X : fi(x) 6= 0} ⊆ Ui

i сiм’я (Ui : i ∈ I) точково скiнченна, то сiм’я (supp fi : i ∈ I) також
точково скiнченна у просторi X. Аналогiчно сiм’я (supp gi : i ∈ I) точково
скiнченна в просторi Y0, адже supp gi ⊆ Vi для кожного i ∈ I i сiм’я
(Vi : i ∈ I) точково скiнченна. Крiм того,

supp ϕi = supp gi × supphi ×
∏

t∈T\(T0∪{i})
Yt

для кожного i ∈ I. Тому, згiдно з твердженням 3.1.9, сiм’я (suppϕi : i ∈ I)
точково скiнченна в просторi Y = Y0 ×

∏
t∈T\T0

Yt.

Тепер розглянемо функцiю f : X × Y → R,

f(x, y) =
∑

i∈I

fi(x) · ϕi(y),

яка є нарiзно неперервною згiдно з твердженням 3.1.10. Залишилось по-
казати, що функцiя f не залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y.
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Нехай T̃ – найменша множина, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно
змiнної y. Для кожного i ∈ I точки yi = (yi(t))t∈T , zi = (zi(t))t∈T ∈ Y
означимо у такий спосiб:

yi(t) =





vi(t), якщо t ∈ T0;
ai, якщо t = i;
довiльно у рештi випадкiв,

zi(t) =
{

yi(t), якщо t 6= i;
bi, якщо t = i.

Зауважимо, що для рiзних i, j ∈ I маємо yi(j) = zi(j) та yi|T0 = zi|T0 , адже
i 6∈ T0. Тому

ϕj(yi) = gj(yi|T0)hj(yi(j)) = gj(zi|T0)hj(zi(j)) = ϕj(zi)

для довiльних рiзних i, j ∈ I. Отже, для кожного i ∈ I маємо

f(xi, yi)− f(xi, zi) =
∑

j∈I

(fj(xi)ϕj(yi)− fj(xi)ϕj(zi)) =

=
∑

j∈I

fj(xi) (ϕj(yi)− ϕj(zi)) = fi(xi)(ϕi(yi)− ϕi(zi))

= 1 · (gi(vi)hi(ai)− gi(vi)hi(bi)) = 1.

Тому, як випливає з твердження 3.1.8, I ⊆ T̃ . Отже, |T̃ | ≥ |I| > ℵ, тобто
f не залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y, що суперечить умовi
теореми. Отже, наше припущення неправильне i p(X) ≤ ℵ або p(Y ) ≤
ℵ.

Аналогiчно доводиться наступне твердження щодо залежностi нарiзно
неперервних функцiй вiдносно першої змiнної.

Теорема 3.1.12. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, (Xs : s ∈ S) –
сiм’я потужностi |S| > ℵ, яка складається з нетривiальних тополо-
гiчних просторiв Xs, i Y – цiлком регулярний простiр, такi, що про-
стiр X =

∏
s∈S

Xs цiлком регулярний i кожна нарiзно неперервна функцiя

f : X × Y → R залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної x. Тодi вико-
нуються наступнi умови:

(i) простiр X × Y псевдо-ℵ+-компактний;

(ii) p(X) ≤ ℵ або p(Y ) ≤ ℵ.
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3.1.3. Достатнi умови залежностi вiдносно другої змiн-
ної в термiнах обмежень на перший множник. Зауважи-
мо, що хоча теореми 3.1.11 i 3.1.12 дають необхiднi умови залежностi нарi-
зно неперервних вiдображень вiд певної кiлькостi координат вiдносно рi-
зних (першої або другої) змiнних, все ж отриманi умови є симетричними
вiдносно змiнних, тобто необхiднi умови в цих теоремах однаковi. Вияви-
лося, що в дослiдженнях достатнiх умов залежностi нарiзно неперервних
функцiй симетричнiсть вiдносно змiнних уже втрачається, а доведення
вiдповiдних результатiв, хоча i зберiгають певну загальну схему мiрку-
вань, все ж вiдрiзняються за своєю складнiстю. Тому ми розглянемо цi два
випадки окремо i при цьому будемо вивчати залежнiсть вiдносно другої
змiнної, накладаючи додатковi обмеження спочатку на перший множник
(простiший випадок), а потiм – на другий (складнiший випадок). Зро-
зумiло, що мають мiсце аналогiчнi результати i щодо залежностi вiдносно
першої змiнної, але ми не будемо їх формулювати, адже тодi потрiбно
накладати обмеження на iншу змiнну.

У цьому пунктi ми розглянемо випадок з обмеженiстю на перший мно-
жник.

Зрозумiло, з достатнiх умов залежностi повиннi випливати необхiднi
умови, одержанi в попередньому пунктi. Наступне твердження показує,
що нарiзнi умови на множники X i Y у подальших теоремах забезпечують
псевдо-ℵ-компактнiсть добутку X × Y .

Твердження 3.1.13. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – тополо-
гiчний простiр, для якого ℵ+ є калiбром, i Y – псевдо-ℵ+-компактний
простiр. Тодi простiр X × Y псевдо-ℵ+-компактний.

Доведення. Нехай (Wi : i ∈ I) – довiльна сiм’я потужностi |I| ≥ ℵ+, яка
складається з непорожнiх вiдкритих у просторi X×Y множин Wi. Доста-
тньо показати, що дана сiм’я не є локально скiнченною в просторi X × Y ,
тобто має точку накопичення в цьому просторi.

Для кожного i ∈ I виберемо вiдкритi непорожнi множини Ui та Vi у про-
сторах X та Y вiдповiдно, такi, що Ui × Vi ⊆ Wi. Оскiльки кардинальне
число ℵ+ є калiбром простору X, то iснують множина J ⊆ I потужностi
|J | = ℵ+ i точка x ∈ X такi, що x ∈ Ui для кожного i ∈ J . Крiм то-
го, простiр Y псевдо-ℵ+-компактний. Тому сiм’я (Vi : i ∈ J) має точку
накопичення y в просторi Y .

Покажемо, що точка z = (x, y) – це точка накопичення сiм’ї (Wi : i ∈ I).
Нехай W – довiльний окiл точки z в просторi Z. Виберемо окiл U точки x
в просторi X i окiл V точки y в просторi Y такi, що U ×V ⊆ W . Оскiльки
x ∈ Ui для кожного i ∈ J , то

I1 = {i ∈ I : W ∩Wi 6= ∅} ⊇ {i ∈ J : W ∩Wi 6= ∅} = {i ∈ J : V ∩Vi 6= ∅} = I2,
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причому множина I2 нескiнченна, згiдно з вибором точки y. Отже, множи-
на I1 також нескiнченна i точка z точка накопичення сiм’ї (Wi : i ∈ I).

Наступна теорема – основний результат даного пункту.

Теорема 3.1.14. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр, для якого ℵ+ є калiбром, (Yt : t ∈ T ) – сiм’я топологi-
чних просторiв така, що топологiчний простiр Y =

∏
t∈T

Yt псевдо-ℵ+-

компактний. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R
залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y.

Доведення. Нехай це не так, тобто iснує нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → R, яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y. Тодi,
як випливає з твердженням 3.1.8, множина

T0 = {t ∈ T : (∃x ∈ X)(∃y, z ∈ Y )(y|T\{t} = z|T\{t} i f(x, y) 6= f(x, z))}
є найменшою множиною, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно другої
змiнної, а отже, T0 має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ. Для кожного t ∈ T0

позначимо через xt, yt i zt вiдповiднi точки x ∈ X, y ∈ Y i z ∈ Y , якi
фiгурують в означеннi множини T0 i позначимо

εt = |f(xt, yt)− f(xt, zt)|.
Крiм того, для кожного t ∈ T0, скориставшись неперервнiстю функцiй
fyt

: X → R, fyt
(x) = f(x, yt), i fzt

: X → R, fyt
(x) = f(x, yt), знайдемо

вiдкритий окiл Ut точки xt такий, що

|fyt(x)− fyt(xt)| < ε
2 i |fzt(x)− fzt(xt)| < ε

2

для кожного x ∈ Ut. Тодi

|f(x, yt)− f(x, zt)| = |fyt(x)− fzt(x)| =
= |fyt(x)− fyt(xt) + fyt(xt)− fzt(xt) + fzt(xt)− fzt(x)| ≥
≥ |fyt(xt)− fzt(xt)| − |fyt(x)− fyt(xt)| − |fzt(x)− fzt(xt)| >

> ε− ε
2 − ε

2 = 0,

як тiльки x ∈ Ut. Тому f(x, yt) 6= f(x, zt) для кожного x ∈ Ut.
Розглянемо сiм’ю U = (Ut : t ∈ T0). Оскiльки ℵ+ є калiбром простору

X i |T0| ≥ ℵ+, то iснує точка x∗ ∈ X така, що множина

T ∗ = {t ∈ T0 : x∗ ∈ Ut}
має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ. Зауважимо, що функцiя f∗ : Y → R,
f∗(y) = f(x∗, y), неперервна на псевдо-ℵ+-компактному просторi Y . Тодi,
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як випливає з теореми 2.4.2, функцiя f∗ залежить вiд ℵ координат. Тому
найменша множина T̃ , на якiй зосереджена функцiя f∗, має потужнiсть,
що не перевищує ℵ. Але

f∗(yt) = f(x∗, yt) 6= f(x∗, zt) = f∗(zt)

для кожного t ∈ T ∗. З твердження 2.1.7 випливає, що T ∗ ⊆ T̃ , що немо-
жливо, адже |T̃ | ≤ ℵ < |T ∗|. Отже, ми одержали суперечнiсть i теорема
доведена.

3.1.4. Достатнi умови залежностi вiдносно другої змiн-
ної в термiнах обмежень на другий множник. Тепер пе-
рейдемо до вивчення залежностi вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної
нарiзно неперервних функцiй на добутку двох просторiв у випадку, коли
ℵ+ є калiбром другого множника.

Вiдображення f мiж топологiчними просторами X i Y називається го-
меоморфiзмом, якщо f бiєктивне, а також f i f−1 неперервнi.

Наступний результат дає можливiсть розглядати замiсть другого мно-
жника канторовий куб вiдповiдної ваги.

Теорема 3.1.15. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр, (Yt : t ∈ T ) – сiм’я топологiчних просторiв, причому ℵ+ є ка-
лiбром топологiчного простору Y =

∏
t∈T

Yt i f : X × Y → R – нарiзно

неперервна функцiя, яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної
y. Тодi iснують множина S ⊆ T з |S| > ℵ i нарiзно неперервна функцiя
g : X×Y1 → R, де Y1 = {0, 1}S, яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно
другої змiнної.

Доведення. Спочатку мiркуємо аналогiчно, як при доведеннi попередньої
теореми. Згiдно з твердженням 3.1.8, множина

T0 = {t ∈ T : (∃x ∈ X)(∃y, z ∈ Y )(y|T\{t} = z|T\{t} i f(x, y) 6= f(x, z))}
є найменшою множиною, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно другої
змiнної, а отже, T0 має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ. Для кожного t ∈ T0

позначимо через xt, yt i zt вiдповiднi точки x ∈ X, y ∈ Y i z ∈ Y , якi фiгу-
рують в означеннi множини T0. Використовуючи неперервнiсть f вiдносно
другої змiнної для кожного t ∈ T0, знайдемо базиснi вiдкритi околи

Ṽt =
∏

s∈T

Ṽ (t)
s i W̃t =

∏

s∈T

W̃ (t)
s

вiдповiдно точок yt i zt в просторi Y такi, що

f(xt, y) 6= f(xt, z)
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для довiльних y ∈ Ṽt i z ∈ W̃t. Зауважимо, що Ṽt ∩ W̃t = ∅ для кожного
t ∈ T0. Врахувавши також, що Ṽ

(t)
s ∩ W̃

(t)
s 6= ∅ як тiльки s ∈ T \ {t}, адже

множини Ṽ
(t)
s i W̃ (t)

s є околами точки yt(s) = zt(s) в просторi Ys, одержимо,
що

Ṽ
(t)
t ∩ W̃

(t)
t = ∅

для кожного t ∈ T0.
Позначимо

V (t)
s = Ṽ (t)

s

⋂
W̃ (t)

s

для кожного s ∈ T \ {t},

V
(t)
t = Ṽ

(t)
t i Vt =

∏

s∈T

V (t)
s .

Зауважимо, що Vt вiдкритий окiл точки yt i Vt ⊆ Ṽt. Крiм того, для ко-
жного y ∈ Vt точка z ∈ Y , яка визначається так:

z(s) =
{

y(s), якщо s ∈ T \ {t};
zt(t), якщо s = t,

входить в W̃t i, отже, f(xt, y) 6= f(xt, z).
Розглянемо сiм’ю V = (Vt : t ∈ T0). Оскiльки кардинал ℵ+ є калiбром

простору Y i |T0| > ℵ, то iснують множина S ⊆ T0 i точка y∗ ∈ Y такi, що
|S| > ℵ i y∗ ∈ Vs для всiх s ∈ S.

Для кожного s ∈ S позначимо as = y∗(s), bs = zs(s) i позначимо

z∗s (t) =
{

y∗(t), якщо t ∈ T \ {s};
bt, якщо s = t.

Зауважимо, що

y∗|T\{s} = z∗s |T\{s} i f(xs, y
∗) 6= f(xs, z

∗
s ),

згiдно з описаною вище властивiстю множини Vs.
Розглянемо простiр

Y ∗ =
∏

t∈S

{at, bt} ×
∏

t∈T\S
{y∗(t)}

i звуження f∗ = f|X×Y ∗ функцiї f на добуток X×Y ∗. З нарiзної неперерв-
ностi функцiї f випливає, що функцiя f∗ також нарiзно неперервна. Крiм
того, y∗ ∈ Y ∗, z∗s ∈ Y ∗ i

f∗(xs, y
∗) = f(xs, y

∗) 6= f(xs, z
∗
s ) = f∗(xs, z

∗
s )
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для кожного s ∈ S.
Для кожного s ∈ S вiдображення ψs : {0, 1} → {as, bs}, яке дiє за

правилом ψs(0) = as i ψs(1) = bs, є гомеорфiзмом, адже V
(s)
s i W̃

(s)
s –

неперетиннi околи точок as i bs в просторi Ys. З [16, твердження 2.3.6]
випливає, що вiдображення ψ : {0, 1}S → ∏

s∈S

{as, bs},

ψ(u(s)s∈S) = (ψs(u(s)))s∈S ,

– гомеоморфiзм. Тому гомеморфiзмом також є вiдображення
ϕ : {0, 1}S → Y ∗,

ϕ(u) = (ψ(u), (y∗(t))t∈T\S).

Залишилося показати, що функцiя g : X × Y1 → R, де Y1 = {0, 1}S i

g(x, u) = f∗(x, ϕ(u))

для кожного u ∈ Y1, шукана. Нарiзна неперевнiсть функцiї g випливає з
нарiзної неперевностi функцiї f∗ i неперервностi вiдображення ϕ. Позна-
чимо u∗ = ϕ−1(y∗) i v∗s = ϕ−1(z∗s ) для кожного s ∈ S. Оскiльки

u∗(t) = ψ−1(y∗(t)) = ψ−1(z∗s (t)) = v∗s (t)

як тiльки t ∈ S \ {s}, то

u∗|S\{s} = v∗s |S\{s}
для кожного s ∈ S. Крiм того,

g(xs, u
∗) = f∗(xs, y

∗) 6= f∗(xs, z
∗
s ) = g(xs, v

∗
s )

для кожного s ∈ S. Тому, згiдно з твердженням 3.1.8, множина S наймен-
ша множина, на якiй зосереджене вiдображення g вiдносно другої змiнної.
Отже, функцiя g не залежить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної.

Тепер розглянемо функцiї на добутку берiвського простору i канторо-
вого куба.

Для доведення основного результату нам потрiбна наступна власти-
вiсть канторового куба, яка вперше одержана А.Бузiадом в [8] i випливає
з його наслiдку 1.2 чи теореми 2.2.

Теорема 3.1.16 (Бузiад [8]). X – берiвський простiр, Y = {0, 1}T i f :
X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя. Тодi iснує всюди щiльна в
просторi X множина A типу Gδ така, що функцiя f є неперервною в
кожнiй точцi множини A× Y .

Наступна теорема – один iз основних результатiв даного пункту.
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Теорема 3.1.17. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – берiвський
псевдо-ℵ+-компактний простiр i Y = {0, 1}T . Тодi кожна нарiзно непе-
рервна функцiя f : X×Y → R залежить вiд ℵ координат вiдносно другої
змiнної.

Доведення. Припустимо, що це не так, тобто iснує така нарiзно неперервна
функцiя f : X×Y → R, яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної
y. Зрозумiло, що це можливо лише у випадку, коли |T | > ℵ. Як i ранiше,
згiдно з твердженням 3.1.8 множина

T0 = {t ∈ T : (∃x ∈ X)(∃y, z ∈ Y )(y|T\{t} = z|T\{t} i f(x, y) 6= f(x, z))}
має потужнiсть |T0| > ℵ. Для кожного t ∈ T0 позначимо через x̃t, yt i zt

вiдповiднi точки x ∈ X, y ∈ Y i z ∈ Y , якi фiгурують в означеннi множини
T0.

Для кожного n ∈ N позначимо

Tn = {t ∈ T0 : |f(x̃t, yt)− f(x̃t, zt)| > 1
n}.

Зрозумiло, що T0 =
∞⋃

n=1
Tn. Оскiльки ℵ нескiнченний кардинал, то iснує

такий номер n0, що |Tn0 | > ℵ.
Позначимо S = Tn0 i ε = 1

n0
. Використовуючи неперервнiсть функцiї f

вiдносно змiнної x для кожного s ∈ S знайдемо вiдкритий окiл Ũs точки
x̃s в X такий, що

|f(x, yt)− f(x, zt)| > ε

для довiльного x ∈ Ũs. Згiдно з теоремою 3.1.16, в кожнiй вiдкритiй не-
порожнiй множинi Ũs можна вибрати точку xs так, що f неперервна в
точках (xs, ys) i (xs, zs).

Для кожного s ∈ S, використовуючи неперервнiсть функцiї f в точках
(xs, ys) i (xs, zs), виберемо вiдкритий окiл Us точки xs в просторi X i ба-
зиснi вiдкритi околи Vs i Ws вiдповiдно точок ys i zs в просторi Y такi,
що

R(Vs) = R(Ws), Vs|T\{s} = Ws|T\{s} i |f(x, y)− f(x, z)| > ε

для довiльних x ∈ Us, y ∈ Vs i z ∈ Ws.
Розглянемо сiм’ю (R(Vs) : s ∈ S), що складається зi скiнченних множин

R(Vs). Оскiльки кардинал ℵ+ регулярний, то, згiдно з твердженням 2.2.7,
iснує скiнченна множина B ⊆ S i множина S1 ⊆ S такi, що

|S1| > ℵ, B ∩ S1 = ∅ i R(Vs) ∩R(Vt) = B

для довiльних рiзних s, t ∈ S1. Оскiльки множина {0, 1}B скiнченна i всi
множини Vs|B непорожнi, де s ∈ S1, то iснує таке y′ ∈ {0, 1}B , що множина

S0 = {s ∈ S1 : y′ ∈ Vs|B}
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має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ.
Покажемо, що сiм’я (Us : s ∈ S0) – локально скiнченна в просторi X.

Нехай x0 ∈ X. Використовуючи компактнiсть простору Y i неперервнiсть
функцiї fx0 : Y → R, fx0(y) = f(x0, y), i мiркуючи аналогiчно, як при по-
будовi множини Sε у доведеннi теореми 1.3.3, легко знайти таку скiнченну
множину B0 ⊆ T , що

|f(x0, y)− f(x0, z)| < ε

для довiльних y, z ∈ Y з y|B0 = z|B0 .
Розглянемо точки y0, z0 ∈ Y , якi визначаються у такий спосiб:

y0(t) =





y′(t), якщо t ∈ B;
ys(t), якщо t ∈ R(Vs) \B, s ∈ S0 \B0;

0, в iншому випадку,

z0(t) =





y′(t), якщо t ∈ B;
zs(t), якщо t ∈ R(Vs) \B, s ∈ S0 \B0;

0, в iншому випадку.

Зауважимо, що згiдно з вибором B i S1 множини R(Vs) \B попарно непе-
ретиннi при s ∈ S1 i означення коректнi. Крiм того, оскiльки

ys|S\{s} = zs|S\{s}
для кожного s ∈ S0, то

ys(t) = zs(t)

для довiльних t ∈ B0 i s ∈ S0 \B0. Тому

y0|B0 = z0|B0 i |f(x0, y0)− f(x0, z0)| < ε.

Використовуючи неперервнiсть f вiдносно змiнної x виберемо такий окiл
U0 точки x0 в X, що

|f(x, y0)− f(x, z0)| < ε

для кожного x ∈ U0.
З iншого боку, оскiльки S0 ∩B = Ø, то

Vs|B = Ws|B ,

тому
y′ ∈ Ws|B

для кожного s ∈ S0. Крiм того,

y0|R(Vs)\B = ys|R(Vs)\B i z0|R(Vs)\B = zs|R(Vs)\B
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для всiх s ∈ S0 \B0. Урахувавши, що ys ∈ Vs i zs ∈ Ws, одержимо, що

y0|R(Vs) ∈ Vs|R(Vs) i z0|R(Vs) ∈ Ws|R(Vs),

тому y0 ∈ Vs i z0 ∈ Ws, адже R(Ws) = R(Vs) для кожного s ∈ S0 \ B0.
Згiдно з вибором околiв Us, Vs i Ws маємо, що

|f(x, y0)− f(x, z0)| > ε

для довiльних x ∈ Us i s ∈ S0 \B0.
Отже, U0 ∩ Us = ∅ для кожного s ∈ S0 \B0. Тому множина

{s ∈ S0 : U0

⋂
Us 6= ∅}

скiнченна, а сiм’я (Us : s ∈ S0) локально скiнченна в X. А це суперечить
тому, що X псевдо-ℵ+-компактний, адже |S0| > ℵ.

З теорем 3.1.15 i 3.1.17 негайно випливає наступний результат.

Теорема 3.1.18. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – берiвський
псевдо-ℵ+-компактний простiр, (Yt : t ∈ T ) – сiм’я топологiчних про-
сторiв, причому ℵ+ є калiбром топологiчного простору Y =

∏
t∈T

Yt. Тодi

кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R залежить вiд ℵ коор-
динат вiдносно другої змiнної.
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3.2
Залежнiсть нарiзно неперервних функцiй на

добутку просторiв з умовами типу
компактностi

У даному пiдроздiлi ми вивчатимемо необхiднi i достатнi умови зале-
жностi вiд певної кiлькостi координат нарiзно неперервних функцiй двох
змiнних, заданих на добутках, у яких принаймнi спiвмножник задовольняє
умову типу компактностi. Як i в загальному випадку, достатнi умови за-
лежностi тут залишаються несиметричними вiдносно змiнних, але у класi
злiченно компактних просторiв одержується характеризацiя залежностi,
яка має симетричний вигляд.

3.2.1. Неперервнi функцiї на псевдо-ℵ0-компактному
просторi. Першим аналогом компактностi у наших дослiдженнях ви-
ступатиме псевдо-ℵ0-компактнiсть i ми у даному пунктi доведемо резуль-
тат про неперервнi функцiї на псевдо-ℵ0-компактному просторi, який до-
повнює теорему 2.4.2 i узагальнює вiдповiдну властивiсть вiдображень
на компактних просторах, яку ми використовували при доведеннi теорем
1.3.3 i 3.1.17.

Теорема 3.2.1. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв така,
що простiр X =

∏
s∈S

Xs псевдо-ℵ0-компактний, i f : X → R – неперервна

функцiя. Тодi для кожного ε > 0 iснує скiнченна множина S0 ⊆ S така,
що

|f(x)− f(y)| ≤ ε

для довiльних x, y ∈ X з x|S0 = y|S0 .

Доведення. Нехай це не так, тобто iснує ε0 > 0 таке, що для довiльної
скiнченної множини S′ ⊆ S iснують точки x, y ∈ X такi, що

x|S′ = y|S′ i |f(x)− f(y)| > ε0.

Iндукцiєю вiдносно n ∈ N побудуємо послiдовностi (Un)∞n=1 i (Vn)∞n=1

непорожнiх базисних вiдкритих в X множин

Un =
∏

s∈S

U (n)
s i Vn =

∏

s∈S

V (n)
s

i послiдовнiсть (Sn)∞n=1 множин

Sn =
n−1⋃

k=1

R(Uk),
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якi для кожного n ∈ N задовольняють наступнi умови:

a) U
(n)
s = V

(n)
s для кожного s ∈ Sn;

b) R(Un) = R(Vn);

c) |f(x)− f(y)| ≥ ε0
2 для довiльних x ∈ Un i y ∈ Vn.

Розпочнемо з множини S1 = ∅. Згiдно з нашим припущенням, iснують
точки x1, y1 ∈ X такi, що

|f(x1)− f(y1)| > ε0.

Користуючись неперервнiстю функцiї f в точках x1 i y1, виберемо вiдкритi
околи

U1 =
∏

s∈S

U (1)
s i V1 =

∏

s∈S

V (1)
s

точок x1 i y1 вiдповiдно такi, що

U (1)
s = V (1)

s

для кожного s ∈ S1,

R(U1) = R(V1), |f(x)− f(x1)| < ε0
4 i |f(y)− f(y1)| < ε0

4

для довiльних x ∈ U1 i y ∈ V1. З останнiх двох умов i вибору точок x1 i y1

випливає, що
|f(x)− f(y)| ≥ ε0

2

для довiльних x ∈ U1 i y ∈ V1.
Позначимо

S2 = R(U1) ∪ S1.

Згiдно з нашим припущенням, iснують точки x2, y2 ∈ X такi, що

x2|S2 = y2|S2 i |f(x2)− f(y2)| > ε0.

Аналогiчно, як i на першому кроцi мiркувань, виберемо вiдкритi околи

U2 =
∏

s∈S

U (2)
s i V2 =

∏

s∈S

V (2)
s

точок x2 i y2 вiдповiдно такi, що

U (2)
s = V (2)

s
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для кожного s ∈ S2,

R(U2) = R(V2) i |f(x)− f(y)| ≥ ε0
2

для довiльних x ∈ U2 i y ∈ V2.
Далi позначимо

S3 = R(U2) ∪ S2

i знайдемо такi вiдкритi непорожнi множини

U3 =
∏

s∈S

U (3)
s i V3 =

∏

s∈S

V (3)
s ,

що
U (3)

s = V (3)
s

для кожного s ∈ S3,

R(U3) = R(V3) i |f(x)− f(y)| ≥ ε0
2

для довiльних x ∈ U3 i y ∈ V3.
Продовжуючи цей процес до нескiнченностi, одержимо потрiбнi нам

послiдовностi, якi задовольняють умови a)− c).
Тепер розглянемо сiм’ю U = (Un : n ∈ N). Оскiльки простiр X псевдо-

ℵ0-компактний, то сiм’я U не є локально скiнченною, тобто iснує точка
x̃ ∈ X така, що довiльний окiл U цiєї точки перетинається з нескiнченною
кiлькiстю елементiв сiм’ї U . За неперервнiстю функцiї f в точцi x̃ виберемо
базисний окiл

Ũ =
∏

s∈S

Ũs

точки x̃ в просторi X такий, що

|f(x)− f(y)| < ε0
4

для довiльних x, y ∈ Ũ . Тодi iснує строго зростаюча послiдовнiсть (nk)∞k=1

номерiв nk ∈ N така, що
Ũ ∩ Unk

6= ∅
для кожного k ∈ N. З умови c), використаної для номерiв nk, випливає,
що

Ũ ∩ Vnk
= ∅,

тобто для кожного k ∈ N iснує iндекс sk ∈ S такий, що

Ũsk
∩ V (nk)

sk
= ∅.
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Зауважимо, що тодi для фiксованого номера k маємо,що

sk ∈ R(Ũ) ∩R(Vnk
) ⊆ R(Unk

) ⊆ Snk+1 .

Але
Ũsk

∩ U (nk)
sk

6= ∅,
тому

U (nk)
sk

6= V (nk)
sk

i, як випливає з умови a), sk 6∈ Snk
. Отже, sk ∈ Snk+1 \ Snk

для кожного
k ∈ N. Звiдси випливає, що всi точки sk рiзнi, що неможливо, бо всi вони
належать скiнченнiй множинi R(Ũ).

3.2.2. Нарiзно неперервнi функцiї з
псевдо-ℵ0-компактним множником. У даному пунктi ми
застосуємо результат попереднього пункту до вивчення залежностi
вiдносно другої змiнної нарiзно неперервних функцiй двох змiнних.

Спочатку ми доведемо твердження, яке подiбне до твердження 3.1.13 i
має аналогiчне доведення, а також показує, що нарiзнi умови на множники
X i Y у подальших теоремах забезпечують псевдо-ℵ-компактнiсть добутку
X × Y .

Твердження 3.2.2. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр з p(X) ≤ ℵ i Y – псевдо-ℵ0-компактний простiр. Тодi простiр
X × Y псевдо-ℵ+-компактний.

Доведення. Покажемо, що довiльна сiм’я (Wi : i ∈ I) потужностi |I| ≥ ℵ+,
яка складається з непорожнiх вiдкритих у просторi X ×Y множин Wi, не
є локально скiнченною в просторi X × Y , тобто має точку накопичення в
цьому просторi.

Для кожного i ∈ I виберемо вiдкритi непорожнi множини Ui та Vi в
просторах X та Y вiдповiдно, такi, що Ui × Vi ⊆ Wi. Оскiльки p(X) ≤ ℵ,
то iснують нескiнченна множина J ⊆ I i точка x ∈ X такi, що x ∈ Ui

для кожного i ∈ J . Крiм того, простiр Y псевдо-ℵ0-компактний. Тому
сiм’я (Vi : i ∈ J) має точку накопичення y просторi Y . Мiркуючи далi, в
точностi, як при доведеннi твердження 3.1.13, легко показати, що точка
z = (x, y) є точкою накопичення сiм’ї (Wi : i ∈ I).

Тепер викладемо основний результат даного пункту.

Теорема 3.2.3. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний про-
стiр з p(X) ≤ ℵ, (Yt : t ∈ T ) – сiм’я топологiчних просторiв така, що
топологiчний простiр Y =

∏
t∈T

Yt псевдо-ℵ0-компактний. Тодi кожна на-

рiзно неперервна функцiя f : X × Y → R залежить вiд ℵ координат
вiдносно другої змiнної.
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Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного i першу частину мiркувань
проведемо у звичний спосiб.

Припустимо, що це не так, тобто iснує нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → R, яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y. Тодi,
як випливає з твердження 3.1.8, множина

T̃ = {t ∈ T : (∃x ∈ X)(∃y, z ∈ Y )(y|T\{t} = z|T\{t} i f(x, y) 6= f(x, z))}
має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ. Для кожного t ∈ T̃ позначимо через xt,
yt i zt вiдповiднi точки x ∈ X, y ∈ Y i z ∈ Y , якi фiгурують в означеннi
множини T̃ i для кожного n ∈ N позначимо

Tn = {t ∈ T̃ : |f(xt, yt)− f(xt, zt)| > 1
n}.

Оскiльки |T̃ | > ℵ i T̃ =
⋃

n∈N
Tn, то iснує номер n0 ∈ N такий, що множина

T0 = Tn0 має потужнiсть бiльшу нiж ℵ.
Функцiя f неперервна вiдносно змiнної x, тому для кожного t ∈ T0 iснує

окiл Ut точки xt в просторi X такий, що

|f(x, yt)− f(xt, yt)| < 1
4n0

i |f(x, zt)− f(xt, zt)| < 1
4n0

для кожного x ∈ Ut. Тодi, зокрема,

|f(x, yt)− f(x, zt)| > 1
2n0

для кожного x ∈ Ut.
Розглянемо сiм’ю U = (Ut : t ∈ T0). Оскiльки p(X) ≤ ℵ i |T0| > ℵ, то

сiм’я U не є точково скiнченною, тобто iснують x̃ ∈ X i злiченна множина
R ⊆ T0 такi, що x̃ ∈ Ut для кожного t ∈ R. Тепер до неперервної функцiї
f x̃ : Y → R, f x̃(y) = f(x̃, y) застосуємо твердження 3.2.2 i одержимо, що
iснує скiнченна множина R̃ ⊆ T така, що

|f x̃(y)− f x̃(z)| < 1
2n0

для довiльних точок y, z ∈ Y з y|R̃ = z|R̃.
Вiзьмемо довiльну точку t з множини R\R̃, яка обов’язково непорожня,

як рiзниця злiченної i скiнченної множини. Тепер, з одного боку, маємо,
що

|f(x̃, yt)− f(x̃, zt)| = |f x̃(yt)− f x̃(zt)| < 1
2n0

,

адже yt|R̃ = zt|R̃. А з iншого,

|f(x̃, yt)− f(x̃, zt)| > 1
2n0

,

бо x̃ ∈ Ut.
Отже, ми отримали суперечнiсть. Тому наше припущення неправильне,

тобто кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R залежить вiд ℵ
координат вiдносно змiнної y.
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3.2.3. Нарiзно неперервнi функцiї зi злiченно компа-
ктним множником. Тепер перейдемо до розгляду випадку, коли
умову типу компактностi задовольняє перший множник. При цьому ана-
логом компактностi тут буде злiченна компактнiсть.

Спочатку ми подамо зв’язок мiж злiченною компактнiстю i псевдо-ℵ0-
компактнiстю.

Твердження 3.2.4. Кожний злiченно компактний T1-простiр є псевдо-
ℵ0-компактним.

Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного. Нехай X – злiченно компа-
ктний T1-простiр, який не є псевдо-ℵ0-компактним, тобто iснує локально
скiнченна сiм’я (Un : n ∈ N) непорожнiх вiдкритих у просторi X множин
Un. Для кожного n ∈ N виберемо точку xn ∈ Un. З локальної скiнченностi
сiм’ї (Un : n ∈ N) випливає, що для кожної точки x ∈ X iснує вiдкритий
окiл Vx цiєї точки, такий, що множина

{n ∈ N : xn ∈ Vx}
скiнченна. Оскiльки X – T1-простiр, то множина

F = {xn : n ∈ N}
замкнена, адже кожна точка x ∈ X \ F має окiл V ⊆ Vx, який не перети-
нається з можиною F .

Залишилося розглянути вiдкрите покриття

U = {X \ F} ∪ {Vxn : n ∈ N}
простору X. Оскiльки для кожного U ∈ U множина

{n ∈ N : xn ∈ U}
скiнченна, то зi злiченного покриття U не можна видiлити скiнченного
пiдпокриття, що дає нам суперечнiсть.

Аналогiчно, як i для сiмей множин, точка x у топологiчному просторi
X називається точкою накопичення сiм’ї (xi : i ∈ I) точок xi ∈ X, якщо
для кожного околу U точки x у просторi X множина {i ∈ I : x ∈ Ui}
нескiнченна.

Нам буде потрiбна наступна властивiсть злiченно компактних просто-
рiв, яка є характеристичною для гаусдорфових злiченно компактних про-
сторiв (див. [16, теорема 3.10.3]).

Твердження 3.2.5. У довiльному злiченно компактному просторi X ко-
жна нескiнченна сiм’я (xi : i ∈ I) точок xi ∈ X має точку накопичення.
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Доведення. Достатньо розглянути випадок, коли I = N. Припустимо, що
послiдовнiсть (xn)∞n=1 точок xn ∈ X не має точки накопичення. Для ко-
жного n ∈ N позначимо

Fn = {xk : k ≥ n}.
Зрозумiло, що Fn+1 ⊆ Fn для кожного n ∈ N. Покажемо, що

∞⋂
n=1

Fn = ∅.

Припустимо, що це не так, тобто iснує точка x ∈ X така, що x ∈ Fn

для кожного n ∈ N. Тодi для кожного околу U точки x iснує строго зро-
стаюча послiдовнiсть (nk)∞k=1 така, що xnk

∈ U для кожного k ∈ N. Звiдси
випливає, що точка x є точкою накопичення послiдовностi (xn)∞n=1, що
суперечить нашому припущенню.

Отже,
∞⋂

n=1
Fn = ∅. Тодi система {X \ Fn : n ∈ N} – злiченне вiдкрите

покриття простору X, з якого не можна видiлити скiнченне пiдпокриття.

Наступний результат займає центральне мiсце у даному пунктi.

Теорема 3.2.6. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – злiченно ком-
пактний простiр, (Yt : t ∈ T ) – сiм’я топологiчних просторiв така,
що p(Y ) ≤ ℵ, де Y =

∏
t∈T

Yt. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя

f : X × Y → R залежить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної.

Доведення. Знову мiркуємо вiд супротивного. Нехай iснує нарiзно непе-
рервна функцiя f : X ×Y → R, яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно
змiнної y. Тодi аналогiчно, як при доведеннi теореми 3.2.3, iснує n0 ∈ N
таке, що множина

{t ∈ T : (∃x ∈ X)(∃y, z ∈ Y )(y|T\{t} = z|T\{t} i |f(x, y)− f(x, z)| > 1
n0

)},
яку ми позначимо через T0, має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ. При цьому для
кожного t ∈ T0 вiдповiднi точки x ∈ X, y ∈ Y i z ∈ Y , якi фiгурують в
означеннi множини T0, ми позначимо через xt, yt i zt вiдповiдно.

Оскiльки функцiя f неперервна вiдносно змiнної y, то для кожного
s ∈ T0 iснують базиснi вiдкритi околи

Vs =
∏

t∈T

V
(s)
t i Ws =

∏

t∈T

W
(s)
t

точок ys i zs вiдповiдно такi, що

R(Vs) = R(Ws), V
(s)
t = W

(s)
t
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для кожного t 6= s,

|f(xs, ys)− f(xs, y)| < 1
4n0

i |f(xs, zs)− f(xs, z)| < 1
4n0

для довiльних y ∈ Vs i z ∈ Ws. Зауважимо, що тодi

|f(xs, y)− f(xs, z)| > 1
2n0

для кожного s ∈ T0 та довiльних y ∈ Vs i z ∈ Ws.
Для кожного n ∈ N позначимо

S(n) = {t ∈ T0 : |R(Vt)| = n}.

Оскiльки |T0| > ℵ i T0 =
∞⋃

n=1
S(n), то iснують номер k ∈ N i множина

S0 ⊆ S(k) такi, що |S0| = ℵ+. Беручи до уваги регулярнiсть кардиналу
ℵ+ за допомогою твердження 2.2.7 знайдемо скiнченну множину T̃ ⊆ T i
множина S̃ ⊆ S0 такi, що

|S̃| = ℵ+ i R(Vs) ∩R(Vt) = T̃

для довiльних рiзних s, t ∈ S̃.
Оскiльки p(Y ) ≤ ℵ, то сiм’я (Vs : s ∈ S̃) не є точково скiнченною, тобто

iснують ỹ ∈ Y i злiченна множина R̃ ⊆ S̃ \ T̃ такi, що ỹ ∈ Vs для кожного
s ∈ R̃. Простiр X злiченно компактний, тому, згiдно з твердженням 3.3.1,
сiм’я (xs : s ∈ R̃) має точку накопичення x̃. Використовуючи неперервнiсть
функцiї f вiдносно змiнної y знайдемо базисний окiл Ṽ точки ỹ в просторi
Y такий, що

|f(x̃, ỹ)− f(x̃, y)| < 1
4n0

для кожного y ∈ Ṽ .
Зауважимо, що множина R0 = R̃ \ R(Ṽ ) також злiченна, як рiзниця

злiченної i скiнченної множин, i точка x̃ є точкою накопичення сiм’ї (xs :
s ∈ R0). Розглянемо точку z̃ ∈ Y , яка означається наступним чином:

z̃(t) =
{

zt(t), якщо t ∈ R0;
ỹ(t), якщо t 6∈ R0.

Зафiксуємо s ∈ R0 i переконаймося, що z̃ ∈ Ws. Зрозумiло, що для цього
достатньо перевiрити, що z̃(t) ∈ W

(s)
t для кожного t ∈ R(Ws) = R(Vs).

Нехай t ∈ R(Vs) \R0. Тодi z̃(t) = ỹ(t), а ỹ ∈ Vs, адже s ∈ R0 ⊆ R̃. Тому

z̃(t) = ỹ(t) ∈ V
(s)
t = W

(s)
t ,

адже t 6= s i V
(s)
t = W

(s)
t .
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Тепер нехай t ∈ R(Vs) ∩R0. Зауважимо, що оскiльки

Vt 6= Wt i V (t)
r = W (t)

r

для всiх r 6= t, то V
(t)
t 6= W

(t)
t , тому

t ∈ R(Vt) = R(Wt).

Отже,
t ∈ R(Vs) ∩R(Vt) ∩R0.

Але t, s ∈ R̃, i, якщо t 6= s, то R(Vs) ∩R(Vt) = T̃ , а R0 ⊆ R̃ ⊆ S̃ \ T̃ , звiдки
легко вивести, що

R(Vs) ∩R(Vt) ∩R0 = ∅.
Тодi t = s, тобто R(Vs) ∩R0 = {s}, i

z̃(s) = zs(s) ∈ W (s)
s ,

адже Ws є околом точки zs.
Отже, z̃ ∈ Ws для кожного s ∈ R0, тому

z̃ ∈
⋂

s∈R0

Ws.

Нагадаємо, що ỹ ∈ ⋂
s∈R0

Vs, тому

|f(xs, ỹ)− f(xs, z̃)| > 1
2n0

для кожного s ∈ R0. Оскiльки x̃ – точка накопичення сiм’ї (xs : s ∈ R0) i
функцiя f неперервна вiдносно змiнної x, то

|f(x̃, ỹ)− f(x̃, z̃)| ≥ 1
2n0

.

Але, з iншого боку,
z̃ ∈ Ṽ ,

бо Ṽ – окiл точки ỹ i
ỹ|R(Ṽ ) = z̃|R(Ṽ ),

тому
|f(x̃, ỹ)− f(x̃, z̃)| < 1

4n0
,

що неможливо. Отже, наше припущення хибне i теорема доведена.

Тепер легко одержується наступний результат, який дає характериза-
цiю залежностi нарiзно наперервних функцiй на добутку двох злiченно
компактних просторiв
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Теорема 3.2.7. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, (Xs : s ∈ S) i
(Yt : t ∈ T ) – двi сiм’ї цiлком регулярних просторiв такi, що простори
X =

∏
s∈S

Xs i Y =
∏

t∈T

Yt злiченно компактнi, |T | > ℵ i |Yt| > 1 для кожно-

го t ∈ T . Тодi наступнi твердження рiвносильнi:
(i) кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R залежить вiд ℵ

координат вiдносно змiнної y;
(ii) кожна нарiзно неперервна функцiя f : X ×Y → R залежить вiд ℵ

координат;
(iii) p(X) ≤ ℵ або p(Y ) ≤ ℵ.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (iii) випливає з теореми 3.1.11.
(iii) ⇒ (ii). Нехай p(X) ≤ ℵ. За твердженням 3.2.2 простiр Y псевдо-ℵ0-

компактний, тому, згiдно з теоремою 3.2.3, виконується умова (i). Якщо,
крiм того, |S| > ℵ, то, згiдно з теоремою 3.2.6, функцiя f залежить вiд
ℵ координат вiдносно змiнної x, отже, виконується (ii). У випадку, коли
p(Y ) ≤ ℵ, мiркуємо аналогiчно.

Iмплiкацiя (ii) ⇒ (i) є очевидною.
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3.3
Iстотнiсть деяких умов у теоремах про
залежнiсть нарiзно неперервних функцiй

У даному пiдроздiлi ми наведемо приклади, якi показують iстотнiсть
деяких умов в теоремах про залежнiсть вiд ℵ координат нарiзно неперерв-
них функцiй, якi були отриманi в попереднiх двох пiдроздiлах.

3.3.1. Iстотнiсть умови беровостi. Розпочнемо з прикладу,
який показує, що умову беровостi в теоремi 3.1.18 зняти не можна.

Нам будуть потрiбним наступнi допомiжнi твердження.

Твердження 3.3.1. Нехай X – топологiчний простiр, U – нескiнченна
локально скiнченна сiм’я непорожнiх вiдкритих множин в X. Тодi iснує
така сiм’я V непорожнiх попарно неперетинних вiдкритих в X множин,
що |V| = |U|.
Доведення. Без обмежень загальностi ми можемо вважати, що

U = (Uα : 0 ≤ α < β),

де β – перший ординал потужностi |U|. Iндукцiєю вiдносно α побудуємо
сiм’ю

V = (Vα : 0 ≤ α < β)

непорожнiх попарно неперетинних вiдкритих в X множин Vα таку, що
множина

Aα = {ξ < β : Vα

⋂
Uξ 6= ∅}

є скiнченною для кожного α < β.
Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ U0 i виберемо такий вiдкритий окiл V0

точки x0, що множина

A0 = {α < β : V0 ∩ Uα 6= ∅}

скiнченна.
Нехай 0 < α < β. Припустимо, що попарно неперетиннi множини Vξ

при ξ < α вже побудованi, причому всi множини Aξ скiнченнi. Залишилося
побудувати множину Vα так, що множина Aα скiнченна.

Зауважимо, що ∣∣∣∣∣∣
⋃

ξ<α

Aξ

∣∣∣∣∣∣
< |β|.
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Справдi, якщо α скiнченний ординал, то
∣∣∣∣∣∣
⋃

ξ<α

Aξ

∣∣∣∣∣∣
< ℵ0 ≤ |β|.

Якщо ж α нескiнченний ординал, то
∣∣∣∣∣∣
⋃

ξ<α

Aξ

∣∣∣∣∣∣
≤ ℵ0 · |α| = |α| < |β|.

Тому iснує таке γ < β, що γ 6∈ ⋃
ξ<α

Aξ, тобто

Uγ

⋂

 ⋃

ξ<α

Vξ


 = ∅.

Вiзьмемо довiльну точку xγ ∈ Uγ i виберемо вiдкритий окiл Vα точки xγ

такий, що множина

Aα = {ξ < β : Vα

⋂
Uξ 6= ∅}

скiнченна.
Отже, сiм’я V = (Vα : α < β) шукана.

Зауважимо, що у випадку, коли простiр X регулярний, можна побуду-
вати дискретну сiм’ю V вiдповiдної потужностi.

Твердження 3.3.2. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр з p(X) ≤ ℵ i Y – всюди щiльна в X множина. Тодi простiр Y з
iндукованою з X топологiєю є псевдо-ℵ+-компактним.

Доведення. Нехай U – довiльна локально скiнченна сiм’я непорожнiх вiд-
критих в Y множин. Нам достатньо довести, що |U| ≤ ℵ.

Згiдно з твердженням 3.3.1, iснує сiм’я

V = (Vi : i ∈ I)

потужностi |I| = |U|, яка складається з попарно неперетинних непоро-
жнiх вiдкритих в Y множин Vi. Для кожного i ∈ I виберемо непорожню
вiдкриту множину Ui в X таку, що

Ui ∩ Y = Vi.
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Оскiльки Y = X, то сiм’я (Ui : i ∈ I) також складається з попарно не-
перетинних множин. Зокрема, сiм’я (Ui : i ∈ I) є точково скiнченною.
Тому

|I| ≤ p(X) ≤ ℵ,

отже, |U| ≤ ℵ.
Тепер перейдемо до розгляду прикладу, який є основним результатом

даного пункту.

Теорема 3.3.3. Нехай S – довiльна непорожня множина, Y = [0, 1]S,
X = Cp(Y ) – простiр неперервних функцiй на Y з топологiєю поточкової
збiжностi i f : X × Y → R – функцiя обчислення, тобто f(x, y) = x(y).
Тодi

(i) f є нарiзно неперервною функцiєю;

(ii) X псевдо-ℵ1-компактний;

(iii) ℵ+ є калiбром топологiчного простору Y для довiльного нескiнчен-
ного кардиналу ℵ;

(iv) S – найменша множина, на якiй зосереджена функцiя f .

Доведення. (i). Неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної x випливає з
того, що простiр X складається з неперервних функцiй на просторi Y . А
неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної y випливає з того, що топологiя
простору X – це топологiя поточкової збiжностi.

(ii). Оскiльки для кожного n ∈ N простiр Rn сепарабельний, то з твер-
джень 2.3.10 i 2.3.11 випливає, що p(Rn) ≤ ℵ0. Тодi p(RY ) ≤ ℵ0, згiдно
з наслiдком 2.3.7. Зауважимо, що простiр X є всюди щiльним пiдпросто-
ром простору RY . Тепер з твердження 3.3.2 випливає, що X псевдо-ℵ1-
компактний.

(iii). Нехай ℵ – довiльний нескiнченний кардинал. Як i в попереднiх
мiркуваннях, для кожного n ∈ N простiр [0, 1]n є сепарабельним. Тому ℵ+

є калiбром топологiчного простору [0, 1]n для кожного n ∈ N. Отже, ℵ+ є
калiбром топологiчного простору Y = [0, 1]S , згiдно з наслiдком 2.3.9.

(iv). Зафiксуємо s ∈ S. Позначимо через xs функцiю з X, яка визнача-
ється у такий спосiб: xs(y) = y(s) для кожного y ∈ Y . Виберемо довiльнi
точки ys, zs ∈ Y такi, що

ys|S\{s} = zs|S\{s} i ys(s) 6= zs(s).

Тодi
f(xs, ys) 6= f(xs, zs).

Тому, згiдно з твердженням 3.1.8, s ∈ S0, де S0 найменша множина, на
якiй зосереджена функцiя f вiдносно змiнної y. Отже, S0 = S.
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Зауваження 3.3.4. Для довiльного нескiнченного кардиналу ℵ, взявши
S так, щоб |S| > ℵ, одержимо приклад нарiзно неперервної функцiї на
добутку просторiв X i Y , де X псевдо-ℵ1-компактний i ℵ+ є калiбром
простору Y (зокрема, p(Y ) ≤ ℵ), яка не залежить вiд ℵ координат вiдносно
змiнної y. Отже, по-перше, необхiднi умови залежностi вiд певної кiлькостi
координат нарiзно неперервних функцiй, викладенi в теоремi 3.1.11, не є
достатнiми; по-друге, в теоремi 3.1.17 умову беровостi простору X зняти не
можна, навiть якщо умову псевдо-ℵ+-компактностi пiдсилити до псевдо-
ℵ1-компактностi.

3.3.2. Простiр Qℵ та його властивостi. Для побудови насту-
пних прикладiв, якi вказують на iстотнiсть тих чи iнших умов в теоремах
про залежнiсть, в даному пунктi ми розглянемо потрiбний нам модельний
приклад простору Qℵ i дослiдимо його властивостi

Спочатку ми доведемо одну локальну властивiсть просторiв з p(X) ≤ ℵ.
Твердження 3.3.5. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр з p(X) ≤ ℵ i U = (Ui : i ∈ I) – сiм’я вiдкритих непорожнiх
множин в X потужностi |I| > ℵ. Тодi iснує точка x0 ∈ X така, що для
довiльного околу U точки x0 в X множина

{i ∈ I : Ui ∩ U 6= ∅}

має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ.
Доведення. Нехай це не так, тобто для довiльного x ∈ X iснує вiдкритий
окiл Vx точки x такий, що потужнiсть множини

{i ∈ I : Ui ∩ Vx 6= ∅}

не перевищує ℵ.
Позначимо через β перший ординал потужностi ℵ+. З допомогою транс-

фiнiтної iндукцiї побудуємо сiм’ю

(Gα : 0 ≤ α < β)

вiдкритих непорожнiх попарно неперетинних множин Gα таких, що всi
множини

Iα = {i ∈ I : Ui ∩Gα 6= ∅}
мають потужнiсть, яка не перевищує ℵ. А це суперечитиме умовi p(X) ≤ ℵ.

Вiзьмемо довiльне i0 ∈ I i точку x0 ∈ Ui0 . Позначимо

G0 = Vx0 ∩ Ui0 .
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Зрозумiло, що множина

I0 = {i ∈ I : Ui ∩G0 6= ∅}
має потужнiсть, яка не перевищує ℵ.

Припустимо, що множини Gα при 0 ≤ α < γ < β вже побудованi,
причому всi множини Iα мають потужнiсть, що не перевищує ℵ. Побудуємо
множину Gγ з вiдповiдними властивостями. Зауважимо, що |γ| ≤ ℵ i

|
⋃

α<γ

Iα| ≤ |γ| · ℵ ≤ ℵ2 = ℵ < |I|.

Тому iснує таке iγ ∈ I, що
Uiγ ∩Gα = ∅

для кожного α < γ. Вiзьмемо довiльну точку xγ ∈ Uiγ i позначимо

Gγ = Uiγ ∩ Vxγ .

Оскiльки Gγ ⊆ Vxγ
, то потужнiсть множини Iγ не перевищує ℵ.

Тепер перейдемо до розгляду модельного простору.

Означення 3.3.6. Для довiльного нескiнченного кардиналу ℵ позначимо
через Dℵ дискретний простiр потужностi ℵ+ i

Qℵ = Dℵ ∪ {∞},
причому околом точки ∞ в просторi Qℵ будуть всi множини виду

A ∪ {∞},
де A ⊆ Dℵ i |Dℵ \A| ≤ ℵ.
Твердження 3.3.7. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал. Тодi

a) простiр Qℵ псевдо-ℵ+-компактний;

b) кожна пiдсiм’я потужностi ℵ сiм’ї ({d} : d ∈ Dℵ) є дискретною,
зокрема, локально скiнченною в Qℵ;

c) простiр Pℵ ×Qℵ псевдо-ℵ+-компактний.

Доведення. a). Нехай U = (Ui : i ∈ I) – локально скiнченна сiм’я непоро-
жнiх вiдкритих в Qℵ множин Ui. Покажемо, що |I| ≤ ℵ.

Виберемо окiл U точки ∞ такий, що множина

J = {i ∈ I : Ui ∩ U 6= ∅
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скiнченна. Зауважимо, що множина B = Dℵ \ U має потужнiсть, яка не
перевищує ℵ. Крiм того, для кожного b ∈ B множина

Ib = {i ∈ I : b ∈ Ui}

скiнченна. Зрозумiло, що

I = J
⋃

(
⋃

b∈B

Ib).

Тому
|I| ≤ ℵ0 + ℵ · ℵ0 ≤ ℵ.

b). Нехай U – довiльна пiдсiм’я потужностi ℵ сiм’ї ({d} : d ∈ Dℵ). Тобто
iснує множина A ⊆ Dℵ потужностi ℵ така, що

U = {{d} : d ∈ A}.

Зауважимо, що дискретнiсть сiм’ї U означає, що для довiльної точки
x ∈ Qℵ iснує окiл U цiєї точки такий, що множина A∩U мiстить не бiльше
одного елемента. Справдi, у випадку x ∈ Dℵ достатньо взяти U = {x}, а
у випадку x = ∞ взяти

U = (Dℵ \A) ∪ {∞}

c). Розглянемо довiльну локально скiнченну сiм’ю

W = (Wi : i ∈ I)

непорожнiх базисних вiдкритих множин Wi = Ui × Vi у просторi

R = Pℵ ×Qℵ,

де, згiдно з означенням 2.3.13, простiр

Pℵ = {x ∈ [0, 1]ℵ
+

: |supp x| ≤ ℵ}

надiлений топологiєю поточкової збiжностi. Нам потрiбно довести, що да-
на сiм’я має потужнiсть |I| ≤ ℵ.

Зауважимо, що без обмеження загальностi ми можемо вважати, що Vi =
{di}, де di ∈ Dℵ, адже Dℵ – дискретнй всюди щiльний пiдпростiр простору
Qℵ. Для кожного d ∈ Dℵ позначимо

Id = {i ∈ I : Vi = {d}}.

Зрозумiло, що всi множини Id попарно неперетиннi. Крiм того, оскiльки
сiм’яW локально скiнченна в просторi R, то для кожного d ∈ Dℵ сiм’я (Ui :
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i ∈ Id) локально скiнченна в просторi Pℵ. До того ж, згiдно з теоремою
2.3.14, p(Pℵ) = ℵ0, зокрема, простiр Pℵ псевдо-ℵ1-компактний. Тому

|Id| ≤ ℵ0

для кожного d ∈ Dℵ.
Покажемо тепер, що множина

B = {d ∈ Dℵ : Id 6= ∅}
має потужнiсть, яка не перевищує ℵ. Припустимо, що |B| > ℵ. Для ко-
жного b ∈ B виберемо довiльне ib ∈ Ib i позначимо

Ub = Uib
i Vb = Vib

.

Розглянемо сiм’ю
(Ub : b ∈ B).

Оскiльки p(Pℵ) = ℵ0 ≤ ℵ, то згiдно з твердженням 3.3.5 iснує точка x ∈ Pℵ
така, що для довiльного околу U точки x множина

BU = {b ∈ B : U ∩ Ub 6= ∅}
має потужнiсть бiльшу нiж ℵ. Тепер доведемо, що сiм’я W не є локально
скiнченною в точцi (p,∞).

Нехай V – довiльний окiл точки ∞ в Qℵ. Тодi

|BU \ V | ≤ |Dℵ \ V | ≤ ℵ,

тому множина B0 = BU ∩ V має потужнiсть, бiльшу нiж ℵ. Для кожного
b ∈ B0 маємо

Ub ∩ U 6= ∅ i Vb = {b} ⊆ V.

Отже,
B0 ⊆ {b ∈ B : (U × V ) ∩ (Ub × Vb) 6= ∅}

i
{ib : b ∈ B0} ⊆ {i ∈ I : (U × V ) ∩Wi 6= ∅} = J.

Оскiльки всi iндекси ib при b ∈ B0 є рiзними, адже

Vib
= Vb = {b},

то множина J нескiнченна. Отже, сiм’я W не є локально скiнченною в
точцi (x,∞), що неможливо.

Отже, |B| ≤ ℵ. Тодi, врахувавши, що

I ⊆
⋃

b∈B

Ib i |Ib| ≤ ℵ0,

одержимо
|I| ≤ ℵ0 · |B| ≤ ℵ0 · ℵ = ℵ.

Отже, R псевдо-ℵ+-компактний.
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3.3.3. Iстотнiсть кардинальних умов в теоремах про
залежнiсть. Спочатку ми узагальнемо побудову нарiзно неперервної
функцiї, проведену у твердженнi 3.1.10.

Сiм’ї
U = (Ui : i ∈ I) i V = (Vi : i ∈ I)

пiдмножин Ui i Vi топологiчних просторiв X i Y вiдповiдно називатимемо
узгодженими, якщо для довiльних x ∈ X та y ∈ Y сiм’ї

Vx = (Vi : i ∈ Ix) i Uy = (Ui : i ∈ Iy),

де
Ix = {i ∈ I : x ∈ Ui} i Iy = {i ∈ I : y ∈ Vi},

є локально скiнченними в Y i X вiдповiдно. Зрозумiло, що точково скiн-
ченнi сiм’ї U та V є узгодженими.

Твердження 3.3.8. Нехай X, Y – топологiчнi простори, (ϕi : i ∈ I),
(ψi : i ∈ I) – сiм’ї неперервних функцiй ϕi : X → R та ψi : Y → R
такi, що сiм’ї U = (supp ϕi : i ∈ I) та V = (suppψi : i ∈ I) узгодженi,
(fi : i ∈ I) – сiм’я нарiзно неперервних функцiй fi : X × Y → R. Тодi
функцiя f : X × Y → R, яка визначається формулою

f(x, y) =
∑

i∈I

ϕi(x)ψi(y)fi(x, y),

є нарiзно неперервною.

Доведення. Зафiксуємо x0 ∈ X i позначимо

I0 = {i ∈ I : x0 ∈ supp ϕi}.
Оскiльки сiм’ї U та V узгодженi, то сiм’я

(suppψi : i ∈ I0)

локально скiнченна на Y . Тому, згiдно з твердженням 2.4.5, сума
∑

i∈I0

ϕi(x0)ψi(y)fi(x0, y)

неперервних на Y функцiй

ϕi(x0)ψi(y)fi(x0, y),

носiї яких утворюють локально скiнченну сiм’ю, також є неперервною на
Y функцiєю. З iншого боку,

f(x0, y) =
∑

i∈I0

ϕi(x0)ψi(y)fi(x0, y).
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Тому функцiя fx0 , fx0(y) = f(x0, y), є неперервною на Y . Отже, функцiя
f неперервна вiдносно змiнної y.

Аналогiчно перевiряється неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної x.

Наступний результат дає можливiсть отримати потрiбнi нам приклади.

Теорема 3.3.9. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, Z = [0, 1]S, де
|S| = ℵ+, X1 = Pℵ, Y1 = Qℵ × Z i X2 = Qℵ, Y2 = Pℵ × Z. Тодi iснує
функцiя

f : Pℵ ×Qℵ × Z → R,

яка задовольняє наступнi умови:

(i) функцiя f нарiзно неперервна на X1 × Y1;

(ii) функцiя f нарiзно неперервна на X2 × Y2;

(iii) S – найменша множина, на якiй зосереджена функцiя f вiдносно
змiнної z.

Доведення. Без обмеження загальностi ми можемо розглядати простори
Pℵ i Qℵ у наступному виглядi

Pℵ = {x ∈ [0, 1]S : |supp x| ≤ ℵ} i Qℵ = S ∪ {∞},

де S = Dℵ – дискретний пiдпростiр простору Qℵ.
Розглянемо сiм’ї

(ϕs : s ∈ S), (ψs : s ∈ S) i (fs : s ∈ S)

функцiй ϕs : Pℵ → R,
ϕs(p) = p(s),

ψs : Qℵ → R,

ψs(q) =
{

0, q 6= s;
1, q = s,

i fs : Z → R,
fs(z) = z(s).

Оскiльки простори Pℵ i Z надiленi топологiєю поточкової збiжностi, то
всi функцiї ϕs i fs неперервнi. Крiм того, оскiльки кожна точка s ∈ S
iзольвана в просторi Qℵ, то всi функцiї ψs також неперервнi. Разом з тим,
для кожного s ∈ S позначимо

Us = supp ϕs i Vs = supp ψs = {s}.
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Покажемо, що функцiя f : Pℵ ×Qℵ × Z → R,

f(p, q, z) =
∑

s∈S

ϕs(p)ψs(q)fs(z)

є шуканою, тобто задовольняє умови (i)− (iii).
(i). Зауважимо, що для кожного s ∈ S функцiя φs : Y1 → R,

φs(q, z) = ψs(q),

де q ∈ Qℵ i z ∈ Z, i функцiя gs : X1 × Y1 → R,

gs(x, y) = fs(z),

де x ∈ X1 y = (q, z) ∈ Y1 = Qℵ × Z, є неперервними, причому

supp φs = Vs × Z.

Оскiльки функцiя f : X1 × Y1 → R для кожної точки (x, y) ∈ X1 × Y1

означається формулою

f(x, y) =
∑

s∈S

ϕs(x)φs(y)gs(x, y),

то, згiдно з твердженням 3.3.8, достатньо показати, що сiм’ї

(Us : s ∈ S) i (Vs × Z : s ∈ S)

узгодженi.
Зафiксуємо точку x ∈ X1 = Pℵ i позначимо

Sx = {s ∈ S : x ∈ Us}.

Беручи до уваги означення простору Pℵ i функцiй ϕs, одержимо, що

Sx = {s ∈ S : x(s) 6= 0} = supp x,

i тому, |Sx| ≤ ℵ. З твердження 3.3.7 c) випливає, що сiм’я

(Vs : s ∈ Ix)

локально скiнченна в просторi Qℵ. А з твердження 2.4.4 випливає, що i
сiм’я

(Vs × Z : s ∈ Ix)

локально скiнченна в просторi Y1.
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Тепер зафiксуємо точку y = (q, z) ∈ Y1 = Qℵ × Z i позначимо

Sy = {s ∈ S : y ∈ Vs × Z}.

Зрозумiло, що

Sy = {s ∈ S : q ∈ Vs} = {s ∈ S : q ∈ {s}},

тобто Sy = ∅, якщо q = ∞, i Sy = {q}, якщо q ∈ S. Тому сiм’я

(Us : s ∈ Sy)

скiнченна, зокрема, локально скiнченна в X1.
(ii). Мiркуючи аналогiчно, як при доведеннi (i), легко показати, що

достатньо встановити, що сiм’ї

(Vs : s ∈ S) i (Us × Z : s ∈ S)

пiдмножин топологiчних просторiв X2 i Y2 узгодженi.
Далi для кожної точки x ∈ X2 = Qℵ маємо, що

Sx = {s ∈ S : x ∈ Vs} = {s ∈ S : x ∈ {s}},

тобто Sx = ∅, якщо x = ∞, i Sx = {x}, якщо x ∈ S. Тому сiм’я

(Us × Z : s ∈ Sx)

скiнченна, зокрема, локально скiнченна в Y2.
Тепер для кожної точки y = (p, z) ∈ Y2 = Pℵ × Z маємо, що

Sy = {s ∈ S : y ∈ Us × Z} = {s ∈ S : p ∈ Us} = {s ∈ S : p(s) 6= 0} = supp p.

Тому, |Sy| ≤ ℵ i з твердження 3.3.7 c) випливає, що сiм’я

(Vs : s ∈ Ix)

локально скiнченна в просторi X2.
(iii). Для кожного s ∈ S позначимо через ps характеристичну функцiю

множини {s} на S. Зауважимо, що ps ∈ Pℵ ∩ Z. Крiм того, нехай z0 ≡ 0
на S. Тодi

f(ps, s, ps) = 1 i f(ps, s, z0) = 0,

причому
ps|S\{s} = z0|S\{s}.

Отже, згiдно з твердженням 3.1.8, S є найменшою множиною, на якiй
зосереджена функцiя f вiдносно змiнної z.

124



Зауваження 3.3.10. 1) Згiдно з теоремою 2.3.14, простiр X1

ℵ-компактний з p(X1) ≤ ℵ0. Крiм того, простори Y1 i X1 × Y1

є псевдо-ℵ+компактними. Тому даний приклад показує, що в
теоремi 3.1.14 умову (IIIℵ) на простiр X не можна послабити
до найсильнiшої з властивостей другого порядку (IIℵ0), додаючи
навiть ℵ-компактнiсть, зберiгаючи всi необхiднi умови залежностi.
Аналогiчно в теоремi 3.2.3 псевдо-ℵ0-компактнiсть простору Y не
можна послабити до псевдо-ℵ+-компактностi.

2) З iншого боку, берiвський простiр X2 псевдо-ℵ+-компактний, а Y2 є
ℵ-компатним з p(Y2) ≤ ℵ. Тому злiченну компактнiсть простору X в
теоремi 3.2.6 не можна послабити до псевдо-ℵ+-компактностi, навiть
дещо пiдсилюючи умови на простiр Y . Аналогiчно в теоремi 3.2.6
умову (IIIℵ) на Y не можна послабити до (IIℵ0).
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3.4

Заключнi зауваження до роздiлу 3

Перший результат про залежнiсть нарiзно неперервних функцiй на до-
бутку двох тихоновських кубiв незлiченної ваги у неявному виглядi на
основi злiченного варiанта леми Шанiна був одержаний в роботi [52, те-
орема 9] при встановленнi того, що така нарiзно неперервна функцiя не
може мати одноточкову множину точок розриву. Цей результат давав не-
гативну вiдповiдь на одне питання З. Пьотровського [36] i у загальнiшiй
редакцiї одержаний в [53].

У роботi [50] з допомогою теореми Гьюiтта – Марчевського – Пондiце-
рi (див. [16, теорема 2.3.15]), яка дає оцiнку на щiльнiсть топологiчного
добутку, доведено, що нарiзно неперервна функцiя двох змiнних, кожна
з яких пробiгає добуток компактних просторiв щiльностi, не бiльшої нiж
ℵ, залежить вiд ℵ координат. З допомогою цього результату там було оха-
рактеризовано множини точок розриву нарiзно неперервних функцiй на
добутку двох просторiв, кожний з яких є добутком метризовних компа-
ктiв.

Загальний пiдхiд до вивчення залежностi нарiзно неперервних функцiй
двох змiнних, який базувався на використаннi властивостей (Iℵ)− (IIIℵ),
викладений у роботi [56], основними результатами якої були теореми
3.1.11, 3.1.14, 3.2.3, 3.2.6 i теорема 3.2.7, яка характеризує залежнiсть для
злiченно компактних добуткiв. Подальший розвиток даних дослiджень
був пророблений у статтi [54], де були одержанi теореми 3.1.15, 3.1.17 i
3.1.18, якi уточнюють достатнi умови залежностi, а також встановленнi
основнi результати пiдроздiлу 3.3, якi вказують на iстотнiсть рiзних умов
в теоремах про залежнiсть.

Окреме мiсце серед згаданих на початку роздiлу публiкацiй з даної
тематики займає робота [51], в якiй вивчалася залежнiсть вiд певної кiль-
костi координат нарiзно неперервних функцiй багатьох змiнних. У нiй ви-
явлено, що у випадку, коли кожна змiнна є добутком метризовних мно-
жникiв, кожна нарiзно неперервна функцiя залежить вiд певної кiлькостi
координат в тому i тiльки в тому випадку, коли такою ж є кожна неперерв-
на функцiя. З допомогою цього результату там одержано опис множини
точок розриву нарiзно неперервних функцiй на добутку n просторiв, ко-
жний з яких є добутком сепарабельних метризовних множникiв. Крiм то-
го, було встановлено, що якщо число ℵ є калiбром топологiчного добутку
X1×· · ·×Xn, то кожна нарiзно неперервна функцiя f : X1×· · ·×Xn → R
залежить вiд ℵ координат.
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3.5

Вправи до роздiлу 3

Вправа 3.5.1. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв,
X =

∏
s∈S

Xs, T ⊆ S, Z – топологiчний простiр i f : X → Z – вiдобра-

ження, зосереджене на множинi T . Доведiть, що

(a) для довiльних точок x, y ∈ X з x|T = y|T вiдображення f неперервне
в точцi x тодi i тiльки тодi, коли вiдображення f неперервне в
точцi y;

(b) якщо S \ T 6= ∅ i всi простори Xs – нетривiальнi, то множина
точок розриву вiдображення f не може бути одноточковою.

Функцiя f : X → R на топологiчному просторi X називається фун-
кцiєю першого класу Бера, якщо iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1 неперервних
функцiй fn : X → R, яка поточково на X збiгається до функцiї f .

Вправа 3.5.2. Доведiть, що кожна функцiя першого класу Бера
f : [0, 1]S → R, де S – незлiченна множина, не може мати одноточко-
ву множину точок розриву.

Вказiвка. Використайте теорему 1.3.6 i вправу 3.5.1.

Вправа 3.5.3. Нехай S – незлiченна множина, Xs = [0, 1] для кожного
s ∈ S, X =

∏
s∈S

Xs, Y = R i f : X × Y → R – нарiзно неперервне вiд-

ображення. Використовуючи теорему 1.3.6 i вправу 3.5.1, доведiть, що
множина точок розриву функцiї f не може бути одноточковою.

Вказiвка. Використайте сепарабельнiсть простору Y i доведiть, що фун-
кцiя f залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Вправа 3.5.4. Нехай (Xs : s ∈ S) – сiм’я топологiчних просторiв,
X =

∏
s∈S

Xs, T ⊆ S, Z – топологiчний простiр i f : X → Z – неперервне

вiдображення, зосереджене на множинi T . Доведiть, що вiдображення
g :

∏
s∈T

Xs → Z, яке для кожного x ∈ X задовольняє рiвнiсть

f(x) = g(x|T ),

є неперервним.
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Вправа 3.5.5. Нехай (Xs : s ∈ S) i (Yt : t ∈ T ) – сiм’ї топологiчних про-
сторiв, X =

∏
s∈S

Xs, Y =
∏

t∈T

Yt, S0 ⊆ S, T0 ⊆ T , X0 =
∏

s∈S0

Xs, Y0 =
∏

t∈T0

Yt,

Z – топологiчний простiр i f : X × Y → Z – нарiзно неперервне вiдобра-
ження, зосереджене на множинi S0 ∪ T0. Доведiть, що вiдображення
g : X0 × Y0 → Z, яке для довiльних x ∈ X i y ∈ Y задовольняє рiвнiсть

f(x, y) = g(x|S0 , y|T0),

є нарiзно неперервним.

Вправа 3.5.6. Нехай α – довiльний ординал i (Aξ : 0 ≤ ξ < α) – строго
зростаюча послiдовнiсть множин. Доведiть, що

(a) iснує цiлковитий порядок на множинi A =
⋃

0≤ξ<α

Aξ такий, що

якщо ξ < η < α, x ∈ Aξ i y ∈ Aη, то x < y;

(b) якщо всi множини Aξ не бiльш нiж злiченнi, то множина A має
потужнiсть, яка не перевищує ℵ1.

Вказiвка. (a). За допомогою теореми Цермело (теореми 2.2.1) цiлком
упорядкуйте кожну множину Bξ = Aξ \

⋃
0≤η<ξ

Aη i розгляньте на множинi

A лексикографiчний порядок, тобто x < y в множинi A, якщо x ∈ Bη,
y ∈ Bξ i η < ξ, або x, y ∈ Bξ i x < y в множинi Bξ.

(b). Використайте рiвнiсть

β = lim
ξ<α

βξ = sup
ξ<α

βξ,

де β i βξ – це порядковi числа, якi вiдповiдають порядковим типам множин
A i Aξ вiдповiдно у порядку з (a).

Вправа 3.5.7. Нехай X – клас топологiчних просторiв такий, що для до-
вiльної ℵ1-сiм’ї (Xs : s ∈ S) просторiв Xs ∈ X кожна неперервна функцiя
f :

∏
s∈S

Xs → R залежить вiд злiченної кiлькостi координат. Доведiть,

що для довiльної сiм’ї (Xs : s ∈ S) просторiв Xs ∈ X кожна неперервна
функцiя f :

∏
s∈S

Xs → R залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Вказiвка. Мiркуйте вiд супротивного. Вiзьмiть найменший ординал α
такий, що iснують сiм’я (Xξ : 0 ≤ ξ < α) просторiв Xξ ∈ X i неперервна
функцiя f :

∏
0≤ξ<α

Xξ → R, яка не залежить вiд злiченної кiлькостi коор-

динат. Нехай a = (aξ)0≤ξ<α ∈
∏

0≤ξ<α

Xξ, i для кожного ξ < α множина Aξ
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є найменшою множиною, на якiй зосереджена функцiя fξ :
∏

0≤η<ξ

Xη → R,

fξ(y) = f(y, (aη)ξ≤η<α)

Далi використайте вправи 3.5.4, 3.5.6(b) i властивiсть класу X.

Вправа 3.5.8. Нехай X – клас топологiчних просторiв такий, що для
довiльних ℵ1-сiмей (Xs : s ∈ S) i (Yt : t ∈ T ) просторiв Xs, Yt ∈ X кожна
нарiзно неперервна функцiя f :

∏
s∈S

Xs×
∏

t∈T

Yt → R залежить вiд злiченної

кiлькостi координат. Доведiть, що для довiльних сiмей (Xs : s ∈ S)
i (Yt : t ∈ T ) просторiв Xs, Yt ∈ X кожна нарiзно неперервна функцiя
f :

∏
s∈S

Xs ×
∏

t∈T

Yt → R залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Вказiвка. Мiркуйте вiд супротивного. Вiзьмiть найменший ординал α
такий, що iснують сiм’ї (Xξ : 0 ≤ ξ < α) i (Yξ : 0 ≤ ξ < α) просторiв
Xξ, Yξ ∈ X i нарiзно неперервна функцiя f :

∏
0≤ξ<α

Xξ ×
∏

0≤ξ<α

Yξ → R, яка

не залежить вiд злiченної кiлькостi координат. Далi мiркуйте аналогiчно,
як при розв’язуваннi вправи 3.5.7.

Вправа 3.5.9. Використовуючи теорему Гьюiтта-Марчевського-
Пондiцерi ([16, теорема 2.3.15]) i теорему 3.1.5 доведiть, що сепара-
бельнi простори входять в клас X топологiчних просторiв таких, що
для довiльних ℵ1-сiмей (Xs : s ∈ S) i (Yt : t ∈ T ) просторiв Xs, Yt ∈ X
кожна нарiзно неперервна функцiя f :

∏
s∈S

Xs ×
∏

t∈T

Yt → R залежить вiд

злiченної кiлькостi координат.

Вправа 3.5.10. Нехай X i Y – добутки сiмей (Xs : s ∈ S) i (Yt : t ∈ T )
сепарабельних просторiв Xs i Yt, f : X × Y → R – нарiзно неперервна
функцiя i E – множина точок розриву функцiї f . Доведiть, що iснують
не бiльш нiж злiченнi множини S0 ⊆ T i T0 ⊆ T i нарiзно неперервна
функцiя f0 : X0 × Y0 → R така, що

E = p−1(E0),

де X0 =
∏

s∈S0

Xs, Y0 =
∏

t∈T0

Yt, p : X × Y → X0 × Y0, p(x, y) = (x|S0 , y|T0), i

E0 множина точок розриву функцiї f0.

Вказiвка. Використайте вправи 3.5.9, 3.5.8, 3.5.5 i 3.5.1.

Вправа 3.5.11. Нехай X, Y i Z – добутки сiмей (Xs : s ∈ S),
(Yt : t ∈ T ) i (Zr : r ∈ R) цiлком регулярних просторiв Xs, Yt i Zr такi,
що множина S ∪ T ∪R незлiченна i кожна нарiзно неперервна функцiя
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f : X × Y × Z → R залежить вiд злiченної кiлькостi координат. Дове-
дiть, що принаймнi два множники з X, Y i Z мають злiченну точково
скiнченну клiтковiсть.

Вказiвка. Вiд супротивного. Припустiть, наприклад, що p(X) > ℵ0 i
p(Y ) > ℵ0. Розгляньте простiр Ỹ = Y × Z i застосуйте теорему 3.1.11 до
добутку просторiв X i Ỹ .

Вправа 3.5.12. Нехай X – добуток сiм’ї (Xs : s ∈ S) топологiчних
просторiв Xs, Y , Z – топологiчнi простори i f : X×Y ×Z → R – нарiзно
неперервна функцiя. Доведiть, що множина T усiх iндексiв s ∈ S таких,
що iснують x′s, x

′′
s ∈ X, ys ∈ Y i zs ∈ Z, якi задовольняють умову

x′s|S\{s} = x′′s |S\{s} i f(x′s, ys, zs) 6= f(x′′s , ys, zs),

є найменшою множиною, на якiй зосереджене f вiдносно першої змiнної.

Вказiвка. Розгляньте асоцiйоване вiдображення i використайте твер-
дження 3.1.8.

Вправа 3.5.13. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, топологiчний добу-
ток X =

∏
s∈S

Xs псевдо-ℵ+-компактний, Y , Z – топологiчнi простори,

для яких ℵ+ є калiбром. Доведiть, що кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y × Z → R залежить вiд ℵ кординат вiдносно першої змiнної.

Вказiвка.Мiркуйте вiд супротивного, подiбно як при доведеннi теореми
3.1.14. Розгляньте множину T з вправи 3.5.12. Використовуючи неперерв-
нiсть вiдносно другої змiнної, знайдiть можину T1 ⊆ T потужностi |T | > ℵ
i елемент y ∈ Y такi, що ys = y для кожного s ∈ T1. Далi використайте
неперервнiсть вiдносно третьої змiнної.

Вправа 3.5.14. Нехай X i Y – добутки сiмей (Xs : s ∈ S) i (Yt : t ∈ T )
сепарабельних компактних просторiв i Z – сепарабельний простiр. До-
ведiть, що кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y × Z → R зале-
жить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно першої i другої змiнної.

Вказiвка. Використайте сепарабельнiсть простору Z i теорему 3.2.7.

Вправа 3.5.15. Нехай S – нескiнченна множина, i X – добуток сiм’ї
(Xs : s ∈ S) нетривiальних T1-просторiв. Доведiть, що довiльний
σ-добуток у просторi X не є берiвським простором.
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Роздiл 4

ЗАЛЕЖНIСТЬ ВIД ПЕВНОЇ
КIЛЬКОСТI КООРДИНАТ

ФУНКЦIЙ НА
ПIДПРОСТОРАХ

ТИХОНОВСЬКИХ КУБIВ ТА
ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ

Застосування результатiв про залежнiсть вiд злiченної кiлькостi коор-
динат нарiзно неперервних функцiй на добутках, якi були здiйсненi в ро-
ботах [52], [50] i [51] i, зокрема дали можливiсть одержати новi теореми
про характеризацiю множини точок розриву нарiзно неперервних фун-
кцiй, привели до природного бажання розширити використання залежно-
стi на випадок вiдображень на пiдпросторах тихоновських кубiв. Зазначи-
мо, що таке перенесення не могло постати як формальне переписування
результатiв про функцiї на добутках, оскiльки пiдпростори тихоновських
кубiв можуть не мiстити σ-добуткiв, що, як наслiдок, унеможливлює вико-
ристання основних технiчних iнструментiв, застосованих до дослiдження
залежностi неперервних i нарiзно неперервних вiдображень.

Даний роздiл присвячений розгляду результатiв робiт [33] i [59], де бу-
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ла розвинена технiка вивчення залежностi вiд певної кiлькостi координат
для функцiй на пiдпросторах тихоновських кубiв i застосована до розв’я-
зування деяких задач, пов’язаних iз берiвською класифiкацiєю нарiзно
неперервних функцiй i властивостями компактних пiдмножин у просторi
неперервних функцiй. У першому пiдроздiлi ми викладемо власне резуль-
тати про залежнiсть для функцiй iз рiзних класiв, а в наступних трьох –
їх застосування разом iз пiдготовчими фактами з вiдповiдної тематики.

4.1
Залежнiсть вiд певної кiлькостi координат
функцiй на пiдпросторах тихоновських кубiв

У даному пiдроздiлi ми викладемо розроблений в статтях [33] i [59]
метод дослiдження залежностi вiд певної кiлькостi координат функцiй
на пiдпросторах тихоновських кубiв. Оскiльки застосування цього методу
спирається на теорему Тихонова про унiверсальнiсть тихоновських кубiв,
то ми спочатку викладемо цей результат. Потiм ми подамо рiзнi результати
про залежнiсть, якi знайдуть своє застосування у наступних пiдроздiлах.

4.1.1. Унiверсальнiсть тихоновських кубiв. Нагадаємо, що
для довiльної непорожньої множини S топологiчний простiр [0, 1]S нази-
вається тихоновським кубом. Iншими словами, тихоновський куб [0, 1]S –
це топологiчний добуток сiм’ї (Xs)s∈S топологiчних просторiв Xs = [0, 1].

У нашому подальшому викладi важливу роль вiдiграє одна добре вi-
дома властивiсть тихоновських кубiв, яку ми розглянемо детальнiше у
даному пунктi.

Спочатку нагадаємо кiлька означень. Для топологiчного простору X
кардинальне число

w(X) = min{|B| : B − база простору X}

називається вагою простору X.
Вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами X i Y на-

зивається гомеоморфним вкладенням, якщо f неперервне та iн’єктивне i
обернене вiдображення f−1 : f(X) → X також неперервне.

Топологiчний простiр X називається унiверсальним у деякому класi K
топологiчних просторiв, якщо X ∈ K i для кожного простору Y ∈ K iснує
гомеоморфне вкладення f : Y → X.

Наступна теорема є основним результатом даного пункту (див. [16, те-
орема 2.3.23]).
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Теорема 4.1.1. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал i S – множина поту-
жностi ℵ. Тодi тихоновський куб X = [0, 1]S є унiверсальним в класi усiх
цiлком регулярних просторiв топологiчної ваги, що не перевищує ℵ.
Доведення. Зрозумiло, що простiр X цiлком регулярний, як добуток цiл-
ком регулярних просторiв Xs = [0, 1] (див. [16, теорема 2.3.11]).

Покажемо, що w(X) ≤ ℵ. Нехай B – злiченна база вiдкритих множин
на вiдрiзку [0, 1] i Sn – множина всiх n-елементних пiдмножин множини
S. Для кожної множини

τ = {s1, . . . , sn} ∈ Sn

i довiльного набору
β = (B1, . . . , Bn) ∈ Bn

позначимо

U(τ, β) =
n∏

k=1

Bk ×
∏

s∈S\τ
Xs.

Система
U = {U(τ, β) : n ∈ N, τ ∈ Sn, β ∈ Bn}

утворює базу вiдкритих множин у просторi X i ї ї потужнiсть

|U| =
∣∣∣∣∣
∞⋃

n=1

(Sn × Bn)

∣∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

(|S|n · |B|n) = ℵ · ℵ0 · ℵ0 = ℵ.

Отже, w(X) ≤ ℵ.
Залишилось для довiльного фiксованого цiлком регулярного простору

Y ваги w(Y ) ≤ ℵ побудувати гомеоморфне вкладення f : Y → X. Заува-
жимо, що iснує сiм’я (ϕs : s ∈ S) неперервних функцiй ϕs : Y → [0, 1] така,
що система

V = {Vs : s ∈ S}
носiїв Vs = supp ϕs утворює базу в просторi Y . Розглянемо так зване дiа-
гональне вiдображення f : Y → X,

f(y) = (ϕs(y))s∈S .

Оскiльки для кожної вiдкритої базисної множини U = U(τ, β) ∈ U , де

τ = {s1, . . . , sn} ∈ Sn i β = (B1, . . . , Bn) ∈ Bn,

маємо

f−1(U) =
n⋂

k=1

ϕ−1
sk

(Bk),
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то вiдображення f неперервне. Крiм того, вiдображення f бiєктивне, адже
для довiльних рiзних y1, y2 ∈ Y iснує iндекс s ∈ S такий, що

ϕs(y1) 6= ϕs(y2).

Зафiксуємо довiльну точку y0 ∈ Y i покажемо, що обернене вiдображення
g = f−1 : f(Y ) → Y неперервне у точцi x0 = f(y0). Вiзьмемо довiльний
окiл V точки y0 в просторi Y . Тодi iснує iндекс s ∈ S такий, що

y0 ∈ Vs ⊆ V.

Множина
U = (0, 1]×

∏

t∈S\{s}
Xt

є околом точки x0 в просторi X i

g(U ∩ f(Y )) = ϕ−1
s ((0, 1]) = supp ϕs = Vs ⊆ V.

Отже, вiдображення g неперервне в точцi x0 i вiдображення f є гомеомор-
фним вкладенням.

4.1.2. Залежнiсть функцiй на просторах з умовами ти-
пу лiнделефовостi. Як випливає з одержаної в попередньому пун-
ктi теореми про унiверсальнiсть тихоновських кубiв, вивчаючи тi чи iншi
топологiчнi властивостi цiлком регулярного простору X, ми можемо вва-
жати, що цей простiр є пiдпростором топологiчного добутку RS . Тодi при-
родно виникають питання про залежнiсть вiд певної кiлькостi координат
вiдображень на X чи вiдображень двох змiнних вiдносно змiнної x.

Нехай Z, S – довiльнi множини, X ⊆ RS i f : X → Z. Казатимемо, що
f зосереджене на множинi T , де T ⊆ S, якщо для довiльних x′, x′′ ∈ X
з рiвностi звужень x′|T = x′′|T випливає рiвнiсть f(x′) = f(x′′). Якщо при
цьому потужнiсть |T | множини T не перевищує ℵ, то казатимемо, що f
залежить вiд ℵ координат. Якщо f залежить вiд ℵ0 координат, то ми
казатимемо, що f залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Нехай, крiм того, Y – довiльна множина i g : X × Y → Z. Тодi g
зосереджене на множинi T ⊆ S вiдносно першої змiнної, якщо f(x′, y) =
f(x′′, y) для довiльних y ∈ Y i x′, x′′ ∈ X з x′|T = x′′|T , i g залежить
вiд ℵ координат вiдносно першої змiнної, якщо |T | ≤ ℵ для деякої такої
множини T . Аналогiчно вводяться поняття залежностi вiдносно другої
змiнної.

Як показує наступний простий приклад, основною вiдмiннiстю у дослi-
дженнi залежностi у такому загальнiшому випадку є вiдсутнiсть наймен-
шої множини, на якiй зосереджене вiдображення f .
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Твердження 4.1.2. Нехай S – довiльна множина потужностi |S| ≥ 2,
x0 ≡ 0 на S, x1 ≡ 1 на S i X = {x0, x1}. Тодi неперервна функцiя
f : X → R, f(xi) = i, зосереджена на кожнiй одноелементнiй множи-
нi T = {s} ⊆ S, але не зосереджена на порожнiй множинi, зокрема, не
iснує найменшої множини, на якiй зосереджена функцiя f .

Доведення. Зрозумiло, що функцiя f неперервна, адже простiр X склада-
ється з двох iзольованих точок. Оскiльки x0(s) 6= x1(s) для кожного s ∈ S,
то f зосереджена на кожнiй одноелементнiй множинi T = {s} ⊆ S. Пере-
тин всiх одноелементних пiдмножин множини S є порожнiм, адже |S| ≥ 2.
Тому лише порожня множина може бути найменшою множиною, на якiй
зосереджена функцiя f . Зауважимо, що лише сталi функцiї зосередженi
на порожнiй множинi, а функцiя f не є сталою. Тому f не зосереджена
на порожнiй множинi i не iснує найменшої множини, на якiй зосереджена
функцiя f .

У цьому пунктi ми також розглянемо простiшi результати про зале-
жнiсть вiдносно цiлком регулярної змiнної з властивiстю типу лiнделефо-
востi.

Для довiльного топологiчного простору X числом Лiнделефа l(X) нази-
вається найменше нескiнченне кардинальне число ℵ таке, що з довiльного
вiдкритого покриття простору X можна видiлити пiдпокриття потужно-
стi, яка не перевищує ℵ. Зокрема, топологiчний простiр X називається
лiнделефовим якщо l(X) = ℵ0.

Спочатку розглянемо випадок неперервної функцiї. Наступна теорема
доводиться аналогiчно, як теорема 1.3.3.

Теорема 4.1.3. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X ⊆ RS – тополо-
гiчний простiр з l(X) ≤ ℵ, Z – метризовний простiр i f : X → Z –
неперервне вiдображення. Тодi f залежить вiд ℵ координат.

Доведення. Нехай d – метрика на Z, яка породжує топологiю простору Z.
Зафiксуємо ε > 0 i для кожного x ∈ X виберемо базисний вiдкритий окiл
U(x) точки x такий, що

d(f(x′), f(x′′)) < ε

для довiльних x′, x′′ ∈ U(x). З вiдкритого покриття (U(x) : x ∈ X) просто-
ру X з l(X) ≤ ℵ виберемо пiдпокриття потужностi ≤ ℵ, тобто знайдемо
множину A ⊆ X потужностi |A| ≤ ℵ таку, що X =

⋃
x∈A

U(x). Розглянемо

множину
Sε =

⋃

x∈A

R(U(x)).
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Зрозумiло, що |Sε| ≤ ℵ. Мiркуючи аналогiчно, як при доведеннi теореми
1.3.3, легко показати, що вiдображення f зосереджене на множинi

T =
∞⋃

n=1

S 1
n
,

при чому
|T | ≤ ℵ · ℵ0 = ℵ.

Отже, f залежить вiд ℵ координат.

Тепер розглянемо випадок нарiзно неперервних функцiй.

Теорема 4.1.4. Нехай ℵ – довiльний нескiнченний кардинал, X – довiль-
ний топологiчний простiр з d(X) ≤ ℵ i Y ⊆ RT – топологiчний простiр
з l(X) ≤ ℵ. Тодi кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R зале-
жить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної.

Доведення. Для кожного x ∈ X згiдно з теоремою 4.1.3 неперервна фун-
кцiя fx : Y → R, fx(y) = f(x, y), залежить вiд ℵ координат. Тому для
кожного x ∈ X iснує множина Tx ⊆ T потужностi |Tx| ≤ ℵ така, що
f(x, y′) = f(x, y′′) для довiльних y′, y′′ ∈ Y з y′|Tx

= y′′|Tx
.

Нехай A – всюди щiльна в X множина така, що |A| ≤ ℵ. Позначимо

S =
⋃

a∈A

Ta.

Зрозумiло, що |S| ≤ ℵ. Залишилось показати, що функцiя f зосереджена
на множинi S вiдносно другої змiнної.

Зафiксуємо довiльнi точки y′, y′′ ∈ Y з y′|S = y′′|S i доведемо, що
f(x, y′) = f(x, y′′) для кожного x ∈ X. Оскiльки Ta ⊆ S, то y′|Ta = y′′|Ta ,
i отже, f(a, y′) = f(a, y′′) для кожного a ∈ A. З неперервностi функцiї f
вiдносно першої змiнної випливає, що множина

F = {f(x, y′) 6= f(x, y′′)}

замкнена. Беручи до уваги щiльнiсть множини A i включення A ⊆ F ,
одержуємо

X = A ⊆ F = F.

Отже, f зосереджена на множинi S вiдносно другої змiнної.
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4.1.3. Залежнiсть сукупно неперервних функцiй вiд-
носно компактної змiнної. В даному пунктi ми будемо вивчати
залежнiсть сукупно неперервних функцiй двох змiнних вiдносно однiєї iз
цих змiнних, яка задовольняє умову компактностi.

Для компактного простору X через Cu(X) ми позначаємо нормований
простiр усiх неперервних функцiй f : X → R з нормою

‖f‖ = max
x∈X

|f(x)|.

Наступне твердження описує властивiсть функцiї f , для якої асоцiйо-
ване вiдображення зi значеннями в Cu(X) неперервне.

Твердження 4.1.5. Нехай X – топологiчний простiр, Y – компактний
простiр, f : X × Y → R – неперервне вiдносно другої змiнної вiдобра-
ження, ϕ : X → Cu(Y ) – асоцiйоване з f вiдображення i x0 ∈ X. Тодi
наступнi умови рiвносильнi:

(i) вiдображення ϕ неперервне в точцi x0;

(ii) функцiя f сукупно неперервна в кожнiй точцi множини {x0} × Y .

Доведення. (i) ⇒ (ii). Зафiксуємо точку y0 ∈ Y i покажемо, що функцiя
f неперервна за сукупнiстю змiнних у точцi (x0, y0).

Нехай ε > 0. Використовуючи неперервнiсть вiдображення ϕ в точцi x0

i неперервнiсть функцiї f вiдносно другої змiнної, виберемо окiл U точки
x0 i окiл V точки y0 такi, що

‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖ < ε
2 i |f(x0, y)− f(x0, y0)| < ε

2

для довiльних x ∈ U i y ∈ V . Тепер маємо, що

|f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ |f(x, y)− f(x0, y)|+ |f(x0, y)− f(x0, y0)| <
< ‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖+ ε

2 < ε
2 + ε

2 = ε

для довiльних x ∈ U i y ∈ V . Отже, функцiя f неперервна за сукупнiстю
змiнних в точцi (x0, y0).

(ii) ⇒ (i). Для кожної точки y ∈ Y , використовуючи неперервнiсть
функцiї f в точцi (x0, y), виберемо окiл Uy точки x0 i окiл Vy точки y так,
що

|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)| < ε
2

для довiльних x′, x′′ ∈ Uy i y′, y′′ ∈ Vy. Оскiльки простiр Y компактний, то
iснує скiнченна множина B ⊆ Y така, що

Y ⊆
⋃

y∈B

Vy.
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Позначимо
U =

⋂

y∈B

Uy.

Тепер для кожної точки x з околу U точки x0 маємо, що

|f(x, y)− f(x0, y)| < ε
2

для кожного y ∈ Y , тому,

‖ϕ(x)− ϕ(x0)‖ ≤ ε
2 < ε.

Сiм’ю множин (Ai : i ∈ I) в топологiчному просторi X називатимемо
функцiонально дискретною, якщо для довiльної точки x ∈ X iснує фун-
кцiонально вiдкритий окiл U точки x в X такий, що

|{i ∈ I : Ai ∩ U 6= ∅}| ≤ 1.

Ми будемо використовувати наступнi два допомiжнi факти.

Твердження 4.1.6. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологi-
чний простiр, в якому кожна диз’юнктна (функцiонально дискретна)
сiм’я функцiонально вiдкритих в X множин має потужнiсть, яка не
перевищує ℵ, Y – топологiчний простiр, f : X → Y – неперервне вiдобра-
ження i Z = f(X). Тодi кожна диз’юнктна (функцiонально дискретна)
сiм’я функцiонально вiдкритих в Z множин має потужнiсть, яка не
перевищує ℵ.
Доведення. Нехай (Vi : i ∈ I) – диз’юнктна (функцiонально дискретна)
сiм’я функцiонально вiдкритих в Z множин Vi. Для кожного i ∈ I позна-
чимо Ui = f−1(Vi). Зрозумiло, що всi множини Ui функцiонально вiдкритi
в X, а (Ui : i ∈ I) – диз’юнктна (функцiонально дискретна) сiм’я в про-
сторi X. Тому |I| ≤ ℵ.
Твердження 4.1.7. Для довiльного метризовного простору X i нескiн-
ченного кардинала ℵ наступнi умови рiвносильнi:

(i) d(X) ≤ ℵ;

(ii) кожна дискретна сiм’я вiдкритих у просторi X множин має по-
тужнiсть, яка не перевищує ℵ.
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Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) випливає з твердження 2.3.10.
(ii) ⇒ (i). Згiдно з теоремою 4.4.3 з [16], у просторi X iснує σ-дискретна

база, тобто iснує послiдовнiсть (Bn)∞n=1 дискретних сiмей Bn = (Bi : i ∈ In)
таких, що система

B =
∞⋃

n=1

{Bi : i ∈ In}

утворює базу в просторi X. Згiдно з (ii), |In| ≤ ℵ для кожного n ∈ N. Тодi

|B| ≤
∣∣∣∣∣
∞⋃

n=1

In

∣∣∣∣∣ ≤ ℵ · ℵ0 = ℵ.

Залишилося зауважити, що d(X) ≤ |B|, адже вибравши в кожнiй множинi
B ∈ B точку aB ∈ B, ми одержимо щiльну в просторi X множину

A = {aB : B ∈ B}.

Наступна теорема основний результат даного пункту.

Теорема 4.1.8. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр, у якому кожна функцiонально дискретна сiм’я функцiонально
вiдкритих непорожнiх множин має потужнiсть, яка не перевищує ℵ,
Y ⊆ RT – компактний простiр i f : X × Y → R – неперервна функцiя.
Тодi f залежить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної.

Доведення. Розглянемо асоцiйоване вiдображення ϕ : X → Cu(Y ),
ϕ(x)(y) = f(x, y), яке, згiдно з твердженням 4.1.5, неперервне. Крiм того,
згiдно з твердженням 4.1.6, в метризовному просторi ϕ(X) кожна дискре-
тна сiм’я непорожнiх вiдкритих множин має потужнiсть, яка не перевищує
ℵ. Тепер з твердження 4.1.7 випливає, що d(ϕ(X)) ≤ ℵ.

Позначимо через Z – простiр ϕ(X) з топологiєю поточкової збiжностi
на Y i розглянемо нарiзно неперервну функцiю g : Z × Y → R,

g(z, y) = z(y).

Оскiльки топологiя поточкової збiжностi слабша, нiж топологiя, породже-
на максимум-нормою, то d(Z) ≤ ℵ. Тому, згiдно з теоремою 4.1.4, функцiя
g залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y. Врахувавши, що

f(x, y) = g(ϕ(x), y),

одержимо, що f залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y.
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4.1.4. Залежнiсть нарiзно неперервних функцiй вiдно-
сно компактної змiнної. Тепер розглянемо залежнiсть вiдносно
компактного множника нарiзно неперервних функцiй.

Розпочнемо з простого спостереження, яке доводиться аналогiчно, як
теорема 1.3.3 i теорема 4.1.3.

Твердження 4.1.9. Нехай X ⊆ RS – компактний простiр, f : X → R –
неперервна функцiя i ε > 0. Тодi iснує скiнченна множина T ⊆ S така,
що |f(x)− f(y)| < ε для довiльних x, y ∈ X з x|T = y|T .
Доведення. Для кожного x ∈ X виберемо базисний вiдкритий окiл U(x)
точки x такий, що

|f(x′)− f(x′′)| < ε

для довiльних x′, x′′ ∈ U(x). З вiдкритого покриття (U(x) : x ∈ X) компа-
ктного простору X виберемо скiнченне пiдпокриття, тобто знайдемо скiн-
ченну множину A ⊆ X таку, що X =

⋃
x∈A

U(x). Залишилося позначити

T =
⋃

x∈A

R(U(x)).

Для доведення основного результату даного пункту нам будуть потрiбнi
наступнi два допомiжнi твердження.

Твердження 4.1.10. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X ⊆ RS – ком-
пактний простiр i

B = {x ∈ X : |supp x| ≤ ℵ}.
Тодi A ⊆ B для довiльної множини A ⊆ B потужностi |A| ≤ ℵ.
Доведення. Зафiксуємо множину A ⊆ B потужностi |A| ≤ ℵ, позначимо

T =
⋃

x∈A

supp x i Y = {x ∈ X : supp x ⊆ T}.

Зрозумiло, що Y – замкнений пiдпростiр простору X i A ⊆ Y . Крiм того,
оскiльки A ⊆ B i |A| ≤ ℵ, то |T | ≤ ℵ. Тому Y ⊆ B. Отже,

A ⊆ Y ⊆ B.

Твердження 4.1.11. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал i X – тополо-
гiчний простiр такий, що для кожної множини A ⊆ X потужностi
|A| ≤ ℵ її замикання A є компактним. Тодi для довiльних гаусдорфового
простору Y i неперервного вiдображення f : X → Y замикання B кожної
множини B ⊆ f(X) потужностi |B| ≤ ℵ також є компактним.
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Доведення. Нехай B ⊆ f(X) – довiльна множина потужностi |B| ≤ ℵ.
Виберемо множину A ⊆ X потужностi |A| ≤ ℵ таку, що f(A) = B. Тепер
за неперервнiстю вiдображення f маємо, що

f(A) ⊆ f(A) = B ⊆ f(A).

Зауважимо, що множина f(A) компактна в Y , як неперервний образ ком-
пактної множини. Тому множина f(A) замкнена в гаусдорфовому просто-
рi Y (див., наприклад, [16, теорема 3.1.8]). Отже, B = f(A) i множина B
компактна.

Теорема 4.1.12. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологiчний
простiр, у якому довiльна точково скiнченна сiм’я непорожнiх фун-
кцiонально вiдкритих множин має потужнiсть, яка не перевищує ℵ,
i Y ⊆ RT – компакт, причому множина

B = {y ∈ Y : |supp y| ≤ ℵ}

щiльна в просторi Y . Тодi довiльна нарiзно неперервна функцiя f : X ×
Y → R залежить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної.

Доведення. Доведемо спочатку, що для довiльного ε > 0 iснує множина
Sε ⊆ T така, що |Sε| ≤ ℵ i

|f(x, b′)− f(x, b′′)| ≤ ε

для довiльних x ∈ X i b′, b′′ ∈ B з b′|Sε = b′′|Sε .
Припустимо, що це не так. Тобто iснує ε > 0 таке, що для довiльної

множини S ⊆ T з |S| ≤ ℵ iснують x ∈ X i b′, b′′ ∈ B такi, що

b′|S = b′′|S i |f(x, b′)− f(x, b′′)| > ε.

Позначимо через ω перший ординал потужностi ℵ. З допомогою транс-
фiнiтної iндукцiї побудуємо сiм’ю

(Sα : 1 ≤ α < ω)

множин Sα ⊆ T , а також сiм’ї

(bα : 1 ≤ α < ω), (cα : 1 ≤ α < ω) i (xα : 1 ≤ α < ω)

точок bα, cα ∈ B i xα ∈ X такi, що виконуються наступнi умови:

(a) |Sα| ≤ ℵ для кожного 1 ≤ α < ω;

(b) bα|Sα = cα|Sα для кожного 1 ≤ α < ω;
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(c) Sα ⊆ Sβ для довiльних 1 ≤ α < β < ω;

(d) supp bα ⊆ Sα+1, supp cα ⊆ Sα+1 для кожного 1 ≤ α < ω;

(e) |f(xα, bα)− f(xα, cα)| > ε для кожного 1 ≤ α < ω.

Розпочнемо з довiльної множини S1 ⊆ T з |S1| ≤ ℵ. Тодi, згiдно з нашим
припущенням, iснують точки x1 ∈ X i b1, c1 ∈ B такi, що

b1|S1 = c1|S1 i |f(x1, b1)− f(x1, c1)| > ε.

Позначимо
S2 = S1 ∪ supp b1 ∪ supp c1.

Зрозумiло, що |S2| ≤ ℵ. Знову, використовуючи наше припущення, зна-
йдемо точки x2 ∈ X i b2, c2 ∈ B такi, що

b2|S2 = c2|S2 i |f(x2, b2)− f(x2, c2)| > ε.

Припустимо, що для деякого 3 ≤ β < ω побудованi сiм’ї

(Sα : α < β), (bα : α < β), (cα : α < β) i (xα : α < β),

якi задовольняють умови (a)− (e). Покладемо

Sβ =
⋃

α<β

(Sα ∪ supp bα ∪ supp cα).

Оскiльки при α < β всi множини Sα, supp bα i supp cα мають потужностi,
якi не перевищують ℵ, то |Sβ | ≤ ℵ. Тому, згiдно з нашим припущенням,
iснують точки xβ i bβ , cβ ∈ B такi, що

bβ |Sβ
= cβ |Sβ

i |f(xβ , bβ)− f(xβ , cβ)| > ε.

Зрозумiло, що сiм’ї

(Sα : α ≤ β), (bα : α ≤ β), (cα : α ≤ β) i (xα : α ≤ β)

також задовольняють умови (a)− (e). Отже, згiдно з принципом трансфi-
нiтної iндукцiї побудова сiмей

(Sα : α < ω), (bα : 1 ≤ α < ω), (cα : 1 ≤ α < ω) i (xα : 1 ≤ α < ω)

завершена.
Використовуючи неперервнiсть функцiї f вiдносно змiнної x i умову (e)

для кожного α < ω знайдемо функцiонально вiдкритий окiл Uα точки xα

в X такий, що
|f(x, bα)− f(x, cα)| > ε
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для кожного x ∈ Uα. З умови теореми випливає, що сiм’я (Uα : α < ω)
не є точково скiнченною. Отже, iснує точка x0 ∈ X i строго зростаюча
послiдовнiсть (αn)∞n=1 ординалiв αn < ω такi, що

|f(x0, bαn
)− f(x0, cαn

)| > ε

для кожного n ∈ N.
Позначимо

Tn = Sαn , vn = bαn i wn = cαn

для кожного n ∈ N. До неперервної функцiї fx0 : Y → R, fx0(y) = f(x0, y),
на компактному просторi Y ⊆ RT застосуємо твердження 4.1.9 i знайдемо
скiнченну множину T0 ⊆ T таку, що

|f(x0, y
′)− f(x0, y

′′)| < ε

як тiльки y′, y′′ ∈ Y з y′|T0 = y′′|T0 .
Зафiксуємо n ∈ N i покажемо, що iснує точка

tn ∈ T0 ∩ (Tn+1 \ Tn).

Оскiльки
|f(x0, vn)− f(x0, wn)| > ε,

то за вибором множини T0 маємо, що vn|T0 6= wn|T0 , тобто iснує точка
tn ∈ T0 така, що

vn(tn) 6= wn(tn).

Але, згiдно умовою (b), маємо, що

vn|Tn = wn|Tn ,

а з умов (c) i (d) випливає, що функцiї vn|T\Tn+1 i wn|T\Tn+1 є нульовими,
зокрема,

vn|T\Tn+1 = wn|T\Tn+1 .

Тому tn ∈ Tn+1 \ Tn.
Розглянемо послiдовнiсть точок (tn)∞n=1. Оскiльки tn ∈ Tn+1 \ Tn для

кожного n ∈ N, то всi точки tn є рiзними. Але, з iншого боку, tn ∈ T0

для кожного n ∈ N i множина T0 скiнченна. Це дає нам суперечнiсть i
завершує доведення iснування множини Sε.

Тепер розглянемо множину

S0 =
∞⋃

n=1

S 1
n
.
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Зрозумiло, що
f(x, b′) = f(x, b′′)

для довiльних x ∈ X i b′, b′′ ∈ B з b′|S0 = b′′|S0 . Крiм того, оскiльки всi
множини Sε мають потужностi, якi не перевищують ℵ, то i потужнiсть
множини S0 також не перевищує ℵ. Залишилося показати, що функцiя f
зосереджена на множинi S0 вiдносно змiнної y.

Зафiксуємо довiльнi точки x ∈ X i y′, y′′ ∈ Y такi, що y′|S0 = y′′|S0 , i
покажемо, що

f(x, y′) = f(x, y′′).

Використовуючи неперервнiсть функцiї fx : Y → R, fx(y) = f(x, y), на
компактному просторi Y ⊆ RT за допомогою твердження 4.1.9 (або теоре-
ми 4.1.3) знайдемо не бiльш нiж злiченну множину T0 ⊆ T таку, що

f(x, y1) = f(x, y2)

для довiльних y1, y2 ∈ Y з y1|T0 = y2|T0 .
Розглянемо неперервне вiдображення звуження ϕ : Y → RT0∪S0 ,

ϕ(y) = y|T0∪S0

i покажемо, що
ϕ(B) = ϕ(Y ).

З тверджень 4.1.10 i 4.1.11 випливає, що замикання A
ϕ(B)

довiльної
множини A ⊆ ϕ(B) потужностi |A| ≤ ℵ в просторi ϕ(B) є компактною
множиною, i тому, зокрема, це замикання замкнене в просторi ϕ(Y ) i збi-
гається iз замиканням A множини A в просторi ϕ(Y ). Зауважимо також,
що |T0 ∪ S0| ≤ ℵ. Тому в просторi ϕ(Y ) ⊆ RT0∪S0 iснує база U потужностi
|U| ≤ ℵ. Оскiльки Y = B, то ϕ(Y ) ⊆ ϕ(B) i для кожного U ∈ U iснує точка
yU ∈ B така, що ϕ(yU ) ∈ U . Тодi множина

A = {ϕ(yU ) : U ∈ U}
має потужнiсть |A| ≤ ℵ i є щiльною в просторi ϕ(Y ). Тепер маємо

ϕ(Y ) ⊆ A ⊆ ϕ(B)

i отже, ϕ(B) = ϕ(Y ).
Виберемо точки b′, b′′ ∈ B такi, що

b′|T0∪S0 = y′|T0∪S0 i b′′|T0∪S0 = y′′|T0∪S0 ,

тобто ϕ(b′) = ϕ(y′) i ϕ(b′′) = ϕ(y′′). Тодi

f(x, y′) = f(x, b′) i f(x, b′′) = f(x, y′′),
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адже b′|T0 = y′|T0 i b′′|T0 = y′′|T0 , i

f(x, b′) = f(x, b′′),

адже b′|S0 = b′′|S0 . Тому

f(x, y′) = f(x, y′′).

Отже, f зосереджене на множинi S0, тому f залежить вiд ℵ координат
вiдносно другої змiнної.

4.1.5. Залежнiсть вiд злiченної кiлькостi координат
вiдображень спецiального вигляду. Нам буде потрiбна насту-
пна властивiсть сепарабельного метричного простору.

Твердження 4.1.13. Нехай (xi : i ∈ I) – незлiченна сiм’я точок у сепа-
рабельному метричному просторi (X, d) i δ > 0. Тодi iснує iндекс i0 ∈ I
такий, що множина

{i ∈ I : d(xi, xi0) < δ}
незлiченна.

Доведення. Нехай A – злiченна всюди щiльна в просторi X множина. Для
кожного x ∈ A позначимо через U(x) вiдкриту кулю з центром в точцi x i
радiусом δ

2 i приймемо

I(x) = {i ∈ I : xi ∈ U(x)}.
Оскiльки множина A щiльна в X, то X =

⋃
x∈A

U(x), i отже,

I =
⋃

x∈A

I(x).

Множина I незлiченна, а множина A злiченна. Тому iснує точка a ∈ A
така, що множина I(a) також незлiченна. Виберемо довiльний iндекс i0 ∈
I(a). Залишилось зауважити, що для довiльного iндексу i ∈ I(a) маємо,
що

d(xi, xi0) ≤ d(xi, a) + d(a, xi0) < δ
2 + δ

2 = δ.

Наступна теорема основний результат даного пункту.

Теорема 4.1.14. Нехай X ⊆ RS – лiнделефовий простiр, Z – цiлком
регулярний простiр, Y = Cp(Z), B ⊆ Y – щiльна в Y множина i f :
X × Y → R – функцiя, неперервна вiдносно змiнної y i неперервна за
сукупнiстю змiнних у кожнiй точцi множини X ×B. Тодi f залежить
вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно змiнної x.
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Доведення. Припустимо, шо це не так, тобто для довiльної злiченної мно-
жини T ⊆ S iснують x′, x′′ ∈ X i y ∈ Y такi, що

x′|T = x′′|T i f(x′, y) 6= f(x′′, y).

Зауважимо, що оскiльки функцiя f неперервна вiдносно змiнної y i мно-
жина B щiльна в Y , то без обмеження загальностi ми можемо вважати,
що y ∈ B.

Зафiксуємо y ∈ B i ε > 0. Використовуючи неперервнiсть функцiї f
за сукупнiстю змiнних у кожнiй точцi множини X × {y} i лiнделефовiсть
простору X, знайдемо злiченне покриття

(U(y, ε, n) : n ∈ N)

простору X вiдкритими базисними множинами U(y, ε, n) i послiдовнiсть

(V (y, ε, n) : n ∈ N)

базисних околiв точки y в просторi Y такi, що

|f(x′, y′)− f(x′′, y′′)| < ε

для довiльних n ∈ N i (x′, y′), (x′′, y′′) ∈ U(y, ε, n)× V (y, ε, n). Позначимо

T (y, ε) =
∞⋃

n=1

R(U(y, ε, n)).

Зрозумiло, що множина T (y, ε) ⊆ S злiченна i

x′ ∈ U(y, ε, n) ⇔ x′′ ∈ U(y, ε, n)

для довiльних n ∈ N i x′, x′′ ∈ X з x′|T (y,ε) = x′′|T (y,ε).
Тепер для кожного y ∈ Y позначимо

T (y) =
∞⋃

m=1

T (y, 1
m ).

Зрозумiло, що множина T (y) також злiченна i, зокрема, функцiя
fy : X → R, fy(x) = f(x, y), зосереджена на множинi T (y).

Нехай ω1 – перший незлiченний ординал. Використовуючи метод транс-
фiнiтної iндукцiї, побудуємо зростаючу послiдовнiсть

(Tα : α < ω1)

злiченних множин Tα ⊆ S, послiдовнiсть

(εα : α < ω1)
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додатних чисел εα, послiдовностi

(x′α : α < ω1), (x′′α : α < ω1) i (yα : α < ω1)

точок x′α, x′′α ∈ X i yα ∈ Y i послiдовнiсть

(Vα : α < ω1)

базисних околiв Vα точок yα в просторi Y такi, що для кожного α < ω1

виконуються умови:

(a) x′α|Tα = x′′α|Tα ;

(b) T (yα) ⊆ Tα+1;

(c) |f(x′α, y)− f(x′′α, y)| > εα для кожного y ∈ Vα.

Нехай T1 – довiльна злiченна множина. Використовуючи наше при-
пущення, виберемо x′1, x

′′
1 ∈ X i y1 ∈ B такi, що f(x′1, y1) 6= f(x′′1 , y1).

Позначивши
ε1 = 1

2 |f(x′1, y1)− f(x′′1 , y1)|
i використавши неперервнiсть f вiдносно змiнної y, виберемо базисний окiл
V1 точки y1 в Y такий, що виконується умова (c) при α = 1.

Припустимо, що для деякого ординала 2 ≤ β < ω1 побудовано послi-
довностi

(Tα : α < β), (εα : α < β), (x′α : α < β), (x′′α : α < β),

(yα : α < β) i (Vα : α < β),

якi задовольняють умови (a), (b) i (c). Якщо β – граничний ординал, то
позначимо

Tβ =
⋃

α<β

Tα.

Якщо ж β = γ + 1 для деякого ординала γ, то позначимо

Tβ = Tγ ∪ T (yγ).

Далi, використавши наше припущення аналогiчно, як при α = 1, знаходи-
мо точки x′β , x′′β ∈ X, yβ ∈ B, число εβ > 0 i базисний окiл Vβ точки yβ в
просторi Y такi, що

x′β |Tβ
= x′′β |Tβ

i |f(x′β , y)− f(x′′β , y)| > εβ

для кожного y ∈ Vβ , тобто виконуються умови (a) i (c) при α = β.
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Беручи до уваги вигляд базисних околiв у просторi Y = Cp(Z), для
кожного α < ω1 виберемо скiнченну множину Cα ⊆ Z i число δα > 0 такi,
що

Vα = {y ∈ Y : (∀z ∈ Cα) (|y(z)− yα(z)| < δα)}.
Для кожного n ∈ N позначимо

An = {α < ω1 : εα ≥ 1
n i δα ≥ 1

n}.

Оскiльки ℵ1 = |ω1| i
∞⋃

n=1
An = ω1, то iснує номер m ∈ N такий, що

|Am| = ℵ1. Позначимо

ε0 = 1
m i δ0 = 1

m .

До сiм’ї (Cα : α ∈ Am) застосуємо твердження 2.2.7 i одержимо скiнченну
множину C ⊆ Z i множину ординалiв Γ ⊆ Am такi, що

|Γ| = ℵ1, i Cγ′ ∩ Cγ′′ = C

для довiльних рiзних γ′, γ′′ ∈ Γ.
Розглянемо неперервне вiдображення ϕ : {yγ : γ ∈ Γ} → RC ,

ϕ(yγ) = (yγ(z))z∈C .

Оскiльки RC – сепарабельний метричний простiр, то, згiдно з тверджен-
ням 4.1.13, iснує iндекс γ0 ∈ Γ такий, що множина

Γ0 = {γ ∈ Γ : (∀z ∈ C) (|yγ(z)− yγ0(z)| < δ0)}

незлiченна, тобто |Γ0| = ℵ1.
Покажемо, що для довiльного околу V точки y0 = yγ0 множина

Γ(V ) = {γ ∈ Γ0 : V ∩ Vγ = ∅}

скiнченна. Нехай C ′ ⊆ Z – скiнченна множина, δ′ > 0,

V = {y ∈ Y : (∀ z ∈ C ′) (|y(z)− y0(z)| < δ′)}

i γ ∈ Γ(V ). Оскiльки Z цiлком регулярний простiр, то з умови V ∩ Vγ = ∅
випливає, що iснує точка zγ ∈ C ′ ∩ Cγ така, що

|yγ(z)− y0(z)| ≥ δγ + δ′ > δ0.

З означення множини Γ0 випливає, що zγ 6∈ C. Врахувавши, що

Cγ′ ∩ Cγ′′ = C
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для довiльних рiзних γ′, γ′′ ∈ Γ0, одержимо, що zγ′ 6= zγ′′ для довiльних
рiзних γ′, γ′′ ∈ Γ(V ). Отже,

|Γ(V )| ≤ |C ′ \ C| < ℵ0,

тобто множина Γ(V ) скiнченна.
Виберемо m0 ∈ N так, що 1

m0
< ε0. Оскiльки множина

Γ′ =
⋃

n∈N
Γ(V (y0,

1
m0

, n))

не бiльш нiж злiченна, то |Γ0 \ Γ′| = ℵ1. Тому iснує β ∈ Γ0 таке, що

β > γ0 i V (y0,
1

m0
, n) ∩ Vβ 6= ∅

для кожного n ∈ N.
Нагадаємо, що сiм’я (U(y0,

1
m0

, n) : n ∈ N) є покриттям простору
X. Вiзьмемо n0 ∈ N таке, що x′β ∈ U(y0,

1
m0

, n0)). Покажемо, що x′′β ∈
U(y0,

1
m0

, n0). Використавши означення множини T (y0) i умову (b), одер-
жимо, що

R = R(U(y0,
1

m0
, n0)) ⊆ T (y0,

1
m0

) ⊆ T (y0) = T (yγ0) ⊆ Tβ .

Крiм того, x′β |Tβ
= x′′β |Tβ

згiдно з (a). Тому

x′β |R = x′′β |R,

i отже, x′′β ∈ U(y0,
1

m0
, n0).

Вiзьмемо довiльний елемент y ∈ Vβ∩V (y0,
1

m0
, n0). Тепер, з одного боку,

згiдно з умовою (c), маємо, що

|f(x′β , y)− f(x′′β , y)| > εβ ≥ ε0.

А з iншого, згiдно з вибором множин U(y0,
1

m0
, n0) i V (y0,

1
m0

, n0), отриму-
ємо, що

|f(x′β , y)− f(x′′β , y)| < 1
m0

< ε0.

Отже, ми прийшли до суперечностi i теорема доведена.

149



4.2

Характеризацiя моранових просторiв

У даному пiдроздiлi ми покажемо застосування результатiв про зале-
жнiсть вiд злiченної кiлькостi координат до дослiдження питань берiв-
ської класифiкацiї нарiзно неперервних функцiй на добутку двох просто-
рiв, один з яких компактний.

4.2.1. Вимiрнi за Бером функцiї i (слабко) морановi
простори. Спочатку iндуктивно дамо означення вiдображень α-го кла-
су Бера, де α – не бiльш нiж злiченний ординал.

Нехай X, Y – топологiчнi простори. Вiдображення f : X → Y називає-
ться вiдображенням першого класу Бера, якщо iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1

неперервних вiдображень fn : X → Y , яка поточково на X збiгається до
вiдображення f .

Нехай 2 ≤ α < ω1. Вiдображення f : X → Y називається вiдображе-
нням α-го класу Бера, якщо iснує поточково збiжна до f послiдовнiсть
(fn)∞n=1 вiдображень fn : X → Y , кожне з яких є класу Бера, меншого
нiж α. Зауважимо, що вiдображеннями нульового класу Бера природно
вважати, в точностi, всi неперервнi вiдображення.

Вiдображення f : X → Y називається вимiрним за Бером, якщо f
є вiдображенням α-го класу Бера для деякого не бiльш нiж злiченного
ординала α.

Дослiдження берiвської класифiкацiї нарiзно неперервних вiдображень,
було розпочате Р. Бером [4], А. Лебеґом [23] i Г. Ганом [20], який, показав,
що кожна нарiзно неперервна функцiя f : X1×· · ·×Xn → R, визначена на
добутку n метризовних просторiв, n − 1 з яких сепарабельнi, є функцiєю
(n− 1)-го класу Бера.

Подальший розвиток цих дослiджень пов’язаний iз роботою В. Рудiна
[39], де з допомогою теореми Стоуна про паракомпактнiсть метризовного
простору був доведений результат, з якого випливає наступна теорема.

Теорема 4.2.1 (Рудiн). Нехай X – топологiчний простiр, Y – метри-
зовний простiр i Z – локально опуклий простiр. Тодi кожне нарiзно не-
перервне вiдображення f : X × Y → Z є вiдображенням першого класу
Бера.

Цей результат став вiдправною точкою в iнтенсифiкацiї дослiджень пи-
тань берiвської класифiкацiї нарiзно неперервних вiдображень в Чернiве-
цькому унiверситетi, якi проводились i продовжують проводитись як в
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напрямку послаблення умови метризовностi простору X, так i в напрям-
ку послаблення умови локальної опуклостi простору Z (див., наприклад,
[25]).

Тут ми трохи детальнiше обговоримо дещо iнший аспект, пов’язаний iз
берiвською класифiкацiєю нарiзно неперервних функцiй.

Нагадаємо, що топологiчний простiр X має властивiсть злiченностi
ланцюжкiв (С.С.С.), якщо довiльна система попарно неперетинних вiд-
критих в X непорожнiх множин є не бiльш нiж злiченною. Система A
пiдмножин A топологiчного простору X називається дискретною, якщо
для кожної точки x ∈ X iснує окiл U цiєї точки в X такий, що

|{A ∈ A : U ∩A 6= ∅}| ≤ 1.

Топологiчний простiр X має властивiсть злiченностi дискретних лан-
цюжкiв (D.C.C.C.), якщо довiльна дискретна система вiдкритих в X не-
порожнiх множин є не бiльш нiж злiченною.

Вивчаючи нарiзно неперервнi функцiї на добутках компактних просто-
рiв, В. Моран [30] i Г. Розенталь [37] довели наступний результат.

Теорема 4.2.2 (Моран, Розенталь). Нехай X – компактний гаусдорфо-
вий простiр. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

(i) кожний компактний простiр Y в Cp(X) метризовний;
(ii) кожний слабко компактний простiр Y в Cp(X) слабко метризов-

ний;
(iii) для довiльного компактного простору Y кожна нарiзно неперерв-

на функцiя f : X × Y → R є функцiєю першого класу Бера;
(iv) для довiльного компактного простору Y кожна нарiзно неперерв-

на функцiя f : X × Y → R вимiрна за Бером;
(v) X має C.C.C.

Топологiчний простiр X називається морановим (слабко морановим),
якщо для довiльного компактного простору Y кожна нарiзно неперервна
функцiя f : X × Y → R є функцiєю першого класу Бера (вимiрною за
Бером). Цi поняття ввiв Г. Вера в [46], який, розвиваючи результат В. Мо-
рана i Г. Розенталя, вивчав берiвську класифiкацiю нарiзно неперервних
функцiй на добутку двох просторiв, один з яких задовольняє умову типу
компактностi.

Теорема 4.2.3 (Вера). Нехай X цiлком регулярний простiр. Тодi насту-
пнi умови еквiвалентнi:

(i) кожний компактний простiр Y в Cp(X) метризовний;
(ii) X морановий (слабко морановий) з умовою C.C.C.;
(iii) X морановий (слабко морановий) з умовою D.C.C.C.
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В даному пiдроздiлi ми покажемо, як, використовуючи технiку зале-
жностi нарiзно неперервних вiдображень вiд злiченної кiлькостi коорди-
нат, можна отримати загальний варiант цiєї теореми для топологiчного
простору X. Цей результат був одержаний в [57].

4.2.2. Канонiчне вкладення та деякi його властивостi.
У цьому пунктi ми доведемо деякi допомiжнi твердження, пов’язанi з ка-
нонiчним вкладенням топологiчного простору у свiй другий спряжений
простiр.

Для довiльного топологiчного простору X вiдображення
ϕ : X → Cp(Cp(X)), яке для довiльних x ∈ X i y ∈ Cp(X) означає-
ться формулою

ϕ(x)(y) = y(x),

називатимемо канонiчним вкладенням.

Твердження 4.2.4. Для довiльного топологiчного простору X його ка-
нонiчне вкладення ϕ : X → Cp(Cp(X)) є неперервним i вiдкритим
вiдображенням.

Доведення. Зафiксуємо точку x0 ∈ X i розглянемо базисний окiл V то-
чки z0 = ϕ(x0) в просторi Cp(Cp(X)). Отже, iснують скiнченна множина
B ⊆ Y = Cp(X) i число ε > 0 такi, що

V =
⋂

y∈B

{z ∈ Z : |z(y)− z0(y)| < ε}.

Оскiльки z(y) = y(x) для довiльних z = ϕ(x) ∈ ϕ(X) i y ∈ Y , то множина

U = ϕ−1(V ) =
⋂

y∈B

{x ∈ X : |y(x)− y(x0)| < ε}

є околом точки x0 у просторi X. Тому вiдображення ϕ неперервне в точцi
x0. Отже, ϕ є неперервним.

Оскiльки ϕ(U) = V , то вiдображення ϕ вiдкрите.

Зауваження 4.2.5. У випадку, коли простiр X цiлком регулярний, тобто
множина всiх неперервних функцiй C(X) вiдокремлює точки в X, кано-
нiчне вкладення ϕ є гомеоморфним вкладенням.

Наступне просте спостереження показує, що i в загальному випадку,
неперервнi функцiї на топологiчному просторi X i неперервнi функцiї на
просторi ϕ(X), де ϕ – канонiчне вкладення, перебувають у взаємно одно-
значнiй вiдповiдностi.
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Твердження 4.2.6. Нехай X – топологiчний простiр,
ϕ : X → Cp(Cp(X)) – канонiчне вкладення i Z = ϕ(X). Тодi для до-
вiльної неперервної функцiї f : X → R iснує неперервна функцiя
g : Z → R така, що

f(x) = g(ϕ(x))

для кожного x ∈ X. I навпаки, якщо функцiя g неперервна, то вiдповiдна
їй функцiя f також неперервна.

Доведення. Нехай f : X → R – неперервна функцiя, тобто f ∈ Y = Cp(X).
Розглянемо функцiю h : Cp(Y ) → R, яка для кожного z ∈ Cp(Y ) означає-
ться формулою

h(z) = z(f).

Зрозумiло, що функцiя h неперервна. Крiм того, для кожного z = ϕ(x) ∈
ϕ(X) маємо, що

h(z) = z(f) = ϕ(x)(f) = f(z).

Тепер, позначивши g = h|Z , завершимо доведення першої частини.
Друга частина випливає з того, що композицiя неперервних вiдобра-

жень є неперервною.

Наступне твердження уточнює зв’язок мiж неперервними функцiями
на X i ϕ(X).

Твердження 4.2.7. Нехай X – топологiчний простiр,
ϕ : X → Cp(Cp(X)) – канонiчне вкладення i Z = ϕ(X). Тодi просто-
ри Cp(X) i Cp(Z) гомеоморфнi.

Доведення. Розглянемо вiдображення ψ : Cp(Z) → Cp(X),

ψ(u)(x) = u(ϕ(x)),

яке, очевидно, лiнiйне та iн’єктивне. З твердження 4.2.6 випливає, що вiд-
ображення ψ бiєктивне.

Нехай
u0 ∈ Cp(Z), v0 = ψ(u0), x1, . . . , xn ∈ X,

z1 = ϕ(x1), . . . , zn = ϕ(xn), ε > 0,

U = {u ∈ Cp(Z) : |u(zi)− u0(zi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}
i

V = {v ∈ Cp(X) : |v(xi)− v0(xi)| < ε, 1 ≤ i ≤ n}.
Тодi ψ(U) = V , тому ψ i ψ−1 неперервнi. Отже, ψ – гомеоморфiзм. Бiль-
ше того, ψ є iзоморфiзмом топологiчного векторного простору Cp(Z) на
топологiчний векторний простiр Cp(X).
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Як показує наступне твердження, канонiчнi вкладення можна застосо-
вувати i до нарiзно неперервних функцiй.

Твердження 4.2.8. Нехай X, T – топологiчнi простори,
ϕ : X → Cp(Cp(X)) – канонiчне вкладення, Z = ϕ(X) i f : X × T → R
– нарiзно неперервна функцiя. Тодi iснує нарiзно неперервна функцiя
g : Z × T → R така, що

g(ϕ(x), t) = f(x, t)

для довiльних x ∈ X i t ∈ T .

Доведення. З твердження 4.2.6 випливає, що формула

g(ϕ(x), t) = f(x, t)

коректно означає функцiю g : Z×T → R, яка неперервна вiдносно першої
змiнної. Тепер з неперервностi функцiї f вiдносно другої змiнної випливає
неперервнiсть функцiї g вiдносно другої змiнної.

Для розгляду вимiрних за Бером функцiй ми потребуватимемо насту-
пне допомiжне твердження.

Твердження 4.2.9. Нехай X, Y , Z – топологiчнi простори, ϕ : X → Y –
неперервне вiдображення, α – не бiльш нiж злiченний ординал i g : Y → Z
– вiдображення берiвського класу α. Тодi вiдображення f : X → Z,

f(x) = g(ϕ(x)),

також є вiдображенням берiвського класу α.

Доведення. Доведення проведемо iндукцiєю вiдносно α.
Нехай α = 0, тобто вiдображення g неперервне. Тодi f неперервне, як

композицiя неперервних вiдображень.
Припустимо, що вiдповiдне твердження справджується для вiдобра-

жень берiвського класу, меншого, нiж α, де α > 0. Для вiдображення g бе-
рiвського класу α виберемо послiдовнiсть (gn)∞n=1 вiдображень gn : Y → Z
берiвського класу αn < α, яка поточково на просторi Y збiгається до вiд-
ображення g. Тодi, згiдно з нашим припущенням, для кожного n ∈ N
вiдображення fn : X → Z,

fn(x) = gn(ϕ(x)),

є вiдображенням берiвського класу αn, причому для кожного x ∈ X по-
слiдовнiсть точок fn(x) = gn(ϕ(x)) збiгається до точки g(ϕ(x)) = f(x) в
просторi Z. Отже, f берiвського класу α.
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Тепер перейдемо до розгляду вимiрних за Бером функцiй двох змiнних.

Твердження 4.2.10. Нехай X – топологiчний простiр,
ϕ : X → Cp(Cp(X)) – канонiчне вкладення, Z = ϕ(X), T – компа-
ктний простiр i α – не бiльш нiж злiченний ординал. Тодi функцiя
f : X×T → R належить до берiвського класу α тодi i тiльки тодi, коли
iснує функцiя g : Z × T → R берiвського класу α така, що

f(x, t) = g(ϕ(x), t)

для довiльних x ∈ X i t ∈ T .

Доведення. Необхiднiсть доведемо iндукцiєю вiдносно α.
Розпочнемо з випадку α = 0. Нехай f – неперервна функцiя. Згiдно з

твердженям 4.2.8, iснує нарiзно неперервна функцiя g : Z × T → R така,
що

f(x, t) = g(ϕ(x), t)

для довiльних x ∈ X i t ∈ T . Залишається показати, що функцiя g непе-
рервна.

Розглянемо асоцiйоване з f вiдображення ψ : X → Cu(T ),

ψ(x)(t) = f(x, t),

яке, згiдно з твердженням 4.1.5, неперервне. Нехай z0 ∈ ϕ(X), t0 ∈ T i
ε > 0. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ ϕ−1(z0) i розглянемо неперервну на
X функцiю y0 : X → R,

y0(x) = ‖ψ(x)− ψ(x0)‖,
де ‖ · ‖ – норма в просторi Cu(T ). Зауважимо, що

z0(y0) = ϕ(x0)(y0) = y0(x0) = 0.

Позначимо

W = {z ∈ ϕ(X) : |z(y0)| < ε
2} i V = {t ∈ T : |f(x0, t)− f(x0, t0)| < ε

2}.
Тодi для довiльних z ∈ W , t ∈ T i x ∈ ϕ−1(z) маємо, що

|g(z, t)− g(z0, t0)| ≤ |g(z, t)− g(z0, t)|+ |g(z0, t)− g(z0, t0)| =
= |f(x, t)− f(x0, t)|+ |f(x0, t)− f(x0, t0)| ≤ ‖ψ(x)− ψ(x0)‖+ ε

2 =

= y0(x) + ε
2 = z(y0) + ε

2 < ε
2 + ε

2 = ε.

Отже, функцiя g неперервна в точцi (z0, t0) i необхiднiсть при α = 0
доведено.
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Припустимо, що вiдповiдне твердження справджується для всiх фун-
кцiй берiвського класу, меншого, нiж α, де α > 0, i f – функцiя берiвського
класу α. Тодi iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1 функцiй fn : X × T → R берiв-
ського класу αn < α така, що

lim
n→∞

fn(x, t) = f(x, t)

для довiльних x ∈ X i t ∈ T . Згiдно з припущенням, iснує послiдовнiсть
(gn)∞n=1 функцiй gn : ϕ(X)× T → R берiвського класу αn така, що

fn(x, t) = gn(ϕ(x), t)

для довiльних n ∈ N, x ∈ X i t ∈ T . Тодi для довiльних x1, x2 ∈ X
таких, що ϕ(x1) = ϕ(x2) маємо f(x1, t) = f(x2, t), тобто iснує функцiя
g : ϕ(X)× T → R така, що

f(x, t) = g(ϕ(x), t)

для довiльних x ∈ X i t ∈ T . Зрозумiло, що f берiвського класу α, адже

g(ϕ(x), t) = f(x, t) = lim
n→∞

fn(x, t) = lim
n→∞

gn(ϕ(x), t).

Достатнiсть випливає безпосередньо з твердження 4.2.9 i неперервностi
вiдображення ϕ.

Наслiдок 4.2.11. Нехай X – топологiчний простiр, ϕ : X → Cp(Cp(X))
– канонiчне вкладення i Z = ϕ(X). Тодi наступнi твердження рiвносиль-
нi:

(i) простiр X морановий (слабко морановий);

(ii) простiр Z морановий (слабко морановий).

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай T – довiльний компактний простiр
i g : Z × T → R – нарiзно неперервна функцiя. Розглянемо функцiю
f : X × T → R,

f(x, t) = g(ϕ(x), t).

З неперервностi вiдображення ϕ випливає, що функцiя f також є нарiзно
неперервною функцiєю, яка, згiдно з (i), є першого класу Бера (вимiр-
ною за Бером). Тодi з твердження 4.2.10 випливає, що функцiя g також
першого класу Бера (вимiрною за Бером).

(ii) ⇒ (i). Нехай T – довiльний компактний простiр i f : X × T → R
– нарiзно неперервна функцiя. Згiдно з твердженням 4.2.8, iснує нарiзно
неперервна функцiя g : Z × T → R така, що

g(ϕ(x), t) = f(x, t)
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для довiльних x ∈ X i t ∈ T . З умови (ii) випливає, що функцiя g є першого
класу Бера (вимiрною за Бером). Тодi згiдно з твердженням 4.2.10 функцiя
f також є першого класу Бера (вимiрною за Бером).

4.2.3. Берiвська класифiкацiя i залежнiсть вiд злiчен-
ної кiлькостi координат. У даному пунктi ми розглянемо зв’язок
мiж залежнiстю вiд злiченної кiлькостi координат i берiвською класифi-
кацiєю функцiй двох змiнних.

Для одержання залежностi вимiрних за Бером функцiй нам буде кори-
сним наступний простий факт.

Твердження 4.2.12. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X – топологi-
чний простiр, Y ⊆ RT i (fn)∞n=1 – поточково збiжна до деякої функцiї
f : X × Y → R послiдовнiсть функцiй fn : X × Y → R, кожна з яких
залежать вiд ℵ координат вiдносно змiнної y. Тодi функцiя f також
залежить вiд ℵ координат вiдносно змiнної y.

Доведення. Для кожного n ∈ N виберемо множину Tn ⊆ T таку, що |Tn| ≤
ℵ i fn зосереджена на множинi Tn вiдносно змiнної y. Тодi f зосереджена

на множинi S =
∞⋃

n=1
Tn вiдносно змiнної y, причому |S| ≤ ℵ.

З теореми 4.1.8 i твердження 4.2.12 негайно випливає наступний резуль-
тат.

Теорема 4.2.13. Нехай X – топологiчний простiр, в якому кожна фун-
кцiонально дискретна сiм’я функцiонально вiдкритих непорожнiх мно-
жин має потужнiсть, що не перевищує ℵ, Y ⊆ RT – компактний про-
стiр i f : X × Y → R – вимiрна за Бером функцiя. Тодi f залежить вiд
ℵ координат вiдносно другої змiнної.

Тепер перейдемо до вивчення зворотнього зв’язку мiж залежнiстю вiд
злiченної кiлькостi координат i берiвською класифiкацiєю. Наступне твер-
дження займає центральне мiсце у цьому пунктi i є певним аналогом твер-
дження 4.2.6.

Твердження 4.2.14. Нехай X ⊆ RS – псевдо-ℵ0-компактний простiр,
f : X → R – неперервна функцiя, яка зосереджена на не бiльш, нiж злi-
ченнiй множинi T ⊆ S, i ϕ : RS → RT , ϕ(x) = x|T . Тодi формулою

g(ϕ(x)) = f(x) (4.1)

означається неперервна функцiя g : ϕ(X) → R.
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Доведення. Оскiльки множина T не бiльш нiж злiченна, то простiр RT

метризовний i сепарабельний, як злiченний добуток метризовних i сепа-
рабельних просторiв (див. [16, теорема 4.2.2 i теорема 2.3.15]). Тому i пiд-
простiр Z = ϕ(X) простору RT метризовний i сепарабельний.

Зосередженiсть функцiї f на множинi T означає, що f(x′) = f(x′′) для
довiльних x′, x′′ ∈ X з ϕ(x′) = ϕ(x′′). Тому формула (4.1) коректно означає
функцiю g. Залишається перевiрити, що g неперервна.

Припустимо, що функцiя g не є неперервною в деякiй точцi z0 ∈ Z.
Тодi iснують ε > 0 i послiдовнiсть (zn)∞n=1 точок zn ∈ Z такi, що

lim
n→∞

zn = z0 i |g(zn)− g(z0)| > ε

для всiх n ∈ N. Для кожного n ∈ N виберемо деяку точку xn ∈ X, так,
що ϕ(xn) = zn. Зафiксуємо деяку метрику % на просторi Z, яка породжує
його топологiчну структуру, i для кожного n ∈ N позначимо

Wn = {z ∈ Z : %(z, z0) < 1
n}.

Без обмеження загальностi ми можемо вважати, що zn ∈ Wn для кожного
n ∈ N.

Оскiльки функцiя f неперервна, то для кожного n ∈ N iснує вiдкритий
окiл Un точки xn в X такий, що

|f(x)− f(xn)| < ε
2

для всiх x ∈ Un. Зауважимо, що тодi для довiльних n ∈ N i x ∈ Un

виконується нерiвнiсть

|f(x)− g(z0)| ≥ |g(zn)− g(z0)| − |f(x)− g(zn)| =

= |g(zn)− g(z0)| − |f(x)− f(xn)| > ε− ε
2 = ε

2 .

Отже, ⋃

n∈N
Un ⊆ {x ∈ X : |f(x)− g(z0)| ≥ ε

2} = F.

Позначимо Vn = Un ∩ ϕ−1(Wn) для кожного n ∈ N. Зрозумiло, що
всi множини Vn вiдкритi i непорожнi, адже xn ∈ Vn. Оскiльки простiр
X псевдо-ℵ0-компактний, то послiдовнiсть (Vn : n ∈ N) не є локально
скiнченною в просторi X, тобто iснує точка x0 ∈ X така, що довiльний її
окiл U в просторi X перетинається з нескiнченною кiлькiстю множин Vn.
Тодi

x0 ∈
⋃

n∈N
Vn ⊆

⋃

n∈N
Un ⊆ F = F,
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адже функцiя f неперервна i множина F замкнена. Отже,

|f(x0)− g(z0)| ≥ ε
2 .

З iншого боку, оскiльки вiдображення ϕ неперервне, то довiльний окiл
W точки ϕ(x0) в просторi Z перетинається з нескiнченною кiлькiстю мно-
жин ϕ(Vn). Крiм того, Vn ⊆ ϕ−1(Wn), а отже, ϕ(Vn) ⊆ Wn для кожного
n ∈ N. Зауважимо, що згiдно з вибором множин Wn точка z0 – єдина то-
чка простору Z така, що довiльний її окiл перетинається з нескiнченною
кiлькiстю множин Wn. Тому z0 = ϕ(x0) i

g(z0) = g(ϕ(x0)) = f(x0).

Отже, ми прийшли до суперечностi i тому функцiя g неперервна.

Тепер доведемо основний результат даного пункту.

Теорема 4.2.15. Нехай X – топологiчний простiр, Y ⊆ RT – псевдо-
компактний простiр i f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя, яка
залежить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно змiнної y. Тодi f
функцiя першого класу Бера.

Доведення. Оскiльки функцiя f залежить вiд злiченної кiлькостi коорди-
нат вiдносно змiнної y, то iснує не бiльш нiж злiченна множина S ⊆ T
така, що f(x, y′) = f(x, y′′) для довiльних x ∈ X i y′, y′′ ∈ Y з y′|S = y′′|S .
Визначимо неперервне вiдображення ϕ : Y → RS , прийнявши ϕ(y) = y|S .
Згiдно з твердженням 4.2.14, формула

g(x, ϕ(y)) = f(x, y)

коректно означає функцiю g : X × ϕ(Y ) → R, неперервну вiдносно другої
змiнної. Крiм того, з неперервностi функцiї f вiдносно першої змiнної ви-
пливає неперервнiсть функцiї g вiдносно першої змiнної. Отже, функцiя g
нарiзно неперервна.

Зауважимо, що, як i в доведеннi попереднього твердження, простiр
ϕ(Y ) метризовний i, згiдно з теоремою 4.2.1, функцiя g є функцiєю пер-
шого класу Бера. Тому iснує послiдовнiсть (gn)∞n=1 неперервних функцiй
gn : X × ϕ(Y ) → R, яка поточково збiгається до функцiї g. Тодi послiдов-
нiсть (fn)∞n=1 неперервних функцiй fn : X × Y → R,

fn(x, y) = gn(x, ϕ(y))

поточково збiгається до функцiї f , отже, f функцiя першого класу Бера.
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4.2.4. Узагальнення теореми Вери. Ми будемо використову-
вати наступне допомiжне твердження (див. [16, теорема 3.1.22]).

Твердження 4.2.16. Якщо компактний простiр Y є неперервним обра-
зом компактного простору X, то w(Y ) ≤ w(X).

Доведення. Нехай f : X → Y – неперервне вiдображення, Y = f(X) i
U – база в просторi X потужностi |U| ≤ w(X). Достатньо показати, що
система

V = {Y \
n⋃

k=1

f(Uk) : n ∈ N, U1, . . . Un ∈ U}

є базою в просторi Y .
Зафiксуємо точку y0 ∈ Y i вiдкритий окiл V точки y0 в просторi Y .

Позначимо
K = f−1(y0) i F = X \ f−1(V ).

Множини K i F компактнi i K ∩ F = ∅. Тому iснують базиснi множини
U1, . . . , Un ∈ U такi, що

F ⊆
n⋃

k=1

Uk ⊆ X \K.

Тодi

y0 ∈ Y \
n⋃

k=1

f(Uk) ⊆ V.

Наступна теорема є певним розвитком результату [46, теорема 2].

Теорема 4.2.17. Нехай X – топологiчний простiр, в якому кожна фун-
кцiонально дискретна сiм’я функцiонально вiдкритих непорожнiх мно-
жин є не бiльш нiж злiченною, Y ⊆ RT – компакт, f : X × Y → R –
нарiзно неперервна функцiя i ϕ : Y → Cp(X), ϕ(y)(x) = f(x, y), – асоцiйо-
ване вiдораження. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) f – першого класу Бера;

(ii) f – вимiрна за Бером;

(iii) функцiя f залежить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно
змiнної y;

(iv) простiр Z = ϕ(Y ) метризовний.
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Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) очевидна. Iмплiкацiя (ii) ⇒ (iii) випли-
ває з теореми 4.2.13 при ℵ = ℵ0, а iмплiкацiя (iii) ⇒ (i) – з теореми 4.2.15.
Отже, першi три умови рiвносильнi.

(iv) ⇒ (i). Розглянемо нарiзно неперервну функцiю g : X × Z → R,

g(x, z) = z(x).

Оскiльки простiр Z метризовний, то знову ж, згiдно з теоремою 4.2.1, фун-
кцiя g є функцiєю першого класу Бера. Тому iснує послiдовнiсть (gn)∞n=1

неперервних функцiй gn : X × Z → R, яка поточково збiгається до функцiї
g. Тодi послiдовнiсть (fn)∞n=1 неперервних функцiй fn : X × Y → R,

fn(x, y) = gn(x, ϕ(y))

поточково збiгається до функцiї f , отже, f функцiя першого класу Бера.
(iii) ⇒ (iv). Спочатку мiркуватимемо подiбно, як при доведеннi тео-

реми 4.2.15. Вiзьмемо не бiльш нiж злiченну множину S ⊆ T , на якiй
зосереджена функцiя f вiдносно другої змiнної i розглянемо неперервне
вiдображення звуження ψ : Y → RS , ψ(y) = y|S . Згiдно з твердженням
4.2.14, формула

g(x, ψ(y)) = f(x, y)

коректно означає нарiзно неперервну функцiю g : X×Ỹ → R, де Ỹ = ψ(Y )
– сепарабельний метризовний компакт.

Тепер розглянемо неперервне асоцiйоване з g вiдображення
ϕ̃ : Ỹ → Cp(X),

ϕ̃(v)(x) = g(x, v).

Зауважимо, що для довiльних x ∈ X i y ∈ Y маємо, що

ϕ(y)(x) = f(x, y) = g(x, ψ(y)) = ϕ̃(ψ(y))(x),

тобто ϕ(y) = ϕ̃(ψ(y)). Тому

Z = ϕ(Y ) = ϕ̃(ψ(Y )) = ϕ̃(Ỹ )

i w(Z) ≤ ℵ0, згiдно з твердженням 4.2.16. Тому простiр Z метризовний,
як цiлком регулярний простiр з другою аксiомою злiченностi (див., напри-
клад, [16, теорема 4.2.9]).

Наступне твердження вказує на необхiднiсть умови злiченностi лан-
цюжкiв для (слабко) моранових просторiв.

Твердження 4.2.18. Нехай X – топологiчний простiр такий, що до-
вiльний компактний простiр Y в Cp(X) метризовний. Тодi кожна си-
стема попарно неперетинних функцiонально вiдкритих множин в про-
сторi X не бiльш нiж злiченна.
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Доведення. Мiркуватимемо вiд супротивного. Нехай G – незлiченна систе-
ма непорожнiх попарно неперетинних функцiонально вiдкритих множин
у просторi X. Позначимо через f нульову функцiю на X. Для кожного
G ∈ G вiзьмемо неперервну функцiю fG : X → R таку, що

G = supp fG

i позначимо
Y = {f} ∪ {fG : G ∈ G}.

Легко бачити, що всi точки fG є iзольованими в просторi Y ⊆ Cp(X), а
довiльний окiл точки f мiстить всi, крiм скiнченної кiлькостi, точки fG.
Тому простiр Y компактний i не є метризовним, адже система G незлiчен-
на.

Наступний результат узагальнює теорему 4.2.3, яка дає опис (слабко)
моранових цiлком регулярних просторiв.

Теорема 4.2.19. Нехай X – довiльний топологiчний простiр. Тодi на-
ступнi твердження рiвносильнi:

(i) довiльний компактний простiр Y в Cp(X) метризовний;

(ii) X морановий (слабко морановий) простiр, у якому кожна система
попарно неперетинних функцiонально вiдкритих множин не бiльш
нiж злiченна;

(iii) X морановий (слабко морановий) простiр, у якому кожна функцiо-
нально дискретна система функцiонально вiдкритих множин не
бiльш нiж злiченна.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) випливає з твердження 4.2.18 i теореми
4.2.17. Iмплiкацiя (ii) ⇒ (iii) очевидна. Iмплiкацiя (iii) ⇒ (i) випливає з
теореми 4.2.17.
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4.3
Властивостi компактних множин у просторi

неперервних функцiй

Викладений у попередньому пiдроздiлi пiдхiд до вивчення берiвської
класифiкацiї нарiзно неперервних функцiй вказує на важливiсть просто-
рiв X, для яких кожна компактна пiдмножина в Cp(X) метризовна. У
зв’язку з цим природно виникає питання про встановлення необхiдних i
достатнiх умов на топологiчний простiр X, якi забезпечують метризов-
нiсть в Cp(X) довiльної компактної множини чи довiльного компактного
простору з певного класу (компактiв Еберлейна, компактiв Корсона, ком-
пактiв Валдiвiа).

Цi питання дослiджувалися в [43, 3, 35], де вивчалися зв’язки мiж кар-
динальними властивостями цiлком регулярного простору X i простору
Cp(X). Важливе мiсце в даних роботах займає поняття точково скiнчен-
ної клiтковостi p(X) топологiчного простору X. Зокрема, в [35, питання
5.4] поставлено наступне питання.

Питання 4.3.1. Чи обов’язково компакт Корсона X метризовний, якщо
p(Cp(X)) = ℵ0?

У даному пiдроздiлi ми викладемо результати роботи [33] покажемо,
як, використовуючи результати про залежнiсть функцiй вiд певної кiлько-
стi координат, можна дослiджувати умови метризовностi компактних пiд-
просторiв простору Cp(X), чи схожi питання метризовностi компактного
простору Y при наявностi деяких кардинальних характеристик простору
Cp(Y ).

4.3.1. Деякi поняття i допомiжнi твердження. Спочатку
дамо означення рiзних видiв компактiв, якi ми будемо використовувати.

Компактний простiр X, гомеоморфний слабко компактнiй пiдмножинi
деякого банахового простору, називається компактом Еберлейна.

Компактний простiр X називається компактом Корсона, якщо вiн го-
меоморфний деякому компакту Z ⊆ RT такому, що |supp z| ≤ ℵ0 для
кожного z ∈ Z, i компактом Валдiвiа, якщо вiн гомеоморфний деякому
компакту Z ⊆ RT такому, що множина {z ∈ Z : |supp z| ≤ ℵ0} щiльна в Z.

Зрозумiло, що кожний компакт Корсона є компактом Валдiвiа. Крiм
того, з наступної теореми Амiра-Лiнденштрауса [2] випливає, що кожний
компакт Еберлейна є компактом Корсона.
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Теорема 4.3.2. Топологiчний простiр X є компактом Еберлейна тодi
i тiльки тодi, коли простiр X гомеоморфний компактнiй пiдмножинi
простору c0(T ) з топологiєю поточкової збiжностi, де c0(T ) – це мно-
жина всiх функцiй x : T → R таких, що для кожного ε > 0 множина
{t ∈ T : |x(t)| ≥ ε} скiнченна.

Для довiльного дискретного простору X iснує одноточкова компакти-
фiкацiя αX = X t {∞} простору X, яка називається компактифiкацiєю
Александрова простору X (див. [16, теорема 3.5.11]). При цьому всi точки
x ∈ X iзольованi в просторi αX, а околами точки ∞ в просторi αX є всi
множини U ⊆ αX такi, що

∞ ∈ U i |X \ U | < ℵ0.

Ми будемо використовувати наступний факт.

Твердження 4.3.3. Компактифiкацiя Александрова дискретного про-
стору є компактом Еберлейна.

Доведення. Нехай X – дискретний простiр i αX = Xt{∞} – компактифi-
кацiя Александрова простору X. Для кожного x ∈ X розглянемо функцiю
yx : X → R,

yx(t) =

{
1, t = x;
0, t ∈ X \ {x},

i позначимо через y∞ нульову функцiю на множинi X. Позначимо

Y = {yx : x ∈ αX}

i розглянемо на Y топологiю поточкової збiжностi на множинi X. Зрозумi-
ло, що Y ⊆ c0(X), для кожного x ∈ X точка yx ∈ Y iзольована в просторi
Y , а околами точки y∞ в просторi Y є всi множини V ⊆ Y такi, що

y∞ ∈ V i |Y \ V | < ℵ0.

Тому вiдображення ϕ : αX → Y ,

ϕ(x) = yx,

гомеоморфiзм.

Ми будемо також використовувати наступну властивiсть топологiчної
ваги, яка має цiлком стандартнi доведення.

Твердження 4.3.4. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, S – множина
потужностi ℵ i X ⊆ RS. Тодi w(X) ≤ ℵ.
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Доведення. Для кожного s ∈ S покладемо Xs = R. Нехай B – злiченна
база в R. Для кожного n ∈ N позначимо через Tn множину всiх скiнченних
наборiв

τ = (s1, . . . , sn) ∈ Sn,

якi складаються з рiзних елементiв sk. Для довiльних τ ∈ Tn i
β = (B1, . . . Bn) ∈ Bn позначимо

U(τ, β) = B1 × · · · ×Bn ×
∏

s∈S\{s1,...,sn}
Xs.

Легко бачити, що система

U =
∞⋃

n=1

{U(τ, β) ∩X : τ ∈ Tn, β ∈ Bn}

утворює базу в просторi X, причому |U| ≤ ℵ.
Наступне твердження певний аналог твердження 4.2.14.

Твердження 4.3.5. Нехай X ⊆ RS – компактний простiр, f : X → R
– неперервна функцiя, зосереджена на множинi T ⊆ S, i ϕ : RS → RT ,
ϕ(x) = x|T . Тодi формулою

g(ϕ(x)) = f(x)

означається неперервна функцiя g : ϕ(X) → R.
Доведення. Зосередженiсть функцiї f на множинi T рiвносильна тому, що
функцiя g означена коректно. Залишається перевiрити, що g неперервна.

Нехай Z = ϕ(X) i припустимо, що функцiя g не є неперервною в деякiй
точцi z0 ∈ Z. Розглянемо систему V усiх околiв точки z0 в просторi Z як
напрямлену множину з природним порядком за включенням

V1 ≤ V2 ⇔ V2 ⊆ V1.

Згiдно з припущенням, iснує ε > 0 таке, що для кожного V ∈ V iснує
zV ∈ V таке, що

|g(zV )− g(z0)| ≥ ε.

Для кожного V ∈ V виберемо xV ∈ X таке, що zV = ϕ(xV ). Оскiльки
простiр X компактний, то сiтка (xV )V ∈V має граничну точку x0 ∈ X.
За неперервнiстю вiдображення ϕ точка ϕ(x0) є граничною точкою сiтки
(zV )V ∈V . Але zV → z0 згiдно з вибором напрямленої множини V i точок
zV . Тому z0 = ϕ(x0).

Використовуючи неперервнiсть вiдображення ϕ в точцi x0 виберемо
V ∈ V так, що |f(xV )− f(x0)| < ε. Тепер маємо, що

|g(zV )− g(z0)| = |f(xV )− f(x0)| < ε,

що призводить до суперечностi.
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4.3.2. Топологiчна вага компактних пiдмножин про-
стору неперервних функцiй. Спочатку ми доведемо тверджен-
ня про зв’язок мiж точково скiнченними сiм’ями i системами непорожнiх
множин.

Твердження 4.3.6. Нехай A = (Ai : i ∈ I) – нескiнченна точково скiн-
ченна сiм’я непорожнiх множин. Тодi вiдповiдна система

B = {Ai : i ∈ I}

також точково скiнченна i |B| = |I|.
Доведення. Для кожного B ∈ B виберемо iB ∈ I так, що B = AiB

. Для
довiльної точки x ∈ ⋃

i∈I

Ai позначимо

I(x) = {i ∈ I : x ∈ Ai} i B(x) = {B ∈ B : x ∈ B}.

Оскiльки
B(x) = {B ∈ B : iB ∈ I(x)}

i кожна множина I(x) скiнченна, то система B також точково скiнченна.
Зрозумiло, що |B| ≤ |I|. Тому залишилось показати, що |B| ≥ |I|. Для

кожної множини B ∈ B позначимо

I(B) = {i ∈ I : Ai = B}.

Оскiльки всi множини B непорожнi, а сiм’я A точково скiнченна, то всi
множини I(B) скiнченнi. Крiм того,

I =
⋃

B∈B
I(B).

Тому з нескiнченностi множини I випливає нескiнченнiсть системи B i

|I| ≤ |B| · ℵ0 = |B|.

Наступний результат є основним у даному пунктi i дає оцiнку на топо-
логiчну вагу компактних пiдпросторiв простору неперервних функцiй.

Теорема 4.3.7. Нехай X – топологiчний простiр i ℵ – нескiнченний кар-
динал. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) довiльна точково скiнченна сiм’я непорожнiх функцiонально вiд-
критих в X множин має потужнiсть, яка не перевищує ℵ;
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(ii) w(Y ) ≤ ℵ для довiльного компакту Валдiвiа Y ⊆ Cp(X);

(iii) w(Y ) ≤ ℵ для довiльного компакту Еберлейна Y ⊆ Cp(X).

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай Y ⊆ Cp(X) – компакт Валдiвiа. Згiдно з
означенням компакт Валдiвiа Y гомеоморфний деякому компакту Z ⊆ RT

такому, що множина

B0 = {z ∈ Z : |supp z| ≤ ℵ0}
щiльна в Z. Нехай ϕ : Z → Y – гомеоморфiзм. Для довiльних x ∈ X i
z ∈ Z позначимо

f(x, z) = ϕ(z)(x).

Оскiльки функцiя обчислення g : X × Cp(X) → R,

g(x, y) = y(x),

нарiзно неперервна i
f(x, z) = g(x, ϕ(z)),

то f є нарiзно неперервною функцiєю на X×Z. Зауважимо, крiм того, що
множина

B = {z ∈ Z : |supp z| ≤ ℵ}
є щiльною в просторi Z, адже B0 ⊆ B. Тому згiдно з теоремою 4.1.12
функцiя f залежить вiд ℵ координат вiдносно другої змiнної, тобто iснує
множина S ⊆ T така, що

|S| ≤ ℵ i f(x, z′) = f(x, z′′)

для довiльних x ∈ X, z′, z′′ ∈ Z з z′|S = z′′|S .
Позначимо

ψ : Z → RS , ψ(z) = z|S i Z̃ = ψ(Z).

Згiдно з твердженням 4.3.4, маємо, що w(Z̃) ≤ ℵ. Крiм того, вiдображення
g : X × Z̃ → R,

g(x, ψ(z)) = f(x, z),

є нарiзно неперервним (неперервнiсть g вiдносно першої змiнної випливає
з вiдповiдної властивостi функцiї f , а неперервнiсть g вiдносно другої змiн-
ної – з твердження 4.3.5). Тому асоцiйоване вiдображення ϕ̃ : Z̃ → Cp(X),

ϕ̃(z̃)(x) = g(x, z̃),

неперервне. Тодi, згiдно з твердженням 4.2.16, маємо, що

w(ϕ̃(Z̃)) ≤ w(Z̃) ≤ ℵ.
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Але
ϕ̃(z̃)(x) = g(x, z̃) = f(x, z) = ϕ(z)(x),

де z̃ = ψ(z). Отже,

Y = ϕ(Z) = ϕ̃(Z̃) i w(Y ) ≤ ℵ.

Iмплiкацiя (ii) ⇒ (iii) випливає з того, що кожний компакт Еберлейна
є компактом Валдiвiа.

(iii) ⇒ (i). Мiркуватимемо вiд супротивного. Нехай U = (Ui : i ∈ I) –
точково скiнченна сiм’я непорожнiх функцiонально вiдкритих в X множин
потужностi |I| > ℵ. Згiдно з твердженням 4.3.6 вiдповiдна система

G = {Ui : i ∈ I}

також точково скiнченна i |G| = |I| > ℵ.
Далi мiркуємо подiбно, як при доведеннi твердження 4.2.18. Позначимо

через f0 нульову функцiю на X. Для кожного G ∈ G вiзьмемо неперервну
невiд’ємну функцiю fG : X → R таку, що

G = supp fG

i позначимо
Y = {f} ∪ {fG : G ∈ G}.

Покажемо, що всi точки fG є iзольованими в просторi Y ⊆ Cp(X). За-
уважимо спочатку, що для рiзних множин G функцiї fG також рiзнi, адже
множина G є носiєм функцiї fG. Зафiксуємо G ∈ G i x ∈ G. Розглянемо
базисний окiл

V = {f ∈ Cp(X) : f(x) > 0}
точки fG в просторi Cp(X). Оскiльки

{G ∈ G : fG ∈ V } = {G ∈ G : x ∈ G} = G(x)

i множина G(x) скiнченна, то точка fG iзольована в просторi Y .
Тепер доведемо, що довiльний окiл точки f0 в просторi Y мiстить всi,

крiм скiнченної кiлькостi, точки fG. Зафiксуємо ε > 0, точки x1, . . . xn ∈ X
i розглянемо базисний окiл

V0 = {f ∈ Cp(X) : |f(xk)| < ε, 1 ≤ k ≤ n}

точки f0 в просторi Cp(X). Оскiльки

G0 = {G ∈ G : fG 6∈ V0} ⊆ {G ∈ G : {x1, . . . , xn} ∩G 6= ∅} =
n⋃

k=1

G(xk),
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то система G0 скiнченна, i окiл V0∩Y точки f0 в просторi Y мiстить точки
fG, крiм елементiв скiнченної множини {fG : G ∈ G0}.

Отже, простiр Y є компактифiкацiєю Александрова дискретного про-
стору

Z = {fG : G ∈ G}
i згiдно з твердженням 4.3.3 Y є компактом Еберлейна.

Залишилося зауважити, що |Z| = |G| > ℵ i Z – дискретний пiдпростiр
простору Y . Тому

w(Y ) ≥ |Z| > ℵ,

що дає нам суперечнiсть.

Оскiльки для цiлком регулярних просторiв X умова (i) зi щойно дове-
деної теореми рiвносильна тому, що p(X) ≤ ℵ, а метризовнiсть компакту
Валдiвiа означає злiченнiсть його ваги, то ми одержуємо наступний наслi-
док.

Наслiдок 4.3.8. Нехай X – цiлком регулярний простiр. Тодi наступнi
умови рiвносильнi:

(i) p(X) = ℵ0;

(ii) довiльний компакт Валдiвiа Y ⊆ Cp(X) метризовний.

4.3.3. Точково скiнченна клiтковiсть простору непе-
рервних функцiй на компактi Валдiвiа. У цьому пунктi ми
вивчимо властивостi компактiв Валдiвiа Y з допомогою точково скiнчен-
ної клiтковостi простору Cp(Y ).

Теорема 4.3.9. Нехай Y – компакт Валдiвiа i ℵ – нескiнченний карди-
нал. Тодi наступнi умови рiвносильнi:

(i) w(Y ) ≤ ℵ;

(ii) p(Cp(Y )) ≤ ℵ;

(iii) iснує простiр X ⊆ Cp(Y ) з p(X) ≤ ℵ, який вiдокремлює точки в Y .

Доведення. (i) ⇒ (ii). Нехай w(Y ) ≤ ℵ. Якщо простiр Y скiнченний, то
Cp(Y ) = RY i

d(Cp(Y )) = d(RY ) = ℵ0 ≤ ℵ.

169



Тепер розглянемо випадок нескiнченного простору Y . Вiзьмемо нескiн-
ченну базу B в просторi Y потужностi |B| ≤ ℵ. Для кожного n ∈ N позна-
чимо через An множину всiх наборiв

α = (a1, . . . , an),

якi складаються з рацiональних чисел ak ∈ Q, а через Bn множину всiх
наборiв

β = (B1, . . . , Bn),

котрi складаються з непорожнiх множин Bk ∈ B, замикання яких попарно
не перетинаються. Зрозумiло, що

|An| = |Q|n = ℵ0

i
|Bn| ≤ |Bn| = |B|n ≤ ℵ.

Згiдно з означенням компакта Валдiвiа, простiр Y гаусдорфовий ком-
пактний простiр, зокрема нормальний (див. [16, теорема 3.1.9]). Тому з
класичної леми Урисона [16, теорема 1.5.11] випливає, що для довiльних
n ∈ N, α = (a1, . . . , an) ∈ An i β = (B1, . . . , Bn) ∈ Bn iснує неперервна
функцiя fα,β : Y → R така, що

fα,β(x) = ak

для довiльних 1 ≤ k ≤ n i x ∈ Bk.
Розглянемо множину

C = {fα,β : n ∈ N, α ∈ An, β ∈ Bn}.

Оскiльки множинаQщiльна в R, система B – база простору Y , то множина
C щiльна в просторi RY , зокрема множина C щiльна в просторi Cp(Y ).
Тому

d(Cp(Y )) ≤ |C| ≤
∣∣∣∣∣
⋃

n∈N
An × Bn

∣∣∣∣∣ ≤ ℵ0 × ℵ × ℵ0 = ℵ.

Отже, так чи iнакше, d(Cp(Y )) ≤ ℵ. Тому p(Cp(Y )) ≤ ℵ згiдно з твер-
дженнями 2.3.10 i 2.3.11.

Для доведення iмплiкацiї (ii) ⇒ (iii) достатньо взяти X = Cp(Y ), адже
простiр Y цiлком регулярний.

(iii) ⇒ (i). Нехай X ⊆ Cp(Y ), причому X вiдокремлює точки в Y i
p(X) ≤ ℵ. Зауважимо, що функцiя обчислення f : X × Y → R,

f(x, y) = x(y),
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нарiзно неперервна. Тодi асоцiйоване з f вiдображення ϕ : Y → Cp(X),

ϕ(y)(x) = x(y)

неперервне. Оскiльки X вiдокремлює точки в Y , то неперервне вiдобра-
ження ϕ : Y → ϕ(Y ) мiж компактними просторами Y i ϕ(Y ) бiєктивне, а
тому, згiдно з [16, теорема 3.1.13], ϕ є гомеоморфiзмом. Отже, ϕ(Y ) також
компакт Валдiвiа i, згiдно з теоремою 4.3.7, маємо, що w(Y ) ≤ ℵ.
Зауваження 4.3.10. Зауважимо, що в теоремi 4.3.9 замiнити компакт
Валдiвiа на довiльний компакт не можна. Справдi, для компактного
Y = βN, де βN – компактифiкацiя Стоуна-Чеха простору N з дискретною
топологiєю (див. [16, п. 3.6]), p(Cp(Y )) = ℵ0 [3, доведення теореми 2.11] i
w(Y ) = 2ℵ0 .

Наступний наслiдок характеризує метризовнi компакти Валдiвiа Y в
термiнах точково скiнченної клiтковостi простору Cp(Y ) i, зокрема, дає
позитивну вiдповiдь на питання 4.3.1 з [35], сформульоване для компа-
ктiв Корсона (вiдповiдний результат для компактiв Корсона був також
доведений в [22]).

Наслiдок 4.3.11. Довiльний компакт Валдiвiа Y метризовний тодi i
тiльки тодi, коли p(Cp(Y )) = ℵ0.

4.3.4. Число Суслiна i одна супертопологiчна власти-
вiсть компактiв Еберлейна. Для довiльного топологiчного про-
стору X найменше кардинальне число ℵ ≥ ℵ0, для якого кожна система
вiдкритих в просторi X попарно неперетинних множин має потужнiсть,
яка не перевищує ℵ, називається числом Суслiна простору X i позначає-
ться c(X). Число c(X) називається також клiтковiстю простору X.

Зауважимо, що умова злiченностi ланцюжкiв простору X означає рiв-
нiсть c(X) = ℵ0. Крiм того, оскiльки кожна система попарно непере-
тинних множин точково скiнченна, то з твердження 4.3.6 випливає, що
c(X) ≤ p(X) для довiльного топологiчного простору X.

З допомогою наступного допомiжного твердження ми покажемо, що у
класi берiвських просторiв цi кардинальнi характеристики збiгаються.

Лема 4.3.12. Нехай G – точково скiнченна система непорожнiх вiдкри-
тих пiдмножин берiвського простору X i U ⊆ X – вiдкрита непорожня
множина. Тодi iснують n ∈ N, рiзнi множини G1, . . . Gn ∈ G i вiдкрита
непорожня множина V ⊆ U такi, що

V ⊆
n⋂

k=1

Gk i V ∩G = ∅

для кожної множини G ∈ G \ {G1, . . . , Gn}.
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Доведення. Для кожного x ∈ X позначимо

n(x) = |{G ∈ G : x ∈ G|}

i для кожного n ∈ N позначимо

Fn = {x ∈ X : n(x) ≤ n}.

Оскiльки всi множини G ∈ G вiдкритi, то всi множини Fn замкненi. Крiм
того, точково скiнченнiсть системи G означає, що

X =
∞⋃

n=1

Fn.

Тому з беровостi простору X випливає, що iснують номер m ∈ N i вiдкрита
непорожня множина W ⊆ U такi, що

W ⊆ U ∩ Fm.

Залишилося позначити n = sup{n(x) : x ∈ W} i вибрати рiзнi множини
G1, . . . Gn ∈ G так, що

V = W ∩G1 ∩ · · · ∩Gn 6= ∅.

Тепер перейдемо до встановлення вищезгаданої рiвностi.

Твердження 4.3.13. Для довiльного берiвського простору X виконує-
ться рiвнiсть c(X) = p(X).

Доведення. Нехай U – точково скiнченна система непорожнiх вiдкритих
множин. Використовуючи лему 4.3.12, для кожної множини U ∈ U зна-
йдемо nU ∈ N, рiзнi множини

G(1, U) . . . G(nU , U) ∈ U

i вiдкриту непорожню множину VU ⊆ U такi, що

VU ⊆
nU⋂

k=1

G(k, U) i VU ∩G = ∅

для кожної множини G ∈ U \ {G(1, U), . . . , G(nU , U)}.
Для кожного n ∈ N позначимо

Un = {U ∈ U : nu = n}.
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Зрозумiло, що

U =
∞⋃

n=1

Un.

Крiм того, для кожного n ∈ N сiм’я

Vn = (VU : U ∈ Un)

точково скiнченна, а вiдповiдна їй система

Wn = {VU : U ∈ Un}

складається з попарно неперетинних множин. Тому з допомогою твердже-
ння 4.3.6 отримуємо, що

|Un| = |Vn| ≤ max{ℵ0, |Wn|} ≤ c(X).

Отже,

|U| =
∣∣∣∣∣
∞⋃

n=1

Un

∣∣∣∣∣ ≤ c(X) · ℵ0 = c(X).

Наступне твердження показує, що умова беровостi простору X у щойно
доведеному твердженнi є iстотною.

Твердження 4.3.14. Iснує топологiчний простiр X такий, що
c(X) < p(X).

Доведення. Нехай a ∈ Y = [0, 1][0,1] i X = σ(a). Оскiльки простiр Y сепа-
рабельний (див. [16, теорема 2.3.15]), а, згiдно з твердженням 2.1.3, простiр
X є щiльним пiдпростором простору Y , то

c(X) = c(Y ) = ℵ0.

З iншого боку, сiм’я (Ut : t ∈ [0, 1]) множин

Ut = {x ∈ X : x(t) > 0}

точково скнченна в просторi X, i тому

p(X) ≥ |[0, 1]| > ℵ0.

Для доведення основного результату цього пункту нам потрiбна насту-
пна властивiсть компактiв Еберлейна [47, теорема III.5.8].
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Теорема 4.3.15. Для довiльного компакту Еберлейна X виконується
рiвнiсть c(X) = w(X).

Наступний результат є основним результатом даного пункту i дає су-
пертопологiчну властивiсть компактiв Еберлейна.

Теорема 4.3.16. Для довiльного компакту Еберлейна X виконується
рiвнiсть p(X) = p(Cp(X)).

Доведення. Оскiльки довiльний компактний простiр є берiвським, а ком-
пакт Еберлейна є компактом Валдiвiа, то, згiдно з твердженням 4.3.13,
теоремою 4.3.15 i теоремою 4.3.9, маємо, що

p(X) = c(X) = w(X) = p(Cp(X)).
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4.4

Простори Рудiна

У зв’язку з теоремою Рудiна (теорема 4.2.1) природно виникає наступне
поняття, введене Т.Банахом у роботi [5].

Казатимемо , що топологiчний простiр X є простором Рудiна, якщо для
довiльного топологiчного простору Y кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y → R є функцiєю першого класу Бера.

У даному пiдроздiлi ми викладемо основнi властивостi просторiв Ру-
дiна i з допомогою результатiв про залежнiсть встановимо властивостi
лiнделефових просторiв Рудiна.

4.4.1. Простори Рудiна i вiдображення обчислення.
Для топологiчного простору X вiдображення cX : X × Cp(X) → R,

cX(x, y) = y(x),

називатимемо вiдображенням обчислення.

Твердження 4.4.1. Для довiльного топологiчного простору X вiдобра-
ження обчислення cX нарiзно неперервне.

Доведення. Зауважимо, що для асоцiйованого cX вiдображення
ψ : Cp(X) → Cp(X) маємо, що

ψ(y)(x) = cX(x, y) = y(x)

для довiльних x ∈ X i y ∈ Cp(X), тобто вiдображення ψ тотожне. Зали-
шилося використати твердження 3.1.6.

Множина E у топологiчному просторi X має функцiональний тип Gδ,
якщо E =

⋂
n∈N

Gn, де (Gn)∞n=1 – послiдовнiсть функцiонально вiдкритих в

X множин. Множина X \ E називається функцiонального типу Fσ.
З неперервностi композицiї неперервних вiдображень випливає, що про-

образ при неперервному вiдображеннi функцiонально вiдкритої чи фун-
кцiонально замкненої множини зберiгає свiй тип. Тому аналогiчну вла-
стивiсть мають множини функцiонального типу Gδ чи Fσ. Крiм того, зро-
зумiло, що об’єднання послiдовностi множин функцiонального типу Gδ

є множиною функцiонального типу Gδ, а перетин послiдовностi множин
функцiонального типу Fσ є множиною функцiонального типу Fσ.

Ми будемо використовувати наступну властивiсть функцiй першого
класу Бера (див. [49, теорема 3.8]).
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Теорема 4.4.2. Нехай X – топологiчний простiр i f : X → R – така
функцiя, що для довiльного непорожнього iнтервала (a, b) ⊆ R множина
f−1((a, b)) має функцiональний тип Fσ. Тодi функцiя f першого класу
Бера.

Наступнi характеризацiї просторiв Рудiна одержанi в [5] i [59].

Твердження 4.4.3. Для довiльного топологiчного простору X наступнi
умови рiвносильнi:

(i) X простiр Рудiна;

(ii) cX функцiєю першого класу Бера;

(iii) множина E = {(x, y) : y(x) = 0} має функцiональний тип Gδ в
просторi X × Cp(X).

Доведення. (i) ⇒ (ii). Згiдно з твердженням 4.4.1, функцiя cX нарiзно
неперервна. Тепер оскiльки X простiр Рудiна, то cX функцiя першого
класу Бера.

(ii) ⇒ (i). Нехай Y – топологiчний простiр i f : X × Y → R – нарiзно
неперервна функцiя. Покажемо, що f є функцiєю першого класу Бера.
Зауважимо, що асоцiйоване з f вiдображення ψ : Y → Cp(X),

ψ(y)(x) = f(x, y),

неперервне. Згiдно з (ii), iснує послiдовнiсть (gn)∞n=1 неперервних функцiй
gn : X×Cp(X), яка поточково на X×Cp(X) збiгається до функцiї cX . Для
кожного n ∈ N розглянемо функцiю fn : X × Y → R,

fn(x, y) = gn(x, ψ(y)),

яка є неперервною, як композицiя неперервних вiдображень. Крiм того,
для довiльних x ∈ X i y ∈ Y маємо, що

lim
n→∞

fn(x, y) = lim
n→∞

gn(x, ψ(y)) = cX(x, ψ(y)) = ψ(y)(x) = f(x, y).

Отже, функцiя f першого класу Бера.
(ii) ⇒ (iii). Згiдно з (ii), iснує послiдовнiсть (fn)∞n=1 неперервних фун-

кцiй fn : X ×Y → R, де Y = Cp(X), яка поточково на X ×Y збiгається до
нарiзно неперервної функцiї обчислення f = cX . Для довiльних m,n ∈ N
позначимо

Gmn = f−1
n ((− 1

m , 1
m )) i Emn =

⋃

k≥n

Gmk.
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Оскiльки всi множини Emn функцiонально вiдкритi, то для встановлення
умови (iii) достатньо перевiрити рiвнiсть

E =
⋂

m,n∈N
Emn.

Справдi, якщо x ∈ E, тобто

lim
n→∞

f(x) = 0,

то для довiльних m,n ∈ N iснує k ≥ n таке, що

fk(x) ∈ (− 1
m , 1

m ).

Отже, x ∈ Emn для довiльних m,n ∈ N, отже, x ∈ ⋂
m,n∈N

Emn.

Тепер нехай x ∈ ⋂
m,n∈N

Emn. Тодi для кожного m ∈ N маємо, що

f(x) = lim
k→∞

fk(x) ∈ [− 1
m , 1

m

]
,

звiдки f(x) = 0, тобто x ∈ E.
(iii) ⇒ (ii). Нехай f = cX , a, b ∈ R, a < b i g : R→ R – така неперервна

функцiя, що
g−1(0) = (−∞, a] ∪ [b,+∞).

Зрозумiло, що вiдображення ϕ : Cp(X) → Cp(X),

ϕ(y)(x) = g(y(x)),

i h : X × Cp(X) → X × Cp(X),

h(x, y) = (x, ϕ(y)),

неперервнi. Оскiльки

f−1((−∞, a] ∪ [b,+∞)) = f−1(g−1(0)) = {(x, y) : y(x) ∈ g−1(0)} =

= {(x, y) : g(y(x)) = 0} = {(x, y) : ϕ(y)(x) = 0} =

= {(x, y) : (x, ϕ(y)) ∈ E} = {(x, y) : h(x, y) ∈ E} = h−1(E),

то
f−1((a, b)) = (X × Cp(X)) \ h−1(E)

i множина f−1((a, b)) має функцiональний тип Fσ. Тому, згiдно з теоремою
4.4.2, функцiя f першого класу Бера.
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4.4.2. Умова злiченностi ланцюжкiв простору непе-
рервних функцiй i одноточковi множини в просторах
Рудiна. Спочатку з допомогою леми Шанiна ми доведемо добре вiдо-
му властивiсть просторiв Cp(X).

Твердження 4.4.4. Для довiльного топологiчного простору X простiр
Cp(X) має властивiсть злiченностi ланцюжкiв.

Доведення. Розпочнемо з випадку цiлком регулярного простору X. Вi-
зьмемо довiльну злiченну базу B непорожнiх вiдкритих множин на число-
вiй прямiй R. Ми будемо розглядати базиснi вiдкритi множини в просторi
Cp(X) такого вигляду

U =
n⋂

k=1

{f ∈ Cp(X) : f(xk) ∈ B(U, xk)},

де
A(U) = {x1, . . . , xn} ⊆ X

– множина рiзних точок xk i

(B(U, x1), . . . , B(U, xn)) ∈ Bn.

Зауважимо, що двi базиснi вiдкритi множини U i V в просторi Cp(X)
мають непорожнiй перетин тодi i тiльки тодi, коли

B(U, x) ∩B(V, x) 6= ∅

для кожного x ∈ A(U) ∩ A(V ). Зокрема, базиснi вiдкритi множини U i V
мають непорожнiй перетин, якщо A(U) ∩A(V ) = ∅.

Припустимо, що простiр Cp(X) не має властивостi злiченностi ланцюж-
кiв, тобто iснує незлiченна сiм’я (Ui : i ∈ I), яка складається з непорожнiх
базисних вiдкритих попарно неперетинних множин Ui. Для кожного i ∈ I
позначимо Ai = A(Ui) i, застосувавши до сiм’ї (Ai : i ∈ I) твердження 2.2.7,
знайдемо незлiченну множину J ⊆ I i скiнченну множину A ⊆ X такi, що
Ai ∩ Aj = A для довiльних рiзних iндексiв i, j ∈ J . Оскiльки множини Ui

попарно неперетиннi, то множина A непорожня, тобто n = |A| ∈ N.
Нехай A = {x1, . . . , xn}. Для кожного набору

β = (B1, . . . , Bn) ∈ Bn

позначимо

J(β) =
n⋂

k=1

{i ∈ J : B(Ui, xk) = Bk}.

178



Зрозумiло, що
J =

⋂

β∈Bn

J(β).

Оскiльки множина J незлiченна, а множина Bn злiченна, то iснує набiр
β0 ∈ Bn такий, що множина J(β0) незлiченна. Зокрема, Ui ∩ Uj 6= ∅ для
довiльних рiзних iндексiв i, j ∈ J(β0), що дає нам суперечнiсть.

Тепер розглянемо випадок довiльного топологiчного простору X. Нехай
(fi : i ∈ I) – сiм’я всiх неперервних функцiй fi : X → R. Розглянемо
неперервне вiдображення ϕ : X → RI ,

ϕ(x) = (fi(x))i∈I ,

i позначимо Y = ϕ(X). Зрозумiло, що простiр Y цiлком регулярний. Легко
бачити, що вiдображення ψ : Cp(Y ) → Cp(X),

ψ(g)(x) = g(ϕ(x)),

гомеоморфiзм. Залишилося використати це твердження для цiлком регу-
лярного простору Y .

Ми будемо використовувати наступну властивiсть неперервних фун-
кцiй.

Твердження 4.4.5. Нехай X – топологiчний простiр, Y – топологiчний
простiр з умовою злiченностi ланцюжкiв, f : X × Y → R – неперервна
функцiя, x0 ∈ X i ε > 0. Тодi для кожного n ∈ N iснують послiдовностi
(Unm)∞m=1 вiдкритих околiв точки x0 ∈ X i (Vnm)∞m=1 вiдкритих множин

у просторi Y такi, що множина
∞⋃

m=1
Vnm щiльна в просторi Y i

|fn(x′, y′)− fn(x′′, y′′)| < 1
n

для довiльних m ∈ N, x′, x′′ ∈ Unm i y′, y′′ ∈ Vnm.

Доведення. Розглянемо систему W всiх множин W = U × V таких, що U
є вiдкритим околом точки x0 в просторi X, V є вiдкритою непорожньою
множиною в просторi Y i

|fn(x′, y′)− fn(x′′, y′′)| < 1
n

для довiльних x′, x′′ ∈ U i y′, y′′ ∈ V . Виберемо максимальну сiм’ю
(Wi : i ∈ I), яка складається з попарно неперетинних множин

Wi = Ui × Vi ∈ W.
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Без обмеження загальностi ми можемо вважати, що I ∩ N = ∅. Оскiльки
всi множини Ui є околами точки x0, то сiм’я (Vi : i ∈ I) складається з
попарно неперетинних множин. Тому множина I не бiльш нiж злiченна.
Покажемо, що

Y =
⋃

i∈I

Vi.

Припустимо, що вiдкрита множина G = Y \ ⋃
i∈I Vi непорожня. Тодi

вiзьмемо довiльну точку y ∈ G i, використовуючи неперервнiсть функцiї
f в точцi (x0, y), знайдемо вiдкритий окiл U точки x0 i вiдкритий окiл
V ⊆ G точки y такi, що U × V ∈ W. Тепер маємо, що W ∩ Wi = ∅ для
кожного i ∈ I, що супуречить максимальностi сiм’ї (Wi : i ∈ I). Отже,
множина

⋃
i∈I Vi щiльна в просторi Y .

Залишилося використовуючи не бiльш нiж злiченнiсть множини I ви-
брати послiдовнiсть (Wn)∞n=1 множин Wn = Un × Vn так, що

{Wn : n ∈ N} = {Wi : i ∈ I}.

Наступне твердження уточнює внутрiшню структуру просторiв Рудiна.

Твердження 4.4.6. Нехай X – довiльний цiлком регулярний простiр
Рудiна. Тодi кожна одноточкова множина є Gδ-множиною в X.

Доведення. Нехай (fn)∞n=1 – послiдовнiсть неперервних функцiй
fn : X × Y → R, де Y = Cp(X), яка поточково на X × Y збiгається
до нарiзно неперервної функцiї обчислення f = cX i x0 ∈ X – фiксована
точка. З допомогою твердження 4.4.5 для кожного n ∈ N побудуємо
послiдовностi (Unm)∞m=1 вiдкритих околiв точки x0 ∈ X i (Vnm)∞m=1

вiдкритих множин у просторi Y такi, що множина
∞⋃

m=1
Vnm щiльна в

просторi Y i
|fn(x′, y′)− fn(x′′, y′′)| < 1

n

для довiльних m ∈ N, x′, x′′ ∈ Unm i y′, y′′ ∈ Vnm. Тодi за неперервнiстю
функцiї f маємо, що

|fn(x, y)− fn(x0, y)| ≤ 1
n

для довiльних x ∈
∞⋂

m=1
Unm i y ∈ Y . Отже,

f(x, y) = f(x0, y)
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для довiльних x ∈
∞⋂

n=1

∞⋂
m=1

Unm i y ∈ Y . Оскiльки X цiлком регулярний,
то

{x0} =
∞⋂

n=1

∞⋂
m=1

Unm.

4.4.3. Компактнi i лiнделефовi простори Рудiна. Споча-
тку встановимо властивостi компактних пiдмножин просторiв Рудiна.

Теорема 4.4.7. Довiльний компактний пiдпростiр X цiлком регулярного
простору Рудiна Z метризовний.

Доведення. Позначимо Y = Cp(Z). Вiдображення обчислення cZ є нарiзно
неперервною функцiєю першого класу Бера. Тому функцiя f : X×Y → R,

f(x, y) = cZ(x, y),

також нарiзно неперервна функцiя першого класу Бера. Зауважимо, що
кожна функцiонально дискретна сiм’я функцiонально вiдкритих непоро-
жнiх множин у просторi Y є не бiльш нiж злiченною, адже простiр Y має
властивiсть злiченностi ланцюжкiв. Нехай ψ : X → Cp(Y ) – асоцiйоване з
f вiдображення, тобто

ψ(x)(y) = f(x, y) = cZ(x, y) = y(x).

Зокрема, вiдображення ψ є звуженням канонiчного вкладення
ϕ : Z → Cp(Cp(Z)),

ϕ(z)(y) = y(z),

яке, згiдно iз зауваженням 4.2.5, гомеоморфне вкладення. Оскiльки, згiдно
з теоремою 4.2.17, простiр K = ψ(X) метризовний, то простiр X також
метризовний.

Наступний простий приклад показує, що теорему 4.4.7 не можна уза-
гальнити на випадок лiнделефового простору Рудiна.

Твердження 4.4.8. Iснує неметризовний лiнделефовий простiр Рудiна.

Доведення. Достатньо розглянути довiльний злiченний неметризовний
простiр X, який, зрозумiло, лiнделефовий. Крiм того, X простiр Рудiна.
Справдi, простiр Cp(X) метризовний, як пiдпростiр метризовного просто-
ру RX , i, згiдно з теоремою Рудiна (теорема 4.2.1), нарiзно неперервна
функцiя обчислення cX : X × Cp(X) → R належить до першого класу
Бера. Залишилося використати твердження 4.4.3.
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З iншого боку, теорема 4.4.7 твердить, що кожний компактний пiдпро-
стiр цiлком регулярного простору Рудiна є субметризовним, тобто непе-
рервно бiєктивно вiдображається на деякий метризовний простiр. Тому
природно виникає наступне питання.

Питання 4.4.9. Нехай Z – цiлком регулярний простiр Рудiна i X ⊆ Z –
лiнделефовий пiдпростiр простору Z. Чи можна простiр X з допомогою
неперервної бiєкцiї вiдобразити на сепарабельний метризовний простiр?

Спочатку дослiдимо умову сепарабельностi лiнделефових просторiв Ру-
дiна i доведемо наступний результат про лiнделефовi простори Рудiна,
одержаний у [5, теорема 6.2].

Теорема 4.4.10. Довiльний цiлком регулярний лiнделефовий простiр Ру-
дiна X є сепарабельним.

Доведення. Згiдно з твердженням 4.4.3, множина

E = {(x, y) : y(x) = 0}

має функцiональний тип Gδ в просторi X × Cp(X). Отже, iснує послiдов-
нiсть (Gn)∞n=1 вiдкритих множин у просторi X × Cp(X) така, що

E =
∞⋂

n=1

Gn.

Позначимо через y0 нульову функцiю на просторi X. Зрозумiло, що

X × {y0} ⊆ E.

Тому для кожного n ∈ N i довiльної точки x ∈ X iснують вiдкритий окiл
Un(x) точки x в просторi X i базисний вiдкритий окiл Vn(x) точки y0 в
просторi Cp(X) такi, що

Un(x)× Vn(x) ⊆ Gn.

Зауважимо також, що при цьому для всiх n ∈ N i x ∈ X iснує скiнченна
множина An(x) така, що y ∈ Vn(x) як тiльки y ∈ Cp(X) таке, що y(x) = 0
для кожного x ∈ An(x).

Оскiльки простiр X лiнделефовий, то iснує послiдовнiсть (Xn)∞n=1 не
бiльш нiж злiченних множин Xn ⊆ X така, що

X =
⋃

x∈Xn

Un(x)
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для кожного n ∈ N. Позначимо

A =
∞⋃

n=1

⋃

x∈Xn

An(x).

Зрозумiло, що множина A не бiльш нiж злiченна. Залишилося показати,
що A щiльна в просторi X.

Припустимо, що множина A не є щiльною в цiлком регулярному про-
сторi X. Тодi iснує ненульова неперервна функцiя z ∈ Cp(X) така, що
z(x) = 0 для кожного x ∈ A. Покажемо, що (x, z) ∈ Gn для довiльних
x ∈ X i n ∈ N. Зафiксуємо x ∈ X i n ∈ N. Знайдемо u ∈ Xn таке, що
x ∈ Un(u). Тодi z|An(u) = 0, адже An(u) ⊆ A, а тому z ∈ Vn(u). Отже,

(x, z) ∈ Un(u)× Vn(u) ⊆ Gn.

Таким чином ми одержали, що

X × {z} ⊆
∞⋂

n=1

Gn = E = {(x, y) : y(x) = 0},

а це суперечить тому, що функцiя z ненульова.

Наступний результат, який доводиться з допомогою теореми 4.1.14, є
основним результатом даного пiдроздiлу i дає позитивну вiдповiдь на пи-
тання 4.4.9.

Теорема 4.4.11. Нехай Z – цiлком регулярний простiр Рудiна i X ⊆ Z
– лiнделефова пiдмножина простору Z. Тодi iснують сепарабельний ме-
тризовний простiр H i неперервне бiєктивне вiдображення ϕ : X → H.

Доведення. Без обмежень загальностi ми можемо вважати, що Z ⊆ RS . Як
i у випадку компактного простору X, позначимо Y = Cp(Z) i розглянемо
нарiзно неперервну функцiю g : Z × Y → R, g(z, y) = y(z). Оскiльки Z
простiр Рудiна, то iснує послiдовнiсть неперервних функцiй gn : Z×Y → R
така, що

g(z, y) = lim
n→∞

gn(z, y)

для довiльних (z, y) ∈ Z × Y .
Позначимо

fn = gn|X×Y

для кожного n ∈ N. Згiдно з теоремою 4.1.14, кожна функцiя fn, бу-
дучи неперервною, залежить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно
змiнної x. Тому, згiдно з твердженням 4.2.12, функцiя f також залежить
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вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно змiнної x, тобто iснує не бiльш
нiж злiченна множина T ⊆ S така, що

f(x′y) = f(x′′, y)

для довiльних x′, x′′ ∈ X з x′|T = x′′|T i y ∈ Y .
Розглянемо неперервне вiдображення ϕ : X → RT ,

ϕ(x) = X|T .

Простiр H = ϕ(X) є сепарабельним метризовним простором, як пiдпростiр
сепарабельного метризовного простору RT . Крiм того, вiдображення ϕ
бiєктивне. Справдi, якщо ϕ(x1) = ϕ(x2), то

y(x1) = f(x1, y) = f(x2, y) = y(x2)

для кожної неперервної на просторi Z функцiї y ∈ Cp(Z). Тому x1 = x2,
адже простiр Z цiлком регулярний.
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4.5

Заключнi зауваження до роздiлу 4

Теорема 4.1.1 вперше сформульована А. Тихоновим у 1930 роцi в роботi
[44] i тут ми подали її доведення, викладене в [16].

Основнi результати пiдроздiлу 4.1 теореми 4.1.12 i 4.1.14 отриманi в
роботах [33] i [59] вiдповiдно.

Теорема 4.2.19 на основi теореми Вери (теорема 4.2.3) доведена в статтi
[57], а метод доведення, який викладений у пiдроздiлi 4.2 i базується на
теоремi 4.1.8, був реалiзований в [55].

Як зазначалося на початку пiдроздiлу 4.3, всi основнi результати да-
ного пiдроздiлу одержанi в роботi [33] i ми в цiлому зберегли без змiн їх
доведення у нашому викладi.

Теорема 4.4.10 викладеним тут методом доведена Т.Банахом в роботi
[5], а теорема 4.4.11 на основi теореми 4.1.14 одержана в статтi [59].

Зауважимо також, що у роботах [58], [31], [32] вивчалися питання, схо-
жi до залежностi вiд певної кiлькостi координат неперервних i нарiзно
неперервних функцiй, i була розвинена модифiкована технiка у термiнах
локальної залежностi з точнiстю до ε. Цi працi разом iз статтями [33] i [59]
використовують загальний спосiб мiркувань, який дiстав назву координа-
тного методу i з єдиних позицiй викладений в [55].

185



4.6

Вправи до роздiлу 4

Вправа 4.6.1 (теорема про дiагональне вiдображення). Нехай X – топо-
логiчний простiр, (Ys)s∈S – сiм’я топологiчних просторiв Ys i (fs)s∈S –
сiм’я неперервних вiдображень fs : X → Ys. Доведiть, що вiдображення
f : X → ∏

s∈S

Ys, f(x) = (fs(x))s∈S, неперервне.

Вправа 4.6.2 (теорема Александрова [1]). Нехай X = {0, 1} – зв’язна
двоточка, тобто система {X, ∅, {0}} є топологiєю простору X, ℵ – не-
скiнченний кардинал i S – множина потужностi ℵ. Доведiть, що про-
стiр XS є унiверсальним в класi усiх T0-просторiв топологiчної ваги, яка
не перевищує ℵ.

Вказiвка. Застосуйте мiркування, аналогiчнi, як при доведеннi теореми
3.1.11. Зокрема, розгляньте вiдображення ϕs : Y → X, якi означаються
формулою

ϕs(y) =

{
0, y ∈ Us;
1, y ∈ X \ Us.

Вправа 4.6.3. Нехай X ⊆ RS – компактний простiр, Z – топологiчний
простiр з Gδ-дiагоналлю i f : X → Z – неперервне вiдображення. Дове-
дiть, що f залежить вiд злiченної кiлькостi координат.

Вправа 4.6.4. Нехай X ⊆ RS – сепарабельний простiр i f : X → R – не-
перервна функцiя. Доведiть, що iснує всюди щiльна Gδ-множина A ⊆ X
така, що звуження функцiї f на множину A залежить вiд злiченної
кiлькостi координат.

Вказiвка. Застосуйте мiркування, аналогiчнi, як при доведеннi теореми
4.1.3.

Вправа 4.6.5. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X ⊆ RS – топологi-
чний простiр з d(X) ≤ ℵ, Z – топологiчний простiр з Gδ-дiагоналлю i
f : X → Z – неперервне вiдображення. Доведiть, що iснує всюди щiльна
Gδ-множина A ⊆ X така, що звуження вiдображення f на множину A
залежить вiд ℵ координат.

Вправа 4.6.6. Нехай X ⊆ RS i Y ⊆ RT – сепарабельнi простори i
f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя. Доведiть, що iснують всю-
ди щiльна в просторi X множина A типу Gδ i всюди щiльна в просторi
Y множина B типу Gδ такi, що звуження функцiї f на добуток A×B
залежить вiд злiченної кiлькостi координат.
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Вказiвка. Спочатку з допомогою вправи 4.6.4 знайдiть всюди щiльну в
просторi X множину A типу Gδ таку, що звуження функцiї f на добуток
A×Y залежить вiд злiченної кiлькостi координат вiдносно першої змiнної.
Потiм аналогiчно знайдiть множину B.

Вправа 4.6.7. Наведiть приклад простору X ⊆ RS i неперервної функцiї
f : X → R такi, що функцiя f зосереджена на деякiй множинi T ⊆ S,
але функцiя g : Y → R,

g(x|T ) = f(x),

не є неперервною.

Вказiвка. Розгляньте, наприклад, простiр X = {xs : s ∈ (0, 1]} ⊆
[0, 1][0,1], який складається з точок

xs(t) =

{
s, t ∈ {0, s};
0, t ∈ (0, 1] \ {s}.

Покажiть, що простiр X дискретний i, як наслiдок, кожна функцiя на X є
неперервною. З iншого боку, кожна функцiя на X зосереджена на множинi
T = {0}.
Вправа 4.6.8. Нехай простiр X = {xs : s ∈ [−1, 1]} ⊆ [−1, 1]{0,1,2} скла-
дається з точок

xs(t) =





s, t = 0;
cos(πs), t = 1;
sin(πs), t = 2,

i Y = {xs : s ∈ [−1, 1)}. Доведiть, що

(a) вiдображення f : X → [−1, 1], f(xs) = s, гомеоморфiзм, зокрема, X
є компактом i Y є всюди щiльною множиною в X;

(b) звуження g функцiї f на множину Y зосереджене на множинi
{1, 2}, але функцiя f не зосереджена на множинi {1, 2}.

Вправа 4.6.9. Доведiть, що неперервний образ (слабко) моранового про-
стору також (слабко) морановий.

Вправа 4.6.10. Нехай S – незлiченна множина i X – пiдпростiр про-
стору {0, 1}S, який складається з усiх функцiй x : S → {0, 1} умовою

|supp x| ≤ 1.

(a) Доведiть, що простiр X компактний.
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(b) Побудуйте нарiзно неперервну функцiю f : X × X → R, яка не є
вимiрною за Бером.

Вказiвка. (b). Нехай для кожного s ∈ S елемент xs ∈ X такий, що
supp x = {s}. Розгляньте функцiю f : X2 → R,

f(x, y) =





1, x = y = xs;
0, x = y ≡ 0;
0, x 6= y.

Вправа 4.6.11. Нехай X – добуток сiм’ї (Xs : s ∈ S) сепарабельних
просторiв Xs, Y = [0, 1]T i f : X × Y → R – нарiзно неперервна функцiя.
Доведiть, що f першого класу Бера.

Вказiвка. Застосуйте теорему 3.1.14 i вправу 3.5.5 i зведiть до ви-
падку метризовного компакту Y . Далi застосуйте теорему 4.2.1 або
теорему 4.2.17.

Вправа 4.6.12. Наведiть приклад моранового простору без умови злi-
ченностi ланцюжкiв.

Вказiвка. Розгляньте дискретний простiр.
Сiм’я множин A називається σ-точково скiнченною, якщо її можна

подати у виглядi об’єднання послiдовностi точково скiнченних сiмей An.

Вправа 4.6.13. Нехай X – цiлком регулярний простiр з σ-точково скiн-
ченною базою (Bi : i ∈ I), яка складається з функцiонально вiдкритих
множин. Доведiть, що простiр X можна гомеоморфно вкласти в про-
стiр c0(I).

Вказiвка. Нехай I =
∞⊔

n=1
In i всi сiм’ї (Bi : i ∈ In) точково скiнченнi. Для

кожного i ∈ In виберiть неперервну функцiю ϕi : X → [0, 1
n ] Bi = supp ϕi

i розгляньте вiдображення ϕ : X → RI ,

ϕ(x) = (ϕi(x))i∈I .

Вправа 4.6.14. Доведiть, що довiльний метризовний компакт є компа-
ктом Еберлейна.

Вказiвка. Використайте [16, теорему 4.4.3], вправу 4.6.13 i теорему 4.3.2.

Вправа 4.6.15. Доведiть, що сепарабельний компакт Корсона метри-
зовний.

Вправа 4.6.16. Наведiть приклад сепарабельного компакту Валдiвiа,
який не є метризовним.

188



Вказiвка. Розгляньте тихоновський куб вiдповiдної ваги i застосуйте
теорему Гьюiтта-Марчевського-Пондiцерi [16, теорема 2.3.15].

Вправа 4.6.17. Доведiть, що добуток послiдовностi компактiв Еберлей-
на (Корсона, Валдiвiа) також є компактом Еберлейна (Корсона, Валдi-
вiа).

Вказiвка. Кожний компакт Еберлейна Xn вкладiть гомеоморфно в про-
стiр c0(In) ∩ [− 1

n , 1
n ]In .

Вправа 4.6.18. Нехай S = [0, 1] – незлiченна множина i a ∈ [0, 1]S.
Доведiть, що простiр X = σ(a) є простором з умовою злiченностi лан-
цюжкiв, але не є слабко морановим простором.

Вказiвка. Використайте твердження 4.3.14, теорему 4.3.9 i
теорему 4.2.19.

Вправа 4.6.19. Наведiть приклад компакту Еберлейна X, для якого
c(Cp(X)) < p(Cp(X)).

Вказiвка. Розгляньте дискретний незлiченний простiр S i простiр
X = αS. Далi використайте твердження 4.4.4 i теорему 4.3.16.

Вправа 4.6.20. Доведiть, що неперервний образ простору Рудiна також
є простором Рудiна.

Вправа 4.6.21 ([5]). Доведiть, що для довiльного топологiчного просто-
ру X якщо простiр Cp(X) є простором Рудiна, то простiр X також є
простором Рудiна.

Вказiвка. Використайте твердження 4.4.3.

Вправа 4.6.22. Доведiть, що топологiчний простiр X є простором Ру-
дiна тодi i тiльки тодi, коли множина

F = {(x, y) : y(x) = 1}
є множиною функцiонального типу Gδ в просторi X × Cp(X).

Вказiвка. Застосуйте гомеоморфiзм ϕ : Cp(X) → Cp(X),

ϕ(f)(x) = f(x) = 1,

i використайте твердження 4.4.3.

Вправа 4.6.23. Нехай топологiчний простiр X – простiр Рудiна. Дове-
дiть, що для довiльних a, b ∈ R, a < b, множина

F = {(x, y) : a ≤ y(x) ≤ b}
є множиною функцiонального типу Gδ в просторi X × Cp(X). Чи має
мiсце обернена iмплiкацiя?
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Вказiвка. Нехай ψ : R→ R,

ψ(t) =





t− b, t > b;
0, a ≤ t ≤ b;
t− a, t < a.

Розгляньте неперервне вiдображення ϕ : X × Cp(X) → X × Cp(X),

ϕ(x, y) = (x, ψ ◦ y),

i використайте твердження 4.4.3.

Вправа 4.6.24. Нехай X = Dℵ0 (див. означення 3.3.6). Доведiть, що

(a) простiр X лiнделефовий;

(b) простiр X не є простором Рудiна.

Вказiвка. (b). Використайте твердження 4.4.6 або теорему 4.4.10.

Вправа 4.6.25. Нехай добуток X сiм’ї (Xs)s∈S цiлком регулярних про-
сторiв Xs є простором Рудiна. Доведiть, що iснує не бiльш нiж злiченна
множина T ⊆ S така, що простiр Xs є тривiальним (одноточковим) для
кожного s ∈ S \ T .

Вказiвка. Використайте твердження 4.4.6 або теорему 4.4.7.

Вправа 4.6.26. Нехай X – добуток сiм’ї (Xs)s∈S метризовних просторiв
Xs. Доведiть, що простiр X є простором Рудiна тодi i тiльки тодi,
коли iснує не бiльш нiж злiченна множина T ⊆ S така, що простiр Xs

тривiальний (одноточковий) для кожного s ∈ S \ T .

Вказiвка. Використайте вправу 4.6.25, [16, наслiдок 4.2.4] i
теорему 4.2.1.

Вправа 4.6.27. Нехай X – сепарабельний гаусдлорфовий простiр Рудiна.
Доведiть, що iснує неперервне вiдображення f : X → Y на сепарабельний
метризовний простiр Y таке, що прообраз f−1(y) кожної точки y ∈ Y
є нiде не щiльною множиною в просторi X.

Вказiвка. Використайте твердження 4.4.6 i побудуйте послiдовнiсть не-
перервних функцiй на X, яка вiдокремлює кожну точку злiченної всюди
щiльної множини вiд решти точок. Далi застосуйте теорему про дiагональ-
не вiдображення (вправа 4.6.1).
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ВIДКРИТI ПИТАННЯ

На завершення нашої працi ми сформулюємо деякi вiдкритi питання,
пов’язанi з викладеними результатами i якi виглядають цiлком природни-
ми.

Оскiльки добуток двох злiченно компактних просторiв не обов’язко-
во злiченно компактний (див. [16, приклад 3.10.19]), то з огляду на
теорему 3.2.7 виникає наступне питання.

Питання 1. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X =
∏

s∈S

Xs i Y =
∏

t∈T

Yt,

де (Xs : s ∈ S) i (Yt : t ∈ T ) – сiм’ї цiлком регулярних злiченно компа-
ктних просторiв, i p(X) ≤ ℵ або p(Y ) ≤ ℵ. Чи кожна нарiзно неперервна
функцiя f : X × Y → R залежить вiд ℵ координат?

Залежнiсть вiд певної кiлькостi координат нарiзно неперервних фун-
кцiй трьох i бiльше змiнних дослiджувалася тiльки в роботi [51], де отрима-
нi необхiднi i достатнi умови лише у випадку метризовностi всiх множникiв
(див. п.3.4 i вправи 3.5.11 i 3.5.13). Знову беручи до уваги теорему 3.2.7,
природно поставити наступнi питання, якi ми окремо сформулюємо для
функцiй трьох змiнних, оскiльки для багатьох задач теорiї нарiзно непе-
рервних вiдображень перехiд вiд двох змiнних до трьох змiнних створює
найбiльшi труднощi.

Питання 2. Нехай X, Y i Z – добутки сiмей (Xs : s ∈ S), (Yt : t ∈ T )
i (Zr : r ∈ R) гаусдорфових компактних просторiв Xs, Yt i Zr такi,
що множина S ∪ T ∪R незлiченна. Якi необхiднi i достатнi умови того,
що кожна нарiзно неперервна функцiя f : X × Y × Z → R залежить вiд
злiченної кiлькостi координат?

Питання 3. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X, Y i Z – добутки
сiмей (Xs : s ∈ S), (Yt : t ∈ T ) i (Zr : r ∈ R) гаусдорфових компа-
ктних просторiв Xs, Yt i Zr такi, що множина |S ∪ T ∪R| > ℵ. Якi не-
обхiднi i достатнi умови того, що кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X × Y × Z → R залежить вiд ℵ координат?

Питання 4. Нехай ℵ – нескiнченний кардинал, X1, . . . , Xn – добу-
тки сiмей (X(1)

s : s ∈ S1), ... , (X(n)
s : s ∈ Sn) гаусдорфових компактних

просторiв X
(1)
s , . . . , X

(n)
s такi, що множина |S1 t · · · t Sn| > ℵ. Якi не-

обхiднi i достатнi умови того, що кожна нарiзно неперервна функцiя
f : X1, . . . , Xn → R залежить вiд ℵ координат?

У дослiдженнях берiвської класифiкацiї нарiзно неперервних функцiй
наступне питання залишається вiдкритим.

Питання 5. Чи iснує нарiзно неперервна функцiя f : X × Y → R на
добутку двох топологiчних просторiв X i Y , яка вимiрна за Бером, але
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не є функцiєю першого класу Бера?
У зв’язку з цим природно постають наступнi питання щодо просторiв

Морана i просторiв Рудiна.
Питання 6. Чи iснує слабко морановий простiр, який не є морановим

простором?
Питання 7. Чи iснує топологiчний простiр X, який не є простором

Рудiна, i такий, що для довiльного топологiчного простору Y кожна на-
рiзно неперервна функцiя f : X × Y → R вимiрна за Бером?
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Перелiк умовних позначень i термiнiв

⋃A, ⋂A – п.1.1.1;
ℵ+ – п.2.2.2;
C(X) – п.1.1.2;
c(X) – п.4.3.4;
cof (ℵ) – п.2.2.2;
Cp(X) – п.3.1.1;
Cu(X) – п.4.1.3;
cX – п.4.4.1;
c0(T ) – п.4.3.1;
d(X) – п.2.3.4;
Dℵ – п.3.3.2;
(Iℵ), (IIℵ), (IIIℵ) – п.2.3.4;
int (A) – п.2.4.1;
l(X) – п.4.1.2;
ps – п.1.1.3;
p(X) – п.2.3.3;
Pℵ – п.2.3.4;
P (φ,ℵ) – п.2.3.2;
P (φ,ℵ,B) – п.2.3.2;
Qℵ – п.3.3.2;
R(A) – п.1.3.2;
R(U) – п.1.1.3, п.2.1.3;
RX – п.1.1.2;
supp f – п.2.3.4;
U |B – п.2.1.3, п.2.3.4;
w(X) – п.4.1.1;
Y S – п.1.1.3;
α X – п.4.3.1;∏
s∈S

Xs – п.1.1.3;

σ(a) – п.1.2.1;
2X – п.1.1.2;
(C.C.C)-властивiсть – п.4.2.1;
(D.C.C.C)-властивiсть – п.4.2.1;
Gδ-множина – п.1.5;
s-та проекцiя – п.1.1.3;
σ-добуток – п.1.2.1;
σ-компактний простiр – п.1.5;
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σ-точково скiнченна сiм’я – п.4.6;
ℵ-компактний простiр – п.2.3.4;
ℵ-сiм’я – п.2.3.1;
ℵ-точкова сiм’я – п.2.3.3;
асоцiйоване вiдображення – п.3.1.1;
базисна вiдкрита множина – п.1.1.2, п.2.1.3;
вага топологiчного простору – п.4.1.1;
вiдображення α-го класу Бера – п.4.2.1;
вiдображення вимiрне за Бером – п.4.2.1;
вiдображення залежить вiд ℵ кординат – п.2.4.1, п.4.1.2;
вiдображення залежить вiд ℵ кординат вiдносно першої (другої) змiнної
– п.3.1.1, п.4.1.2;
вiдображення залежить вiд ℵ кординат в точцi – п.2.6;
вiдображення залежить вiд злiченної кiлькостi координат – п.1.3.3, п.2.1.2,
п.4.1.2;
вiдображення зосереджене на множинi – п.1.3.3, п.2.1.2, п.4.1.2;
вiдображення зосереджене на множинi в точцi – п.2.6;
вiдображення зосереджене на множинi вiдносно першої (другої) змiнної –
п.3.1.1, п.4.1.2;
вiдображення обчислення – п.4.4.1;
вiдображення першого класу Бера – п.4.2.1;
вiдкрите покриття – п.1.1.1;
властивiсть ℵ-перетину – п.2.3.1;
властивiсть (K) – п.2.6;
властивiсть злiченностi ланцюжкiв – п.2.6, п.4.2.1;
властивiсть злiченностi дискретних ланцюжкiв – п.4.2.1;
властивiсть скiнченного перетину – п.1.1.1;
гомеоморфiзм – п.3.1.4;
гомеоморфне вкладення – п.4.1.1;
дискретна система множин – п.4.2.1;
злiченно компактний простiр – п.1.2.2;
калiбр топологiчного простору – п.2.3.3;
канонiчне вкладення – п.4.2.2;
кiльце функцiй – п.1.2.1;
компакт Валдiвiа – п.4.3.1;
компакт Еберлейна – п.4.3.1;
компакт Корсона – п.4.3.1;
компактифiкацiя Александрова – п.4.3.1;
компактний простiр – п.1.1.1;
конфiнальнiсть кардинала – п.2.2.2;
лiнделефовий простiр – п.1.5. п.4.1.2;
лiнiйно впорядкована множина – п.2.2.1;
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локальна псевдовага топологiчного простору – п.2.6;
локально скiнченна сiм’я – п.2.3.3;
максимальна система – п.1.1.2;
максимальний елемент системи – п.1.1.2;
максимальний елемент в частково впорядкованiй множинi – п.2.2.1;
мiнiмальне кiльце – п.1.3.2;
множина функцiй вiдокремлює точки – п.1.2.1;
множина функцiонального типу Fσ – п.4.4.1;
множина функцiонального типу Gδ – п.4.4.1;
множини в добутку вiдокремлюються по множинi координат – п.2.6;
морановий простiр – п.4.2.1;
найменша множина, на якiй зосереджене вiдображення – п.2.1.4;
найменша множина, на якiй зосереджене вiдображення вiдносно першої
(другої) змiнної – п.3.1.1;
насичена властивiсть сiмей – п.2.3.1;
нетривiальний простiр – п.2.4.2;
носiй функцiї – п.2.3.4;
обмежена зверху пiдмножина частково впорядкованої множини – п.2.2.1;
псевдо-ℵ-компактний простiр – п.2.3.3;
порядок включення – п.2.2.1;
потужнiсть сiм’ї – п.2.3.1;
простiр з Gδ-дiагоналлю – п.1.5;
простiр з Gδ-дiагоналлю – п.2.4.1;
простiр з другою аксiомою злiченностi – п.2.1.3;
простiр Рудiна – п.4.4;
регулярний кардинал – п.2.2.2;
сепарабельний простiр – п.2.3.4;
сингулярний кардинал – п.2.2.2;
система впорядкована за включенням – п.2.2.1;
система замкнена вiдносно об’єднання ланцюжкiв – п.2.2.1;
слабко морановий простiр – п.4.2.1;
стандартна база в добутку – п.1.1.2;
субметризовний простiр – п.4.4.3;
тихоновський куб – п.4.1.1;
топологiчний добуток – п.1.1.2;
топологiя добутку – п.1.1.2;
точка дотику сiм’ї – п.2.3.1;
точка накопичення сiм’ї множин – п.2.3.1;
точка накопичення сiм’ї точок – п.3.2.3;
точково злiченна сiм’я множин – п.2.1.1;
точково скiнченна клiтковiсть топологiчного простору – п.2.3.3;
точково скiнченна сiм’я – п.2.3.3;
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узгодженi сiм’ї множин – п.3.3.3;
унiверсальний топологiчний простiр – п.4.1.1;
фактор-топологiя – п.2.6;
функцiонально дискретна сiм’я множин – п.4.1.3;
функцiя залежить вiд злiченної кiлькостi координат – п.1.3.1;
функцiя зосереджена на множинi – п.1.3.1;
функцiя першого класу Бера – п.3.5;
цiлком впорядкована множина – п.2.2.1;
частково впорядкована множина – п.2.2.1;
число Лiнделефа топологiчного простору – п.4.1.2;
число Суслiна топологiчного простору – п.4.3.4;
щiльнiсть топологiчного простору – п.2.3.4.
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