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Передмова
Пiдготовка висококвалiфiкованих спецiалiстiв-математи-

кiв вимагає знань фундаментальних роздiлiв математики.
Одним з основних є курс ”Крайовi задачi для параболiчних
рiвнянь другого порядку”, iдеї та методи якого складають
основу для параболiчних диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних. Даний курс базується на нормативних курсах
з диференцiальних рiвнянь та рiвнянь математичної фiзики.

Основу посiбника склали курси лекцiй та семiнарських
занять, що читаються авторами у Чернiвецькому нацiональ-
ному унiверситетi.

Автори намагалися викласти матерiал в доступнiй фор-
мi, базуючись на навчальних програмах дисциплiн спецiалi-
зацiї кафедри. Проте, даний посiбник може бути корисним
не тiльки для студентiв, але й для всiх, хто самостiйно до-
слiджує крайовi задачi для рiвнянь з частинними похiдними,
та задачi оптимального керування системами, що описуються
крайовими задачами для рiвнянь з частинними похiдними.

Посiбник подiлений на роздiли i параграфи. Перший
роздiл присвячений вивченню крайових задач та задачi Ко-
шi для параболiчного рiвняння другого порядку. За допомо-
гою побудованого фундаментального розв’язку параболiчно-
го рiвняння обгрунтовано рiвняння стрибка потенцiала про-
стого шару. Це дало змогу звести дослiдження крайових за-
дач до iнтегральних рiвнянь. Зображення розв’язкiв крайо-
вих задач отримується з використанням функцiї Грiна.

Дослiдження багатоточкових за часовою змiнною край-
ових задач для параболiчних рiвнянь приведено у другому
роздiлi. За допомогою фундаментального розв’язку та функ-
цiй Грiна крайових задач, встановлено iнтегральне зображен-
ня розв’язкiв нелокальних за часовою змiнною задач для па-
раболiчних рiвнянь другого порядку. Одержанi результати
використано для дослiдження задач оптимального керування
системами, що описуються багатоточковими за часом крайо-
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вими задачами. Критерiї якостi задаються у виглядi суми по-
верхневих та об’ємних iнтегралiв. Розглянуто випадки внут-
рiшнього та фiнального обмеженого керування. Крiм того,
дослiджено односторонню багатоточкову за часом крайову
задачу для рiвномiрно параболiчних рiвнянь другого поряд-
ку.

Третiй роздiл присвячено дослiдженню крайових задач
для параболiчних рiвнянь другого порядку з iнтегральною
умовою за часовою змiнною. За допомогою принципу макси-
муму, теорiї потенцiалiв дослiджено задачу Дiрiхле, задачу з
косою похiдною та односторонню крайову задачу з iнтеграль-
ною умовою за часовою змiнною для параболiчного рiвнян-
ня другого порядку. Одержаний результат використано для
дослiдження задачi оптимального керування системою, що
описується крайовою задачею з внутрiшнiм стартовим та ме-
жовим керуванням i iнтегро-диференцiальною умовою за ча-
совою змiнною.

Крайовим задачам з iмпульсною дiєю для параболiчних
рiвнянь присвячено четвертий роздiл. За допомогою принци-
па максимума, апрiорних оцiнок та теорiї потенцiалiв вста-
новлено єдинiсть, iснування та оцiнки похiдних крайових за-
дач з iмпульсною дiєю за часовою змiнною для параболiчних
рiвнянь другого порядку.

У п’ятому роздiлi дослiджено задачу керування темпера-
турним режимом при обмеженнi на перепад температур.
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Вступ
Нехай Q = {(x, t) : x ∈ Rn, t > 0}, а C2,1

x,t (Q) ∩ C(Rn ×
[0, T ]) - клас функцiй, двiчi неперервно диференцiйовних за
x та неперервно диференцiйовних за t в Q, неперервних i на
гiперплощинi t = 0.

Постановка задачi Кошi. Знайти розв’язок u(x, t) рiв-
няння

ut = a24u+ f(x, t). (1)

який належить C2,1
x,t (Q) ∩ C(Rn × [0, T ]), обмежений i задо-

вольняє початкову умову

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Rn. (2)

Принцип максимуму для розв’язкiв рiвняння теп-
лопровiдностi. Нехай D ⊂ Rn(n ≥ 1) – довiльна обмеже-
на область n-вимiрного простору з межею ∂D. У цилiндрi
QT = D × (0, T ) з нижньою основою Q0 = D× ×{t = 0} та
бiчною поверхнею ∂QT = ∂D × [0, T ] розглянемо розв’язок
однорiдного рiвняння теплопровiдностi

ut = a2∆u.

Правильна теорема.
Теорема 1. Довiльна функцiя u = u(t, x) ∈ C2,1(QT ) ∩

C(QT ), що задовольняє в QT однорiдне рiвняння теплопро-
вiдностi, свого максимального та мiнiмального значення в
цилiндрi QT досягає або на його нижнiй основi, або на бiчнiй
паверхнi ∂QT .

1. Єдинiсть розв’язку.Нехай u1, u2 два розв’язки задачi
(1), (2). З умови обмеженостi розв’зку випливає iснування
такого M > 0, що |ui(x, t)| < M , i ∈ {1, 2} для (x, t) ∈ Q. Тодi
u = u1 − u2 буде розв’язком задачi

ut = a2∆u, (x, t) ∈ Q, u|t=0 = 0 (3)

i |u(x, t)| ≤ 2M , (x, t) ∈ Q.
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Розглянемо область QR = {(x, t) : |x| < R, t ∈ [0, T ]}, а в
нiй функцiю

v(x, t) =
4M

R2
(
|x|2

2
+ a2nt).

Функцiя v(x, t) задовольняє в областi QR рiвняння

vt = a24v, (4)

i, крiм того, v(x, 0) = 2M |x|2
R2 > 0 = u(x, 0).

v||x|=R = 2M +
4M

R2
a2nt > 2M ≥ 0

Нехай ΓR = {(x, t) : (|x| = R, t ∈ [0, T ]) ∪ (|x| ≤ R, t = 0)}.
Функцiя v(x, t) − u(x, t) задовольняє рiвняння (4) i [v(x, t) −
u(x, t)]|ΓR ≥ 0. Тодi за теоремою 1 v(x, t)− u(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈
QR.

Функцiя v(x, t) + u(x, t) теж задовольняє рiвняння (4) i
умову [v(x, t) + u(x, t)]|ΓR ≥ 0. Згiдно з теоремою 1 маємо
v(x, t) + u(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ QR. Отже, −v(x, t) ≤ u(x, t) ≤
v(x, t), або

|u(x, t)| ≤ v(x, t) =
4M

R2
(
|x|2

2
+ a2nt).

Переходячи до границi при R −→ ∞, одержимо, що
u(x, t) = 0 для довiльно вибраної точки (x, t) ∈ Q.

2. Iснування розв’язку задачi Кошi (n = 1).
Розв’язок задачi Кошi можна знаходити iнодi методом вiдо-
кремлення змiнних.

Розглянемо задачу: знайти обмежену функцiю u(x, t),
визначену в областi −∞ < x < ∞, t ≥ 0, яка задовольняє
рiвняння

ut = a2uxx, −∞ < x <∞, t > 0 (5)

i початкову умову

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x <∞. (6)
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Шукаємо обмежений ненульовий розв’язок рiвняння (5) у
виглядi

u(x, t) = X(x)T (t). (7)

Пiдставивши (7) у (5), одержимо

X
′′
(x)

X(x)
=

T
′
(t)

a2T (t)
= −λ2,

де λ2 - параметр роздiлення. Звiдси

T
′
(t) = −a2λ2T (t), (8)

X
′′
(x) + λ2X(x) = 0. (9)

Загальний розв’язок рiвняння (5) має вигляд

uλ(x, t) = A(λ)e−a
2λ2t±iλx. (10)

Оскiльки λ - довiльне число, −∞ < λ < ∞, то в (10)
вiзьмемо знак "плюс"i утворимо функцiю

u(x, t) =

∞∫
−∞

A(λ)e−a
2λ2t+iλxdλ. (11)

Функцiя (11) задовольняє рiвняння (5) як суперпозицiя
частинних розв’зкiв цього рiвняння. Задовольняючи почат-
кову умову (6), маємо

ϕ(x) =

∞∫
−∞

A(λ)eiλxdx. (12)

Скориставшись формулою оберненого перетворення iнтегра-
ла Фур’є, одержимо

A(λ) =
1

2π

∞∫
−∞

ϕ(ξ)e−iλξdξ. (13)
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Пiдставляючи (13) в (11) i змiнюючи порядок iнтегрування,
одержимо

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

(

∞∫
−∞

e−a
2λ2t+iλ(x−ξ)dλ)ϕ(ξ)dξ. (14)

Внутрiшнiй iнтеграл в (14) рiвний

1

2π

∞∫
−∞

e−a
2λ2t+iλ(x−ξ)dλ =

1

2π

∞∫
−∞

e
−(aλ

√
t− i(x−ξ)

2a
√
t

)2

dλ
e−

(x−ξ)2

4a2t

a
√
t

=

=
1

2
√
πa2t

e−
(x−ξ)2

4a2t . (15)

Пiдставляючи (15) у (14), маємо iнтегральне зображення
шуканого розв’язку

u(x, t) =

∞∫
−∞

G(x, ξ; t)ϕ(ξ)dξ, (16)

де

G(x, ξ; t) =
1

2
√
πa2t

e−
(x−ξ)2

4a2t . (17)

Функцiю G(x, ξ; t), визначену формулою (17), часто нази-
вають фундаментальним розв’язком рiвняння теплопровiд-
ностi.

Нехай функцiя ϕ(x) неперервна x ∈ (−∞,∞) i обмежена,
|ϕ(x)| ≤ M , M < ∞. Покажемо, що формула (16) визначає
класичний обмежений розв’язок задачi Кошi (5), (6).

Нехай t > 0. В iнтегралi (16) зробимо замiну змiнної

z =
x− ξ√

4a2t
, ξ = x+ 2a

√
tz, dξ = 2a

√
tdz. (18)
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Тодi

u(x, t) =

∞∫
−∞

ϕ(x+ 2a
√
tz)

1√
π
e−z

2
dz,

що дає змогу одержати оцiнку

|u(x, t)| ≤Mπ−1/2

∞∫
−∞

e−z
2
dz = M.

Отже, iнтеграл у формулi (16) збiгається та обмежений.
Покажемо, що iснує неперервна в областi x ∈ (−∞,∞),
t ∈ (0, T ] похiдна ut. Для цього розглянемо iнтеграл, який
вiдповiдає цiй похiднiй:

ut = − 1

2t
√
πa2t

∞∫
−∞

ϕ(ξ)e−
(x−ξ)2

4a2t dξ+

+
1

4a2t2
√
πa2t

∞∫
−∞

ϕ(ξ)(x− ξ)2e−
(x−ξ)2

4a2t dξ.

Проводячи в iнтегралi замiну змiнної (18), одержимо оцiнку

|ut| ≤
M

2t
√
π

∞∫
−∞

e−z
2
dz +

M

t
√
π

∞∫
−∞

z2e−z
2
dz ≤ C1

t
.

Отже, похiдна ut неперервна в областi x ∈ (−∞,∞),
t ∈ (0, T ]. Неперервнiсть похiдних ux, uxx у тiй самiй областi
встановлюється аналогiчно.

Нехай тепер t ∈ [0, T ]. У цьому випадку потрiбно перевiри-
ти, що u(x, t), визначена формулою (16), є обмеженою, непе-
рервною в областi x ∈ (−∞,∞), t ∈ [0, T ] i задовольняє умову
(6).
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Оскiльки
∞∫
−∞

G(x, ξ; t)dξ = 1 при t > 0, то

lim
t−→0

u(x, t) = lim
t−→0

∞∫
−∞

G(x, ξ; t)[ϕ(ξ)− ϕ(x)]dξ + ϕ(x) =

=
1√
π

lim
t−→0

∞∫
−∞

e−z
2
[ϕ(x+ 2a

√
tz)− ϕ(x)]dz + ϕ(x) = ϕ(x).

3. Задача Кошi для рiвняння теплопровiдностi
(n ≥ 1).

Для однорiдного рiвняння теплопровiдностi

ut = a2∆u, (x, t) ∈ Π = Rn × (0, T ), n ≥ 1 (19)

задача Кошi ставиться так: знайти функцiю u(x, t) ∈ C2(t >
0) ∩ C(t ≥ 0), яка задовольняє рiвняння (19) при t > 0 та
початкову умову при t = +0:

u|t=+0 = ϕ(x), ϕ(x) ∈ C(Rn). (20)

Розв’язок задачi Кошi (19), (20) будемо шукати за допомо-
гою iнтегрального перетворення Фур’є. Для довiльної функ-
цiї f(x) ∈ L1(Rn) визначимо її перетворення Фур’є F (y) за
формулою

F (y) =

∫
Rn

f(x)e−i(x,y)dx, (21)

де (x, y) =

n∑
k=1

xkyk.

Вiдомо [10], що оригiнал f(x) за своїм перетворенням
Фур’є знаходиться за формулою

f(x) = (2π)−n
∫
Rn

F (y)ei(x,y)dy. (22)
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Позначимо через v(y, t) перетворення Фур’є шуканої невi-
домої функцiї u(x, t):

v(y, t) =

∫
Rn

u(x, t)e−i(x,y)dx.

Застосуємо перетворення Фур’є до рiвняння (19):

vt(y, t) + a2|y|2v(y, t) = 0, |y|2 =
n∑
k=1

y2
k. (23)

Дiючи перетворенням Фур’є на початкову умову (20) i по-
значаючи через g(y) перетворення Фур’є функцiї ϕ(x), отри-
муємо

v(y, 0) = g(y). (24)

Розв’язок задачi (23), (24) має вигляд

v(y, t) = g(y)e−a
2|y|2t. (25)

Для знаходження розв’язку задачi (19), (20) застосуємо
формулу оберненого перетворення Фур’є

u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

g(y)e−a
2|y|2t+i(x,y)dy. (26)

У формулi (26) замiнимо g(y) ї ї явним виглядом за фор-
мулою типу (21). Маємо

u(x, t) =
1

(2π)n

∫
Rn

ϕ(z)dz

∫
Rn

e−a
2|y|2t+i(x−z,y)dy. (27)

Застосовуючи формулу Ейлера, маємо∫
Rn

e−a
2|y|2t+i(x−z,y)dy =

n∏
k=1

∞∫
−∞

e−a
2y2
kt(cos(xk − zk)yk+
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+i sin(xk − zk)yk)dyk =
n∏
k=1

∞∫
−∞

e−a
2y2
kt cos(xk − zk)ykdyk. (28)

Позначимо

I(z) =

∞∫
0

e−β
2x2

cos zxdx. (29)

Знайшовши з (29) похiдну I ′(z) i iнтегруючи частинами, от-
римуємо рiвняння

I ′(z) +
z

2β2
I(z) = 0,

розв’язок якого визначається формулою

I(z) = C exp
(
− z2

4β2

)
.

Сталу C знаходимо, поклавши z = 0:

C = I(0) =

∞∫
0

e−β
2x2
dx =

√
π

2β
.

Остаточно маємо
∞∫

0

e−β
2x2

cos zxdx =

√
π

2β
exp

(
− z2

4β2

)
. (30)

Враховуючи (30) i (28), зводимо (27) до вигляду

u(x, t) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

ϕ(y) exp
(
− |x− y|

2

4a2t

)
dy. (31)

Формулу (31) називають формулою Пуассона.
Якщо ϕ(x) неперервна в Rn i обмежена, |ϕ(x)| < M <∞,

то формула (31) визначає класичний обмежений розв’язок
задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi.
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Для цього потрiбно перевiрити, що:
1) iнтеграл у формулi (31) є збiжним при (x, t) ∈ Rn ×

[0, T ];
2) функцiя, визначена формулою (31), обмежена в Rn ×

[0, T ] i належить до класу C2,1(Rn × [0, T ]) ∩ C(Rn × [0, T ]);
3) вона задовольняє рiвняння (19);
4) функцiя (31) задовольняє початкову умову (20).
Розглянемо спочатку випадок t > 0. В iнтегралi (31) зро-

бимо замiну змiнних zk = yk−xk
2a
√
t
, k ∈ {1, ..., n}. Звiдси маємо

dy = (2a
√
t)ndz. Тодi

u(x, t) = π−n/2
∫
Rn

ϕ(x+ 2az
√
t)e−|z|

2
dz, (32)

що дає змогу одержати таку оцiнку

|u(x, t)| ≤Mπ−n/2
∫
Rn

e−|z|
2
dz = M.

Отже, збiжнiсть та обмеженiсть iнтеграла з формули (31)
при (x, t) ∈ Rn × [0, T ] доведено. Покажемо, що iснує непере-
рвна в областi Rn × [0, T ] похiдна ut. Для цього розглянемо
iнтеграл, який вiдповiдає цiй похiднiй:

I = − n

2t(2a
√
πt)n

∫
Rn

ϕ(y) exp−|x− y|
2

4a2t
dy+

+
1

4a2t2(2a
√
πt)n

∫
Rn

ϕ(y)|x− y|2 exp−|x− y|
2

4a2t
dy.

Проводячи в iнтегралах замiну змiнних zk = yk−xk
2a
√
t
, k ∈

{1, ..., n}, одержимо оцiнку

|I| ≤ Mn

2tπn/2

∫
Rn

e−|z|
2
dz +

M

tπn/2

∫
Rn

|z|2e−|z|2dz ≤ C1

t
,

17



з вiдомою сталою C1 > 0. Отже, iнтеграл I рiвномiрно збiж-
ний при x ∈ Rn, t ∈ [t0, T ], для довiльного t0 такого, що
0 < t0 < T . З властивостей невласних iнтегралiв випливає,
що ut можна обчислювати, диференцiюючи формулу (31) пiд
знаком iнтеграла. Неперервнiсть похiдних uxi , uxixi встанов-
люється аналогiчно. Безпосередньою пiдстановкою (31) в рiв-
няння (19) переконуємось в тому, що u(x, t) є розв’язком.

Нехай t ∈ [0, T ]. Перевiримо, що u(x, t), визначена форму-
лою (31), задовольняє умову (20) i є обмеженою та неперерв-
ною в областi Rn× [0, T ]. Всi цi умови будуть задовольнятись,
якщо для довiльної точки x0 ∈ Rn iснує границя

lim
(x,t)−→(x0,+0)

u(x, t) = ϕ(x(0)). (33)

Спiввiдношення (33) виконується, якщо ∀ε > 0 ∃δ > 0
таке, що при |x− x0| < δ, 0 < t < δ виконується нерiвнiсть

|u(x, t)− ϕ(x0)| < ε, (34)

Зважаючи на неперервнiсть функцiї ϕ(x) i те, що

|u(x, t)− ϕ(x0)| ≤ |u(x, t)− ϕ(x)|+ |ϕ(x)− ϕ(x0)|,

замiсть (34) досить довести нерiвнiсть

|u(x, t)− ϕ(x)| < ε. (35)

Отже, задамо довiльне ε > 0. За допомогою рiвностi

π−n/2
∫
Rn

e−|z|
2
dz = 1 (36)

подамо функцiю ϕ(x) у виглядi

ϕ(x) = π−n/2
∫
Rn

ϕ(x)e−|z|
2
dz.
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Узявши функцiю u(x, t) у виглядi (31), розглянемо рiзни-
цю

4 =
∣∣∣π−n/2 ∫

Rn

ϕ(x+ 2az
√
t)e−|z|

2
dz − π−n/2

∫
Rn

ϕ(x)e−|z|
2
dz
∣∣∣ ≤

≤ π−n/2
∫
|z|<R

|ϕ(x+ 2az
√
t)− ϕ(x)|e−|z|2dz+

+π−n/2
∫
|z|>R

|ϕ(x+2az
√
t)|e−|z|2dz+π−n/2

∫
|z|>R

|ϕ(x)|e−|z|2dz =

= I1 + I2 + I3.

Iз збiжностi iнтеграла з формули (36) випливає iснування
деякого числа R > 0, такого, що

π−n/2
∫
|z|>R

e−|z|
2
dz <

ε

3M
. (37)

Враховуючи (37), маємо

I2 + I3 ≤ 2M
ε

3M
=

2ε

3
.

Оскiльки функцiя ϕ(x)– неперервна, то для заданого ε >
0 можна вказати таке δ1 > 0, що при |x − y| < δ1 матимемо
|ϕ(x)−ϕ(y)| < ε

3 . Тодi за умови 2aR
√
t < δ1, або 0 < t < δ2, де

δ2 виражається через δ1, пiдiнтегральну функцiю в I1 оцiнимо
так: |ϕ(x + 2az

√
t) − ϕ(x)| < ε

3 . Отже, при 0 < t < δ2 отри-
маємо 4 < ε. Це означає, що нерiвнiсть (35) справджується
i перевiрка властивостей функцiй u(x, t) завершена.

Формулi (31) можна надати iншого вигляду, якщо ввести
позначення

Γ(x, t, ξ, τ) =
1

(2a
√
π(t− τ))n

exp(− |x− ξ|
2

4a2(t− τ)
).
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Тодi формула (31) набуде вигляду

u(x, t) =

∫
Rn

Γ(x, t, ξ, 0)ϕ(ξ)dξ. (38)

Функцiя Γ(x, t, y, τ) називається фундаментальним
розв’язком рiвняння теплопровiдностi.

Розглянемо задачу Кошi для неоднорiдного рiвняння теп-
лопровiдностi

ut = a2∆u+ f(x, t), (x, t) ∈ Π. (39)

У випадку однорiдної початкової умови

u(x, 0) = 0, x ∈ Rn (40)

розв’язок задачi (39), (40) знаходимо за формулою

u(x, t) =

t∫
0

ω(x, t, τ)dτ, (41)

де функцiя ω(x, t, τ) – розв’язок задачi Кошi для однорiдного
рiвняння теплопровiдностi:

ωt = a2∆ω, ω|t=τ = f(x, τ). (42)

Розв’язок задачi (42) знаходимо за формулою Пуассона
(31):

ω(x, t, τ) =
1

(2a
√
π(t− τ))n

∫
Rn

f(y, τ) exp
(
− |x− y|2

4a2(t− τ)

)
dy.

Звiдси i з (41) отримуємо розв’язок задачi (39), (40):

u(x, t) =
1

(2a
√
π)n

t∫
0

dτ

∫
Rn

(t− τ)−
n
2 f(y, τ)×
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× exp
(
− |x− y|2

4a2(t− τ)

)
dy. (43)

З використанням позначення фундаментального
розв’язку рiвняння теплопровiдностi формула (43) набуває
вигляду

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Γ(x, t, y, τ)f(y, τ)dτ. (44)

Зауваження 1. Розв’язок задачi Кошi можна знаходити
за формулою Пуассона, але iнодi зручнiше застосувати метод
роздiлення змiнних.

Приклад 1. Розв’язати задачу Кошi

ut = uxx + e−t cosx, u|t=0 = cosx.

Розв’язання. Розв’язок шукаємо у виглядi

u(t, x) = v(t) cosx, (45)

де v(t) – невiдома функцiя. Пiдставимо вираз для u(t, x) у
рiвняння i початкову умову, в результатi чого одержимо за-
дачу Кошi для звичайного неоднорiдного диференцiального
рiвняння:

v′(t) + v(t) = e−t, v(0) = 1.

Розв’язок шукаємо у виглядi v(t) = vз.о + vч.н, де vз.о
задовольняє рiвняння v′(t) = −v(t), звiдки v(t) = Ce−t.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi
vч.н = C(t)e−t. Маємо

C ′(t)e−t = e−t ⇒ C ′(t) = 1⇒ C(t) = t+ C1.

Отже, v(t) = C1e
−t + te−t. Задовольняємо початкову умову:

v(0) = C1 = 1. Тодi v(t) = (1 + t)e−t. Пiдставимо v(t) в (45) i
остаточно одержимо розв’язок задачi Кошi у виглядi

u(t, x) = (1 + t)e−t cosx.
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Приклад 2. Розв’язати задачу Кошi

ut = ∆u+ sin t · sinx · sin y; u|t=0 = 1.

Розв’язання. Розв’язок задачi Кошi шукаємо у виглядi

u(t, x, y) = v(t) sinx sin y + 1, (46)

де v(t) – невiдома функцiя. Пiдставимо функцiю (46) у рiв-
няння i врахуємо, що ∆(sinx·sin y) = −2 sinx sin y. Одержимо
задачу:

v′(t) + 2v(t) = sin t, (47)

v|t=0 = 0. (48)

Як i в попередньому прикладi, розв’язок v(t) шукатимемо
у виглядi v(t) = vз.о + vч.н, де vз.о – розв’язок однорiд-
ного рiвняння v′(t) + 2v(t) = 0 ⇒ vз.о(t) = Ce−2t. Ча-
стинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi
vч.н = a sin t+ b cos t.

Для визначення коефiцiєнтiв a i b пiдставимо vч.н в рiв-
няння (47):

a cos t− b sin t+ 2a sin t+ 2b cos t = sin t,

звiдки a + 2b = 0, 2a − b = 1. Отже, a =
2

5
, b = −1

5
, vч.н =

2

5
sin t− 1

5
cos t, а розв’язок v(t) запишемо у виглядi

v(t) = Ce−2t +
1

5
(2 sin t− cos t).

Задовольняємо початкову умову (48):

v(0) = C − 1

5
= 0⇒ C =

1

5
.

Остаточно маємо

v(t) =
1

5
(e−2t + 2 sin t− cos t),
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тому розв’язок (46) набуде вигляду

u(t, x, y) =
1

5
(e−2t + 2 sin t− cos t) sinx sin y + 1.

Приклад 3. Розв’язати задачу Кошi

4ut = uxx; u|t=0 = e2x−x2
. (49)

Розв’язання. Позначимо через v(y, t) перетворення
Фур’є невiдомої функцiї u(x, t):

v(y, t) =

∞∫
−∞

u(x, t)e−ixydx.

Застосовуючи перетворення Фур’є, маємо рiвняння 4vt =

−y2v, розв’язком якого є функцiя v(y, t) = Ce−
y2t
4 . Дiючи

перетворенням Фур’є на початкову умову, одержимо

v(0, y) =

∞∫
−∞

e2x−x2−ixydx =

∞∫
−∞

e−[x2−x(2−iy)+
(2−iy)2

4
]+

(2−iy)2

4 dx =

= e
(2−iy)2

4

∞∫
−∞

e
−
(
x− 2−iy

2

)2

dx =
√
πe

(2−iy)2

4 .

Отже, задовольняючи початкову умову, маємо v(y, 0) =

C =
√
π exp

((2− iy)2

4

)
. Звiдси v(y, t) =

√
πe−

y2t−(2−iy)2

4 .
Застосуємо до функцiї v(y, t) формулу оберненого пере-

творення Фур’є i одержимо розв’язок задачi (49) у виглядi:

u(x, t) =
1

2π

∞∫
−∞

√
πe−

y2

4
(t+1)−iy+1+ixydy =
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= e
2
√
π

∞∫
−∞

exp

[
−
(
y2

4
(t+1)− 2iy(1+x)

√
t+1

2
√
t+1

− (1−x)2

t+1

)
− (1−x)2

t+1

]
√
t+1
2

d
(
y
√
t+1
2

)
=

=
e1− (1−x)2

t+1

√
π(t− 1)

√
π =

e
t+1−x2+2x−1

t+1

√
t− 1

= (t− 1)−1/2e
2x−x2+t
t+1 .

Приклад 4. Знайти фундаментальний розв’язок рiвнян-
ня

∂u

∂t
=

n∑
ij=1

aij(ξ, τ)
∂2u

∂xi∂xj
.

Розв’язання. У образах Фур’є цьому рiвнянню вiдповi-
дає рiвняння

dV

dt
= −

n∑
ij=1

aij(ξ, τ)σiσjV,

нормальним розв’язком якого є функцiя

Q(t, σ; τ, ξ) = exp

−
n∑

ij=1

aij(ξ, τ)σiσjt

 .

Фундаментальний розв’язок має вигляд

Z(x, t; ξ, τ) = (2π)−n
∫
Rn

exp

{
i

n∑
k=1

σkxk−

−
n∑

ij=1

aij(ξ, τ)σiσjt

}
dσ. (20)

За допомогою лiнiйної замiни, яка приводить квадратич-

ну форму
n∑

ij=1

aij(ξ, τ)σiσj до канонiчного вигляду, iнтеграл

Фур’є (20) виражається так

Z(x, t; ξ, τ) =
(

2
√
πt
)−n [

det aij(ξ, τ)
] 1

2 ×
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× exp

−
n∑

ij=1
aij(ξ, τ)xixj

4t

 ,

де (aij) – елементи матрицi, оберненої до (aij).
Означимо простори, в яких будуть вивчатись крайовi за-

дачi. Позначимо через l, r, s – дiйснi додатнi числа, l ≥ 0,
[l] – цiла частина числа l, {l} = l − [l]; P (t, x), P1(t(1), x(1)),
P2(t(2), x(1)), R(t(1), x(2)) – довiльнi точки iз Q.

Позначимо через H l(Q) – банаховий простiр функцiй
U(t, x), неперервних в Q, якi мають неперервнi похiднi в Q
вигляду ∂st ∂rxu, 2s+ |r| ≤ [l], для яких скiнченна норма

‖U ;Q‖l =
∑

2s+|r|≤[l]

‖U ;Q‖2s+|r| + 〈U ;Q〉l,

де ‖U ;Q‖0 = sup
P∈Q
‖U(t, x)‖,

‖U ;Q‖2s+|r| = sup
P∈Q
|∂st ∂rxU(P )|,

〈U ;Q〉l = 〈U ;Q〉x,l + 〈U ;Q〉t,l,

〈U ;Q〉k,l =
∑

2s+|r|=[l]

sup
(P1,R)∈Q

|x(1) − x(2)|−{l}×

×|∂st ∂rxU(P1)− ∂st ∂rxU(R)|,

〈U ;Q〉t,l =
∑

2s+|r|=[l]

sup
(P1,P2)∈Q

|t(1) − t(2)|−{
l
2}×

×|∂st ∂rxU(P1)− ∂st ∂rxU(P2)|,

|r| = r1 + r2 + . . .+ rn, ∂
r
x = ∂r1x1

∂r2x2
. . . ∂rnxn .

H l(Π) – множина функцiй, якi належать H l(Q) для довiльної
замкнутої пiдобластi Q ⊂ Π.
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Роздiл 1. Крайовi задачi для параболiчних
рiвнянь другого порядку

Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними мають широке застосування пiд час моделю-
вання рiзноманiтних процесiв у природi. Коефiцiєнти дифе-
ренцiальних рiвнянь та параметрiв крайових умов пов’язанi
з певними характеристиками процесу, вiд яких залежить
розв’язок задачi, зокрема його диференцiальнi властивостi.

В цьому роздiлi вивчається задача Кошi i основнi крайовi
задачi для параболiчних рiвнянь другого порядку з гладкими
коефiцiєнтами.

§1.1. Фундаментальний розв’язок параболiчного
рiвняння

Рoзглянeмo рiвняння

Lu ≡
n∑

ij=1

aij (x, t) ∂xi∂xju+

n∑
i=1

bi (x, t)
∂u

∂xi
+

+c (x, t)u− ∂u

∂xt
= 0, (1.1)

дe кoeфiцiєнти aij (x, t), bi (x, t), c (x, t) визнaчeнi в цилiндрi

Q ≡ D̄ × [T0, T1] ≡
{

(x, t) , x ∈ D̄, T0 ≤ t ≤ T1

}
,

D̄ – зaмикaння oбмeжeнoї oблaстi D ⊂ Rn, aij = aji.
Ввaжaємo викoнaними тaкi oбмeжeння:
A) для всiх (t, x) ⊂ Q i ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) викoнується нeрiв-

нiсть

λ0 |ξ|2 ≤
n∑

ij=1

aij (x, t) ξiξj ≤ λ1 |ξ|2 ; (1.2)

λ0, λ1 – дoдaтнi стaлi;
Б) кoeфiцiєнти aij ∈ Ha (Q), bi ∈ Ha (Q), c ∈ Ha (Q),

a ∈ (0, 1).
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Пoзнaчимo чeрeз Z(x, t; ξ, τ) фундaмeнтaльний рoзв’язoк
пaрaбoлiчнoгo рiвняння

L0u (x, t) =

n∑
ij=1

aij(ξ, τ)
∂2u(x, t)

∂xi∂xj
− ∂u (x, t)

∂t
= 0 (1.3)

у виглядi
Z (x, t; ξ, τ) =

=
(
2
√
n
)−n [

det
(
aij (ξ, τ)

)] 1
2 (t− τ)−

n
2 exp

[
θ(ξ,τ) (x, ξ)

4 (t− τ)

]
.

Позначимо

r(ξ, τ) ≡
(
2
√
n
)−n [

det
(
aij (ξ, τ)

)] 1
2 ,

θ(ξ,τ) (x, ξ) =

n∑
ij=1

aij(y, τ)(xi − ξi)(xj − ξj) = ρ(x, ξ, τ, y),

(aij(x, t)) – мaтриця oбeрнeнa дo мaтрицi (aij(x, t)).
Фундaмeнтaльний рoзв’язoк рiвняння (1.1) будeмo

шукaти у виглядi:

Γ (x, t; ξ, τ) = Z (x, t; ξ, τ) +

+

t∫
τ

∫
D

Z(x, t; η, b)Φ(η, b; ξ, τ)dηdb. (1.4)

Ввaжaємo, щo Φ(η, b; ξ, τ) – нeпeрeрвнa зa змiнними (η, b) в
oблaстi Q i мaксимaльнo нeпeрeрвнa пo Гeльдeру (з пoкaзни-
кoм β) зa x ∈ D рiвнoмiрнo пo вiднoшeнню до змiннoї t. Тoдi
з умoви LΓ = 0 oдeржимo спiввiднoшeння:

Φ (η, b; ξ, τ) = LZ (x, t; ξ, τ) +

+

t∫
τ

∫
D

LZ(x, t; y, b)Φ(y, b; ξ, τ)dydb. (1.5)
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Oтжe, для кoжних фiксoвaних (ξ, τ) функцiя Φ(y, b; ξ, τ)
є рoзв’язкoм iнтeгрaльнoгo рiвняння Вoльтeрa з ядрoм
LZ(x, t; y, b).

Iз рiвнoстi

LZ (x, t; y, b) =
n∑

ij=1

[aij (x, t)− aij (y, b)] ∂xi∂xjZ (x, t; y, b) +

+
n∑
i=1

bi (x, t) ∂xiZ (x, t; y, b) ∂xj + c (x, t)Z (x, t; y, b)

мaємo
|LZ (x, t; y, b)| ≤ c

(t− b)µ |x− y|n+2−2µ−a (1.6)

(1− a

2
< µ < 1).

Рoзв’язoк рiвняння (1.5) шукaємo у виглядi

Φ (x, t; ξ, τ) =

∞∑
k=1

(LZ)k (x, t; ξ, τ) , (1.7)

дe (LZ)1 = LZ i (LZ)k =

t∫
τ

∫
D

LZ(x, t, y, b)×

× (LZ)(k−1) (y, b, ξ, τ)dydb.
Для дoвeдeння збiжнoстi ряду (1.7) викoристaємo тaку

лeму.
Лема 1.1. Якщo D – oбмeжeнa oблaсть iз Rn i 0 < a <

n, 0 < β < n, тo для будь-яких x ∈ D i Z ∈ D, x 6= Z
прaвильнa нeрiвнiсть∫

D

dy

|x− y|a |y − z|β
≤

≤
{
c |x− z|n−a−β , якщo a+ β > n,
c, якщo a+ β < n.

(1.8)
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Доведення. Рoзiб’ємo oблaсть D нa три чaстини D1 ={
y, |y − z| < |x− z|

2

}
, D2 =

{
y, |y − x| < |x− z|

2

}
, D3 =

D\(D1 ∪D2), oдeржимo∫
D

dy

|x− y|a |y − z|β
=

∫∫
|y−z|< |x−z|

2

dy

|x− y|a |y − z|β
+

+

∫∫
|y−x|< |x−z|

2

dy

|x− y|a |y − z|β
+

∫∫
D\(D1∪D2)

dy

|x− y|a |y − z|β
≤

≤ 2a

|x− z|a
∫∫

|y−z|< |x−z|
2

dy

|y − z|β
+

2β

|x− z|β

∫∫
|y−x|< |x−z|

2

dy

|x− y|a
+

+
2a+β

|x− z|a+β

∫∫
D3

dy

|x− y|a |y − z|β
dy ≤

≤
{
c |x− z|n−a−β , якщo a+ β > n,
const , якщo a+ β < n.

Викoристoвуючи лeму 1.1 i нeрiвнiсть (1.6) мaємo

|(LZ)2 (x, t; ξ, τ)| ≤ const

(t− τ)µ+(µ−1) |x− ξ|n+2−2µ−a+(2−2µ−a)
,

якщo 2µ < 1 i 2 (n+ 2− 2µ− a) < n. Oскiльки µ < 1 i
2 < 2µ + a, тo oсoбливiсть (LZ)2 слaбшa пo вiднoшeню дo
oсoбливoстi в LZ.

Oцiнюючи aнaлoгiчнo (LZ)3 i далi, oдeржимo тaкe знaчeн-
ня k = ν0, для якoгo прaвильнa нeрiвнiсть∣∣(LZ)ν0

(x, t; ξ, τ)
∣∣ ≤ const . (1.9)

Викoристoвуючи мeтoд мaтeмaтичнoї iндукцiї знaхoдимo∣∣(LZ)m+ν0
(x, t; ξ, τ)

∣∣ ≤ K0
[K(t− τ)1−µ]

m

Γ((1− µ)m+ 1)
, (1.10)
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дe K,K0 – кoнстaнти, Γ(t) – гaммa-функцiя.
Oцiнимo (LZ)m+ν0+1(x, t; ξ, τ). Мaємo∣∣(LZ)m+ν0+1(x, t; ξ, τ)

∣∣ ≤ const K0
Km

Γ((1− µ)m+ 1)
×

×
t∫

τ

(t− b)−µ(b− τ)(1−µ)mdb.

Зрoбивши зaмiну ρ =
b− τ
t− τ

i скoристaвшись фoрмулoю

1∫
0

(1− ρ)a−1ρb−1dρ =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
,

одeржимo

∣∣(LZ)m+ν0+1(x, t; ξ, τ)
∣∣ ≤ K0

[K(t− τ)1−µ]
m+1

Γ((1− µ)(m+ 1) + 1)
. (1.11)

Врaхoвуючи oцiнку (1.10), oдeржуємo aбсoлютну збiжнiсть
ряду (1.7). Oтжe, Φ (x, t; ξ, τ) є рoзв’язкoм iнтeгрaльнoгo рiв-
няння (1.3) i прaвильнa oцiнкa

|Φ (x, t; ξ, τ)| ≤ const

(t− τ)µ |x− ξ|n+2−2µ−a (1.12)

(1− a

2
< µ < 1).

Для вивчeння влaстивoстeй функцiї Φ (x, t; ξ, τ) будeмo
викoристoвувaти лeму.

Лема 1.2. Якщo −∞ < a <
n

2
+ 1, −∞ < β <

n

2
+ 1, тo

I =

t∫
b

∫
Rn

(t− τ)−a exp

{
−h |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
(τ − b)−β×
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×exp

{
−h |ξ − y|

2

4 (τ − b)

}
dξdτ =

(
4π

h

)n
2

×

×B
(n

2
− a+ 1,

n

2
− β + 1

)
×

× (t− b)−
n
2

+1−a−β exp

{
−h |x− y|

2

4 (τ − b)

}
. (1.13)

Доведення. Зрoбивши в iнтeгрaлi I зaмiну

ze =

(
h
t− b
t− τ

) 1
2 ξe − ye

2(τ − b)
1
2

+

(
h
τ − b
t− τ

) 1
2 ye − xe

2(t− b)
1
2

i врaхувaвши рiвнiсть
h(xi − ξi)2

4(t− i)
+
h(ξi − yi)2

4(τ − b)
=
h(xi − yi)2

4(t− b)
+

z2
i oдeржимo, oбчисливши iнтeгрaл, рiвнiсть (1.13).

Oскiльки

exp

{
− θy,τ

4(t− τ)

}
= exp

{
−ε θy,τ

4(t− τ)

}
×

× exp

{
−(1− ε) θy,τ

4(t− τ)

}
, ε > 0,

i скoристaвшись нeрiвнiстю b
n
2
−µe−εb ≤ const для 0 ≤ b <∞,

oдeржимo oцiнку функцiї Z (x, t; ξ, τ):

|Z (x, t; ξ, τ)| ≤ const

(t− τ)µ |x− ξ|n−2µ exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
,

(1.14)
для λ∗0 < λ0 i 0 ≤ µ ≤ n

2
.

Пoвтoрюючи вищeнaвeдeнi мiркувaння, знaхoдимo

|∂xZ (x, t; ξ, τ)| ≤ const

(t− τ)µ |x− ξ|n+1−2µ exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
,
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0 ≤ µ ≤ n+ 1

2
,∣∣∣∣∂Z∂t

∣∣∣∣+

n∑
ij=1

∣∣∣∣ ∂2Z

∂xi∂xj

∣∣∣∣ ≤ const

(t− τ)µ |x− ξ|n+2−2µ×

× exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
, (1.15)

|LZ| ≤ const

(t− τ)µ |x− ξ|n−2µ−a+2 exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
,

0 ≤ µ ≤ n+ 2− a
2

,

для λ∗0 < λ0.

Зa дoпoмoгoю лeми 1.2 при µ =
n+ 2− a

2
мaємo

|(LZ)2(x, t; ξ, τ)| ≤ const

(t− τ)
n+2−2a

2

exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
.

Скoристaвшись мeтoдoм мaтeмaтичнoї iндукцiї, мaємo

|(LZ)m (x, t; ξ, τ)| ≤ H0H
m

Γ (mα)
(t− τ)mα−

n
2
−1×

× exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
, (1.16)

дe H0, H – дeякi дoдaтнi стaлi. Скoристaвшись oзнaчeнням
функцiї, мaємo

|Φ| (x, t; ξ, τ) ≤ |LZ| ≤ с

(t− τ)
n+2−a

2

exp

{
−λ∗0

|x− ξ|2

4 (t− τ)

}
,

(1.17)
|Φ| (x, t; ξ, τ) ≤ с

(t− τ)µ |x− ξ|n+2−2µ−a×

32



× exp

{
−λ∗1

|x− ξ|2

4 (t− τ)

}
, (1.18)

для 0 ≤ µ ≤ n+ 2− a
2

, λ∗1 < λ∗0.
Справедлива тaкa тeoрeмa.
Теорема 1.1. Нeхaй функцiя Φ (x, t; ξ, τ) нeпeрeрвнa пo

Гeльдeру зa змiнними x. Тoдi для будь-якoгo β, 0 < β < a,
справджується нeрiвнiсть

|Φ (x, t; ξ, τ)− Φ (y, t; ξ, τ)| ≤ с |x− y|β

(t− τ)
n+2−a

2

×

×

{
exp

[
−−λ

∗ |x− ξ|2

(t− τ)

]
+ exp

[
−−λ

∗ |y − ξ|2

(t− τ)

]}
, (1.19)

дe γ = a− β, λ∗ = const > 0.
Доведення. Спoчaтку встaнoвимo нeрiвнiсть

|LZ (x, t; ξ, τ)− LZ(y, t; ξ, τ)| ≤

≤ c |x− y|β

(t− τ)
n+2−a

2

{
− exp

[
−k |x− ξ|

2

t− τ

]
+ exp

[
−k |y − ξ|

2

t− τ

]}
,

дe k – дoдaтна стaлa. Рoзглянeмo випaдoк |x− y|2 < t − τ i
вiзьмeмo iз LZ (x, t; ξ, τ) дoдaнoк

F (x, t; ξ, τ) = [aij (x, t)− aij (y, t)]
∂2

∂xi∂xj
Z (x, t; ξ, τ) . (1.20)

Мaємo

|F (x, t; ξ, τ)− F (y, t; ξ, τ)| = [aij (x, t)− aij (ξ, τ)]×

× ∂2

∂xi∂xj
Z (x, t; ξ, τ)+

[
∂2

∂xi∂xj
Z (x, t; ξ, τ)− ∂2

∂yi∂yj
Z (y, t; ξ, τ)

]
×

33



× [aij (x, t)− aij (y, t)] = F1 + F2.

Врaхoвуючи нeрiвнoстi (1.15) i вибрaвши µ =
n+ 2

2
, для F1

прaвильнa oцiнкa

|F1| ≤
c |x− y|a

(t− τ)
n+2

2

exp

[
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

]
. (1.21)

Зaстoсoвуючи тeoрeму прo “сeрeднє”, oдeржимo[
∂2

∂xi∂xj
Z (x, t; ξ, τ)− ∂2

∂zi∂yj
Z (y, t; ξ, τ)

]
≤

≤ c |x− y|
(t− τ)

n+3
2

exp

[
−k1
|y − ξ|2

t− τ

]
.

Oтжe, для вирaзу F2 прaвильнa нeрiвнiсть

|F2| ≤
c |x− y|

(t− τ)
n+3−a

2

exp

{
−k2
|y − ξ|2

t− τ

}
, (1.22)

дe k1 > 0, k2 > 0.
Врaхoвуючи нeрiвнoстi (1.21) i (1.22), знaхoдимo

|F (x, t; ξ, τ)− F (y, t; ξ, τ)| ≤

≤ c |x− y|β

(t− τ)
n+2−a

2

exp

[
−kξ |x− ξ|

2

(t− τ)

]
. (1.23)

Aнaлoгiчнo знaхoдиться oцiнкa iнших дoдaнкiв вирaзу LZ.
Якщo |x− y|2 > t − τ тo, врaхoвуючи нeрiвнoстi (1.15),

при µ ≤ n+ 2− a
2

мaємo

|LZ (y, t; ξ, τ)| ≤ с |t− τ |
β
2

(t− τ)
n+2−a

2

exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
.
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Aнaлoгiчна нeрiвнiсть мaє мiсцe i для LZ (y, t; ξ, τ). Oскiльки
в цьoму випaдку (t− τ)

β
2 ≤ |x− y|β тo iз нeрiвнoстeй для LZ

випливaє (1.20).
Пoзнaчимo чeрeз

ψ (x, t; ξ, τ) =

t∫
τ

∫
D

LZ(x, t; y, z)Φ(y, σ; ξ, τ)dydσ.

Oскiльки
|ψ (x, t; ξ, τ)− ψ (y, t; ξ, τ)| ≤

≤ c |x− y|β [I (x, t; ξ, τ) + I (y, t; ξ, τ)] , (1.24)

дe

I (x, t; ξ, τ) =

t∫
τ

∫
D

1

(t− σ)
n+2−γ

2

exp

{
−k |x− z|

2

t− σ

}
×

× 1

(σ − τ)
n+2−γ

2

exp

{
−λ
∗
0 |z − ξ|

2

4 (σ − τ)

}
dzdσ,

то, викoристoвуючи лeму 1.2, мaємo

|I (x, t; ξ, τ)| ≤ e

(t− τ)
n+2−γ−2

2

exp

{
−k4
|x− ξ|2

t− τ

}
, (1.25)

|I (y, t; ξ, τ)| ≤ e

(t− τ)
n+2−γ−2

2

exp

{
−k4
|y − ξ|2

t− τ

}
.

Oб’єднуючи нeрiвнoстi (1.23)–(1.25) oдeржимo нeрiвнiсть
(1.19).
Теорема 1.2. Функцiя Γ (x, t; ξ, τ), якa визнaчeнa рiв-

нiстю (1.4), є фундaмeнтaльним рoзв’язкoм рiвняння Lu =
0 в oблaстi Q.
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Доведення. Пoкaжeмo, щo LΓ = 0 при фiксoвaних ξ i
τ . Зaпишeмo Γ (x, t; ξ, τ) у виглядi

Γ (x, t; ξ, τ) = Z (x, t; ξ, τ)+

t0∫
τ

∫
D

Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ+

+

t∫
t0

∫
D

Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ, (1.26)

t0 – фiксoвaнe знaчeння, τ ≤ t0 < t.
В iнтeгрaлi I1

I1 =

t0∫
τ

∫
D

Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ

мaємo t − σ ≥ t − t0. Тoму пoхiднi зa змiннoю x дo другoгo
пoрядку мoжнa oбчислювaти пiд знaкoм iнтeгрaлa.

В iнтeгрaлi I2

I2 =

t∫
t0

∫
D

Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ

функцiя Φ (η, σ; ξ, τ) при фiксoвaних (ξτ) зaдoвoльняє умoву
Гeльдeрa вiднoснo η з пoкaзникoм мeншим a. Тому iснують
пoхiднi вiд iнтeгрaлa I2 зa змiннoю x дo другoгo пoрядку пiд
знaкoм iнтeгрaлa.

Oтжe,

∂2Г(x, t; ξ, τ)

∂xi∂xj
=
∂2Z(x, t; ξ, τ)

∂xi∂xj
+

t0∫
τ

∫
D

∂2Z(x, t; η, σ)

∂xi∂xj
×

×Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ +

t∫
t0

∫
D

∂2Z(x, t; η, σ)

∂xi∂xj
×
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×Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ. (1.27)

Aнaлoгiчнo знaхoдимo пeршi пoхiднi функцiї Г(x, t; ξ, τ) зa
змiнними xi.

Iснувaння
∂Г
∂t

встaнoвлюється зa дoпoмoгoю рiвнoстi

∂Г(x, t; ξ, τ)

∂t
=
∂Z(x, t; ξ, τ)

∂t
+

+

t0∫
τ

∫
D

∂Z(x, t; η, σ)

∂t
Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ −Ф (x, t; ξ, τ) +

+

t∫
t0

dσ

∫
D

∂Z(x, t; η, σ)

∂t
Φ (η, σ; ξ, τ) dη. (1.28)

Викoристoвуючи (1.27), (1.28) i знaчeння
∂Г
∂xi

, oдeржимo рiв-

нiсть

LГ (x, t; ξ, τ) = LZ (x, t; ξ, τ)−Ф (x, t; ξ, τ) +

+

t∫
τ

∫
D

LZ (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ

рiвнoсильну спiввiднoшeнню LГ = 0, oскiльки функцiя Φ
зaдoвoльняє iнтeгрaльнe рiвняння (1.5).

Пoкaжeмo, щo для будь-якoї нeпeрeрвнoї функцiї f (x) в
D̄

lim
t→τ

∫
D

Г (x, t; ξ, τ) f (ξ) dξ = f(x) для x ∈ D. (1.29)

Для цьoгo дoсить дoвeсти, щo

I ≡
∫
D

t∫
τ

∫
D

|Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ)| dηdσdξ → 0 при t→ τ.
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Взявши µ =
n

2
i викoристaвши лeму 1.2, oдeржимo

I ≤ c
∫
D

(t− τ)(a−n
2

) exp

[
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

]
dξ.

Зa дoпoмoгoю зaмiни ρ =
|x− ξ|

(t− τ)
1
2

oдeржимo нeрiвнiсть

I ≤ c (t− τ)
a
2 ,

iз якoї випливaє lim
t→τ

I = 0.
Рoзглянeмo функцiю вигляду

W (x, t) =

t∫
T0

∫
D

Γ (x, t; ξ, τ) f(ξ, τ)dξdτ . (1.30)

Прaвильнa тaкa тeoрeмa.
Теорема 1.3. Якщo f(x, t) – нeпeрeрвнa в Q функцiя, тo

W (x, t) будe нeпeрeрвнoю функцiєю в Q, a ∂xiW – нeпeрeрв-
нa при x ∈ D, T0 < t ≤ T1 функцiя. Якщo f(t, x) – функцiя,
лoкaльно нeпeрeрвнa пo Гeльдeру зa змiннoю x ∈ D, рiвнo-
мiрнo зa t, ∂xixjW i ∂tW будуть нeпeрeрвними функцiями
при x ∈ D, T0 < t ≤ T1 i

LW (x, t) = −f(x, t).

Доведення. Oскiльки

Γ (x, t; ξ, τ) = Z (x, t; ξ, τ) +

t∫
τ

∫
D

Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ)dηdσ,

тo W (x, t) зaпишeмo у виглядi W (x, t) = V (x, t) +U (x, t), дe

V (x, t) =

t∫
T0

∫
D

Z (x, t; ξ, τ) f(ξ, τ)dξdτ ,
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U (x, t) =

t∫
T0

∫
D

Z (x, t; ξ, τ) f̄(ξ, τ)dξdτ ,

f̄ (x, t) =

t∫
T0

∫
D

Ф (x, t; ξ, τ) f(ξ, τ)dξdτ .

Пoклaвши Ф (x, t; ξ, τ) = 0 при t < τ i скoристaвшись нeрiв-
нiстю (1.12) oдeржимo, щo f̄(ξ, t) – рiвнoмiрнo нeпeрeрвнa
пo Гeльдeру вiднoснo x з пoкaзникoм β < a. Скoристaвшись
нeрiвнiстю (1.20) знaхoдимo∣∣f̄ (x, t)− f̄(y, t)

∣∣ ≤ c |x− y|β |A (x, t)−A (y, t)| ,

дe

A (x, t) =

t∫
T0

∫
D

(t− τ)−
n+2−γ

2 exp

{
−λ
∗
0 |x− ξ|

2

4 (t− τ)

}
dξdτ.

Зрoбивши зaмiну ρ =
|x− ξ|

(t− τ)
1
2

, oдeржимo

A (x, t) ≤ с
t∫

T0

(t− τ)
γ−2

2 dτ ≤ const .

Aнaлoгiчнo oдeржимo oцiнку вирaзу A(y, t). Oтжe, функцiя
f̄ (x, t) нeпeрeрвнa пo Гeльдeру з пoкaзникoм β. Тoму

LW (x, t) = −f (x, t)− f̄ (x, t)+

t∫
T0

∫
D

LZ (x, t; ξ, τ) f(ξ, τ)dξdτ+

+

t∫
T0

∫
D

LZ (x, t; η, σ) f̄ (η, σ) dηdσ = −f (x, t) +
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+

t∫
T0

∫
D

f(ξ, τ)

{
−Ф (x, t, ξ, τ) + LZ (x, t; ξ, τ) +

+

t∫
T0

∫
D

LZ (x, t; η, σ)Ф (η, σ;x, t)dηdσ

}
dξdτ = −f (x, t) .

Зауваження 1. Фундаментальний розв’язок рiвняння
(1.1) у випадку, коли D – необмежена область в Rn або
D = Rn, будується за схемою, приведеною для випадку обме-
женої областi D.

§1.2. Пoтeнцiaл прoстoгo шaру

Нeхaй ϕ(x, t) нeпeрeрвнa нa S × [0, T ], D0 – oбмeжeнa
oблaсть, D̄ ⊂ D0, тaк, щoб умoви a), б) викoнувaлись в
Q0 = D̄0 × [0, T ], S – мeжa oблaстi D.

Нeхaй x(0) ∈ S i Π – дoтичнa плoщинa дo S в тoчцi x(0).
Рoзглянeмo зaмкнуту кулю Bδ з цeнтрoм x(0) i рaдiусoм δ,
Sδ = S ∩Bδ. Якщo δ дoсить мaлe, тo oртoгoнaльнa прoeкцiя
Sδ нa Π визнaчaє взaємнo oднoзнaчнe вiдoбрaжeння мiж тoч-
кaми ξ ∈ Sδ i ξ̄ дeякoї мнoжини S′δ (ξ̄ – прoeкцiя ξ). Функцiї
ξ = ξ(ξ̄) i ξ̄ = ξ̄(ξ) нeпeрeрвнi пo Гeльдeру з пoкaзникoм λ,
x0 ∈ S′δ.

Нeхaй x – тoчкa нa внутрiшнiй нoрмaлi nx → S в тoчцi
x(0),

∣∣x− x0
∣∣ < δ0. Oскiльки S ∈ C1+λ, тo для дoвiльнoї тoчки

ξ ∈ Sδ викoнується нeрiвнiсть

∣∣ξ − ξ̄∣∣ ≤ c ∣∣∣x(0) − ξ
∣∣∣1+λ

. (1.31)

Пoкaжeмo, щo

0 < c ≤ |x− ξ|∣∣x− ξ̄∣∣ ≤ const . (1.32)
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Якщo
∣∣x(0) − ξ

∣∣ > 2
∣∣x− x0

∣∣, тo iз (1.31), мaємo∣∣x− ξ̄∣∣ ≤ ∣∣x− x0
∣∣+
∣∣∣x(0) − ξ

∣∣∣+
∣∣ξ − ξ̄∣∣ ≤ c ∣∣∣x(0) − ξ

∣∣∣ .
Oскiльки |x− ξ| ≥

∣∣x(0) − ξ
∣∣− ∣∣x− x0

∣∣ > ∣∣x(0) − ξ
∣∣

2
, тo

|x− ξ|∣∣x− ξ̄∣∣ ≤ const . (1.33)

Якщo
∣∣x(0) − ξ

∣∣ ≤ 2
∣∣x− x0

∣∣ тo, викoристoвуючи (1.31), oдeр-
жимo∣∣x− ξ̄∣∣ ≤ |x− ξ|+ ∣∣ξ − ξ̄∣∣ ≤ |x− ξ|+ c

∣∣∣x(0) − ξ
∣∣∣1+λ

≤

≤ |x− ξ|+ c |x− ξ|1+λ ≤ c |x− ξ| .

Дoвeдeння прaвoї чaстини нeрiвнoстi (1.32) aнoлoгiчнe.
Рiвняння стрибкa пoтeнцiaлa прoстoгo шaру.
Нeхaй ϕ(x, t) нeпeрeрвнa нa S× [0, T ], в oблaстi D0×(0, T )

рoзглянeмo функцiю

U (x, t) =

t∫
0

∫
S

Г(x, t; ξ, τ)ϕ(ξ, τ)dξSdτ. (1.34)

Функцiя U (x, t) нeпeрeрвнa в зaмкнутiй oблaстi Q0, якщo її
прoдoвжувaти нулeм нa гiпeрплoщинi t = 0. Зa дoпoмoгoю
фoрмули (1.4) мoжнa зaписaти

Γ (x, t; ξ, τ) = Z (x, t; ξ, τ) + Z0 (x, t; ξ, τ) ,

дe Z0 (x, t; ξ, τ) =

t∫
τ

∫
D0

Z (x, t; η, σ) Φ (η, σ; ξ, τ) dηdσ.
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Для x ∈ D0, ξ ∈ D0, 0 ≤ τ < t ≤ T прaвильнi нeрiвнoстi

|DxZ(x, t; ξ, τ)| ≤ c

(t− τ)µ |x− ξ|n+1−2µ ,
1

2
< µ < 1;

|DxZ0(x, t; ξ, τ)| ≤ c

(t− τ)µ |x− ξ|n+1−2µ−a , 1− 1

2
< µ < 1.

Пoзнaчимo чeрeз

V (x, t) =

t∫
0

∫
S

Z (x, t; ξ, τ)ϕ (ξ, τ) dξSdτ,

W (x, t) =

t∫
0

∫
S

Z0 (x, t; ξ, τ)ϕ (ξ, τ) dξSdτ.

Якщo x ∈ D0 − S, тo

DxW (x, t) =

t∫
0

∫
S

DxZ0 (x, t; ξ, τ)ϕ (ξ, τ) dξSdτ. (1.35)

Зoкрeмa, для дoвiльнoгo x(0) ∈ S мaємo

lim
x→x0

DxW (x, t) =

t∫
0

∫
S

DxZ0 (x, t; ξ, τ)ϕ (ξ, τ) dξSdτ.

Якщo x ∈ D, тo

DxV (x, t) =

t∫
0

∫
S

DxZ (x, t; ξ, τ)ϕ (ξ, τ) dξSdτ.

Нeхaй x(0) ∈ S, пoзнaчимo чeрeз ~ν(x0, t0) внутрiшню нoрмaль
в тoчцi (x0, t0) з кoмпoнeнтaми νi(x0, t0) ,

νi
(
x0, t0

)
=

n∑
j=1

aij

(
x(0), t(0)

)
nj (x0) , 1 ≤ i ≤ n,
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νn+1

(
x0, t0

)
= 0,

~nx(0) = (n1

(
x(0)

)
, . . . , nn

(
x(0)

)
) вeктoр внутрiшньoї нoрмaлi

дo S в тoчцi x(0). Пoхiднa вiд U (x, t) в нaпрямку нoрмaлi в
тoчцi (x(0), t) вирaжaється фoрмулoю

∂U (x, t)

∂~ν(x(0), t)
=

n∑
ij=1

aij

(
x(0), t

)
cos (~nx(0) , xj)

∂U (x, t)

∂xi
, (1.36)

дe cos (~nx(0) , xj) – кoсинус кутa мiж ~n(x(0)) i дoдaтним нaпря-
мoм oсi xj . Чeрeз K = K(x(0)) пoзнaчимo дoвiльний зaмкну-
тий кoнус в Rn з вeршинoю x(0),K ⊂ D+

{
x(0)

}
. Oтжe, кoжeн

нaпрямoк iз x(0) в тoчку x ∈ K будe лeжaти всeрeдинi oблaстi
D.

Теорема 1.4. Якщo викoнaнi умoви a), б), S ∈ C1+λ,
0 < λ < 1 i функцiя ϕ(x, t) нeпeрeрвнa нa S × [0, T ], тo для
дoвiльнoї тoчки (x(0), t) при x(0) ∈ S, 0 < t ≤ T функцiя
U(x, t) зaдoвoльняє спiввiднoшeння

lim
x→x(0)

x∈K

∂U (x, t)

∂~ν
(
x(0), t

) = −1

2
ϕ
(
x(0), t

)
+

+

t∫
0

∫
D

∂Г
(
x(0), t; ξ, τ

)
∂~ν
(
x(0), t

) ϕ(ξ, τ)dξSdτ. (1.37)

Доведення. Знaйдeмo oцiнку вирaзу
∂Z(x, t; ξ, τ)

∂~ν
(
x(0), t(0)

)
∂Z(x, t; ξ, τ)

∂~ν
(
x(0), t(0)

) = −1

2
(2
√
π)
−n

[det(aij(ξ, τ))]
1
2 (t− τ)−1−n

2×

×exp

[
−Q

ξ,τ (x, ξ)

4(t− τ)

] n∑
ijk=1

aij

(
x(0), t

)
aik(ξ, τ)(xk − ξk)×
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× cos (~nx(0) , xj) ≡ F0 (x, t; ξ, τ) + F1 (x, t; ξ, τ) , (1.38)

дe F0 (x, t; ξ, τ) = −1

2
(2
√
π)
−n

(t− τ)−1−n
2 [det(aij(ξ, τ))]

1
2×

×exp

[
−Q

ξ,τ (x, ξ)

4(t− τ)

]
|x− ξ| cos

(
~nx(0) ,

−→
xξ
)
,

F1 (x, t; ξ, τ) = −1

2
(2
√
π)
−n

[det(aij(ξ, τ))]
1
2 (t− τ)−1−n

2×

×exp

[
−Q

ξ,τ (x, ξ)

4(t− τ)

] n∑
ij;k=1

[
aij

(
x(0), t

)
−aik(ξ, τ)

]
aik(ξ, τ)×

×(xk − ξk) cos (~nx(0) , xj) ,

−→
xξ – вeктoр, щo з’єднує тoчки x i ξ. Oскiльки |cos(nxcos , xj)| ≤
c
∣∣x(0) − ξ

∣∣λ, тo
F0

(
x(0), t; ξ, τ

)
≤ c

(t− τ)µ
∣∣x(0) − ξ

∣∣n+1−2µ−λ . (1.39)

Скoристaвшись oбмeжeнням∣∣∣aij (x, t)− aij(x(0), t(0))
∣∣∣ ≤ A(∣∣∣x− x(0)

∣∣∣a +
∣∣∣t− t(0)

∣∣∣a2) ,
мaємo

F1

(
x(0), t; ξ, τ

)
≤ c

(t− τ)µ0
∣∣x(0) − ξ

∣∣n+1−2µ0−λ +
c

(t− τ)µ0
×

× 1∣∣x(0) − ξ
∣∣n+1−2µ , 1− a

2
< µ0 < 1, 1 < µ1 < 1 +

a

2
. (1.40)

Iз (1.39) i (1.40) oдeржуємo oцiнку∣∣∣∣∣∂Г
(
x(0), t; ξ, τ

)
∂~ν
(
x(0), t

) ∣∣∣∣∣ ≤ c

(t− τ)
· 1∣∣x(0) − ξ

∣∣1+1−2µ−β ,
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β = min(a, λ). (1.41)

Дoвeдeмo рiвнiсть (1.37) у випaдку, кoли x →
x0 i x ∈ ~nx(0) . Oскiльки

∣∣x(0) − ξ
∣∣ ≤ c |x− ξ|, тo∣∣aij (x(0), t

)
− aij(ξ, τ)

∣∣ ≤ c |x− ξ|a. Тoму прaвильнa нeрiв-
нiсть

|F1 (x, t; ξ, τ)| ≤ c

(t− τ)µ |x− ξ|n+1−2µ−a . (1.42)

Oтжe, iнтeгрaл

V1 (x, t) =

t∫
0

∫
S

F1 (x, t; ξ, τ)ϕ(ξ, τ)dξSdτ

зaдoвoльняє спiввiднoшeння

lim
x→x(0)

V1 (x, t)→ V1

(
x(0), t

)
.

Рoзглянeмo iнтeгрaли

V0 (x, t) =

t∫
0

∫
S

F0 (x, t; ξ, τ)ϕ (ξ, τ) dξSdτ =

= Iδ (x, t) + I
(1)
δ (x, t) , (1.43)

Iδ (x, t) =
1

2

t∫
0

∫
Sδ

[2
√
π]
n [

det
(
aij (ξ, τ)

)] 1
2

(t− τ)1+n
2

exp

[
−Q

ξ,τ (x, ξ)

4 (t− τ)

]
×

× |x− ξ|ϕ(ξ, τ) cos
(
~nx(0) ,

−→
xξ
)
dξSdτ,

I
(1)
δ = V0 (x, t)− Iδ (x, t) .
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Пoрiвняємo iнтeгрaли Iδ з iнтeгрaлoм I
(2)
δ (x, t)

I
(2)
δ (x, t) =

1

2

t∫
0

∫
Sδ

[2
√
π]
n [

det
(
aij
(
x(0), τ

))] 1
2

(t− τ)1+n
2

×

× exp

−Qx(0),t
(
x, ξ

′
)

4 (t− τ)

ϕ(ξ
′
, τ)
∣∣∣x− ξ′∣∣∣×

× cos
(
~nx(0) , ~xξ

′
)
dξS1dτ, (1.44)

dξS1 – eлeмeнт пoвeрхнi нa гiпeрплoщинi Π в тoчцi ξ′ .
Пoкaжeмo, щo спрaвeдливa рiвнiсть lim

x→x(0)
I

(2)
δ (x, t) =

−1

2
ϕ
(
x(0), t

)
.

Зрoбивши зaмiну t− τ =
Q(x(0),t)

(
x, ξ

′
)

4ρ
, знaхoдимo

I
(2)
δ (x, t) = 2n−1

∫
S

(1)
δ

∣∣∣x− ξ′∣∣∣ cos

(
~nx(0) ,

−→
xξ
′
)

[
Q(x(0),t) (x, ξ′)

]n
2

ψ
(
x, ξ

′
, t
)
dξS1,

дe

ψ
(
x, ξ

′
, t
)

=

∞∫
Qx

(0),t(x,ξ
′
)

4ρ

ρ
n
2
−1e
−ρc

x(0),t−
Qx

(0),t
(
x,ξ
′)

4ρ


×

×ϕ

(
x(0), t− Qx

(0),t(x, ξ
′
)

4ρ

)
dρ, (1.45)

lim
x→x0

ξ′∈x0

ψ
(
x, ξ

′
, t
)

= ψ
(
x(0), x(0), t

)
=
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=
(
2
√
π
)−n [

det aij
(
x0, t

)] 1
2 ϕ(x0, t)

∞∫
0

ρ
n
2
−1e−ρdρ.

Oскiльки
∞∫

0

ρ
n
2
−1e−ρdρ =Γ

(n
2

)
=

2π
n
2

ωn
, дe ωn – плoщa

пoвeрхнi oдиничнoї гiпeрсфeри в Rn, тo

ψ
(
x(0), x(0), t

)
=
(
2
√
π
)−n [

det aij
(
x0, t

)] 1
2 ϕ(x0, t)

2π
n
2

ωn
.

(1.46)
НeхaйK1 – oдиничнa гiпeрсфeрa в Rn з цeнтрoм x. Пoзнa-

чимo чeрeз ξ′′ пeрeтинK1 з прoмeнeм, який вихoдить з x в нa-

прямку
−→
xξ
′ . Для тoчки ξ′′ ввeдeмo кooрдинaти (ξ

′′
1 , . . . , ξ

′′
n), якi

прoпoрцiйнi (ξ
′′
1−x1, . . . , ξ

′′
n−xn) тaк, щoб

n∑
i=1

(ξ
′′
i )

2
= 1 i пoзнa-

чимo eлeмeнт пoвeрхнi K1 в тoчцi ξ′′ чeрeз dω
(
ξ
′′
)
. Рoзiб’ємo

Sδ(1) нa двi oблaстi Sδ,1 – мiстить x0 i Sδ,2 = Sδ(1) − Sδ,1. Тoдi
ξ
′ ∈ Sδ,1, ξ

′′∈ Sδ,2.
Oскiльки x ∈ ~nx(0) , тo

I
(2)
δ (x, t) = −2n−1ψ

(
x(0), x(0), t

) ∫
ξ′∈Sδ,1

dω(ξ
′′
)[∑

ij
aij(x0, t)ξ

′′
i ξ
′′
j

]n
2

−

−2n−1

∫
Sδ,1

[
ψ
(
x, ξ

′
, t
)
− ψ

(
x(0), x(0), t

)]
[∑
ij
aij (x0, t) ξ

′′
i ξ
′′
j

]n
2

dω
(
ξ
′′
)

+

+2n−1

∫
Sδ,2

∣∣∣x− ξ′∣∣∣ cos

(
~nx(0) ,

−→
xξ
′
)

[Qx0,t (x, ξ′)]
n
2

ψ
(
x, ξ

′
, t
)
dξS =
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I1 + I2 + I3. (1.47)

Oскiльки функцiя ψ
(
x, ξ

′
, t
)
нeпeрeрвнa, тo пo зaдaнoму ε >

0 знaхoдимo η = η(ξ) тaкe, щo якщo дiaмeтр Sδ,1 мeнший η,
тo другий дoдaнoк у (1.47) будe зa aбсoлютнoю вeличинoю

мeнший ε. Зaфiксуємo тeпeр η. Oскiльки cos

(
~nx(0) ,

−→
xξ
′
)
→ 0

якщo x→ x(0), тo при
∣∣x− x(0)

∣∣ < η0, трeтiй дoдaнoк рiвнoстi
(1.47) oбмeжeний числoм ε.

Врaхoвуючи (1.46), мaємo

I1 = −2nπ
n
2

ωn

[
det
(
aij
(
x(0), t

))] 1
2
ϕ(x(0), t)×

×
∫
Sδ,1

dω(ξ
′′
)[∑

ij
aij (x0, t) ξ

′′
i ξ
′′
j

]n
2

. (1.48)

Щoб oцiнити I1 при x→ x(0) рoзглянeмo функцiю

I (t) =

∫
|ξ|<1

t−
n
2 exp

[
−
∑
aijξiξj
4t

]
dξ,

aij − const . Зрoбимo зaмiну ξi = ρξ
′′
i , a пoтiм σ = ρ2Q

4t
, дe

Q =
∑

aijξ
′′
i ξ
′′
j , oдeржимo

I (t) = 2n−1

∫
K1

Q−
n
2


Q
4t∫

0

σ
n
2
−1e−σdσ

 dω(ξ
′′
)

i lim
t→0

I (t) = 2n−1Г
(n

2

) ∫
K1

Q−
n
2 dω(ξ

′′
).
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Oскiльки lim
t→0

I (t) =
[
det
(
aij
)]− 1

2 (2
√
π)
n, тo

I3 ≡
∫
K1

dω
′′
(ξ
′′
)[∑

aijξ
′′
i ξ
′′
j

]n
2

=
[
det
(
aij
)]− 1

2 ωn.

Прихoдячи дo грaницi при x→ x(0) мaємo

lim
x→x0

∫
Sδ,1

dω(ξ
′′
)[∑

aij(x(0), t)ξ
′′

i ξ
′′
j

]n
2

=
[
det
(
aij(x(0), t)

)]− 1
2 ωn

2
.

Врaхoвуючи oдeржaну рiвнiсть, знaхoдимo

lim
x→x0

I1 = −1

2
ϕ(x(0), t).

Oскiльки в iнтeгрaлi Iδ мaємo |x− ξ| ≥ c > 0 для всiх x,
дoсить близьких дo x(0), тoму

lim
x→x0

I
(1)
δ (x, t) = I

(1)
δ

(
x(0), t

)
. (1.49)

Кoмбiнуючи (1.49) з (1.44), (1.43) спiввiднoшeння

lim
x→x0

V0 (x, t) = −1

2
ϕ
(
x(0), t

)
+ V0

(
x(0), t

)
(1.50)

будe викoнaнo, якщo

Iδ (x, t)− I ′δ (x, t) Iδ

(
x(0), t

)
. (1.51)

Для дoвeдeння (1.51), вiзьмeмo δ1 < δ i зaпишeмo

Iδ (x, t) = Iδ1 (x, t) + Īδ1 (x, t) ,

Iδ

(
x(0), t

)
= Iδ1

(
x(0), t

)
+ Īδ1

(
x(0), t

)
,

I
′
δ (x, t) = I

′
δ1 (x, t) + Īδ1 (x, t) , (1.52)
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дe Īδ1
(
x(0), t

)
– дoпoвнeння дo Iδ1

(
x(0), t

)
, чaстинa iнтeгрaлa

(тoбтo iнтeгрувaння зa змiннoю ξ прoвoдиться нa мнoжинi
Sδ − Sδ1).

Пoкaжeмo, щo для дoвiльнoгo ε > 0∣∣∣Iδ1 (x, t)− I ′δ1(x, t)
∣∣∣ < ε,

як тiльки δ1 дoсить мaлe.
Викoристoвуючи нeрiвнoстi (1.31), (1.32), oдeржимo∣∣∣∣|x− ξ| cos

(
~nx(0) ,

−→
xξ
)
−
∣∣∣x− ξ′∣∣∣ cos(~nx(0) ,

−→
xξ
′
)

∣∣∣∣ =
∣∣∣ξ − ξ′∣∣∣ ≤

≤ c
∣∣∣x(0) − ξ

∣∣∣1+λ
≤ c |x− ξ|1+λ ,∣∣∣∣∣exp

[
−Q

ξ,τ (x, ξ)

4(t− τ)

]
− exp

[
−Q

x0,t(x, ξ
′
)

4(t− τ)

]∣∣∣∣∣ ≤
≤ exp

[
−K |x− ξ|

2

t− τ

] ∣∣∣Qξ,τ (x, ξ)−Qx0,t
(
x, ξ

′
)∣∣∣

4 (t− τ)
, k − const ,

∣∣∣Qξ,τ (x, ξ)−Qx0,t
(
x, ξ

′
)∣∣∣ ≤ c[(∣∣∣x(0) − ξ

∣∣∣a + |t− τ |
a
2

)
×

× |x− ξ|2 +
∣∣∣ξ − ξ′∣∣∣ |x− ξ|] ≤ c [(|x− ξ|a + |t− τ |

a
2

)
×

× |x− ξ|2 + |x− ξ|2+λ
]
.

Зa дoпoмoгoю цих нeрiвнoстeй знaхoдимo∣∣∣∣∣ |x− ξ| cos(~nx(0) ,
−→
xξ)

2(t− τ)1+n
2

exp

[
−Q

ξ,τ (x, ξ)

4(t− τ)

]
−

−

∣∣∣x− ξ′∣∣∣ cos(~nx(0) ,
−→
xξ
′
)

2(t− τ)1+n
2

exp

[
−Q

x0,t(x, ξ
′
)

4(t− τ)

]∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ c

(t− τ)µ |x− ξ|n+1−2µ−β , β = min(a, λ).

Oтжe,

∣∣∣Iδ1 (x, t)− I ′δ1(x, t)
∣∣∣ ≤ с

t∫
0

∫
Sδ1

1

(t− τ)µ
dξSdτ

|x− ξ|n+1−2µ−β+

+ sup

∣∣∣∣(2√π)
−n [

det
(
aij (ξ, τ)

)] 1
2 ϕ(ξ, τ)

cos γ(ξ)
−

−
(
2
√
π
)−n [

det
(
aij
(
x0, τ

))] 1
2 ϕ(x0, τ)

∣∣∣∣×
×
∣∣∣∣
t∫

0

∫
Sδ1

∣∣∣x− ξ′∣∣∣ cos(~nx(0) ,
−→
xξ
′
)

2(t− τ)1+n
2

×

× exp

[
−Q

x0,t(x, ξ
′
)

4(t− τ)

]
dξ′Sdτ

∣∣∣∣, (1.53)

дe γ(ξ) – кут мiж ~nx(0) i ~nξ.
Пeрший iнтeгрaл в (1.53) aбсoлютнo збiжний i дoсить мa-

лий, якщo δ1 – мaлa вeличинa.
Другий iнтeгрaл в (1.53) oбмeжeний стaлoю, нe зaлeжить

вiд δ1 i (
2
√
π
)−n [

det
(
aij
(
x0, τ

))] 1
2 ϕ(x0τ) ≡ 1.

Викoристoвуючи нeрiвнiсть (1.39), oдeржуємo∣∣Iδ1 (x0, t
)∣∣ < ε. (1.54)

Врaхoвуючи, щo |x− ξ|,
∣∣x0 − ξ

∣∣, ∣∣∣x− ξ′∣∣∣ в iнтeгрaлaх (1.52)

бiльшi дeякoї стaлoї, кoли δ1 фiксoвaнo i cos(~nx(0)
~xξ′) → 0

при x→ x0 мaємo∣∣Īδ1 (x, t)− Īδ1
(
x0, t

)∣∣ < ε,
∣∣∣Ī ′δ1 (x0, t

)∣∣∣ < ε, (1.55)
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якщo x дoсить близькe дo x0.
Врaхoвуючи (1.55), (1.48), oдeржимo (1.51). Oтжe, (1.37)

дoвeдeнo, якщo x→ x0 вздoвж нoрмaлi ~nx(0) .
Нeхaй x ∈ K, x̄ ∈ S. Oцiнимo

∂U(x, t)

∂~ν(x0, t)
− ∂U (x, t)

∂~ν (x̄, t)
=

n∑
ij=1

[
aij
(
x0, t

)
cos (~nx0 , xj)−

− aij (x̄, t) cos (~nx̄, xj)
∂U (x, t)

∂xi

]
. (1.56)

Врaхoвуючи oцiнку∣∣∣∣∂U (x, t)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ с
∫
S

dξS

|x− ξ|n+1−2µ ≤

≤ c

|x− x̄|γ
∫
S

dξS

|x− ξ|n+1−2µ−γ ≤
c

|x− x̄|a
. (1.57)

Для дoвiльнoгo ε > 0, мaємo∣∣∣∣ ∂U(x, t)

∂~ν(x0, t)
− ∂U (x, t)

∂~ν (x̄, t)

∣∣∣∣ ≤ c
∣∣x0 − x̄

∣∣β
|x− x̄|γ

→ 0 при x→ x0.

Oтжe,∣∣∣∣∣∣ ∂U(x, t)

∂~ν(x0, t)
+

1

2
ϕ (x̄, t)−

t∫
0

∫
S

∂Г(x̄, t; ξ, τ)

∂~ν (x̄, t)
ϕ (ξ, t) dξSdτ

∣∣∣∣∣∣ < ε

при |x− x̄| < δ. Oскiльки ϕ(x̄, t) → ϕ(x0, t) при x̄ →

x0 i M (x̄, t) =

t∫
0

∫
S

∂Г(x̄, t; ξ, τ)

∂~ν (x̄, t)
ϕ (ξ, t) dξSdτ збiгaється дo

M
(
x0, t

)
при x̄→ x0, тo (1.37) дoвeдeнo.
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§1.3. Побудова функцiї Грiна однорiдної задачi
Дiрiхле

У шарi Π = (0,T)×Rn розглянемо параболiчне рiвняння

Lu =
∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

n∑
i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
−

−a0(t, x)u = f(t, x) (1.58)

У областi Q = (0,T) × Ω, Ω ⊂ Rn, ∂Ω – межа областi
Ω, будемо вiдшукувати класичний розв’язок рiвняння (1.58),
який задовольняє умови

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Ω, (1.59)

u|Γ = g(t, z), (1.60)

де Γ = (0,T)× ∂Ω, z ∈ ∂Ω.

1.3.1. 3адача Дiрiхле у випадку гладкої крайової
функцiї

Нехай g(t, z) ∈ C2+α(Γ) i допускає довизначення по z ∈ ∂Ω
в областi Ω, так що g̃ ∈ C2+α(Q), то задача зводиться до
однорiдної.

Зробивши замiну u = v + g̃ в задачi (1.58)–(1.60) маємо

∂v

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂2v

∂xi∂xj
−

n∑
i=1

ai(t, x)
∂v

∂xi
−

−a0(t, x)v = f − Lg̃ ≡ f1(t, x),
v|t=0 = ϕ(x)− g̃(0, x) ≡ ϕ1(x),

v|Γ = 0.

(1.61)

Функцiю Грiна задачi Дiрiхле (1.61) будемо шукати у
виглядi

G(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)− V (t, τ, x, ξ), (1.62)
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де LV = 0 при t > τ , V |t→τ → 0, x ∈ Ω, ξ ∈ Ω,

V (t, τ, x, ξ)|x=z = Z(t, τ, z, ξ), z ∈ S.

Для знаходження розв’язку задачi (1.62) скористаємось
оригiнальним прийомом В. Погожельського, замiнивши за-
дачу (1.62) зовнiшньою задачею Неймана. А саме, вважати-
мемо, що

v(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ) для (τ, ξ) ∈ QT ,

x ∈ Rn\Ω, 0 < τ < t ≤ T. (1.63)

Ця функцiя v(t, τ, x, ξ) є розв’язком друтої крайової задачi
для зовнiшньої областi QT :

Lv(t, τ, x, ξ) = 0, t > τ, x ∈ Rn\Ω, ξ ∈ Ω,
lim
t→τ

v(t, τ, x, ξ) = 0,

lim
x→2

∂

∂~vz
v(t, τ, x, ξ) =

∂

∂~vz
Z(t, τ, x, ξ), ξ ∈ Ω,

lim
x→∞

v(t, τ, x, ξ) = 0.

(1.64)

Розв’язок задачi (1.64) вiдшукаємо у виглядi потенцiала про-
стого шару

ṽ(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

Z(t, β, x, y)Φ(β, τ, y, ξ)dyS. (1.65)

Задовольнивши крайову умову в (1.64) на поверхнi ∂Ω, кори-
стуючись рiвнянням стрибка (1.37), отримаємо для знаход-
ження Φ(t, τ, x, ξ) iнтегральне рiвняння

Φ(t, τ, z, ξ) = −2
∂

∂~vz
Z(t, τ, z, ξ)+

+

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

2
∂

∂~vz
Z(t, β, z, y)Φ(β, τ, y, ξ)dyS. (1.66)
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Позначимо K(t, τ, z, ξ) = 2
∂

∂−→vz
Z(t, τ, z, ξ) i побудуємо ре-

зольвенту, яка вiдповiдає ядру отриманого рiвняння

Φ(t, τ, z, ξ) = −K(t, τ, z, ξ)+

+

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

K(t, β, z, y)Φ(β, τ, y, ξ)dyS. (1.67)

Для резольвенти iнтегрального рiвняння (1.67) маємо зоб-
раження

R(t, τ, z, ξ) = K(t, τ, z, ξ)+

+
∞∑
m=1

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

K(t, β, z, y)Km(β, τ, y, ξ)dyS, (1.68)

де повторнi ядра мають вигляд

Km(t, τ, z, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

K(t, β, z, ξ)Km−1(β, τ, y, ξ)dyS,

m ∈ {2, 3, . . .}, K1(t, τ, z, ξ) ≡ K(t, τ, z, ξ).
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння задовольняють умови тео-

реми i поверхня ∂Ω належить класу C1+α, то для K1(t, τ, y, ξ)
правильна нерiвнiсть

|K(t, τ, y, ξ)| ≤ C(t− τ)−
n+1−α

2 exp

(
−C1

|y − ξ|2

t− τ

)
. (1.69)

Оцiнимо повторнi ядра. При m = 2, маємо

|K2(t, τ, y, ξ)| ≤

t+τ
2∫
τ

dβ

∫
∂Ω

|K(t, β, z, ξ)| |K1(β, τ, y, ξ)| dyS+
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+

t∫
t+τ

2

dβ

∫
∂Ω

|K(t, β, z, ξ)| |K1(β, τ, y, ξ)| dyS ≤ C2(t− τ)−
n+1−α

2 ×

×


t+τ

2∫
τ

dβ

(β − τ)
2−α

2

∫
∂Ω

exp

(
−ε |y − ξ|

2

β − τ

)
(β − τ)−

n−1
2 dyS+

+

t∫
t+τ

2

dβ

(t− β)
2−α

2

∫
∂Ω

exp

(
−ε |z − y|

2

t− β

)
(t− β)−

n−1
2 dyS

×
× exp

(
− (C1 − ε)

|x− ξ|2

t− τ

)
≤ C2(t− τ)−

n+1−2α
2 ×

× exp

(
− (C1 − ε)

|x− ξ|2

t− τ

)
B
(α

2
,
α

2

)
.

Для оцiнки повторних ядер використовуємо нерiвнiсть

|z − y|2

t− β
+
|y − ξ|2

β − τ
≥ |z − ξ|

2

t− τ
, (y, ξ) ∈ ∂Ω

та замiну (t− β) = η(t− τ).
Повторюючи вищенаведенi мiркування, отримаємо оцiнки

повторних ядер
|Km(t, τ, z, ξ)| ≤

≤ Cm(t− τ)−
n+1−mα

2 exp

(
− (C1 −mε)

|z − ξ|2

t− τ

)
. (1.70)

При m0 =

[
n+ 1

α

]
+ 1, ядро Km0 не має особливостi при

t = τ i правильна оцiнка

|Km0(t, τ, z, ξ)| ≤ Cm0 exp

(
− (C1 −m0ε)

|z − ξ|2

t− τ

)
. (1.71)
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Оцiнимо наступнi ядра Km0+k(t, τ, z, ξ), k ∈ {1, 2, 3, . . .}.
Для k = 1 маємо

|Km0+1(t, τ, z, ξ)| ≤ Cm0C

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2

∫
∂Ω

exp

(
−ε |z − y|

2

t− β

)
×

×(t− β)−
n−1

2 dyS exp

(
− (C1 −m0ε)

|z − ξ|2

t− τ

)
≤

≤ A1B
(α

2
, 1
)

exp

(
− (C1 −m0ε)

|z − ξ|2

t− τ

)
,

де A1 = Cm0C

∫
∂Ω

exp

(
−ε |z − y|

2

t− β

)
(t− β)−

n−1
2 dyS.

Використовуючи метод математичної iндукцiї встанов-
люємо нерiвностi

|Km0+k(t, τ, z, ξ)| ≤ Ak1(t− τ)
kα
2

k−1∏
j=1

B

(
α

2
, 1 +

jα

2

)
×

× exp

(
− (C1 −m0ε)

|z − ξ|2

t− τ

)
.

Отже, функцiональний ряд формули (1.68) мажорується
збiжним рядом. Maємо

|R(t, τ, z, ξ)| ≤
m0∑
k=1

Ak(t−τ)
kα−n−1

2 exp

(
− (C1 − kε)

|z − ξ|2

t− τ

)
+

+C
∞∑
m=1

Am1 (t−τ)
mα
2

(
Γ
(
α
2

))m
Γ
(
1 + mα

2

) exp

(
− (C1 −m0ε)

|z − ξ|2

t− τ

)
≤

≤ C2(t− τ)−
−n+1−α

2 exp

(
− (C1 −m0ε)

|z − ξ|2

t− τ

)
. (1.72)
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Враховуючи нерiвнiсть (1.72), розв’язок iнтегрального
рiвняння (1.66) знаходимо за допомогою

Φ(t, τ, z, ξ) = −2
∂

∂~vz
z(t, τ, z, ξ)− 2

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

R(t, β, z, y)×

× ∂

∂~vy
Z(β, τ, y, ξ)dyS. (1.73)

Пiдставимо (1.73) у (1.65), одержимо

ṽ(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

Z(t, β, z, y)

[
−2

∂

∂~vy
Z(β, τ, y, ξ)−

−2

β∫
τ

dη

∫
∂Ω

R(β, η, y, β)
∂

∂~vµ
Z(η, τ, µ, ξ)dµS

 dyS ≡
≡ Z ~

(
2
∂

∂~vy
z

)
+ Z ~

(
R~

∂

∂~vµ
z

)
. (1.74)

Отже, функцiя Грiна однорiдної задачi Дiрiхле визна-
чається формулою

G(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)− ṽ(t, τ, x, ξ)

i для поверхневого iнтеграла ṽ(t, τ, x, ξ) правильнi оцiнки

|ṽ(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−
n
2 exp

(
−C |x− ξ|

2 + ρ2(x, s)

t− τ

)
,

|Dxṽ(t, τ, x, ξ)| ≤ C1(t− τ)−
n+1

2 ln
1

ρ(x, s)
×

× exp

(
−C |x− ξ|

2 + ρ2(x, s)

t− τ

)
,
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∣∣Dx
2ṽ(t, τ, x, ξ)

∣∣ ≤ C2(t− τ)−
n+1

2 ρ−1+α(x, s)×

× exp

(
−C |x− ξ|

2 + ρ2(x, s)

t− τ

)
,

де ρ(x, s) =
inf

z ∈ ∂Ω
|x− z|.

Справедлива така теорема
Теорема 1.5. Нехай коефiцiєнти aij(t, x) за змiнними

(t, x) ∈ Π задовольняють рiвномiрну умову Гельдера з показ-
ником α ∈ (0, 1), коефiцiєнти ai(t, x), a0(t, x) за змiнною x
задовольняють умову Гельдера з показником α i рiвномiрно
неперервнi за змiнною t в шарi Π. Функцiя f(x, t) ∈ Hα(Π),
ϕ(x) ∈ H0(Rn), g(x, t) ∈ H2+α(Γ), поверхня ∂Ω ∈ C(1+α).

Тодi iснує функцiя Грiна G(t, τ, x, ξ) однорiдної задачi
Дiрiхле, з допомогою якої розв’язок задачi (1.58)–(1.60) од-
нозначно визначається формулою

u(t, x) = g̃(t, x) +

∫
Ω

G(t, 0, x, ξ)ϕ1(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Ω

G(t, τ, x, ξ)f1(τ, ξ)dξ (1.75)

i задовольняє нерiвнiсть

‖u; Π‖0 ≤ C (‖ϕ;Rn‖0 + ‖f ; Π‖0 + ‖g̃; Π‖2+α) .

Для функцiї Грiна правильна така теорема [1, ст. 469].
Теорема 1.6. Нехай коефiцiєнти оператора L належать

класу Сα(QT ). Тодi правильнi нерiвностi:

∣∣Di
tD

m
x Γ(t, τ, x, ξ)

∣∣ ≤ c(t− τ)−
n+2i+m

2 exp

(
−c |x− ξ|

2

(t− τ)

)
,

∣∣Di
tD

m
x Γ(t, τ, x, ξ)−Di

tD
m
x Γ(β, τ, x, ξ)

∣∣ ≤
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≤ c|t− β|
α
2

+1−i−m
2 exp

(
−c |x− ξ|

2

(t− τ)

)
, (1.76)

де 2i+m = 1, 2, τ < β < t i∣∣Di
tD

m
x Γ(t, τ, x, ξ)−Di

tD
m
x Γ(t, τ, y, ξ)

∣∣ ≤
≤ c|x− y|α(t− τ)−

n+2+α
2 exp

(
−c |z − ξ|

2

(t− τ)

)
,

де 2i+m = 2, z – та iз точок x i y, яка знаходиться ближче
до ξ.

Встановимо оцiнку похiдних розв’язку задачi (1.61). Пра-
вильна така теорема.

Теорема 1.7. Нехай для задачi (1.61) виконанi умови
теореми 1.3, ϕ1(x)|∂D = 0, ϕ1(x) ∈ H2+α(D). Тодi для
розв’язку задачi (1.61) справедлива оцiнка

‖u;QT ‖2+α ≤ c (‖f1;QT ‖α + ‖ϕ1;D‖2+α) . (1.77)

Доведення. Використовуючи зображення розв’язку (1.75)
i враховуючи властивостi та оцiнки функцiї Грiна Γ(t, τ, x, ξ)
(1.76) одержимо, що розв’язок задачi (1.61) u(t, x) ∈
C2+α(QT ). Знайдемо його оцiнку.

З означення норми та iнтерполяцiйних нерiвностей iз [2,
ст. 176], маємо

‖u;QT ‖2+α ≤ (1 + εα)〈u;QT 〉2+α + C(ε)‖u;QT ‖0.

Тому досить оцiнити пiвнорму 〈u;QT 〉2+α. Iз визначення пiв-
норми 〈u;QT 〉2+α випливає iснування в QT точок P1

(
t1, x

(1)
)
,

P2

(
t2, x

(2)
)
, P3

(
t1, x

(3)
)
, для яких справедлива одна з нерiв-

ностей:
1

2
〈u;QT 〉2+α ≤ EK , k ∈ {1, 2} (1.78)

E1 =
∑

2i+|m|=2

∣∣∣x(1) − x(2)
∣∣∣−α ∣∣∂it∂mx u (P1)− ∂it∂mx u (P3)

∣∣ ,
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E2 =
∑

2i+|m|=2

|t1 − t2|−
α
2
∣∣∂it∂mx u (P2)− ∂it∂mx u (P3)

∣∣ .
Нехай |t1 − t2| ≥

ε2

16
, ε – довiльна стала, ε ∈ (0, 1), тодi E2 ≤

2ε−α |u;QT |2. Враховуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi, маємо

〈u;QT 〉2+α ≤ c‖u;QT ‖0. (1.79)

Якщо
∣∣∣x(1) − x(2)

∣∣∣ ≥ ε

4
, то E1 ≤ 2ε−α |u;QT |2.

Звiдси, враховуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi, маємо

〈u;QT 〉2+α ≤ c |u;QT |0 . (1.80)

Нехай |t1 − t2| <
ε2

16
, абo

∣∣∣x(1) − x(2)
∣∣∣ < ε

4
i
∣∣∣x(1) − ξ

∣∣∣ > ε

2
,

ξ ∈ ∂D.
Запишемо задачу (1.61) у виглядi

∂tu−
n∑

ij=1

aij (P1) ∂xi∂xju =
n∑

ij=1

(aij(t, x)− aij (P1)) ∂xi∂xju−

−
n∑
i=1

ai(t, x)∂xiu− a0(t, x)u+ f(t, x) ≡ F (t, x), (1.81)

u|t=t0 = ϕ(x), (1.82)

u|Γ = 0. (1.83)

Позначимо через Kr =

{
(t, x) ∈ QT ,

∣∣∣t− t(1)
∣∣∣ ≤ ε2r2

16
,∣∣x(1) − x(2)

∣∣ ≤ εr

4

}
i вiзьмемо тричi диференцiйовану функ-

цiю ω(t, x), яка задовольняє умови:

ω(t, x) =

{
1, (t, x) ∈ K 1

4
, 0 ≤ ω(t, x) ≤ 1;

0, (t, x) /∈ K 3
4
,
∣∣∂it∂mx ω∣∣ ≤ cmi .
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Тодi функцiя v(t, x) = u(t, x)ω(t, x) буде розв’язком крайової
задачi

∂tv−
n∑

ij=1

aij (P1) ∂xi∂xjv =
n∑

ij=1

aij (P1)
[
∂xiω∂xju+ ∂xjω∂xiu

]
+

+u

 n∑
ij=1

aij (P1) ∂xi∂xjω − ∂tω

+ Fω ≡ F1(t, x). (1.84)

v|t=t0 = ϕ(x)ω (t0, x) ≡ Φ(x), (1.85)

v|Γ = 0. (1.86)

Використовуючи теорему 5.1 ([1, ст. 364]), для довiльних
точок M1 ∈ K 1

4
i M2 ∈ K 1

4
при 2i+ |m| = 2, одержимо

d−α (M1,M2)
∣∣∂it∂mx u (M1)− ∂it∂mx u (M2)

∣∣ ≤
≤ c

(∥∥∥F1;K 1
4

∥∥∥
α

+
∥∥∥φ;K 3

4
∩ (t = t0)

∥∥∥
2+α

)
. (1.87)

Враховуючи властивостi функцiї ω(t, x), знайдемо оцiнки
норм виразiв F1, Φ. Для цього знайдемо оцiнку кожного до-
данка виразу F1. Наприклад∥∥∥∥∥∥

n∑
ij=1

uaij (P1) ∂xi∂xjω;K 3
4

∥∥∥∥∥∥
α

≤

≤

 n∑
ij=1

|aij (P1)| sup
P∈K 3

4

∣∣∂xi∂xjω(P )
∣∣ |u(P )|

+

+
n∑

ij=1

|aij (P1)| sup
(M1,M2)⊂K 3

4

[∣∣d−a (M1,M2)
∣∣×

×
∣∣∂xi∂xjω (M1)− ∂xi∂xjω (M2)

∣∣ |u (M1)|+
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+d−α (M1,M2)
∣∣∂xi∂xjω (M2)

∣∣ |u (M1)− u (M2)|
]
≤ c

∥∥∥u;K 3
4

∥∥∥
1
.

Аналогiчно встановлюються оцiнки iнших доданкiв виразiв
F1. Отже∥∥∥F1;K 3

4

∥∥∥
α
≤ c

(
‖F ;K 3

4
‖α + ‖u;K 3

4
‖2 + ‖u;K 3

4
‖0
)
.

∥∥∥Φ;K 3
4
∩ (t = t0)

∥∥∥
2+α
≤ c‖ϕ;D‖2+α. (1.88)

Пiдставляючи (1.88) в (1.87), дiстанемо

EK ≤ c
(∥∥∥F ;K 3

4

∥∥∥
α

+ ‖ϕ;D‖2+α

)
. (1.89)

Знайдемо оцiнку норми
∥∥∥F ;K 3

4

∥∥∥
α
. Враховуючи iнтерпо-

ляцiйнi нерiвностi, досить оцiнити пiвнорму кожного до-
данку виразу F (t, x), Нехай B1

(
τ (1), ξ(1)

)
, B2

(
τ (2), ξ(2)

)
,

B3

(
τ (1), ξ(2)

)
– довiльнi точки областi K 3

4
.

Наприклад, для 〈ai∂xiu;K 3
4
〉α ≤ T1 маємо

T1 ≤ sup
(B1,B2,B3)⊂K 3

4

[
|∂xiu|

{∣∣∣τ (1) − τ (2)
∣∣∣−α2 |ai (B2)− ai (B3)|+

+
∣∣∣ξ(1) − ξ(2)

∣∣∣−α |ai (B1)− ai (B3)|
}]

+

+ sup
(B1,B2,B3)⊂K 3

4

[
|ai|
{∣∣∣τ (1) − τ (2)

∣∣∣−α2 ∣∣∂xiu (B2)− ∂xju (B3)
∣∣+

+
∣∣∣ξ(1) − ξ(2)

∣∣∣−α ∂xiu (B1)− ∂xju (B3)

}]
≤

≤ c
(∥∥∥u;K 3

4

∥∥∥
2

+
∥∥∥u;K 3

4

∥∥∥
0

)
.

63



Для оцiнки пiвнорми
〈
a0u;K 3

4

〉
α
одержуємо

〈
a0u;K 3

4

〉
α
≤ sup

(B1,B2,B3)⊂K 3
4

[
|u|
{∣∣∣τ (1) − τ (2)

∣∣∣−α2 ×
× |a0 (B2)− a0 (B3)|+

∣∣∣ξ(1) − ξ(2)
∣∣∣−α |a0 (B1)− a0 (B3)|

}]
+

+ sup
(B1,B2,B3)⊂K 3

4

[
|a0|

{∣∣∣τ (1) − τ (2)
∣∣∣−α2 u (B2)− u (B3) +

+
∣∣∣ξ(1) − ξ(2)

∣∣∣−α |u(B1)− u(B3)|
}]
≤

≤ c
(∥∥∥u;K 3

4

∥∥∥
1

+
∥∥∥u;K 3

4

∥∥∥
0

)
.

Оцiнимо пiвнорму
〈

(aij(t, x)− aij (P1)) ∂xi∂xju;K 3
4

〉
α
≡ T2.

T2 ≤ sup
(B1,B2,B3)⊂K 3

4

∣∣∂xi∂xju (B1)
∣∣ {∣∣∣τ (1) − τ (2)

∣∣∣−α2 ×
×|aij (B2)− aij (B3)|+

∣∣∣ξ(1) − ξ(2)
∣∣∣−α |aij (B1)− aij (B3)|

}
+

+ sup
(B1,B2,B3)⊂K 3

4

|aij (P1)− aij (P3)| ×

×
{∣∣∣τ (1) − τ (2)

∣∣∣−α2 ∣∣∂xi∂xju (B2)− ∂xi∂xju (B3)
∣∣+

+
∣∣∣ξ(1) − ξ(2)

∣∣∣−α ∂xi∂xju (B1)− ∂xi∂xju (B3)

}
≤

≤ cεα
〈
u;K 3

4

〉
2+α

+ c1

〈
u;K 3

4

〉
α
.
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Отже, для
∣∣∣F ;K 3

4

∣∣∣
α
дiстанемо оцiнку∥∥∥F ; K 3

4

∥∥∥
α
≤ c1

(∥∥∥f ;K 3
4

∥∥∥
α

+ ‖u;K 3
4

∥∥∥
0

)
+

+
(
n2εα + cnε

) ∥∥∥u;K 3
4

∥∥∥
2+α

. (1.90)

Пiдставляючи (1.90) в (1.89) знаходимо

Ek < c

(∥∥∥f ;K 3
4

∥∥∥
α

+
∥∥∥u;K 3

4

∥∥∥
0

+
∥∥∥ϕ;K 3

4
∩ (t = t0)

∥∥∥
2+α

)
+

+
(
n2εα + cnε

) ∥∥∥u;K 3
4

∥∥∥
2+α

. (1.91)

Нехай
∣∣∣x(1) − ξ

∣∣∣ ≤ ε

2
, ξ ∈ ∂D. Розглянемо кулю K(r, P )

paдiyca r, r > 4ε, з центром в точцi P ∈ Γ, яка мiстить точ-
ки P1, P2, P3. Використовуючи обмеження на гладкiсть межi
∂D, можна розпрямити ∂D ∩ K(r, P ) за допомогою взаєм-
но однозначного перетворення x = ψ(y). Для цього введемо
новi координати yi = yi(x), s ∈ {1, . . . , n}, так, щоб межа
∂D ∩K(r, P ) перейшла в частину площини yn = 0, а область
Π2 = QT ∩ K(r, P ) лежала в пiвпросторi yn > 0, t ≥ 0 i пе-
реходила в область Π1. Перехiд здiйснюється за формулами
yj = xj , j ∈ {1, 2, . . . , n − 1}, yn = xn − λ (x1, . . . , xn−1), де
xn = λ (x1, . . . , xn−1) – рiвняння межi ∂D в локальних коор-
динатах з центром в точцi P . Вважаємо, що P1, P2, P3, Ek,
u(t, x) переходять при цьому перетвореннi вiдповiдно в M1,
M2, M3, E

(1)
k , v(t, y). Позначимо коефiцiєнти в областi Π1 че-

рез Aij , Ai, A0. Тодi v(t, y) буде розв’язком задачi

∂tv−
n∑

i,j=1

Aij (M1) ∂yi∂yjv =

n∑
i,j=1

[Aij(t, y)−Aij (M1)] ∂yi∂yjv−

−
n∑
i=1

Ai(t, y)∂yiv −A0(t, y)v + f(t, ψ(y)) ≡ F2(t, y), (1.92)
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v (t0, y) = ϕ(ψ(y)), v|yn=0 = 0. (1.93)

Позначимо через K(1)
r =

{
(t, y) ∈ Π1,

∣∣∣t− t(1)
∣∣∣ ≤ ε2r2

16
,∣∣∣y(1) − y(2)

∣∣∣ ≤ εr

4

}
i вiзьмемо тричi диференцiйовану функ-

цiю η(t, y), яка задовольняє умову

η(t, y) =

 1, (t, y)εK
(1)
1
4

, 0 ≤ η(t, y) ≤ 1,

0, (t, y) /∈ K(1)
1
4

,
∣∣∂it∂my η∣∣ ≤ cmi.

Тодi функцiя ω(t, y) = v(t, y)η(t, y) буде розв’язком крайової
задачi

∂tω −
n∑

i,j=1

Aij (M1) ∂yi∂yjω =

=
n∑

i,j=1

Aij (M1)
(
∂yiη∂yjv + ∂yiv∂yjη

)
+

+v

 n∑
i,j=1

Aij (M1) ∂yi∂yjη − ∂tη

+ F2η ≡ F3(t, y). (1.94)

ω|t=t0 ≡ ϕ(ψ(y))η (t0, y) = 0, ω|yn=0 = 0. (1.95)

Використовуючи теорему 6.1 [1, cт. 368], для довiльних
точок R1 ∈ K(1)

1
4

, R2 ∈ K(1)
1
4

при 2i+ |m| = 2 одержимо нерiв-
нiсть

d−α (R1, R2)
∣∣∂it∂my ω (R1)− ∂it∂my ω (R2)

∣∣ ≤
≤ c

(∥∥∥∥F3;K
(1)
3
4

∥∥∥∥
α

+

∥∥∥∥ϕ;K
(1)
3
4

∩ (t = t0)

∥∥∥∥
2+α

)
. (1.96)

Враховуючи властивостi функцiї η(t, y) знайдемо оцiнки
доданкiв виразу F3(t, y). Наприклад,∥∥∥∥∥∥

n∑
i,j=1

Aij (M1) ∂yiη∂yjv;K
(1)
3
4

∥∥∥∥∥∥
α

≤
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≤ sup
M∈K(1)

3
4

 n∑
i,j=1

|Aij (M1) ||∂yiη||∂yjω|

+

+ sup
(R1,R2)∈K(1)

3
4

 n∑
i,j=1

Aij (M1)
(
|∂yiη|d−α(R1, R2)|∂yjv(R1)−

−∂yjv(R2)|+ |∂yjv(R2)|
)
d−α(R1, R2)|∂yjη(R1)− ∂yjη(R2)|

]
≤

≤ c3

∥∥∥∥v;K
(1)
3
4

∥∥∥∥
2

+ c4

∥∥∥∥v;K
(1)
3
4

∥∥∥∥
1

.

Аналогiчно одержуються оцiнки iнших доданкiв функцiї
F3(t, y). Отже, враховуючи iнтерполяцiйнi нерiвностi, одер-
жимо

‖F3;K
(1)
3
4

‖α ≤ c5 (|f ; Π1|α + |v; Π1|0) +

+
(
n2εα + 2nε

)
|v; Π1|2+α . (1.97)∥∥∥∥ϕη;K

(1)
3
4

∩ (t = t0)

∥∥∥∥
2+α

≤ c |ϕ; Π1 ∩ (t = t0)|2+α .

Пiдставляючи (1.97) в (1.96) i повертаючись до змiнних
(t, x), знаходимо

Ek ≤ c (‖f ; Π2‖α + ‖u; Π2‖0 + ‖ϕ; Π2 ∩ (t = t0)‖2+α) +

+(n2εα + 2nε)‖u; Π2‖2+α. (1.98)

Скориставшись нерiвностями (1.77)–(1.79), (1.91), (1.98) i
вибравши ε досить малим, одержимо нерiвнiсть

‖u,QT ‖2+α ≤ c (‖f ;QT ‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖u;QT ‖0) , (1.99)

то з нерiвностi (1.99) i формули (1.76) одержимо оцiнку (1.77).
Теорема доведена.
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1.3.2. Задача Дiрiхле у випадку неперервної
крайової функцiї

Розв’язок задачi (1.58)–(1.60) вiдшукуємо у виглядi суми

u(t, x) = v(t, x) + ω(t, x),

де ω(t, x) – розв’язок неоднорiдної задачi
Lω = 0,
ω|t=0 = 0,
ω|Γ=0 = g(t, z)− v(t, z) = g1(t, z),

(1.100)

v(t, x) – розв’язок задачi Koшi

Lv = f(t, x), v|t=0 = ϕ(x).

Припустимо, додатково, що коефiцiєнти рiвняння

aij(t, x) ∈ C
(1+α,α

2 )
(x,t) (Π). Ця умова гарантує iснування

потенцiала подвiйного шару

ω(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
∂Ω

∂

∂~vξ
Z(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dξS. (1.101)

Враховуючи властивостi фундаментального розв’язку,
маємо

Lω = 0, ω|t=0 = 0.

Щоб задовольнити в задачi (1.101) крайову умову, ско-
ристаємось рiвнянням стрибка. Тодi для µ(τ, ξ) отримаємо
iнтегральне рiвняння

µ(t, z) = −2g1(t, z) +

t∫
0

dτ

∫
∂Ω

2
∂

∂~vξ
Z(t, τ, z, ξ)µ(τ, ξ)dξS.

(1.102)
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Його розв’язок, як i для рiвняння (1.66), виражається з до-
помогою резольвенти

µ(t, z) = −2g1(t, z)− 2

t∫
0

dτ

∫
∂Ω

R(t, τ, z, ξ)g1(τ, ξ)dξS. (1.103)

Тепер отримаємо зображення розв’язку задачi (1.58)–
(1.60). Маємо

u(t, x) =

∫
Ω

Z(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
Ω

Z(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
∂Ω

∂

∂~vξ
Z(t, τ, x, ξ)

−2g1(τ, ξ)− 2

τ∫
0

dβ

∫
∂Ω

R(τ, β, ξ, y)×

×g1(β, y)dyS

]
dξS = Z∗ϕ+Z∗∗f−2

∂

∂~vξ
Z~[g − Z ∗ ϕ− Z ∗ ∗f+

+R~ (g − Z ∗ ϕ− Z ∗ ∗f)] =

[
Z + 2

∂Z

∂~vξ
∗ (Z +R~ Z)

]
∗ ϕ+

+

[
Z + 2

∂Z

∂~vξ
(Z +R~ Z)

]
∗ ∗f + 2

[
∂Z

∂~vξ
+
∂Z

∂~vξ
~R

]
~ g.

Отже, остаточно

u(t, x) =

∫
Ω

G1(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
Ω

G1(t, τ, x, ξ)×

×f(τ, ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
∂Ω

G2(t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dξS, (1.104)
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де

G1(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ) + 2

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

∂

∂~vy
Z(t, β, x, y)×

× [Z(β, τ, y, ξ) + (R~ Z)(β, τ, y, ξ)] dyS, (x, ξ ∈ Ω),

G2(t, τ, x, ξ) =
∂Z

∂~vξ
(t, τ, x, ξ) +

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

[
∂

∂~vξ
Z(t, β, x, y)+

+R(β, τ, y, ξ)

]
dyS, (x ∈ Ω, ξ ∈ ∂Ω),

(R~ Z)(t, z, τ, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂Ω

R(t, β, z, y)Z(β, τ, y, ξ)dyS.

Якщо провести оцiнку µ(τ, x) з використанням нерiвностi
(1.104) для резольвенти, то маємо, що

|µ(t, x)| ≤ C(‖ϕ; Ω‖0 + ‖f ;Q‖0 + ‖g; Γ‖0) + C

t∫
0

dτ

(t− τ)
2−α

2

×

×
∫
∂Ω

exp
(
−C |x−ξ|

2

t−τ

)
(t− τ)

n−1
2

|g̃|dξS ≤ C(‖ϕ; Ω‖0 + ‖f ;Q‖0 + ‖g; Γ‖0).

Цiй нерiвностi задовольняє ω(t, x) iз (1.101). Тому розв’язок
задачi Дiрiхле неперервно залежить вiд функцiй (f, ϕ, g) :

‖u;Q‖0 ≤ C(‖ϕ; Ω‖0 + ‖f ;Q‖0 + ‖g; Γ‖0). (1.105)

Теорема 1.8. Нехай рiвняння (1.58) рiвномiрно пара-
болiчне в шарi Π = (0, T ) × Rn, коефiцiєнти aij належать
класу C(1+α)

t,x (Π) i ai ∈ C
(α)
x (Π), a0 ∈ H

(α)
x (Π), f ∈ H

(α)
x (Q),
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ϕ ∈ H0(Ω), g ∈ H0(Γ), поверхня ∂Ω ∈ C1+α. Тодi icнує
розв’язок задачi Дiрiхле (1.58)–(1.60), який зображається за
допомогою функцiї Грiна (G1, G2) формулою (1.104) i для ньо-
го справджується нерiвнiсть (1.105).

§1.4. Крайова задача Неймана
У цилiндрi Q = (0, T )× Ω розглянемо рiвняння

Lu =

n∑
ij=1

aij(t, x)∂x1xju+

n∑
i=1

ai(t, x)∂xlu+

+a0(t, x)u− ∂u

∂t
= f(t, x). (1.106)

Будемо шукати класичний розв’язок, який задовольняє умо-
ви

u|t=0 = ϕ(x), (1.107)

Bu|Γ ≡
(
∂u

∂~vz
+ b0u

)
Γ

= g(t, z), (1.108)

де v̄z внутрiшня нормаль в точцi (z, t) з компонентами vi(z, t),
Γ = (0, T )× S, S – межа областi Ω, z ∈ S.

Нехай u = v + ω, де v – розв’язок задачi Кошi (1.106),
(1.107), а ω – крайовi умови задачi

Lω = 0, ω|t=0 = 0, Bω|Γ = g1 ≡ g −Bv|Γ. (1.109)

Розв’язок v визначається за допомогою фундаментального
розв’язку Z(t, τ, x, ξ) за формулою

v(t, x) =

∫
Ω

Γ(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Ω

Γ(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ, (1.110)
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якщо ϕ ∈ H(0)(En), f ∈ H(α)(Π). Розв’язок задачi Неймана
вiдшукуємо у виглядi потенцiала простого шару

ω(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
S

Γ(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dSξ, (1.111)

де µ(t, z) – невiдома функцiя.
ω(t, x) є розв’язком однорiдного рiвняння в точках x ∈ Ω

i справджується початкова умoвa ω|t=0 = 0.
Задовольнимо крайову умову в (1.108), користуючись рiв-

нянням стрибка (1.37). Будемо мати iнтегральне рiвняння
для µ(t, z):

1

2
µ(t, z) +

t∫
0

dτ

∫
S

B(t, z,D)Z(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dSξ = q1(t, z).

Позначимо K(t, τ, x, ξ) = −2B(t, z,D)Z(t, τ, x, ξ) i побудуємо
резольвенту, яка вiдповiдає ядру отриманого рiвняння

µ(t, z) = 2q1(t, z) =

t∫
0

dτ

∫
S

Z(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dSξ. (1.112)

Maємо, що
R(t, τ, x, ξ) = K(t, τ, x, ξ)+

+

∞∑
m=1

t∫
τ

dβ

∫
S

K(t, β, z, y)Km(β, τ, y, ξ)dSy, (1.113)

де

Km(t, τ, x, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
S

K(t, β, z, ξ)Km−1(β, τ, y, ξ)dSy,

(1.113m)
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(m = 2, 3, . . .), K1 ≡ K.

Якщо коефiцiєнти рiвняння (1.106) задовольняють умови тео-
реми 1.2, i поверхня S належить C(1+α), то на основi (1.108)
для K(t, τ, x, ξ) знаходимо нерiвнiсть

|K1(t, τ, x, ξ)| ≤ C1(t− τ)−
n+1−a

2 e−c1
|z−ξ|2
t−τ . (1.1131)

Оцiнимо повторнi ядра з допомiжного (1.1131):

|K2(t, τ, x, ξ)| ≤ C2
1

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−a

2 (β − τ)
2−a

2

×

×
∫
S

e
− |z−y|

2

t−β

(t− β)
n−1

2

· e
−c1 |y−ξ|

2

β−τ

(β − τ)
n−1

2

dSy.

Для поверхневого iнтеграла правильна нерiвнiсть

H(t, τ, x, ξ) ≡
∫
S

e
− |z−y|

2

t−β

(t− β)
n−1

2

· e
−c1 |y−ξ|

2

β−τ

(β − τ)
n−1

2

dβ ≤

≤ C∗(t− τ)−
n−1

2 e−c2
|z−ξ|2
t−τ , (1.114)

де τ < β < t, 0 < c2 = c1 − ε, C∗ > 0, 0 < ε < c1.
Скористаємось також нерiвнiстю

f(y) =
|z − y|2

t− β
+
|y − ξ|2

β − τ
≥ |z − ξ|

2

t− τ
, (z, ξ) ∈ S. (1.115)

Якщо в H(t, τ, z) пiд знаком iнтеграла β ∈ (τ, t1), t1 =
t+ τ

2
,

тo t− β ≥ t+ τ

2
. Тому маємо, шо

H ≤ 2n−1

(t− τ)
n−1

2

e−c2
|z−ξ|2
t−τ

∫
S

e
−c1 |y−ξ|

2

β−t

(β − τ)
n−1

2

dSy ≤
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≤ C∗(t− τ)−
n−1

2 e−c2
|z−ξ|2
t−τ .

Останнiй iнтеграл обмежений для β < τ i ξ ∈ S.
Якщо β ∈ (t1, t), то β−τ ≥

t− τ
2

i знову отримаємо оцiнку
(1.114). Для K2 з допомогою (1.115) i замiни t− β = η(t− τ)
дiстанемо

|K2(t, τ, x, ξ)| ≤

≤ C2
1C
∗(t− τ)−

n+1−2a
2 B

(a
2
,
a

2

)
e−c2

|z−ξ|2
t−τ . (1.1132)

Повторюючи мiркування для K3, . . . ,Km, отримуємо нерiв-
нiсть

|K2(t, τ, x, ξ)| ≤ CmC∗m−1B
(a

2
,
a

2

)
, . . . , B

(
a

2
,
(m− 1)a

2

)
×

×(t− τ)−
n+1−ma

2 exp
{
−cm|z − ξ|2(t− τ)−1

}
, (1.113m)

де cm = c1 −mε, 0 < ε <
c1

m2
.

Вiзьмемо m0 =

[
n+ 1

a

]
+ 1, тодi ядро Km0 вже не має

особливостi при t = τ i правильна оцiнка

|Km0(t, τ, x, ξ)| ≤

≤ Am0 exp
{
−cm0 |z − ξ|2(t− τ)−1

}
, (1.113m0)

де Am0 вiдповiдна стала в (1.113m0).
Оцiнимо наступнi ядра Km0+k (k = 1, 2, . . .). За допомо-

гою нерiвностей (1.1131), (1.115) i (1.113m0) знаходимо

|Km0+1(t, τ, x, ξ)| ≤ C1Am0

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−a

2

×

×
∫
S

e−cm0f(y) e
−(c1−cm0 )

|y−z|2
τ−β

(t− β)
n−1

2

dSy ≤ C1Am0C̄m0B
(a

2
, 1
)
×
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×(t− τ)
a
2 exp

{
−cm0 |z − ξ|2(t− τ)(−1)

}
, (1.113m0+1)

де

C̄m0 = sup
z∈S

∫
S

e−cm0f(y) e
−m0ε|z−ξ|2(t−β)−1

(t− β)−
n−1

2

dSy ≤ const .

За iндукцiєю встановлюється нерiвнiсть

|Km0+k(t, τ, x, ξ)| ≤ C1

(
Am0C̄m0

)k
(t− τ)

ka
2 ×

×
k−1∏
j=1

B

(
a

2
, 1 +

ja

2

)
e−cm0

|z−ξ|2
t−τ

i ряд (1.113) мажорується збiжним рядом

|R(t, τ, x, ξ)| ≤
m0∑
m=1

Am(t− τ)
ma−n−1

2 e−cm|z−ξ|
2(t−τ−1)+

+C1

∞∑
k=1

[
Am0Cm0Γ

(
α
2

)
(t− τ)

a
2

]k
Γ
(
1 + ka

2

) e−cm0
|z−ξ|2
t−τ .

Сума останнього ряду є функцiєю Мiттаг-Лефлера, тому має-
мо остаточну нерiвнiсть

|R(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)−n+1−a
(
A0C0Γ

(a
2

)
(t− τ)

a
2

)
×

×e−cm0
|z−ξ|2
t−τ . (1.116)

На iнтервалi (t, τ) ∈ (0, T ) резольвента задовольняє такiй
нерiвностi, як ядро K, тiльки з iншими сталими C1, C > 0:

|R(t, τ, x, ξ)| ≤ C(t− τ)
−n+1−a

2 e−c|z−ξ|
2(t−τ−1). (1.117)
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Розв’язок iнтегрального рiвняння (1.112) знаходимо за
формулою

µ(t, z) = 2g1(t, z) + 2

t∫
0

dτ

∫
S

R(t, τ, x, ξ)g1(τ, ξ)dSξ. (1.118)

Тепер пiдставимо µ(t, z) в iнтеграл (1.111) i видiлимо ядро
оберненого оператора задачi Неймана (1.106)–(1.108)

u(t, x) =

∫
Ω

G1(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
Ω

G1(t, τ, x, ξ)×

×f(τ, ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
S

G2(t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dSξ, (1.119)

де компоненти функцiї Грiна задачi Неймана

G1(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)− 2

t∫
τ

dβ

∫
S

Z(t, β, x, y)×

× [B (β,Dy)Z(β, τ, y, ξ) +R⊗BZ] dSy,
(x ∈ Ω, ξ ∈ Ω),

|G2(t, τ, x, ξ)| = 2Z(t, τ, x, ξ)− 2

t∫
τ

dβ×

×
∫
S

Z(t, β, x, y)R(β, τ, y, ξ)dSy, (x ∈ Ω, ξ ∈ S).


(1.120)

Оцiнюючи функцiю v нерiвнiстю

|v| ≤ C (|ϕ|C + |f |)

та використовуючи формули (1.108), (1.118) для ω, знаходимо

|u(t, k)| ≤ C (|ϕ|C + |f |C + |g|C) . (1.121)
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Теорема 1.9. Нехай коефiцiєнти рiвномiрно параболiчно-
го рiвняння (1.105) визначенi в цилiндрi Q = (0, T ) × Ω
i aij ∈ H(α)(Q), ai ∈ H(α)(Q). Функцiї належать класу:
f ∈ Hα

x (Q), ϕ ∈ H(0)(Ω), b0, g ∈ C(Γ), а поверхня S – межа
областi Ω – класу C1+a. Тодi icнyє функцiя Грiна (G1, G2)
задачi Неймана (1.105)–(1.107), розв’язок якої визначається
формулою (1.118) i для розв’язку правильних нерiвностей

|Dk
xu(t, x)| ≤ C (‖ϕ; Ω‖0 + ‖f ; Π‖0 + ‖g; Γ‖0)×

×
[
t−
|k|
2 gk(t, p(x, S))

]
, (1.122)

де
ρ(x, S) = inf

y∈S,x∈Ω
ρ(x, y), g0(t, ρ) = 1,

g1(t, ρ) = t−
1
2 ln

1

ρ
, g2(t, ρ) = t−

1
2 ρ−1.

Нерiвнiсть (1.122) узагальнює оцiнку розв’язку (1.121)
для похiдних бiля межi областi.

Розглянемо задачу iз косою похiдною для рiвномiрно па-
раболiчного рiвняння.

Нехай Ω – обмежена область. Розглянемо в цилiндричнiй
областi Q = [0, T )×Ω з боковою межею Γ = [0, T )×∂Ω задачу
з косою похiдною

Lu = f(t, x), u|t=0 = ϕ(x),[
n∑
i=1

bi(t, x)∂xiu+ b0(t, x)u

]
∣∣
Γ

= g(t, x). (1.123)

Будемо вважати, що функцiї bi(t, x) всюди на Γ задоволь-
няють умову ∣∣∣∣∣

n∑
i=1

bi(t, x)ni(x)

∣∣∣∣∣ ≥ δ > 0.

Справедлива така теорема ([1], cт. 364)
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Теорема 1.10. Нехай S ∈ C2+α, коефiцiєнти оператора
L належать простору Hα(Q), bi ∈ H1+α(Γ), b0 ∈ H1+α(Γ).
Тодi для будь-яких f ∈ Hα(Q), ϕ ∈ H2+α(Ω), g ∈ H1+α(Γ),
якi задовольняють умову Bϕ|Γ = g(0, x), задача (1.122) має
єдиний розв’язок iз простору H2+α(Q) i для нього правильна
оцiнка

‖u;Q‖2+α ≤ C (‖f ;Q‖α + ‖ϕ; Ω‖2+α + ‖g; Γ‖1+α) . (1.124)

§1.5. Задача Кошi для параболiчного рiвняння
Розглянемо в областi Π задачу Кошi

Lu = f(t, x), (1.125)

u|t=0 = ϕ(x). (1.126)

Справедлива така теорема.
Теорема 1.11. Нехай для задачi (1.125), (1.126) виконанi

умови А), Б) §1.1, f(t, x) ∈ Hα(Π), ϕ(x) ∈ H2+α(Rn). Тодi
iснує єдиний розв’язок задачi Кошi (1.125), (1.126) у класi
H2+α(Π) i для нього правильна оцiнка

‖u; Π‖2+α ≤ c (‖f ; Π‖α + ‖ϕ;Rn‖2+α) (1.127)

i справедлива формула

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Γ(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ)dξ+

+

∫
Rn

Γ(x, t; ξ, 0)ϕ(ξ)dξ. (1.128)

Доведення. Запишемо фундаментальний розв’язок рiвнян-
ня (1.125) у виглядi

Γ(x, t; ξ, τ) = Z(x, t; ξ, τ) + Z1(x, t; ξ, τ),
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де

Z1(x, t; ξ, τ) =

t∫
τ

dβ

∫
D

Z(x, t; y, β)Φ(y, β; ξ, τ)dy.

Для Γ(x, t; ξ, τ) правильна оцiнка

|Dr
tD

s
xΓ(x, t; ξ, τ)| ≤ c(t− τ)−

n+2r+s
2 exp

(
−c |x− ξ|

2

(t− τ)

)
.

Для того, щоб перевiрити, чи функцiя (1.128) є розв’язком
задачi (1.122), (1.126) необхiдно розглянути окремо функцiї

v1(x, t) =

τ∫
0

dτ

∫
En

Γ(x, t, ξ, τ)f(ξ, τ)dτ,

v2(x, t) =

∫
En

Γ(x, t, ξ, 0)ϕ(ξ)dξ.

Вони є розв’язками наступних задач:

Lv1 = f, v1|t=0 = 0
Lv2 = 0, v2|t=0 = ϕ.

(1.129)

Покажемо виконання рiвностi v2|t=0 = ϕ. Оскiльки з нерiвно-
стi |Dr

tD
s
xZ1| ≤ c(t−τ)−

n+2r+s−α
2 exp

(
−C |x−ξ|

2

(t−τ)

)
при r = s = 0

маємо

lim
t→0

∫
En

Z1(x, ξ, t, 0)ϕ(ξ)dξ = 0,

то використавши спiввiдношення

lim
h→0

∫
En

Z (t, x− ξ, ξ, t− h)ϕ(y)dy = ϕ(x),
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одержимо

lim
t→0

v2(x, t) = lim
t→0

∫
En

Γ (x− ξ, t, ξ, 0)ϕ(ξ)dξ = ϕ(x),

що i потрiбно було показати.
Доведемо тепер, що при f ∈ Hα(Π) i ϕ ∈ H2+α(Rn) пра-

вильнi оцiнки
‖v1; Π‖2+α ≤ c‖f ; Π‖α, (1.130)

‖v2; Π‖2+α ≤ c‖ϕ;Rn‖2+α (1.131)

i
‖v; Π‖2+α ≤ c(‖f ; Π‖α + ‖ϕ;Rn‖2+α). (1.132)

Для доведення нерiвностi (1.130) необхiдно, щоб правильни-
ми були нерiвностi

〈v1; Π〉x,2+α ≤ c‖f ; Π‖α, (1.133)

〈∂rxv1; Π〉t, 2−s+α
2
≤ c‖f ; Π‖α (r = 1, 2), (1.134)

〈∂tv1; Π〉t,α
2
≤ c‖f ; Π‖α, (1.135)

а також
‖v1; Π‖r ≤ c‖f ; Π‖α (r = 1, 2). (1.136)

Скористаємося рiвнiстю

Ds
xv1(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
En

Ds
xΓ(x, t, y, τ)[f(y, τ)− f(x, τ)]dy+

+

t∫
0

f(x, τ)dτ

∫
En

Ds
xΓ(x, t, y, τ)dy. (1.137)
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Оскiльки∣∣∣∣∣∣
∫
En

Ds
xΓ(x, t, y, τ)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ c(t− τ)
s−α

2 (s = 1, 2), (1.138)

∣∣∣∣∣∣
∫
En

Γdy

∣∣∣∣∣∣ ≤ c,
то з (1.70) випливає, що

|Ds
xv1| ≤ ct

2−s+a
2 ‖f ; Π‖α (s = 1, 2), (1.139)

|v1| ≤ ct‖f ; Π‖α.

Використовуємо для оцiнки Dtv1 рiвняння Lv1 = f i отри-
маємо

|Dtv1| ≤ ct
a
2 |f |.

Останнi три нерiвностi доводять оцiнку (1.127), яка при s =
0, 1 очевидна.

Перейдемо до доведення оцiнок (1.133)–(1.136). Почнемо
з оцiнки (1.134). Для її доведення потрiбно оцiнити рiзницю

Ds
xv1(x, t)−Ds

xv1(x, t′) (s = 1, 2).

Нехай для визначеностi t′ < t ≤ T . Якщо t > 2t′, оскiльки
t− t′ > t′, то в силу (1.139)

|Ds
xv1(x, t)−Ds

xv1(x, t′)| ≤ c
(
t

2−s+a
2 + t′

2−s+a
2

)
‖f ; Π‖α ≤

≤ c(t− t′)
2−s+a

2 ‖f ; Π‖α. (1.140)

Ця ж нерiвнiсть виконується при t − t′ ≤ t′. З допомогою
(1.137) маємо, що

Ds
xv1(x, t)−Ds

xv1(x, t′) =
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=

t∫
2t′−t

dτ

∫
En

Ds
xΓ(x, t, y, τ)[f(y, τ)− f(x, τ)]dy−

−
t′∫

2t′−t

dτ

∫
En

Ds
xΓ(x, t′, y, τ)[f(y, τ)− f(x, τ)]dy+

+

2t′−t∫
0

dτ

∫
En

[
Ds
xΓ(x, t, y, τ)−Ds

xΓ(x, t′, y, τ)
]
×

×[f(y, τ)− f(x, τ)]dy +

t∫
2t′−t

f(x, τ)dτ

∫
En

Ds
xΓ(x, t, y, τ)dy−

−
t′∫

2t′−t

f(x, τ)dτ

∫
En

Ds
xΓ(x, t′, y, τ)dy+

+

2t′−t∫
0

[f(x, τ)− f(x, t)]dτ

∫
En

[Ds
xΓ(x, t, y, τ)−

−Ds
xΓ(x, t′, y, τ)

]
dy + f(x, t)

2t′−t∫
0

dτ

∫
En

[Ds
xΓ(x, t, y, τ)−

−Ds
xΓ(x, t′, y, τ)

]
dy =

7∑
j=1

Jj . (1.141)

Першi шiсть членiв правої частини оцiнюємо за допомо-
гою нерiвностей

|Dr
tD

s
xΓ(x, t, ξ, τ)| ≤ c(t− τ)−

n+2r+s
2 exp

(
−C |x− ξ|

2

(t− τ)

)
,

|Dr
tD

s
xΓ(x, t, ξ, τ)−Dr

tD
s
xΓ(x, t′, ξ, τ)| ≤
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≤
[
c
(
t− t′

) (
t′ − τ

)−n+2r+s+2
2 +

(
t− t′

)− 2−2r−s+α
2

(
t′ − τ

)−n+2
2

]
×

× exp

(
−C |x− ξ|

2

(t− τ)

)
,

|Dr
tD

s
xZ1| ≤ c(t− τ)−

n+2r+s−α
2 exp

(
−C |x− ξ|

2

(t− τ)

)
,∣∣∣∣∣∣

∫
En

Dr
tD

s
xZ(x− ξ, t, ξ, τ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c(t− τ)−

n+2r+s
2

∫
En

|x− ξ|α exp

(
−C |x− ξ|

2

(t− τ)

)
dξ =

= c(t− τ)−
2r+s−α

2 ,

6∑
j=1

|Jj | ≤ c
(
t− t′

) 2−s+α
2 ‖f ; Π‖α. (1.142)

Iнтеграл у виразi J7 перетворимо наступним чином

2t′−t∫
0

dτ

∫
En

[
Ds
xΓ(x, t, y, τ)−Ds

xΓ(x, t′, y, τ)
]
dy =

=

2t′−t∫
0

dτ

∫
En

[
Ds
xZ(x− y, t, y, τ)−Ds

xZ(x− y, t′, y, τ)
]
dy−

−
t∫

2t′−t

dτ

∫
En

Ds
xZ1(x, t, y, τ)dy +

t′∫
2t′−t

dτ

∫
En

Ds
xZ1(x, t′, y, τ)dy+

+

 t∫
0

dτ

∫
En

Ds
xZ1(x, t, y, τ)dy −

t′∫
0

dτ

∫
En

Ds
xZ1(x, t′, y, τ)dy

 .
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Першi три iнтеграли правої частини не перевищують c(t −
t′)

2−s+α
2 . Четвертий член може бути записаний у виглядi

t∫
0

dτ

∫
En

Ds
xZ1(x, t, y, τ)dy −

t′∫
0

dτ

∫
En

Ds
xZ1(x, t′, y, τ)dy =

= Ds
x

 t∫
0

dτ

∫
En

Z(x− y, t, y, τ)q(y, τ)dy−

−
t′∫

0

dτ

∫
En

Z(x− y, t′, y, τ)q(y, τ)dy

 , (1.143)

де

q(y, τ) =

τ∫
0

dλ

∫
En

Φ(y, ξ, τ, λ)dξ

– функцiя, яка належить до класу Hα(Π).
Якщо б з самого початку розглядали замiсть v1 об’ємний

потенцiал

v0
1 =

t∫
0

dτ

∫
En

Z(x− y, t, y, τ)f(y, τ)dy,

то для цього потенцiалу була б справедливою рiвнiсть (1.141),
де всюди ядро Γ замiнено на Z. Для правої частини (1.141)
справедлива оцiнка (1.142). Оскiльки∣∣∣∣∣∣

∫
En

[
Ds
xZ(x− y, t, y, λ)−Ds

xZ(x− y, t′, y, λ)
]
dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ c

t∫
t′

(t′′ − λ)−
2+s−α

2 dt′′,
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то правильна оцiнка

|J7| ≤ c(t− t′)
2−s+α

2 ‖f ; Π‖0. (1.144)

З цього випливає, що для потенцiалу v0
1 має мiсце нерiв-

нiсть (1.134) i права частина (1.142) оцiнюється через c(t −
t′)

2−s+α
2 . Це означає, що вираз J7 з (1.140) також оцiнюється

за нерiвнiстю (1.144) i оцiнка (1.144) таким чином доведена.
Нерiвнiсть (1.143) отримується таким же шляхом. Вико-

ристовуємо рiвнiсть

∂2v1(x, t)

∂xi∂xj
− ∂2v1(x′, t)

∂x′i∂x
′
j

=

t∫
0

dτ

∫
σ1

∂2Γ(x, t, y, τ)

∂xi∂xj
×

×
{

[f(y, τ)− f(x, τ)] + [f(x, τ)− f(x′, t)]
}
dy−

−
t∫

0

dτ

∫
σ1

∂2Γ(x′, t, y, τ)

∂x′i∂x
′
j

{
[f(y, τ)− f(x′, t)]dy+

+[f(x′, τ)− f(x′, t)]
}
dy +

t∫
0

dτ

∫
En\σ1

[
∂2Γ(x, t, y, τ)

∂xi∂xj
−

− ∂2Γ(x′, t, y, τ)

∂x′i∂x
′
j

]
[f(y, τ)− f(x′, t)]dy+

+f(x′, t)

t∫
0

dτ

∫
En

[
∂2Γ(x, t, y, τ)

∂xi∂xj
− ∂2Γ(x′, t, y, τ)

∂x′i∂x
′
j

]
dy,

де σ1 – куля з центром x i радiусом 2|x−x′|. При оцiнцi правої
частини слiд скористатися нерiвностями

|Dr
tD

s
xΓ(x, t, ξ, τ)| ≤ c(t− τ)−

n+2r+s
2 exp

(
−C |x− ξ|

2

(t− τ)

)
,
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|Dr
tD

s
xΓ(x, t, ξ, τ)−Dr

tD
s
x′Γ(x′, t, ξ, τ)| ≤

≤ c
[
|x− x′|γ (t− τ)−

n+2r+γ
2 + |x− x′|β(t− τ)−

n+2+α−β
2

]
×

× exp

(
−C |x

′′ − ξ|2

(t− τ)

)
,∣∣∣∣∣∣

∫
σ1

∂2Z(x− y, t, y, λ)

∂xi∂xj
dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ c
[
|t− λ|−

2−α
2 +

+|x− x′|n(t− λ)−
n+2

2 exp

(
−C |x− x

′|2

t− λ

)]
.

Нерiвнiсть (1.135) є наслiдком нерiвностi (1.134) i рiвнян-
ня Lv1 = f .

Отже, доведено нерiвнiсть (1.128).
Доведемо нерiвнiсть (1.129). Запишемо функцiю v2 через

об’ємний потенцiал. Оскiльки ця функцiя є розв’язком задачi
(1.127), то функцiя

v3(x, t) = v2(x, t)− ϕ(x)

є розв’язком задачi

Lv3 = −Lϕ(x), v3|t=0 = 0.

Отже,

v3 = −
t∫

0

dτ

∫
En

Γ(x, t, y, τ)Lϕ(y)dy

i

v2(x, t) = ϕ(x)−
t∫

0

dτ

∫
En

Γ(x, t, y, τ)Lϕ(y)dy.

Застосовуючи тепер до правої частини рiвняння Lv3 =
−Lϕ(x) нерiвнiсть (1.130), отримуємо (1.131).

Оцiнка (1.132) доведена.
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Роздiл 2. Нелокальнi крайовi задачi для
параболiчних рiвнянь другого

порядку
Нелокальнi крайовi задачi виникають при розв’язаннi за-

дач, що описують процес дифузiї частинок в турболентнiй
плазмi, а також в процесi поширення тепла в тонкому на-
грiтому стержнi, коли задається закон змiни загальної кiль-
костi тепла в стержнi.

У цьому роздiлi вивчається перша крайова задача, задача
з косою похiдною, одностороння крайова задача з нелокаль-
ними умовами за часовою змiнною для параболiчного рiвнян-
ня другого порядку. Встановлюється коректна розв’язнiсть
нелокальної задачi Кошi для параболiчних рiвнянь. Одер-
жанi результати застосовуються до задач оптимального керу-
вання системами, що описуються першою крайовою задачею
з нелокальною умовою за часовою змiнною у випадку внут-
рiшнього керування. Критерiй якостi задається об’ємним iн-
тегралом. Крiм того, дослiджується задача оптимального ке-
рування системою, що описується параболiчною нелокальною
задачею з косою похiдною у випадку обмеженого фiнально-
го керування. Критерiй якостi задається сумою об’ємного i
поверхневого iнтегралiв.

§2.1. Постановка задачi i основнi обмеження

Нехай D – обмежена область в Rn з межею ∂D. Розгля-
немо в областi Q = [0, T ) × D задачу знаходження функцiї
u(t, x), яка задовольняє рiвняння

(Lu)(t, x) =

[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj −
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi−

−a0(t, x)

]
u(t, x) = f(t, x), (2.1)
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нелокальну умову за часовою змiнною

u(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)u(tj , x) = ϕ(x), (2.2)

а на бiчнiй межi Γ = (0, T )× ∂D одну з крайових умов:

u
∣∣
Γ

= g(t, x); (2.3)

(Bu)(t, x)
∣∣
Γ
≡

{[
n∑
k=1

bk(t, x)∂xk + b0(t, x)

]
u(t, x)

}∣∣∣∣
Γ

=

= ψ(t, x); (2.4)

u
∣∣
Γ
≥ 0, (Bu)(t, x)

∣∣
Γ
≥ ψ(t, x),

{((Bu)(t, x)− ψ(t, x))u}
∣∣
Γ

= 0, (2.5)

де 0 < t1 < t2 < . . . < tN ≤ T .
Припускатимемо, що для задач (2.1)–(2.5) виконуються

наступнi умови:
1◦. Коефiцiєнти ai ∈ Hα(Q), i ∈ {0, 1, . . . , n}, a0 ≤ k <

+∞, k – const, aij ∈ Hα(Q) i для довiльного вектора ξ =
(ξ1, . . . , ξn) виконується нерiвнiсть

Π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

aij(t, x)ξiξj ≤ Π2|ξ|2, (2.6)

Π1, Π2 – фiксованi додатнi сталi, (t, x) ∈ Q.
2◦. Коефiцiєнти dj ∈ H2+α(D), j ∈ {1, 2, . . . , N},

sup
D

N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj ≤ λ0 < 1, де λ – довiльне число, яке задо-

вольняє нерiвнiсть λ < inf
Q

(−a0(t, x)).

3◦. Функцiї f ∈ Hα(Q), ϕ ∈ H2+α(D), межа ∂D належить
до класу C2+α.
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4◦. Вектор b̄ = {b1, . . . , bn} утворює з напрямком внутрiш-
ньої нормалi ~n до Γ в точцi (t, x) ∈ Γ кут, менший за

π

2
, b0 ∈

H1+α(Γ), b0 < 0, bk ∈ H1+α(Γ), ψ ∈ H1+α(Γ), (Bu)(t, x)
∣∣
∂D

=ψ(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)ψ(tj , x)

∣∣∣∣
∂D

,
n∑
k=1

bk(tj , x)∂xkdj(x)

∣∣∣∣
∂D

= 0.

5◦. Функцiї g ∈ H2+α(Γ),

(
g(0, x)+

N∑
j=1

dj(x)g(tj , x)

)∣∣∣∣
∂D

=

ϕ(x)

∣∣∣∣
∂D

, ∂tg(0, x) +

n∑
j=1

{
dj(x) [∂tg(tj , x)− f(tj , x)] + n∑

i,k=1

aik(0, x)∂xi +

n∑
k=1

ak(0, x)

 (g(tj , x)∂xidj(x))

}
=(

n∑
i,k=1

aik(0, x)∂xi∂xk +
n∑
i=1

ai(0, x)∂xi + a0(0, x)

)
ϕ(x) + f(0, x)

при x ∈ ∂D.

§2.2. Коректна розв’язнiсть першої нелокальної
крайової задачi

Позначимо через g̃(t, x) розв’язок задачi Дiрiхле в областi
Q = (0, T )×D:

∂tu = ∆u, u(0, x), u

∣∣∣∣
Γ

= g(t, x).

В задачi (2.1)–(2.2) зробимо замiну

u(t, x) = v(t, x)e−λt + g̃(t, x), (2.7)

де λ задовольняє умову 2◦. Одержимо

(L1v)(t, x) ≡

[
∂t −

n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj −
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi−
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−a0(t, x)− λ

]
v(t, x) = f(t, x)eλt − (Lg̃)(t, x) ≡ F (t, x), (2.8)

v(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x) = ϕ(x)− g̃(0, x)−

−
N∑
j=1

dj(x)g̃(tj , x) ≡ Φ(x), (2.9)

v

∣∣∣∣∣
Γ

= 0. (2.10)

2.2.1. Принцип максимуму для розв’язкiв першої
нелокальної крайової задачi

Знайдемо оцiнку розв’язкiв крайової задачi (2.8)–(2.10).
Правильна така теорема.

Теорема 2.1. Нехай v – класичний розв’язок задачi (2.8)–
(2.10) в областi Q i виконанi умови 1◦–3◦, 5◦. Тодi для v(t, x)
правильна нерiвнiсть

|v| ≤ max

∥∥∥∥∥∥Φ ·

1−
N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj

−1

;D

∥∥∥∥∥∥
0

,

‖F (−a0 − λ)−1; Π‖0
)
. (2.11)

Доведення. Можливi три випадки: v недодатний в Q,
або найбiльше додатне значення v досягається на ΓT ≡
ΓU

{
(t, x)

∣∣x ∈ D, t = 0
}
, або це найбiльше значення дося-

гається в точцi P1

(
t(1), x(1)

)
∈ Q.

У першому випадку max
Q
v(t, x) ≤ 0, в другому 0 <

max
Q
v(t, x) = max

D
v(t, x) ≡ v(0, x(2)). Тодi з нелокальної умови
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(2.9) маємо

Φ(x(2)) ≥ v(0, x(2))

1−
N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj

 .
Тому

v
(

0, x(2)
)
≤ max

D

Φ(x) ·

1−
N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj

−1 . (2.12)

У третьому випадку max
Q
v(t, x) = v(P1), причому в точцi

P1 виконуються спiввiдношення

∂tv(P1) ≥ 0, ∂xiv(P1) = 0, −
n∑

ij=1

aij(P1)∂xi∂xjv(P1) ≥ 0,

(2.13)
i задовольняється рiвняння (2.8).

Нерiвнiсть (2.13) правильна, оскiльки в точцi максимума
другi похiднi ∂xi∂xjv(P1) за будь-яким напрямком

yj =

n∑
i=1

βij

(
xi − x(1)

i

)
(det ‖βij‖ 6= 0)

недодатнi, а вираз
n∑

ik=1

aik(P1)∂xi∂xkv(P1) =

n∑
lj=1

(
n∑

ik=1

aik(P1)βklβji

)
∂yj∂ylv(P1) =

=

n∑
l=1

λl∂yl∂ylvm < 0.

Оскiльки λ1, . . . , λn характеристичнi числа квадратичної
форми, то вони додатнi згiдно з обмеженням (2.6). З ураху-
ванням (2.13) i рiвняння (2.8) в точцi P1 правильна нерiвнiсть

v(P1) ≤ F (P1)(−a0(P1)− λ)−1. (2.14)
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Аналогiчно, розглядаючи точку найменшого вiд’ємного
значення функцiї v(t, x), маємо

v(t, x) ≥ (2.15)

≥ min

min
D

Φ

1−
N∑
j=1

|dj(x)|

−1 ,min
Q

[
F (−a0 − λ)−1

] .

Отже, для розв’язку задачi (2.8)–(2.10) справедлива оцiнка
(2.15).

Розглянемо однорiдну задачу Дiрiхле(
L1v

(1)
)

(t, x) = 0, v(1)(0, x) = ψ1(x), v(1)
∣∣
Γ

= 0. (2.16)

Нехай E(t, x, τ, ξ) – функцiя Грiна задачi (2.16).
Зауваження 2.1. Для функцiї E(t, x, τ, ξ) спроваджу-

ються нерiвностi

E(t, x, τ, ξ) ≥ 0, 0 ≤
∫
D

E(t, x, 0, ξ)dξ ≤ 1. (2.17)

Оскiльки розв’язок задачi (2.16) задається формулою

v(1)(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)ψ1(ξ)dξ,

то, враховуючи оцiнки (2.12), (2.14), (2.15) для розв’язку
v(1)(t, x) при ψ1(x) ≡ 1, маємо

0 ≤
∫
D

E(t, x, 0, ξ)dξ ≤ 1.

Вiзьмемо за ψ1(x) функцiю η(x, δ):

η(x, δ) =

 c−1
1 exp

{
− δ2

δ2 − |x− y|2

}
, при |x− y| < δ;

0, при |x− y| ≥ δ;
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δ – довiльне число, (y1, . . . , yn) – довiльна точка областi D,

c1 =

∫
D

exp

{
− δ2

δ2 − |x− y|2

}
dx.

Застосовучи нерiвностi (2.12), (2.14), (2.15) i теорему про
”середнє” значення для iнтеграла∫

D

E(t, x, 0, ξ)η(ξ, δ)dξ ≥ 0,

одержимо E(t, x, 0, ξ) ≥ 0 для (t, x) ∈ Q, ξ ∈ D.

2.2.2. Iснування розв’язку нелокальної задачi
Дiрiхле

Встановимо iснування розв’язку задачi (2.8)–(2.10). Пра-
вильна така теорема.

Теорема 2.2. Якщо виконанi умови 1◦–3◦, 5◦, то iснує
єдиний розв’язок задачi (2.8)–(2.10), для якого правильна
оцiнка (2.11).

Доведення. Розв’язок задачi (2.8)–(2.10) шукаємо у
виглядi

v(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ +

∫
D

E(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ. (2.18)

Оскiльки

w(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ,

розв’язок крайової задачi

(L1ω)(t, x) = F (t, x), ω(0, x) = Φ(x), ω
∣∣
Γ

= 0,
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то згiдно з теоремою 2.1 правильна оцiнка

|ω| ≤ max
[
‖Φ;D‖0 , ‖F (−a0 − λ)−1; Π1‖0

]
. (2.19)

Задовольнивши нелокальну умову (2.9), маємо

v(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
D

E(tj , x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ =

= −
N∑
j=1

dj(x)e−λtjω(tj , x) ≡ F1(x). (2.20)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (2.20) шукаємо методом
послiдовних наближень. Рекурентнi спiввiдношення для по-
слiдовних наближень мають вигляд

v(k)(0, x) = F1(x) +

∫
D

N∑
j=1

dj(x)e−λtjE(tj , x, 0, ξ)v(k−1)(0, ξ)dξ,

v(0)(0, ξ) = F1(x),

k ∈ {1, 2, . . .}.

Оскiльки E(t, x, 0, ξ) ≥ 0, 0 ≤
∫
D

E(tj , x, 0, ξ)dξ ≤ 1, то

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
D

E(tj , x, 0, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj
∫
D

E(tj , x, 0, ξ)dξ < λ0.

Тому, оцiнюючи рiзницi мiж послiдовними наближення-
ми, одержуємо

|v(k)(0, x)− v(k−1)(0, x)| ≤ λk0‖F1;Q‖0.

94



Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння (2.20) зображається
рiвномiрно збiжним функцiональним рядом

v(0, x) = F1(x) +

∞∑
k=1

(v(k)(0, x)− v(k−1)(0, x))

i для нього справедлива оцiнка

|v(0, x)| ≤ λ0

1− λ0
‖F1;Q‖0.

Враховуючи обмеження λ0 < 1, запишемо розв’язок iнте-
грального рiвняння (2.20) у виглядi

v(0, x) = F1(x) +

∫
D

G(x, y)F1(y)dy, (2.21)

де G(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвнян-
ня

G(x, y) =
N∑
j=1

dj(x)e−λtjE(tj , x, 0, ξ)+

+

∫
D

N∑
j=1

dj(x)e−λtjE(tj , x, 0, y)G(y, ξ)dy,

звiдки отримуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(x, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ λ0

1− λ0
.

Поклавши в рiвностi (2.21) замiсть F1(x) значення

F1(x) =

N∑
j=1

dj(x)e−λtj×
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×

∫
D

E(tj , x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ +

tj∫
0

dτ

∫
D

E(tj , x, 0, ξ)F (τ, ξ)dξ


i, змiнивши порядок iнтегрування, отримуємо

v(0, x) =

tj∫
0

dτ

∫
D

E(0)(tj , x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ+

+

∫
D

E(0)(tj , x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ, (2.22)

де

E(0)(tj , x, τ, ξ) = −
N∑
j=1

dj(x)e−λtjE(tj , x, τ, ξ)−

−
∫
D

G(x, y)
N∑
j=1

dj(y)e−λtjE(tj , y, τ, ξ)dy.

Пiдставляючи (2.22) у поверхневий iнтеграл рiвностi
(2.18) i змiнюючи порядок iнтегрування, одержимо зображен-
ня

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ +

∫
D

E(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ+

+
N∑
j=1

[ tj∫
0

dτ

∫
D

Γj(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ+

+

∫
D

Γj(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ

]
, (2.23)

де

Γj(t, x, τ, ξ) =

∫
D

E(t, x, 0, y)E(0)(tj , y, τ, ξ)dy,

j ∈ {1, 2, . . . , N}.
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2.2.3. Оцiнка розв’язку нелокальної задачi
Дiрiхле

Знайдемо оцiнки похiдних розв’язку задачi (2.8)–(2.10).
Правильна така теорема.

Теорема 2.3. Нехай для задачi (2.8)–(2.10) виконанi умо-
ви 1◦ − 3◦, 5◦. Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (2.8)–(2.10)
в просторi H2+α(Q) i для нього правильна оцiнка

‖v;Q‖2+α ≤ C (‖F ;Q‖α + ‖Φ;D‖2+α) . (2.24)

Доведення. Враховуючи оцiнки функцiї Грiна

|∂jt ∂kxE(t, x, τ, ξ)| ≤ Cjk(t− τ)−
n+k

2
−j exp

{
−c |x− ξ|

2

t− τ

}
i формулу (2.18), знаходимо

‖v(tj , x);Q‖2+α ≤ C (‖F1;Q‖α + ‖Φ;D‖2+α) . (2.25)

Запишемо задачу (2.8)–(2.10) у виглядi

(L1v)(t, x) = F (t, x), v(0, x) = Φ(x)−
N∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x),

v
∣∣
Γ

= 0. (2.26)

Тодi, використовуючи функцiю Грiна E(t, x, τ, ξ) однорiд-
ної задачi Дiрiхле, маємо зображення розв’язку задачi (2.26)

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ +

∫
D

E(t, x, 0, ξ)×

×

Φ(ξ)−
N∑
j=1

qj(ξ)e
−λtjv(tj , ξ)

 dξ.
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Враховуючи властивостi функцiї Грiна, умови, накладенi

на функцiї F (t, x) ∈ Hα(Q), Φ(x) −
N∑
j=1

dj(x)e−λtju(tj , x) ∈

H2+α(D), i оцiнку

‖Φ−
N∑
j=1

dj(x)e−λtju(tj , x);D‖2+α ≤ c (‖F ;Q‖α + ‖Φ;D‖2+α) ,

одержуємо нерiвнiсть (2.24).
Оскiльки

‖F ;Q‖α ≤ c (‖f ;Q‖α + ‖g; Γ‖2+α) ,

‖Φ;D‖2+α ≤ c1 (‖ϕ,D‖2+α + ‖g; Γ‖2+α) ,

то, враховуючи формулу (2.23), оцiнку (2.24) i замiну (2.7)
для задачi (2.1)–(2.3), правильна така теорема.
Теорема 2.4. Нехай для задачi (2.1)–(2.3) виконанi умови

1◦−3◦, 5◦. Тодi iснує единий розв’язок задачi (2.1)–(2.3), який
зображається формулою

u(t, x) = e−λt
[ t∫

0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ+

+

∫
D

E(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ

]
+

N∑
j=1

[ tj∫
0

dτ

∫
D

Γj(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ+

+

∫
D

Γj(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ

]
+ g̃(t, x)

i в просторi H2+α(Q) для нього правильна оцiнка

‖u;Q‖2+α ≤ c (‖f ;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖g; Γ‖2+α) .

98



2.2.4. Випадок неперервної крайової функцiї
нелокальної задачi Дiрiхле

Розглянемо в областi Q = (0, T )×D крайову задачу

(LW )(t, x) = f(t, x), (2.1)

W (0, x) = ϕ(x), (2.27)

W
∣∣
Γ

= g(t, x). (2.3)

Для розв’язку задач (2.1), (2.27), (2.3) правильна теорема.
Теорема 2.5. Нехай рiвняння (2.1) рiвномiрно пара-

болiчне в шарi Π = (0, T )×Rn, коефiцiєнти належать класу
aij ∈ H(1+α)(Π), ai ∈ H(α)(Π), i ∈ {0, 1, . . . , n}, f ∈ H(α)(Q),
ϕ ∈ H(0)(D), ψ ∈ H(0)(Γ), поверхня ∂D ∈ C(1+α). Тодi iснує
розв’язок задачi Дiрiхле (2.1), (2.27), (2.3), який зображаєть-
ся за допомогою функцiї Грiна (Γ1,Γ2) формулою

W (t, x) =

∫
D

Γ1(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
D

Γ1(t, τ, x, ξ)×

×f(τ, ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
∂Ω

Γ2(t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dξS (2.28)

i для нього справджується нерiвнiсть

|W | ≤ c (‖ϕ;D‖0 + ‖f ;Q‖0 + ‖g; Γ‖0) . (2.29)

Встановимо iснування розв’язку задачi (2.1)–(2.3). Пра-
вильна така теорема.

Теорема 2.6. Нехай виконанi умови теореми 2.5, dj(x) ∈

C(D),
N∑
j=1
|dj(x)|e−λtj ≤ λ0 < 1. Тодi iснує єдиний розв’язок

задачi (2.1)–(2.3) i для нього правильна оцiнка (2.29).
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Доведення. Розв’язок задачi (2.1)–(2.3) шукаємо у
виглядi

u(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ +W (t, x). (2.30)

Задовольнивши нелокальну умову (2.2), маємо

u(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
D

E(tj , x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ =

= −
N∑
j=1

dj(x)e−λtjW (tj , x) ≡ Γ2(x). (2.31)

Розв’язок iнтегрального рiвняння шукаємо методом по-
слiдовних наближень, одержимо

u(0, x) = F2(x) +

∫
D

G(x, y)F2(y)dy. (2.32)

Поклавши в рiвнiсть (2.32) замiсть F2(x) значення

F2(x) = −
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
[∫
D

Γ(1)(tj , 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

tj∫
0

dτ

∫
D

Γ(1)(tj , τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

tj∫
0

dτ

∫
∂D

Γ(2)(tj , τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξS

]
i змiнивши порядок iнтегрування, отримаємо

u(0, x) =

N∑
j=1

[∫
D

E(1)(tj , x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+
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+

tj∫
0

dτ

∫
D

E(1)(tj , x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

tj∫
0

dτ

∫
∂D

E(2)(tj , x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξS

]
, (2.33)

де
E(1)(tj , x, τ, ξ) = −dj(x)e−λtjΓ(1)(tj , τ, x, ξ)−

−
∫
D

G(x, y)dj(y)e−λtjΓ(1)(tj , y, τ, ξ)dy,

E(2)(tj , x, τ, ξ) = −dj(x)e−λtjΓ(2)(tj , τ, x, ξ)−

−
∫
D

G(x, y)dj(y)e−λtjΓ(2)(tj , y, τ, ξ)dy.

Пiдставляючи (2.33) у (2.30) i змiнюючи порядок iнтегру-
вання, одержимо зображення

u(t, x) =

∫
D

Γ1(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
D

Γ1(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
∂D

Γ2(t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dξS+

+
N∑
j=1

[∫
D

Z
(1)
j (t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+

tj∫
0

dτ

∫
D

Z
(1)
j (t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

tj∫
0

dτ

∫
∂D

Z
(2)
j (t, x, τ, ξ)g(τ, ξ)dξS

]
,
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де

Z
(1)
j (t, x, τ, ξ) =

∫
D

E(t, x, 0, y)E(1)(tj , y, τ, ξ)dy,

Z
(2)
j (t, x, τ, ξ) =

∫
D

E(t, x, 0, y)E(2)(tj , y, τ, ξ)dy,

j ∈ {1, 2, . . . , N}.

§2.3. Задача оптимального керування
розв’язками нелокальної задачi Дiрiхле
(випадок внутрiшнього керування)

В областi Q = (0, T )×D розглянемо задачу знаходження
пари функцiй (u, p), на яких функцiонал

J(p) =

τ∫
0

dt

∫
D

F (t, x, u, p)dx (2.34)

досягає мiнiмуму в класi функцiй

p ∈ V = {p ∈ Cα(Q)
∣∣ψ1 ≤ p ≤ ψ2},

iз яких u є розв’язком крайової задачi

(Lu)(t, x) = f(t, x; p), u(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)u(tj , x) = ϕ(x),

u
∣∣
Γ

= g(t, x). (2.35)

Будемо вважати, що виконуються такi умови:

6◦. Функцiї ψ1 ∈ Hα(Q), ψ2 ∈ Hα(Q),
N∑
j=1

|dj(x)| ≤ λ0 < 1,

a0 < 0, f(t, x, p), F (t, x, u, p) визначенi вiдповiдно в областях
Q(1) = Q× [ψ1, ψ2], Q(2) = Q×R1× [ψ1, ψ2], мають гельдеровi
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похiднi другого порядку за змiнними u i p, якi належать як
функцiї (t, x) простору Hα(Q).

При обмеженнях 1◦–3◦, 5◦, 6◦, для будь-якого p ∈ V iс-
нує єдиний розв’язок задачi (2.35) iз простору H2+α(Q) i для
нього правильна, враховуючи (2.24) i (2.7), оцiнка

‖u;Q‖2+α ≤ c (‖f ;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖g; Γ‖2+α) . (2.36)

Нехай E(t, x, τ, ξ), Γj(t, x, τ, ξ), j ∈ {1, 2, . . . , N}, – компо-
ненти функцiї Грiна однорiдної нелокальної задачi Дiрiхле iз
формули (2.23). Тодi, за теоремою 2.1 правильнi нерiвностi

0 ≤
∫
D

E(t, x, τ, ξ)dξ ≤ ‖a−1
0 ;Q‖0,

0 ≤
N∑
j=1

tj∫
0

dτ

∫
D

Γj(t, x, τ, ξ)dξ ≤
1

1− λ0
.

Позначимо

u(t, x) =

T∫
t

dτ

∫
D

E(τ, ξ, t, x)∂uF (τ, ξ, u, p)dξ+

+

N∑
j=1

tj∫
0

dτ

∫
D

Γj(τ, ξ, t, x)∂uF (τ, ξ, u, p)dξ,

H(u, µ, p) ≡ F (t, x, u, p) + µ(t, x)f(t, x, p).

Правильна така теорема.

Теорема 2.7. Якщо функцiя H(u, µ, p) за аргументом p є
монотонно зростаючою для p ∈ V , то оптимальним є керу-
вання p(0)(t, x) = ψ1(t, x), а оптимальним розв’язком задачi
(2.35) є u(0)(t, x, p(0)) ≡ u(0)(t, x, ψ1(t, x)).
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Якщо функцiя H(u, µ, p) за аргументом p є монотон-
но спадною для p ∈ V , то оптимальним є керування
p(0)(t, x) = ψ2(t, x), а оптимальним розв’язком задачi (2.35)
є u(0)(t, x, p(0)) = u(0)(t, x, ψ2(t, x)).

Доведення. Нехай ∆p – деякий допустимий прирiст
керування p(0)(t, x). Позначимо через ∆u прирiст функцiї
u(t, x, p(0)). Тодi ∆u в областi Q буде розв’язком крайової за-
дачi

(L∆u)(t, x) = f(t, x, p(0)(t, x) + ∆p)− f(t, x, p(0)(t, x)) ≡

≡ ∆f(t, x, p),

∆u(0, x, p) +
N∑
j=1

dj(x)∆u(tj , x, p) = 0, ∆u
∣∣
Γ

= 0. (2.37)

За допомогою формули Тейлора знаходимо прирiст функ-
цiонала J(p)

∆J =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂uF (t, x, u, p)∆u+ ∂pF (t, x, u, p)∆p+

+O(|∆u|2) +O(|∆p|2)

]
dx. (2.38)

Оскiльки ∆u розв’язок задачi (2.37), то, використовуючи
формулу (2.23), дiстанемо

∆u =

t∫
0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)∆f(τ, ξ, p)dξ+

+
N∑
j=1

tj∫
0

dτ

∫
D

Γj(t, x, τ, ξ)∆f(τ, ξ, p)dξ. (2.39)
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Пiдставляючи (2.39) в (2.38) i змiнюючи порядок iнтегру-
вання, знаходимо

∆J =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂pH(u, µ, p)∆p+O(|∆u|2) +O(|∆p|2)

]
dx.

(2.40)
Якщо p = p(0)(t, x) i H(u, µ, p) задовольняють умови тео-

реми 2.7, то при досить малих ∆p маємо, що ∆J > 0.
Нехай p(0)(t, x) – оптимальне значення, тобто ∆J > 0.

Перевiримо виконання умов теореми 2.6. Якщо H(u, µ, p) не
є монотонною за аргументом p, то ∂pH(u, µ, p) – знакозмiнна
величина, тобто ∂pH(u, µ, p) > 0 в Q+ ⊂ Q i ∂pH(u, µ, p) < 0
в Q− = Q \Q+.

Використовуючи теорему про середнє значення, маємо

∆J =

∫∫
Q+

∂pH(u, µ, p)∆pdtdx−
∫∫
Q−

|∂pH(u, µ, p)|∆pdtdx+

+

∫∫
Q

(O(|∆u|2) +O(|∆p|2))dxdt = ∂pH(u+, µ+, p+)×

×
∫∫
Q+

∆pdxdt− |∂pH(u−, µ−, p−)|
∫∫
Q−

∆pdxdt+

+

∫∫
Q

(O(|∆u|2) +O(|∆p|2))dxdt.

При досить малому ∆p знак ∆J визначається першими двома
доданками суми. Рiзниця перших двох доданкiв змiнює знак
в залежностi вiд величин mesQ+, mesQ−, ∆p. При досить
малих mesQ+ i ∆p > 0 маємо ∆J < 0 i навпаки ∆J > 0,
якщо мала mesQ− i ∆p > 0. Отже, функцiонал не досягає
мiнiмуму.
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Теорема 2.8. Нехай H(u, µ, p) не є монотонною функ-
цiєю за аргументом p. Для того, щоб керування p(0)(t, x) i
вiдповiдний розв’язок u(t, x, p(0)) крайової задачi (2.35) були
оптимальними, необхiдно та достатньо, щоб виконувались
умови:

а) функцiя H(u, µ, p) за аргументом p має в точцi p(0)

мiнiмальне значення;
б) для довiльного вектора (e1, e2) 6= 0 i (t, x) ∈ Q вико-

нується нерiвнiсть

K(e1, e2) ≡ ∂2
uF (t, x, u, p(0))e2

1 + 2∂2
upF (t, x, u, p(0))e1e2−

−µ(t, x)∂2
pf(t, x, p(0))e2

2 > 0.

Доведення. Достатнiсть. Нехай p(0)(t, x) задовольняє
умови теореми 2.8, покажемо його оптимальнiсть. Надамо ке-
руванню p(0)(t, x) деякого приросту ∆p i позначимо через ∆u
вiдповiдний прирiст функцiї u(t, x, p(0)). Тодi ∆u в областi Q
буде розв’язком задачi (2.37).

За допомогою формули Тейлора знаходимо прирiст функ-
цiонала J(p):

∆J =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂uF (t, x, u, p(0))∆u+ ∂pF (t, x, u, p(0))∆p+

+
1

2

[
∂2
uF (t, x, u, p(0))(∆u)2 + 2∂2

upF (t, x, u, p(0))∆u∆p+

+∂2
pF (t, x, u, p(0))(∆p)2

]
+O(|∆u|2+α) +O(|∆p|2+α)

]
dx.

(2.41)
Пiдставляючи (2.39) в (2.41) i змiнюючи порядок iнтегру-

вання, одержимо

∆J =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂pH(u, µ, p(0))∆p+

1

2
K(∆u,∆p)+
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+O(|∆u|2+α) +O(|∆p|2+α)

]
dx.

Оцiнимо ∆J знизу, враховуючи, що ∂pH(u, µ, p(0)) = 0 за умо-
вою теореми 2.8. Позначимо δ1 = inf

|ξ|=1
K(ξ1, ξ2). За умовою б)

маємо δ1 > 0 для всiх (t, x) ∈ Q. Тодi

K1(∆u,∆p) ≥ δ1(|∆u|2 + |∆p|2).

Отже,

∆J ≥ δ1

T∫
0

dt

∫
D

[
|∆u|2 (1−O(|∆u|α)) +

+|∆p|2 (1−O(|∆p|α))
]
dx.

Враховуючи спiввiдношення (2.39), маємо, що ∆u→ 0 при
∆p→ 0. Тому, при досить малих ∆p таких, що 1−O(|∆u|α) ≥
1

2
, 1−O(|∆p|α) ≥ 1

2
, одержуємо оцiнку

∆J ≥ δ1

2

T∫
0

dt

∫
D

(
|∆u|2 + |∆p|2

)
dx > 0.

Необхiднiсть. Нехай p(0)(t, x) – оптимальне, тобто
∆J(p(0)) > 0. Перевiримо виконання умов а), б) теореми 2.8.
Нехай ∂pH(u, µ, p(0)) 6= 0. Тодi, вибираючи досить малi рiз-
нi за знаком на областi Q прирости ∆p iз формули (2.40),
одержимо, що ∆J змiнює знак в залежностi вiд знаку ∆p.
Це суперечить наявностi мiнiмуму функцiонала J(p) у точцi
p(0)(t, x). Отже, ∂pH(u(0), µ, p(0)) = 0.

Визначимо знак функцiї ∂pH(u, µ, p) в околi p(0)(t, x). За-
пишемо прирiст ∆J у виглядi

∆J =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂pH(u, µ, p(0) + θ∆p)∆p+O(|∆u|2)+
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+O(|∆p|2)
]
dx.

При досить малих ∆p iз умови ∆J > 0 випливає, що
∂pH(u, µ, p(0) + θ∆p)∆p > 0, тобто ∂pH < 0 при p < p(0) i
∂pH > 0 при p > p(0). Тому, в точцi p(0) функцiя H(u, µ, p)
досягає мiнiмуму.

ЯкщоK(∆u,∆p) ≤ 0 в областi Q, то з урахуванням умови
а) одержимо ∆J ≤ 0, що неможливо.

Нехай K(∆u,∆p) > 0 в областi Q+ i K(∆u,∆p) < 0 в
областi Q− = Q\Q+, Використовуючи теорему про середнє
для приросту ∆J маємо

∆J =
1

2
K(∆u+,∆p+)mesQ+ − 1

2
|K(∆u−,∆p−)|mesQ−+

+

T∫
0

dt

∫
D

[
O(|∆u|2+α) +O(|∆p|2+α)

]
dx.

При досить малих ∆p знак ∆J визначається першими
двома доданками суми. Рiзниця цих доданкiв змiнює знак
залежно вiд величини значення mesQ±. Отже, при знакоз-
мiннiй формi K(e1, e2) функцiонал J(p) не досягає мiнiмуму.

Iснування (u(0), p(0)) встановлюється наступним
чином. Нехай p(0)(t, x) оптимальне керування. Тодi
∂pH(u(0), µ, p(0)) = 0 i ∂2

pH(u(0), µ, p(0)) > 0. Застосовую-
чи теорему про неявну функцiю iз [10] до рiвняння ∂pH = 0,
одержимо

p(0)(t, x) = Φ1(u(0), µ).

Скористаємось методом подiбностi для задачi (2.35). Вве-
демо в задачу (2.35) параметр A, поклавши t = A2τ , xi = Ayi,
i ∈ {1, . . . , n}. Тодi область Q перейде в Q1. Позначимо
при цьому перетвореннi коефiцiєнти диференцiального вира-
зу L через kij , ki, k0. Покладемо u(0)(t, x, p(0)) ≡ v(τ, y, r),
p(0)(t, x) ≡ z(τ, y), µ(t, x) = µ1(τ, y), f(t, x, p(0)) = f1(τ, y, z),
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F (t, x, u(0), p(0)) = F1(τ, y, v, r), g(t, x) = g1(τ, y), dj(x) =

d
(1)
j (y), ϕ(x) = ϕ1(y). Одержимо

(L2v)(τ, y) =

[
∂r −

n∑
ij=1

kij(τ, y)∂yi∂yj −A
n∑
i=1

ki(τ, y)∂yi−

−A2k0(t, y)

]
v(τ, y) = A2f1(τ, y, r),

v(0, y, r) +
N∑
j=1

d
(1)
j (y)v(τj , y, r) = ϕ1(y),

v
∣∣
Γ1

= g1(τ, y), (2.42)

J(r) = An+2

T1∫
0

dτ

∫
D1

F1(τ, y, v, r)dy,

де T1 = A−2T , Γ1 = [0, T1)× ∂D1, τj = A−2tj .
Позначимо через (G(τ, y, β, ξ), G1(τ, y, β, ξ), . . . ,

GN (τ, y, β, ξ)) функцiю Грiна однорiдної нелокальної за-
дачi (2.42) (q1 ≡ 0). Покладемо

µ0(τ, y) = A2

 T1∫
τ

dβ

∫
D1

G(β, ξ, τ, y)∂vF1(β, ξ, 0, 0)dξ+

+

N∑
j=1

τj∫
0

dβ

∫
D1

Gj(β, ξ, τ, y)∂vF1(β, ξ, 0, 0)dξ.

Нехай ω(τ, y) – розв’язок нелокальної задачi Дiрiхле

(L2ω)(τ, y) = A2f1(τ, y, 0), ω(0, y)+

N∑
j=1

d
(1)
j (y)ω(τj , y) = ϕ1(y),
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ω
∣∣
Γ1

= g1(τ, y).

Тодi, використовуючи формулу (2.23), у вiдповiднiсть задачi
(2.42) поставимо систему iнтегральних рiвнянь

r(τ, y) = Φ1(v, µ1),

v = ω(τ, y) +A2

τ∫
0

dβ

∫
D1

G(τ, y, β, ξ)[f1(β, ξ, r)− f1(β, ξ, 0)]dξ+

+A2
N∑
j=1

τj∫
0

dβ

∫
D1

Gj(τ, y, β, ξ)[f1(β, ξ, r)− f1(β, ξ, 0)]dξ,

µ1(τ, y) = A2

T1∫
τ

dβ

∫
D1

G(β, ξ, τ, y) [∂vF1(β, ξ, v, r)−

−∂vF1(β, ξ, 0, 0)] dξ +A2
N∑
j=1

τj∫
0

dβ

∫
D1

Gj(β, ξ, τ, y)×

× [∂vF1(β, ξ, v, r)− ∂vF1(β, ξ, 0, 0)] dξ + µ0(τ, y).

Розв’язок системи шукаємо методом послiдовних набли-
жень. Рекурентнi спiввiдношення для послiдовних набли-
жень мають вигляд

v(0) = ω,

µ
(0)
1 = µ0,

r(k) = Φ1(v(k), µ
(k)
1 ),

v(k) = ω+A2

τ∫
0

dβ

∫
D1

G(τ, y, β, ξ)[f1(β, ξ, r(k−1))−f1(β, ξ, 0)]dξ+
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+A2
N∑
j=1

τj∫
0

dβ

∫
D1

Gj(τ, y, β, ξ)[f1(β, ξ, r(k−1))− f1(β, ξ, 0)]dξ,

µ
(k)
1 = µ0 +A2

T1∫
τ

dβ

∫
D1

G(β, ξ, τ, y)
[
∂vF1(β, ξ, v(k−1), r(k−1))−

−∂vF1(β, ξ, 0, 0)] dξ +A2

τj∫
0

dβ

∫
D1

Gj(β, ξ, τ, y)×

×
[
∂vF1(β, ξ, v(k−1), r(k−1))− ∂vF1(β, ξ, 0, 0)

]
dξ.

Користуючись обмеженнями на функцiї f1(t, x, p),
F (t, x, u, p), маємо

|r| ≤ c(|v|+ |µ1|),

|f1(β, ξ, r)− f1(β, ξ, 0)| ≤ ‖∂pf1;Q(1)‖0(‖v;Q‖0 + ‖µ1;Q‖0);

|∂vF1(β, ξ, v, r)− ∂vF1(β, ξ, 0, 0)| ≤ c(‖∂2
vF1;Q(2)‖0+

+‖∂2
vrF ;Q(2)‖0)(‖v;Q‖0 + ‖µ1;Q‖0).

Використовуючи теореми 2.1, 2.2 знаходимо

|ω| ≤ c(‖f ;Q(1)‖0 + ‖ϕ;D‖0 + ‖g; Γ‖0),

|µ(0)
1 | ≤ c1‖∂vF1(t, x, 0, ξ);Q‖0.

Для рiзницi послiдовних наближень маємо

|v(1) − v(0)| ≤ cA2‖∂pf ;Q‖0B(f, ϕ, g, ∂uF ),

|µ(1)
1 −µ

(0)
1 | ≤ c1A

2
(
‖∂2

uF ;Q(2)‖0 + ‖∂2
upF ;Q(2)‖0

)
B(f, ϕ, g, ∂uF ),

де B(f, ϕ, g, ∂uF ) ≡ ‖f(t, x, 0);Q‖0 + ‖ϕ;D‖0 + ‖g; Γ‖0 +
‖∂uF (t, x, 0, 0);Q‖0.

111



Параметр A вибираємо так, щоб справджувалась нерiв-
нiсть

C(A) ≡ max
(
cA2‖∂pf ;Q‖0, c1A

2
(
‖∂2

vF ;Q(2)‖0+

+‖∂2
upF ;Q(2)‖0

))
< 1.

Методом iндукцiї доводиться, що для k ∈ {2, 3, . . .}

|v(k) − v(k−1)| ≤ CK(A)B(f, ϕ, g, ∂uF ),

|µ(k)
1 − µ

(k−1)
1 | ≤ CK(A)B(f, ϕ, g, ∂uF ).

Отже, послiдовностi {v(k)}∞k=0, {µ
(k)
1 }∞k=0 рiвномiрно збiга-

ються до функцiй

v(τ, y) = v(0)(τ, y) +
∞∑
k=1

(
v(k)(τ, y)− v(k−1)(τ, y)

)
,

µ1(τ, y) = µ
(0)
1 (τ, y) +

∞∑
k=1

(
µ

(k)
1 (τ, y)− µ(k−1)

1 (τ, y)
)
.

Цi функцiї задовольняють нерiвностi

|v(τ, y)| ≤ cB(f, ϕ, g, ∂uF ),

|µ1(τ, y)| ≤ C1B(f, ϕ, g, ∂uF ).

Повертаючись до змiнних (t, x), маємо

|U(t, x, p(0))| ≤ cB(f, ϕ, g, ∂uF ),

|µ(t, x)| ≤ c1B(f, ϕ, g, ∂uF ),

|p(0)| ≤ c2B(f, ϕ, g, ∂uF ).
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§2.4. Нелокальна задача з косою похiдною для
параболiчного рiвняння другого порядку

У задачi (2.1), (2.2), (2.4) зробимо замiну

u(t, x) = e−λtv(t, x),

де λ задовольняє умову 2◦. Одержимо

(L1v)(t, x) = f(t, x)eλt, (2.43)

v(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x) = ϕ(x), (2.44)

(Bv)(t, x) ≡

[
n∑
k=1

bk(t, x)∂xkv + b0(t, x)v

]∣∣∣∣
Γ

= ψ(t, x)eλt.

(2.45)

2.4.1. Оцiнка розв’язку задачi з косою похiдною
Встановимо оцiнку розв’язку задачi (2.43)–(2.45) в тому

виглядi, який будемо використовувати пiзнiше.
Теорема 2.9. Нехай v(t, x) – класичний розв’язок задачi

(2.43)–(2.45) в областi Q i виконанi умови 1◦–4◦. Тодi для
v(t, x) правильна оцiнка

|v| ≤ max

(∥∥∥b−1
0 ψeλt; Γ

∥∥∥
0
,

∥∥∥∥∥∥ϕ
1−

N∑
j=1

|dj |e−λtj

−1

;D

∥∥∥∥∥∥
0

,

∥∥∥feλt(−a0 − λ)−1;D
∥∥∥

0

)
. (2.46)

Доведення. Нерiвнiсть (2.46) доводиться так само, як i
нерiвнiсть (2.11). Вiдмiннiсть в одержуваних оцiнках лише
тодi, коли

0 < max
Q
v(t, x) = max

Γ
v(t, x) ≡ v(P1).
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Запишемо крайову умову (2.45) у виглядi[
|~b|dv
d~b

+ b0(t, x)v

]∣∣∣∣
Γ

= eλtψ(t, x),

де |~b| =

[
n∑
k=1

b2k(t, x)

] 1
2

.

Нехай f(t, x) ≤ 0, ϕ(x) ≤ 0, тодi

max
Q
v(t, x) = v(P1) > 0, P1 ∈ Γ.

Розглянувши конус K(P1) ⊂ Q з вершиною в точцi P1 та-
кий, що в ньому v(P ) < v(P1), P 6= P1 i покажемо, що для
довiльного напрямку ~b, що утворює гострий кут з внутрiш-

ньою нормаллю ~n в точцi P1,
dv(P1)

d~b
≤ 0. Для цього в K(P1)

розглянемо функцiю

W (t, x) = v(P )− v(P1) + ε|x− x(1)|2, ε > 0.

Застосовуючи до функцiї W (t, x) диференцiальний вираз L1,
одержимо

(L1W )(t, x) = f(P )eλt + (a0(t, x) + λ)v(P1)− ε

[
2

n∑
i=1

aii(t, x)+

+2
n∑
i=1

ai(t, x)(xi − x(1)
i ) + (a0(t, x) + λ)|x− x(1)|2

]
.

Враховуючи, що a0(t, x) + λ < 0, f(P ) ≤ 0 i вибираючи
досить мале ε, маємо (L1W )(t, x) ≤ 0 в K(P1) i W

∣∣
∂K(P1)

≤ 0.
Отже, W (P ) ≤ 0 в K(P1). Оскiльки

v(P )− v(P1) ≤ −ε|x− x(1)|2,

то
dv(P1)

d~b
≤ 0.
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Враховуючи крайову умову (2.45) в точцi P1 дiстанемо

v(P1) ≤
[
b−1
0 (P )ψ(P )eλt

]∣∣∣∣
P1

.

Отже,

v ≤ max

0,max
D

1−
N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj

−1

· ϕ(x)

 ,

max
Q

(
[−a0(t, x)− λ]−1f(t, x)eλt

)
,

max
Γ

[b−1
0 (t, x)ψ(t, x)eλt]

}
. (2.47)

Аналогiчно, розглядаючи точку найменшого недодатного
значення функцiй v(t, x), одержимо оцiнку

v ≥ min

0,min
D

1−
N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj

−1

· ϕ(x)

 ,

min
Q

(
[−a0(t, x)− λ]−1f(t, x)eλt

)
,

min
Γ

[b−1
0 (t, x)ψ(t, x)eλt]

}
. (2.48)

Враховуючи нерiвностi (2.47), (2.48) для розв’язку задачi
(2.43)–(2.45), одержимо оцiнку (2.46).

Розглянемо однорiдну задачу з косою похiдною

(L1v)(t, x) = 0, v(0, x) = ψ(x), (Bv)(t, x)
∣∣
Γ

= 0. (2.49)

Нехай E(1)
2 (t, x, τ, ξ) – функцiя Грiна задачi (2.49).
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Зауваження 2.2. E(1)
2 (t, x, τ, ξ) ≥ 0 i правильна нерiв-

нiсть

0 <

∫
D

E
(1)
2 (t, x, 0, ξ) ≤ 1. (2.50)

Нерiвнiсть (2.50) випливає з оцiнки (2.47), як оцiнка
розв’язку задачi (2.49) при ψ(x) ≡ 1. Виберемо за функцiю
ψ(x) функцiю ψ(x, δ):

ψ(x, δ) =

=


exp

{
− δ2

δ2−|x−y|2

}[∫
D

exp
{
− δ2

δ2−|x−y|2

}
dy

]−1

,

при |x− y| < δ,
0, при |x− y| ≥ δ.

Застосовуючи оцiнку (2.47) i теорему про середнє значення
до iнтеграла ∫

D

E
(1)
2 (t, x, 0, ξ)ψ(ξ, δ)dξ ≥ 0,

одержуємо, що E(1)
2 (t, x, 0, ξ) ≥ 0 для (t, x) ∈ Q, ξ ∈ D.

2.4.2. Iснування розв’язку нелокальної задачi з
косою похiдною

Встановимо iснування розв’язку задачi (2.43)–(2.45). Пра-
вильна теорема.

Теорема 2.10. Нехай виконанi умови теореми 2.9. То-
дi iснує єдиний розв’язок задачi (2.43)–(2.45) iз простору
H2+α(Q) i для нього правильна оцiнка

‖v;Q‖2+α ≤ c
(
‖feλt;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖ψeλt; Γ‖1+α

)
.
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Доведення. Розв’язок задачi (2.43)–(2.45) шукаємо у
виглядi

v(t, x) =

∫
D

E
(1)
2 (t, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ + ω(1)(t, x), (2.51)

де ω(1)(t, x) розв’язок задачi з косою похiдною

(L1ω
(1))(t, x) = f(t, x)eλt, ω(1)(0, x) = ψ(x),

(Bω(1))(t, x)
∣∣
Γ

= ψ(t, x)eλt. (2.52)

При виконаннi умов 1◦–4◦ розв’язок задачi (2.52) iснує i
для нього правильна оцiнка

|ω(1)| ≤ max

{
max
D
|ϕ(x)|,max

Q

∣∣∣[f(t, x)eλt(−a0(t, x)− λ)−1
]∣∣∣ ,

max
Γ

(
|b−1

0 ||ψ(t, x)eλt|
)}

. (2.53)

Задовольнивши нелокальну умову (2.44), одержимо

v(0, x) +

N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
D

E
(1)
2 (tj , x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ =

= −
N∑
j=1

dj(x)e−λtjω(1)(tj , x). (2.54)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (2.54) шукаємо методом
послiдовних наближень. Рекурентнi спiввiдношення для по-
слiдовних наближень мають вигляд

v(0)(0, x) = −
N∑
j=1

dj(x)e−λtjω(1)(tj , x) ≡ Fu(x),
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v(k)(0, x) = Fu(x) +

∫
D

N∑
j=1

dj(x)e−λtjE
(1)
2 (tj , x, 0, ξ)×

×v(k−1)(0, ξ)dξ, k ∈ {1, 2, . . .}.

Оскiльки E
(1)
2 (t, x, 0, ξ) ≥ 0, 0 ≤

∫
D

E
(1)
2 (tj , x, 0, ξ)dξ ≤ 1,

то ∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
D

E
(1)
2 (tj , x, 0, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj
∫
D

E
(1)
2 (tj , x, 0, ξ)dξ < λ0.

Тому, оцiнюючи рiзницi мiж послiдовними наближеннями,
одержимо ∣∣∣v(k)(0, x)− v(k−1)(0, x)

∣∣∣ ≤ λk0‖Fu(x);D‖0.

Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння (2.54) зобра-
жається рiвномiрно збiжним функцiональним рядом

v(0, x) = Fu(x) +

∞∑
k=1

(
v(k)(0, x)− v(k−1)(0, x)

)
i для нього справедлива оцiнка

|v(0, x)| ≤ 1

1− λ0
‖Fu;D‖0. (2.55)

Встановимо формулу зображення розв’язку задачi (2.43)–
(2.45). Враховуючи обмеження λ0 < 1, визначаємо розв’язок
iнтегрального рiвняння (2.54) у виглядi

v(0, x) = Fu(x) +

∫
D

Φ1(x, y)Fu(y)dy, (2.56)
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де Φ1(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiв-
няння

Φ1(x, ξ) +

N∑
j=1

dj(x)e−λtjE
(1)
2 (tj , x, 0, ξ) = −

∫
D

N∑
j=1

dj(x)e−λtj×

×E(1)
2 (tj , x, 0, ξ)Φ(y, ξ)dξ.

Звiдси отримуємо оцiнку∫
D

Φ1(x, ξ)dξ ≤ λ0

1− λ0
.

Поклавши в рiвностi (2.56) замiсть Fu(x) значення

Fu(x) = −
N∑
j=1

dj(x)e−λtj

 tj∫
0

dτ

∫
D

G(1)(tj , x, τ, ξ)f(τ, ξ)eλτdξ+

+

∫
D

G(1)(tj , x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

tj∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)(tj , x, τ, ξ)ψ(τ, ξ)eλτdξS

 ,
де (G(1), G(2)) – функцiя Грiна задачi (2.52), i змiнивши по-
рядок iнтегрування, отримаємо

v(0, x) =

N∑
j=1

 tj∫
0

dτ

∫
D

Γ
(1)
j (tj , x, τ, ξ)f(τ, ξ)eλτdξ+

+

∫
D

Γ
(1)
j (tj , x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+
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+

tj∫
0

dτ

∫
∂D

Γ
(2)
j (tj , x, τ, ξ)ψ(τ, ξ)eλτdξS

 ,
де

Γ
(ν)
j (tj , x, τ, ξ) = −dj(x)e−λtjG(ν)(tj , x, τ, ξ)−

−
∫
D

Φ1(x, y)dj(y)e−λtjG(ν)(tj , y, τ, ξ)dy, ν ∈ {1, 2}.

Пiдставивши значення v(0, x) у поверхневий iнтеграл
(2.51) i змiнивши порядок iнтегрування, одержимо зображен-
ня

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G(1)(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)eλτdξ+

+

∫
D

G(1)(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)(t, x, τ, ξ)ψ(τ, ξ)eλτdξS+

+
N∑
j=1

 tj∫
0

dτ

∫
D

Z
(1)
j (t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)eλτdξ +

∫
D

Z
(1)
j (t, x, 0, ξ)×

×ϕ(ξ)dξ +

tj∫
0

dτ

∫
∂D

Z
(2)
j (t, x, τ, ξ)ψ(τ, ξ)eλτdξS

 , (2.57)

де

Z
(ν)
j (t, x, τ, ξ) =

∫
D

E
(1)
2 (t, x, 0, y)Γ

(ν)
j (tj , x, τ, ξ)dy,

j ∈ {1, 2, . . . , N}.

Враховуючи оцiнку похiдних функцiї Грiна E(1)
2 (t, x, 0, ξ)∣∣∣Dk

tD
r
xE

(1)
2 (t, x, 0, ξ)

∣∣∣ ≤ Ckrt−n+|r|
2
−k exp

(
−c |x− ξ|

2

t

)
,
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оцiнку (2.55) i iнтегральне рiвняння (2.54), одержимо, що
v(0, x) ∈ C2+α(D) i правильна оцiнка

‖v(0, x);Q‖2+α ≤ C
(
‖feλt;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖ψeλt; Γ1+α‖1+α

)
.

Оскiльки iз формули (2.51) маємо

v(tj , x) =

∫
D

E
(1)
2 (tj , x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ + ω(1)(tj , x),

то, враховуючи оцiнку (2.55), одержимо, що v(tj , x) ∈
H2+α(D) i правильна оцiнка

‖v(tj , x);D‖2+α ≤

≤ C
(
‖feλt;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖ψeλt; Γ‖1+α

)
. (2.58)

Запишемо задачу (2.43)–(2.45) у виглядi

(L1v)(t, x) = feλt,

v(0, x) = ϕ(x)−
N∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x) ≡ Φ5(x),

[(Bv)(t, x)]
∣∣
Γ

= ψ(t, x)eλt.

Оскiльки Φ5(x) ∈ H2+α(D) i виконанi умови теореми 2.9, то
v(t, x) ∈ H2+α(Q) i правильна оцiнка

‖v;Q‖2+α ≤

≤ C
(
‖feλt;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖ψeλt; Γ‖1+α

)
. (2.59)

Введемо в задачу (2.1), (2.2), (2.4) параметр A, поклавши
u(t, x) = v(t, x) exp{−At}, де A – довiльна додатна стала i
розглянемо нелокальну однорiдну задачу з косою похiдною

(Lv −Av)(t, x) = 0, (Bv)(t, x)
∣∣
Γ

= 0,
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v(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−Atjv(tj , x) = ϕ(x).

Використовуючи зображення (2.57), маємо

v(t, x) =

∫
D

Z(t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ,

де Z(t, 0, x, ξ) ≡ G(1)(t, 0, x, ξ) +

N∑
j=1

Z
(1)
j (t, 0, x, ξ).

Використовуючи нерiвностi (2.47), (2.48) i методику дове-
дення зауваження 2.2, отримуємо справедливiсть такого за-
уваження.

Зауваження 2.3. Z(t, 0, x, ξ) ≥ 0 i

0 ≤
∫
D

Z(t, 0, x, ξ)dξ ≤ max
D

1−
N∑
j=1

|qj(x)|e−Atj

−1

.

§2.5. Задача оптимального керування
розв’язками нелокальної задачi з косою
похiдною (випадок фiнального керування)

В областi Q = (0, T )×D розглянемо задачу знаходження
функцiй (u, p), на яких функцiонал

K(p) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x;u)dx+

∫
D

F2(x; ~ω)dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

F3(t, x;u)dxS (2.60)
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досягає мiнiмуму в класi функцiй p ∈ V (1) = {p ∈ C2+α(D)|
ψ1 ≤ p ≤ ψ2}, iз яких u(t, x, p) є розв’язком крайової задачi

(Lu)(t, x) = f(t, x), u(0, x, p) +

N∑
j=1

dj(x)u(tj , x, p) = ϕ(x, p),

(Bv)(t, x)
∣∣
Γ

= ψ(t, x), (2.61)

де ~ω ≡ (ω1, . . . , ωN+1) = (u(t1, x, p), . . . , u(tN , x, p), p).
Будемо вважати, що виконуються умови:
7◦. Функцiї ϕ(x, p(x)), F1(t, x;u), F2(x; ~ω), F3(t, x;u) як

функцiї (t, x) належать до простору Hα(Q), H2+α(D), H0(Γ)
вiдповiдно i мають гельдеровi похiднi другого порядку за u,
p i u(tj , x, p) неперервнi як функцiї (t, x), ψ1 ∈ H2+α(D),

ψ2 ∈ H2+α(D),
N∑
j=1

|dj(x)| ≤ λ0 < 1, a0 < 0.

При обмеженнях 1◦–4◦, 7◦ для будь-яких p ∈ V (1) iснує
єдиний розв’язок задачi (2.61) iз простору H2+α(Q), i для
нього правильна оцiнка (2.59).

Нехай
{
G(1), G(2), Z

(1)
1 , . . . , Z

(1)
N , Z

(2)
1 , Z

(2)
N

}
– компоненти

функцiї Грiна нелокальної задачi з косою похiдною iз фор-
мули (2.56).

Позначимо

G(1)(t, x, 0, ξ) +
N∑
j=1

Z
(1)
j (t, x, 0, ξ) ≡ E(3)(t, x, 0, ξ),

λ(1)(x) ≡
T∫

0

dt

∫
D

E(3)(τ, ξ, 0, x)∂uF1(τ, ξ;u)dξ+

+
N∑
j=1

∫
D

E(3)(tj , ξ, 0, x)∂ωjF2(ξ; ~ω)dξ+
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+

T∫
0

dτ

∫
∂D

E(3)(τ, ξ, 0, x)∂uF3(τ, ξ;u)dξS,

H(1)(~ω, λ(1), p) ≡ F2(x; ~ω) + λ(1)(x)ϕ(x, p).

Правильна така теорема.
Теорема 2.11. Якщо H(1)(~ω, λ(1), p) за аргументом p є

монотонно зростаючою для p ∈ V (1), то оптимальним керу-
ванням є p(0)(x) = ψ1(x), а оптимальним розв’язком задачi
(2.61) є u(0)(t, x, p(0)) = u(t, x;ψ1).

Якщо функцiя H(1)(~ω, λ(1), p) за аргументом p є моно-
тонно спадною для p ∈ V (1), то оптимальним керуванням
є p(0)(x) = ψ2(x), а оптимальним розв’язком задачi (2.61) є
u(0)(t, x, p(0)) = u(t, x;ψ2).

Доведення. Нехай ∆p – допустимий прирiст керування
p(0)(x). Тодi вiдповiдний прирiст ∆u розв’язку u(t, x, p(0)) в
областi Q буде розв’язком крайової задачi

(L∆u)(t, x) = 0, ∆u(0, x, p) +
N∑
j=1

dj(x)∆u(tj , x, p) =

= ϕ(x, p(0) + ∆p)− ϕ(x, p(0)) ≡ ∆ϕ(x, p), (2.62)

(B∆u)(t, x)
∣∣
Γ

= 0.

За допомогою формули Тейлора запишемо прирiст функ-
цiонала J(p):

∆J(p) =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂uF1(t, x, u(0))∆u+O (|∆u|)2

]
dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

[
∂uF3(t, x, u(0))∆u+O (|∆u|)2

]
dxS+
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+

∫
D

 N∑
j=1

∂ωjF2(x, ~ω(0))∆u(tj , x, p
(0)) + ∂p(x, ~ω

(0))∆p+

+O
(
|∆u|2 +O

(
|∆p|2

))]
dx. (2.63)

Оскiльки ∆u – розв’язок задачi (2.62), то використовуючи
формулу (2.56), маємо

∆u =

∫
D

E(3)(t, x, 0, ξ)∆ϕ(ξ, p)dξ. (2.64)

Пiдставляючи (2.64) в (2.63) i змiнюючи порядок iнтегру-
вання, знаходимо

∆J(p) =

∫
D

 T∫
0

dτ

∫
D

E(3)(t, ξ, 0, x)∂uF1(τ, ξ;u(0))dξ+

+

T∫
0

dτ

∫
∂D

E(3)(τ, ξ, 0, x)∂uF3(τ, ξ;u(0))dξS+

+

N∑
j=1

∫
D

E(3)(tj , ξ, 0, x)∂ωjF2(ξ, ~ω(0))dξ

∆ϕ(x, p)dx+

+

∫
D

[
∂pF2(x, ~ω(0))∆p+O

(
|∆u|2 +O

(
|∆p|2

))]
dx.

Якщо p = p(0)(x) i H(1)(~ω, λ(1), p) задовольняє умови тео-
реми 2.11, то при досить малих ∆p маємо ∆J(p) > 0.

Теорема 2.12. Нехай H(1)(~ω, λ(1), p) немонотонна функ-
цiя за аргументом p. Для того, щоб керування p(0)(x) i вiд-
повiдний розв’язок u(t, x; p(0)) крайової задачi (2.61) були оп-
тимальними, необхiдно та достатньо, щоб виконувалися
умови:
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а) функцiя H(1)(~ω, λ(1), p) за аргументом p має в точцi
p(0) мiнiмальне значення;

б) для довiльного вектора (e1, . . . , eN+1) 6= 0 i x ∈ D ви-
конується нерiвнiсть

K1(x, e) =

N+1∑
ij=1

∂2
ωiωjF2(x, ~ω(0))eiej−

−λ(1)(x)∂2
ωN+1

ϕ(x, ω
(0)
N+1)eN+1 > 0;

в) для (t, x) ∈ Q, ∂2
uF1(t, x, ω(0)) > 0 i для (t, x) ∈ Γ

∂2
uF2(t, x, u(0)) > 0.
Доведення. Достатнiсть. Нехай p(0)(x) задовольняє

умови а) – в). Покажемо його оптимальнiсть. Позначимо че-
рез ∆p деякий допустимий прирiст керування, ∆u – вiдпо-
вiдний прирiст функцiї u(t, x, p(0)). Використовуючи формулу
(2.64), знаходимо прирiст функцiонала J(p):

∆J =

∫
D

[
∂pH

(1)(~ω, λ(1), p)∆p+

+
1

2

N+1∑
ij=1

∂2
ωiωjF2(x, ~ω(0))∆ωi∆ωj +O(|∆ω|2+α)

 dx+

+
1

2

T∫
0

dt

∫
D

[
∂2
uF1(t, x, u(0))∆u2 +O(|∆u|2+α)

]
dx

+
1

2

T∫
0

dt

∫
∂D

[
∂2
uF3(t, x, u(0))∆u2 +O(|∆u|2+α)

]
dxS. (2.65)

Оцiнимо ∆J знизу, враховуючи, що ∂pH(1) = 0 за умовою
a) теореми 2.12. Позначимо δ = inf

|ξ|=1
K1(x, ξ). За умовою б)
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δ > 0 для всiх x ∈ D, тому, враховуючи умову в) i умову
гельдеровостi других похiдних функцiй F1, F2, F3, ϕ, маємо
∆J > 0.

Необхiднiсть. Нехай p(0) – оптимальне, тобто ∆J(p(0)) >
0. Перевiримо виконання умов а) – в) теореми 2.12. Нехай
∂pH

(1)(u, λ(1), p(0)) 6= 0. Тодi, вибираючи досить малi рiзнi за
знаком на областi D прирости ∆p, iз формули

∆J =

∫
D

[
∂pH

(1)(~ω, λ(1), p)∆p+O(|∆u|2 +O(|∆p|2))
]
dx

одержимо, що ∆J змiнює знак залежно вiд знаку ∆p. Це су-
перечить наявностi мiнiмуму функцiонала J(p) в точцi p(0).
Отже, ∂pH(1)(~ω, λ(1), p(0)) = 0.

Визначимо знак функцiї ∂pH(1)(~ω, λ(1), p) в околi p(0). За-
пишемо прирiст ∆J у виглядi

∆J =

∫
D

∂pH(1)(~ω, λ(1), p(0) + θ∆p)∆pdx+

T∫
0

dt

∫
D

O(|∆u|2)

 dx.
При досить малих ∆p iз умови ∆J > 0 випливає, що
∂pH

(1)(~ω, λ(1), p(0) + θ∆p)∆p > 0, тобто ∂pH(1) < 0 при p <
p(0) i ∂pH(1) > 0 при p > p(0). Тому в точцi p(0) функцiя
H(1)(~ω, λ(1), p) досягає мiнiмуму.

Якщо умови б) i в) не виконуються, то з рiвностi (2.65)
одержуємо, що ∆J ≤ 0, що неможливо.

Нехай K1(x,∆ω) > 0 в областi D+ i K1(x,∆ω) < 0 в об-
ластi D− = D \D+, ∂2

uF1 > 0 в Q+ i ∂2
uF1 < 0 в Q− = Q \Q+,

∂2
uF3 > 0 в Γ+ i ∂2

uF3 < 0 в Γ− = Γ \ Γ+.
Використовуючи теорему про середнє для приросту ∆J

маємо

∆J =
1

2
K1(x+,∆ω+)mesD+ − 1

2
|K1(x−,∆ω−)|mesD−+

+
1

2
∂2
uF1(t+, x+, u+)mesQ+ − 1

2
|∂2
uF1(t−, x−, u−)|mesQ−+
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+
1

2
∂2
uF3(t+, x+, u+)|mesΓ+ − 1

2
|∂2
uF3(t−, x−, u−)|mesΓ−+

+

t∫
0

dt

∫
D

O(|∆u|2+α)dx.

При досить малих ∆p знак ∆J визначається першими
шiстьма членами суми. Рiзниця цих членiв змiнює знак за-
лежно вiд величини значень mesD+, mesQ+, mesΓ+. Отже,
при знакозмiнних величинах K1(x,∆ω), ∂2

uF1, ∂2
uF3, функцiо-

нал J(p) не досягає мiнiмуму.
Iснування (u(0), p(0)) встановлюється наступним чином.

Нехай p(0) – оптимальне, тодi ∂pH(1)(~ω(0), λ(1), p(0)) = 0,
∂2
pH(~ω(0), λ(1), p(0)) > 0. Застосовуючи теорему про неявну

функцiю до рiвняння ∂pH(1)(~ω(0), λ(1), p(0)) = 0, одержуємо

p(0)(x) = Φ1

(
u(0)(t1, x), u(0)(t2, x), . . . , u(0)(tN , x), λ(1)(x)

)
.

Введемо в задачу (2.60), (2.61) параметр A, поклавши
u(0)(t, x, p) = v(t, x, p)e−At, де A – довiльна додатна стала,
яку визначимо пiзнiше. Тодi, використовуючи зауваження 2.3
поставимо у вiдповiднiсть задачi (2.61) систему iнтегральних
рiвнянь

p(0)(x) = Φ1

(
e−At1v(t1, x), . . . , e−AtN v(tN , x), λ(1)(x)

)
,

λ(1)(x) =

T∫
0

e−Atdt

∫
D

Z(t, 0, ξ, x)
[
∂uF1(t, ξ, ve−At)−

−∂uF1(t, ξ, 0)] dξ +

N∑
j=0

e−Atj
∫
D

[
Z(tj , 0, ξ, x)×

×∂ωjF2(ξ, v(t1, x)e−At1 , . . . , v(tN , x)e−AtN , ω
(0)
N+1)−
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−∂ωjF2(ξ, 0, . . . , 0)

]
dξ +

T∫
0

e−Atdt

∫
∂D

Z(t, 0, ξ, x)×

×
[
∂uF3(t, ξ, ve−At)− ∂uF3(t, ξ, 0)

]
dξS + λ3(x), (2.66)

v = ω(1)(t, x) +

∫
D

Z(t, 0, ξ, x)[ϕ(ξ, p(0))− ϕ(ξ, 0)]dξ,

де

λs(x) =

T∫
0

e−Atdt

∫
D

Z(t, 0, ξ, x)∂uF1(t, ξ, 0)dξ+

+

n∑
j=1

e−Atj
∫
D

Z(tj , 0, ξ, x)∂ωjF2(ξ, 0, . . . , 0)dξ+

+

T∫
0

e−Atdt

∫
∂D

Z(t, 0, ξ, x)∂uF3(t, ξ, 0)dξS,

ω(1)(t, x) – розв’язок нелокальної задачi з косою похiдною

(Lω(1) −Aω(1))(t, x) = eAtf(t, x), (Bω(1))(t, x)|Γ = ψ(t, x)eAt,

ω(1)(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−Atω(1)(tj , x) = ϕ(x, 0).

Розв’язок системи (2.66) шукаємо методом послiдовних наб-
лижень. Рекурентнi спiввiдношення для послiдовних набли-
жень мають вигляд

v(0) = ω(1)(t, x),

λ
(1)
0 (x) = λ3(x),

ω
(k)
N+1 = Φ1

(
e−At1v(k−1)(t1, x), . . . , e−AtN v(k−1)(tN , x), λ

(1)
k (x)

)
,

129



v(k) = ω(1)(t, x) +

∫
D

Z(t, 0, x, ξ)[ϕ(ξ, ω
(k)
N+1)− ϕ(ξ, 0)]dξ,

λ
(1)
k = λ3(x) +

T∫
0

dt

∫
D

Z(t, 0, ξ, x)
[
∂uF1(t, ξ, v(k−1)e−At)−

−∂uF1(t, ξ, 0)] dξ +
N∑
j=1

e−Atj
∫
D

Z(tj , 0, ξ, x)×

×
[
∂ωjF2(ξ, v(k−1)(t1, x)e−At1 , . . . , v(k−1)(tN , x)e−AtN , ω

(k−1)
N+1 )−

−∂ωjF2(ξ, 0, . . . , 0)
]
dξ +

T∫
0

e−Atdt

∫
∂D

Z(t, 0, ξ, x)×

×
[
∂uF3(t, ξ, v(k−1)e−At)− ∂uF3(t, ξ, 0)

]
dξS,

Користуючись обмеженнями на функцiї F1(t, x, u),
F2(x, ~ω), ϕ(x, p), F3(t, x, u) маємо

|ϕ(ξ, p(0))−ϕ(ξ, 0)| ≤ ‖∂pϕ;D‖0

 N∑
j=1

e−Atj |v(tj , x)|+ |λ(1)(x)|

 ,

|∂uF1(t, ξ, e−Atv)− ∂uF1(t, ξ, 0)| ≤ ‖∂2
uF1;Q‖0e−At|v(t, x)|,

|∂ωiF2(ξ, ~ω)− ∂ωiF2(ξ, 0)| ≤
N∑
j=1

‖∂ωi∂ωjF2;Q‖0e−Ati |v(ti, x)|,

|∂uF3(t, x, ve−At)− ∂uF2(t, x, 0)| ≤ ‖∂2
uF3; Γ‖0e−At|v(t, x)|.

Використовуючи теорему 2.10 i зауваження 2.2, знаходимо

|ω(1)| ≤ c
(
‖eAtf ;Q‖0 + ‖ϕ(x, 0);D‖0 + ‖ϕeAt; Γ‖0

)
≡

≡ cB2(f, ϕ, ψ),

130



|λ3(x)| ≤ c1

‖∂uF1(t, x, 0);Q‖0 +
N∑
j=1

‖∂ωjF2(x, 0, . . . , 0);D‖0+

+‖∂uF3(t, x, 0); Γ‖0

)
≡ c1B3(F1, F2, F3).

Для рiзниць послiдовних наближень маємо

|λ(1)
1 (t, x)− λ(1)

0 | ≤ c3B4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3)

[
1

2A
(1− e−2At)×

×‖∂2
uF1;Q‖0 +

N∑
i=1

N∑
j=1

e−A(ti+tj)‖∂ωi∂ωjF3;D‖0+

+
1

2A
(1− e−2At)‖∂2

uF3; Γ‖0
]
,

|v(1) − v(0)| ≤ c4

N∑
j=1

e−AtjB2(f, ϕ, ψ)‖∂pϕ;D‖0+

+c1‖∂pϕ;D‖0

 1

2A
(1− e−2At)‖∂2

uF1;Q‖0 +
N∑
ij=1

e−A(ti+tj)×

×‖∂2
ωiωjF2;D‖0 +

1

2A
(1− e−2At)‖∂2

uF3; Γ‖0
]
×

×c3B4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3),

B4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3) = B2(f, ϕ, ψ) +B3(F1, F2, F3).

Параметр A вибираємо так, щоб справджувалась нерiв-
нiсть

C(A) = max

c4

N∑
j=1

e−Atj‖∂pϕ;D‖0 + c3c1‖∂pϕ;D‖0×
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× 1

2A
(1− e−2AT )‖∂2

uF1;Q‖0 +
N∑
ij=1

e−A(ti+tj)‖∂2
ωiωjF2;D‖0+

+
1

2A
(1− e−2AT )‖∂2

uF3; Γ‖0, c3

[
1

2A
(1− e−2AT )‖∂2

uF1;Q‖0+

+

N∑
ij=1

e−A(ti+tj)‖∂2
ωiωjF2;D‖0 +

1

2A
(1− e−2AT )‖∂2

uF3; Γ‖0

 < 1.

Методом iндукцiї доводиться, що для k ∈ {2, 3, . . .}

|λ(1)
k (x)− λ(1)

k−1(x)| ≤ Ck(A)B4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3),

|v(k)(t, x)− v(k−1)(t, x)| ≤ Ck(A)B4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3).

Отже, послiдовностi
{
λ

(1)
k (x)

}∞
k=1

,
{
v(k)(t, x)

}∞
k=1

рiвно-
мiрно збiгаються до функцiй

v(t, x) = ω(1)(t, x) +

∞∑
k=1

(v(k)(t, x)− v(k−1)(t, x)),

λ(1)(x) = λ0(x) +

∞∑
k=1

(λ
(1)
k (x)− λ(1)

k−1(x)).

Цi функцiї задовольняють нерiвностi

|v(t, x)| ≤ cB4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3),

|λ(1)(x)| ≤ cB4(f, ϕ, ψ, F1, F2, F3).

§2.6. Задача оптимального керування
розв’язками нелокальної задачi з косою
похiдною (випадок внутрiшнього та
фiнального керування)

Постановка задачi та основнi обмеження. Нехай D
– обмежена випукла область з Rn, з межею ∂D. В областi
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Q = [0, T ) × D розглянемо задачу знаходження функцiй
u(t, x, p(x), q(x)), p(x) i q(x), якi реалiзують мiнiмум функ-
цiоналу

I(p, q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x, u, ux, p)dx+

+

∫
D

F2(x, u(t1, x, p, q), . . . , u(tN , x, p, q), q)dx (2.67)

на класi функцiй (u, p, q), iз яких (p, q) ∈ V ≡ {p ∈
C(α)(D), p1 ≤ p ≤ p2, q ∈ C(2+α)(D), q1 ≤ q ≤ q2}, а u(t, x, p, q)
є розв’язком рiвняння

(Lu)(t, x) ≡ ∂u

∂t
−

n∑
ij=1

aij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

−
n∑
i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
− a0(t, x)u = f(t)ψ(p(x)), (2.68)

що задовольняє початкову умову

u(0, x) +

N∑
j=1

dj(x)u(tj , x) = ϕ(x, q), (2.69)

а на бiчнiй межi Γ = [0, T )× ∂D крайову умову

(Bu)(t, x)|Γ ≡
( n∑
k=1

bk(t, x)
∂u

∂xk
+ b0(t, x)u

)∣∣∣
Γ

= g(t, x). (2.70)

Нехай для задачi (2.67)–(2.70) виконуються умови:
Функцiї f(t) ∈ C(α

2
)([0, T ), g(t, x) ∈ C(1+α)(Γ), qk ∈

C(2+α)(D), pk ∈ C(α)(D), k = 1, 2.
Функцiї ψ(p(x)) ∈ C(α)(D), ϕ(x, q) ∈ C(2+α)(D),

F1(t, x, u, ux, p) ∈ C(α)(Q), F2(x, u(t1, x, p, q), ...,
u(tN , x, p, q), q) ∈ C(2+α)(D) i мають гельдеровi похiднi

133



другого порядку за аргументами ux, p, q i u(tk, x, p, q)
неперервнi як функцiї вiд (t, x).

Нехай f(t)ψ(p(x)) ≡ f1(t, x), де f1(t, x) ∈ Cα(Q). При об-
меженнях 1◦–4◦, 7◦ для будь-яких (p, q) ∈ V iснує єдиний
розв’язок задачi (2.68)–(2.70) iз простору C2+α(Q) i для ньо-
го правильна формула (2.57) при λ = 0, а саме

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G1(t, x, τ, ξ)f1(τ, ξ)dξ+

+

∫
D

G(1)(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ +

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(2)(t, x, τ, ξ)g(τ, ξ)dξS+

+

N∑
j=1

[ tj∫
0

dτ

∫
D

Z
(1)
j (t, x, τ, ξ)f1(τ, ξ)dξ+

+

∫
D

Z
(1)
j (t, x, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ +

tj∫
0

dτ

∫
∂D

Z
(2)
j (t, x, τ, ξ)g(τ, ξ)dξS

]
.

Позначимо через

−→u = (u0, u1, u2, . . . , un+1) = (u, ux1 , ux2 , . . . , uxn , p),

−→ω = (u(t1, x, p, q), u(t2, x, p, q), . . . , u(tN , x, p, q), q) =

= (ω1, . . . , ωN+1),

G̃(t, x, 0, ξ) ≡ G(1)(t, x, 0, ξ) +

N∑
j=1

Z
(1)
j (t, x, 0, ξ),

λ(ξ) =

T∫
0

f(τ)dτ

T∫
τ

dt

∫
D

∂F1

∂u0
(t, x,−→u )G(1)(t, x, τ, ξ)dx+
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+

N∑
j=1

tj∫
0

f(τ)dτ

T∫
τ

dt

∫
D

∂F1

∂u0
(t, x,−→u )Z

(1)
j (t, x, τ, ξ)dx+

+
N∑
i=1

T∫
0

f(τ)dτ

T∫
τ

dt

∫
D

∂F1

∂ui
(t, x,−→u )

∂G(1)

∂xi
(t, x, τ, ξ)dx+

+
N∑
j=1

tj∫
0

f(τ)dτ

T∫
τ

dt

∫
D

n∑
i=1

∂F1

∂ui
(t, x,−→u )

∂Z
(1)
j

∂xi
(t, x, τ, ξ)dx+

+
N∑
j=1

tj∫
0

f(τ)dτ

∫
D

∂F2

∂ωj
(x,−→ω , q)G(1)(tj , x, τ, ξ)dx+

+
N∑
j=1

N∑
k=1

tk∫
0

f(τ)dτ

∫
D

∂F2

∂ωj
(x,−→ω , q)Z(1)

k (tk, tj , x, τ, ξ)dx,

µ(ξ) ≡
T∫

0

dt
[ ∫
D

∂F1

∂u0
(t, x,−→u )G̃(t, x, 0, ξ)+

+

n∑
i=1

∂F1

∂ui
(t, x,−→u )

∂G̃

∂xi
(t, x, 0, ξ)

]
dx+

+

N∑
j=1

∫
D

∂F2

∂ωj
(x,−→ω , q)G̃(tj , x, 0, ξ)dx,

Hλ(ξ, un+1) ≡ λ(ξ)ψ(uN+1) +

T∫
0

F1(t, ξ,−→u )dt,

Hµ(ξ, ωN+1) ≡ µ(ξ)ϕ(ξ, ωN+1) + F2(ξ,−→ω , q).

Правильнi такi теореми.

135



Теорема 2.13. Нехай виконуються умови 10 – 40, 80. То-
дi

а) якщо функцiї Hλ i Hµ є монотонно зростаючими за
аргументами un+1 та ωN+1 вiдповiдно, то оптимальними
керуваннями будуть p1(x) i q1(x), а оптимальний розв’язок
задачi (2.67)–(2.70) має вигляд

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p1, q1);

б) якщо функцiя Hλ монотонно зростаюча за аргумен-
том un+1, а Hµ є монотонно спадна за аргументом ωN+1,
то оптимальними керуваннями будуть p1(x) i q2(x), а оп-
тимальний розв’язок задачi (2.67)–(2.70) має вигляд

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p1, q2);

в) якщо функцiя Hλ монотонно спадна за аргументом
un+1, а Hµ є монотонно зростаюча за аргументом ωN+1,
то оптимальними керуваннями будуть p2(x) i q1(x), а оп-
тимальний розв’язок задачi (2.67)–(2.70) має вигляд

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p2, q1);

г) якщо функцiї Hλ i Hµ є монотонно спадними за ар-
гументами un+1 та ωN+1 вiдповiдно, то оптимальними ке-
руваннями будуть p2(x) i q2(x), а оптимальний розв’язок
задачi (2.67)–(2.70) має вигляд

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p2, q2).

Доведення. Розглянемо випадок а). Нехай ∆p – допу-
стимий прирiст керування un+1(x), а ∆q – допустимий при-
рiст керування ωN+1(x). Через ∆u позначимо прирiст функ-
цiї u(t, x, p, q). Тодi ∆u в областi Q буде розв’язком крайової
задачi

(L∆u)(t, x) = f(t)∆ψ(un+1),
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∆u(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)∆u(tj , x, p, q) = ∆ϕ(x, ωN+1), (2.71)

(B∆u)(t, x)|Γ = 0.

Розглянемо прирiст функцiоналу:

∆I(p, q) = I(p+ ∆p, q)− I(p, q) + I(p+ ∆p, q + ∆q)−

−I(p+ ∆p, q) ≡ ∆pI(p, q) + ∆qI(p, q).

Скористаємося формулою Тейлора, тодi

∆pI(p, q) =

T∫
0

dτ

∫
D

[∂F1

∂u
∆pu+

n∑
i=1

∂F1

∂ui
∆pui+

+o(|∆pu|2) + o(|∆pui|2) + o(|∆p|2)
]
dx+

+

∫
D

( N∑
j=1

∂F2

∂ωj
∆pωj + o(|∆pωj |2)

)
dx, (2.72)

а

∆qI(p, q) =

T∫
0

dτ

∫
D

[∂F1

∂u
∆qu+

n∑
i=1

∂F1

∂ui
∆qui + o(|∆qu|2)+

+o(|∆qui|2)
]
dx+

∫
D

[ N∑
j=1

∂F2

∂ωj
∆qωj +

∂F2

∂q
∆q+

+o(|∆qωj |2) + o(|∆q|2)
]
dx. (2.73)

Повний прирiст функцiї ∆u(t, x, p, q) можна записати
через частиннi прирости наступним чином: ∆u(p, q) ≡
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∆pu(p, q)+∆qu(p, q), де ∆pu(p, q) – розв’язок однорiдної край-
ової задачi

(L∆pu)(t, x, p, q) = f(t)∆pψ(un+1),

∆pu(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)∆pu(tj , x, p, q) = 0, (2.74)

(B∆pu)(t, x, p, q)|Γ = 0,

i ∆qu(p, q) – розв’язок однорiдної крайової задачi

(L∆qu)(t, x, p, q) = 0,

∆qu(0, x) +

N∑
j=1

dj(x)∆qu(tj , x, p, q) = ∆qϕ(x, ωN+1), (2.75)

(B∆qu)(t, x, p, q)|Γ = 0.

За теоремою 2.13 iснує функцiя Грiна задач (2.74), (2.75)
i прирiст ∆u(t, x, p, q) зображається формулою

∆u(t, x, p, q) =

t∫
0

dτ

∫
D

G1(t, x, τ, ξ)f(τ)∆pψ(p(ξ))dξ+

+
N∑
j=1

tj∫
0

Z
(1)
j (t, x, τ, ξ)f(τ)∆pψ(p(ξ))dξ+

+

∫
D

G1(t, x, 0, ξ)∆qϕ(ξ, q)dξ+

+
N∑
j=1

∫
D

Z
(1)
j (t, x, 0, ξ)∆qϕ(ξ, q)dξ. (2.76)
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Знайдемо значення ∆ui(t, x, p, q) i ∆ωj :

∆ui(t, x, p, q) =

t∫
0

dτ

∫
D

∂G1

∂xi
(t, x, τ, ξ)f(τ)∆pψ(p(ξ))dξ+

+
N∑
j=1

tj∫
0

∂Z
(1)
j

∂xi
(t, x, τ, ξ)f(τ)∆pψ(p(ξ))dξ+

+

∫
D

∂G1

∂xi
(t, x, 0, ξ)∆qϕ(ξ, q)dξ+

+

N∑
j=1

∫
D

∂Z
(1)
j

∂xi
(t, x, 0, ξ)∆qϕ(ξ, q)dξ, (2.77)

i ∈ {1, . . . , n}, i

∆ωj ≡
tj∫

0

dτ

∫
D

G1(tj , x, τ, ξ)f(τ)∆pψ(p(ξ))dξ+

+

N∑
k=1

tk∫
0

dτ

∫
D

Z
(1)
k (tk, tj , x, τ, ξ)f(τ)∆pψ(p(ξ))dξ+

+

∫
D

G1(tj , x, 0, ξ)∆qϕ(ξ, q)dξ+

+

N∑
k=1

∫
D

Z
(1)
k (tk, tj , x, 0, ξ)∆qϕ(ξ, q)dξ. (2.78)

Пiдставивши формули (2.76)–(2.78) у (2.72), (2.73) i змiнюючи
порядок iнтегрування, знаходимо

∆I(p, q) =

∫
D

∆pHλ(ξ, p)∆pdξ +

∫
D

∆qHµ(ξ, q)∆qdξ. (2.79)

139



Якщо p = p1(x), q = q1(x), Hλ i Hµ задовольняють умо-
ви теореми 2.13, то при досить малих ∆p i ∆q маємо, що
∆I(p1, q1) > 0.

Нехай p1(x) i q1(x) – оптимальнi керування, тобто ∆I > 0.
Перевiримо виконання умов теореми 2.13 а). Якщо функцiї
Hλ та Hµ не є монотонно зростаючими за аргументами un+1

i ωN+1 вiдповiдно, то DpHλ i DqHµ – знакозмiннi величини,
тобто DpHλ > 0 в D+ ⊂ D i DqHµ > 0 в D+

1 ⊂ D, а DpHλ < 0
i DqHµ < 0 в D− ⊂ D \D+ i D−1 ⊂ D \D

+
1 вiдповiдно.

Використавши теорему про середнє значення, маємо

∆I(p, q) = DpHλ(x+, p)

∫
D+

∆pdξ − |DpHλ(x−, p)|
∫
D−

∆pdξ+

+DqHµ(x+, q)

∫
D+

1

∆qdξ − |DqHµ(x−, p)|
∫
D−1

∆qdξ.

При досить малих ∆p i ∆q знак ∆I визначається чотирма
доданками суми. Рiзниця перших двох i наступних двох змi-
нює знак в залежностi вiд величин mesD+, mesD−1 , ∆p i ∆q.
При досить малiй mesD+ i ∆p > 0, ∆q > 0 маємо, що ∆I < 0
i навпаки, ∆I > 0, якщо мала mesD−1 i ∆p > 0, ∆q > 0. Отже,
функцiонал не досягає мiнiмуму.

Випадки б) – в) доводяться аналогiчно.
Теорема 2.14. Нехай виконуються умови 10 – 60 i функ-

цiї Hλ(x, p) i Hµ(x, q) не є монотонними за аргументами p i
q вiдповiдно. Для того, щоб керування (p(0), q(0)) ∈ V i вiдпо-
вiдний розв’язок u(t, x, p(0), q(0)) крайової задачi (2.68)–(2.70)
були оптимальними, необхiдно та достатньо, щоб викону-
валися умови:

а) функцiя Hλ(x, p) за аргументом p має в точцi p(0)

мiнiмальне значення;
б) функцiя Hµ(x, q) за аргументом q має в точцi q(0)

мiнiмальне значення;
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в) для довiльного ненульового вектора −→y =
(y0, y1, . . . , yn, yn+1) i (t, x) ∈ Q виконується нерiвнiсть

K1(t, x,−→u ) =
n+1∑
ij=0

∂2F1(t, x,−→u )

∂ui∂uj
yiyj > 0;

г) для довiльного ненульового вектора
−→
ξ =

(ξ1, ξ2, . . . , ξN+1) i (t, x) ∈ Q виконується нерiвнiсть

K2(x,
−→
ξ ) =

N+1∑
kl=1

∂2F2(x,−→ω )

∂ωk∂ωl
ξkξl > 0.

Доведення. Достатнiсть.Нехай виконуються умови 1◦

– 4◦. Запишемо прирiст функцiоналу за допомогою формули
Тейлора

∆I(p(0), q(0)) =

∫
D

(
DpHλ(x, p(0))∆p+

+
1

2
K1(t, x,∆pu) +

1

2
K∗1 (t, x,∆pu)

)
dx+

+

∫
D

[
DqHµ(x, q(0))∆q +

1

2
K2(x,∆qω) +

1

2
K∗2 (x,∆qω)

]
dx,

де

K1(t, x,∆pu) =

n+1∑
ij=0

∂2F1

∂ui∂uj
(t, x,−→u (0))∆pui∆puj+

+λ(t, x)D2
ppf(t, x, p(0))(∆p)2,

K∗1 (t, x,∆pu) =

n+1∑
ij=0

(D2
uiujF1(t, x, −̃→u

(0)
)−

−D2
uiujF1(t, x,−→u (0)))∆pui∆quj ,
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K2(x,∆qω) =
N+1∑
kl=1

∂2F2

∂ωl∂ωk
∆qωk∆qωl+

+µ(x)D2
qqϕ(x, q)∆q2,

K∗2 (x,∆qω) =
N+1∑
kl=1

(D2
ωkωl

F2(x, −̃→ω
(0)

)−

−D2
ωkωl

F2(x,−→ω (0)))∆qωl∆qωk.

Позначимо через δ1 ≡ inf
|y|=1

K1(t, x,−→y ) i δ2 ≡ inf
|ξ|=1

K2(x,
−→
ξ ).

За умовами в) i г) теореми маємо, що δ1(t, x) > 0, δ2(x) > 0
для всiх x ∈ D, (t, x) ∈ Q. Тодi

K1(t, x,∆pu) ≥ δ1(t, x)|∆pu|2;

K∗1 (t, x,∆pu) ≤ c|∆pu|2+α; (2.80)

K2(x,∆qω) ≥ δ2(x)|∆qω|2;

K∗2 (x,∆qω) ≤ c|∆qω|2+α. (2.81)

При досить малих ∆p i ∆q таких, що |∆pu| ≤( 1

2c
δ1(t, x)

) 1
α i |∆qω| ≤

( 1

2c
δ2(x)

) 1
α , одержуємо оцiнку функ-

цiоналу

∆I(p(0), q(0)) ≥ 1

4

∫
D

δ1(t, x)|∆pu|2dx+
1

4

∫
D

δ2(x)|∆qω|2dx.

Отже, p(0), q(0) – оптимальнi керування, а u(t, x, p(0), q(0)) –
оптимальний розв’язок.

Необхiднiсть. Нехай p(0), q(0) – оптимальнi керування,
тобто ∆I(p(0), q(0)) > 0. Якщо припустити, що DpHλ 6= 0 i
DqHµ 6= 0, то ∆I(p(0), q(0)) змiнюватиме знак в залежностi вiд
знаку ∆p i ∆q, що суперечить наявностi мiнiмуму функцiо-
налу I(p, q) в точцi (p(0), q(0)). Визначимо поведiнку величин
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DpHλ i DqHµ у околi точок (p(0), q(0)). Для цього запишемо
прирiст функцiоналу у виглядi

∆I =

∫
D

[DpHλ(x, p(0)+θ∆p)∆p+ o(|∆pu|2)]dx+

+

∫
D

[DqHµ(x, q(0) + θ∆q)∆q + o(|∆qωj |2)]dx.

Для того, щоб виконувалася нерiвнiсть ∆I > 0, необхiдно,
щоб виконувалися такi нерiвностi: DpHλ > 0 при p > p(0);
DqHµ > 0 при q > q(0) i DpHλ < 0 при p < p(0); DqHµ <
0 при q < q(0). Тому в точцi p(0) функцiя Hλ(x, p) досягає
мiнiмального значення, а в точцi q(0) функцiяHµ(x, q) досягає
мiнiмального значення.

Якщо K1(t, x,∆pu) ≤ 0 i K2(x,∆qω) ≤ 0 i в областi Q, то
за умовою 1) одержимо, що ∆I ≤ 0, що неможливо.

Нехай K1(t, x,∆pu) > 0 в областi Q+ ⊂ Q i K2(x,∆qω) >
0 в Q+ ⊂ Q та K1(t, x,∆pu) = −|K1(t, x,∆pu)| < 0 i
K2(x,∆qω) = −|K2(x,∆qω)| < 0 в областi Q− ⊂ Q \ Q+ i
D− ⊂ D \ D+ вiдповiдно. Використовуючи теорему про се-
реднє для приросту ∆I, одержимо

∆I(p(0), q(0)) =

∫ ∫
Q+

K1(t, x,∆pu)dtdx−

−
∫ ∫
Q−

|K1(t, x,∆pu)|dtdx+

∫ ∫
Q

K∗1 (t, x,∆pu)dtdx+

+

∫ ∫
D+

K2(x,∆qω)dx−
∫ ∫
D−

|K2(x,∆qω)|dx+

+

∫ ∫
D

K∗2 (x,∆qω)dx = K1(t+, x+,∆pu
+)mesQ+−
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−|K1(t−, x−,∆pu
−)|mesQ−+

+

∫ ∫
Q+

K∗1 (t, x,∆pu)dtdx+K2(x+,∆qω
+)mesD+−

−|K2(x−,∆qω
−)|mesD− +

∫ ∫
D

K∗2 (x,∆qω)dx.

Рiзницi цих доданкiв змiнюють знак ∆I в залежностi
вiд величини значень mesQ+, mesQ−, mesD+ i mesD−:
при досить малiй mesQ− i mesD− прирiст функцiона-
лу ∆I(p(0), q(0)) > 0. Отже, при знакозмiнних формах
K1(t, x,∆pu) i K2(x,∆qω) функцiонал не досягає мiнiмаль-
ного значення.

Теорема 2.15. Нехай виконуються умови 10 – 60. Тодi
1) якщо функцiя Hλ(x, p) – монотонно спадна (зростаю-

ча), а Hµ(x, q) задовольняє умови:
а) функцiя Hµ(x, q) за аргументом q має в точцi q(0)

мiнiмальне значення;
б) для довiльного ненульового вектора

−→
ξ =

(ξ1, . . . , ξN+1) i (t, x) ∈ Q виконується нерiвнiсть

K2(x,
−→
ξ ) > 0,

то оптимальними керуваннями будуть p2 (p1) i q(0), а оп-
тимальний розв’язок задачi (2.67)–(2.70) має вигляд

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p2, q
(0))(

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p1, q
(0))
)

;

2) якщо функцiя Hµ(x, q) – монотонно зростаюча (спад-
на), а Hλ(x, p) задовольняє умови:

а) функцiя Hλ(x, p) за аргументом p має в точцi p(0)

мiнiмальне значення;
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б) для довiльного ненульового вектора −→y =
(y0, y1, . . . , yn, yn+1) i (t, x) ∈ Q виконується нерiвнiсть

K1(t, x,−→y ) =

n+1∑
ij=0

∂2F1(t, x,−→u )

∂ui∂uj
yiyj > 0,

то оптимальними керуваннями будуть p(0) i q1 (q2), а оп-
тимальний розв’язок задачi (2.67)–(2.70) має вигляд

u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p(0), q1)(
u(t, x, p, q) ≡ u(t, x, p(0), q2)

)
.

Доведення теореми 2.15 випливає iз теорем 2.13 i 2.14.

§2.7. Одностороння нелокальна крайова задача
для параболiчних рiвнянь другого порядку

В задачi (2.1), (2.2), (2.5) зробимо замiну

u(t, x) = e−λtv(t, x),

де λ задовольняє умову 2◦. Одержимо

(L1v)(t, x) = f(t, x)eλt, (2.43)

v(0, x) =
N∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x) = ϕ(x), (2.44)

(Bv)(t, x)|Γ ≥ ψ(t, x)eλt, v‖Γ ≥ 0,(
(Bv)(t, x)− ψ(t, x)eλt

)
v|Γ = 0.

(2.82)

Знайдемо оцiнку розв’язку задачi (2.43), (2.44), (2.82).
Справедлива така теорема.
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Теорема 2.16. Якщо v(t, x) – класичний розв’язок задачi
(2.43), (2.44), (2.82) в областi Q i виконанi умови 1◦–4◦, то
для v(t, x) справедлива оцiнка

v(t, x) ≤ max

‖b−1
0 ψeλt; Γ‖0,

∥∥∥∥∥∥ϕ
1−

N∑
j=1

|dj |e−λtj

−1

;D

∥∥∥∥∥∥
0

,

‖feλt(−a0 − λ)−1;Q‖0

}
. (2.83)

Доведення. Можливi три випадки: v ≤ 0 при (t, x) ∈ Q̄, або
найбiльше додатне значення v досягається на ΓT = Γ∪D, або
це найбiльше значення досягається в точцi P1 ∈ Q.

В першому випадку max
Q̄

v(t, x) ≤ 0.

В другому випадку 0 < max
Q̄

v(t, x) = max
ΓT

v(t, x). Якщо

max
ΓT

v(t, x) = max
D̄

v(t, x) ≡ x
(
0, x(2)

)
, то з умови (2.44) маємо

v
(

0, x(2)
)
≤

∥∥∥∥∥∥ϕ
1−

N∑
j=1

|dj |e−λtj

−1∥∥∥∥∥∥
C(D)

.

Якщо max
ΓT

v(t, x) = max
Γ

v(t, x) = v(P4) > 0, то, враховуючи

умову (2.82), дiстанемо[
(Bv)(t, x)| − ψ(t, x)eλt

]∣∣∣∣
P4

= 0. (2.84)

Оскiльки вектор ~b задовольняє умову 4◦, то з рiвностi (2.84)
знаходимо

v(P4) ≤ ‖b−1
0 ψeλt; Γ‖0.

Повторюючи мiркування доведення теореми 2.10, одержимо
нерiвнiсть (2.83).

Встановимо iснування розв’язку задачi (2.43), (2.44),
(2.82). Правильна така теорема.
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Теорема 2.17. Якщо виконанi умови теореми 2.10, то
iснує єдиний розв’язок задачi (2.43), (2.44), (2.82) i для нього
правильна оцiнка.

‖v;Q‖2+α ≤ C (‖f ;Q‖α + ‖ϕ;D‖2+α + ‖ψ; Γ‖1+α) . (2.85)

Доведення. В задачi (2.43), (2.44), (2.82) зробимо замiну,
де додатна стала, яку виберемо пiзнiше, i розв’язок задачi
будемо шукати методом штрафа [7].

Для цього розглянемо крайову задачу

(L1 +R)ωε = f(t, x)e(λ−R)t,

ωε(0, x) = ϕ(x)−
N∑
j=1

dje
−(λ−R)tjωε(tj , x), (2.86)

Bωε|Γ = ψ(t, x)e(λ−R)t +
1

ερ
sup(−ωε, 0), 0 < ρ <

1

2
.

Для компонент функцiї Грiна (G(3), G(4)) крайової задачi

(L1 +R)ω = f(t, x)e(λ−R)t, ω(0, x) = ϕ(x),

[(Bω)(t, x)] |Γ = ψ(t, x)e(λ−R)t (2.87)

справедлива оцiнка

|G(k)| ≤ C(t− τ)−
n
2 exp

{
−R(t− τ) + c

|x− ξ|2

t− τ

}
, k ∈ {3, 4}.

Використовуючи функцiї Грiна (G(3), G(4)), поставимо у вiд-
повiднiсть задачi (2.86) iнтегральне рiвняння

ωε(t, x) = ω0(t, x)−

−
N∑
j=1

∫
D

dj(y)e−(λ−R)tjG(3)(tj , x, 0, ξ)ωε(tj , y)dy+
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+
1

ερ

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(4)(t, x, τ, y) sup(−ωε(τ, y), 0)dyS, (2.88)

де ω0(t, x) – розв’язок крайової задачi (2.87).
Згiдно з теоремою 2.10 для розв’язку задачi (2.87) ω0(t, x)

справедлива оцiнка

|ω0(t, x)| ≤ c (‖f ;Q‖0 + ‖ϕ;D‖0 + ‖ψ; Γ‖0) . (2.89)

Розв’язок рiвняння (2.88) шукаємо методом послiдовних на-
ближень. Рекурентнi спiввiдношення для послiдовних набли-
жень мають вигляд

ω(k)
ε (t, x) = ω0(t, x)−

N∑
j=1

dj(y)e−(λ−R)tjG(3)(tj , x, 0, ξ)×

×ω(k−1)
ε (tj , y)dy +

1

ερ

t∫
0

dτ

∫
∂D

G(4)(t, x, τ, y)×

× sup(−ω(k−1)
ε (τ, y), 0)dyS, k ∈ {1, 2, . . .},

ω(0)
ε (t, x) = ω0(t, x).

Оцiнимо рiзницi мiж послiдовними наближеннями. При
k = 1 маємо

|ω(1)
ε (t, x)− ω(0)

ε (t, x)| ≤ λ0‖ω0;Q‖0 +
1

ερ
c1×

×

 t−ε∫
0

e−R(t−τ)(t− τ)−
1
2dτ +

t∫
t−ε

e−R(t−τ)(t− τ)−
1
2dτ

×
×‖ω0;Q‖0 ≤ ‖ω0;Q‖0

(
λ0 +

c1

ερ

(
e−RεT

1
2 + ε

1
2

))
.

Числа R i ε вибираємо так, щоб

C(R, λ0, ε) ≡ λ0 +
c1

ερ

(
e−RεT

1
2 + ε

1
2

)
< 1.
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Оцiнюючи рiзницю мiж послiдовними наближеннями,
знаходимо

|ω(k)
ε (t, x)− ω(k−1)

ε (t, x)| ≤ Ck(R, λ0, ε)‖ω0;Q‖0.

Отже, розв’язок задачi (2.86) зображається функцiональ-
ним рядом

ωε(t, x) = ω0(t, x) +

∞∑
k=1

[
ω(k)
ε (t, x)− ω(k−1)

ε (t, x)
]

i проводячи мiркування, аналогiчнi доведенню теореми 2.16,
для нього справедлива оцiнка (2.89), де стала c не залежить
вiд ε.

Оскiльки ω(t, x) = v(t, x)e−Rt, то, враховуючи оцiнку
(2.89), одержимо нерiвнiсть (2.85).

§2.8. Нелокальна задача Кошi для параболiчного
рiвняння

Розглянемо в областi Π = (0, T ]×Rn задачу знаходження
функцiї u(t, x), яка задовольняє рiвняння (2.1) i нелокальну
умову за часовою змiнною (2.2).

В задачi (2.1), (2.2) зробимо замiну

u(t, x) = e−λtv(t, x),

де λ задовольняє умову 2◦, одержимо

(L1v)(t, x) = f(t, x)eλt, (2.90)

v(0, x) +

N∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x) = ϕ(x). (2.91)

Для розв’язкiв задачi (2.90), (2.91) правильна теорема.
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Теорема 2.18. Якщо v(t, x) – класичний розв’язок зада-
чi (2.90), (2.91) в областi Π, виконуються умови 1◦– 2◦ в
областi Π i f(t, x) ∈ H0(Π), ϕ(x) ∈ H0(Rn), то для v(t, x)
правильна оцiнка

|v| ≤

∥∥∥∥∥∥ϕ
1−

N∑
j=1

|dj |e−λtj

−1

;Rn

∥∥∥∥∥∥
0

+

+
∥∥∥feλt(−λ− a0(t, x))−1; Π

∥∥∥
0
. (2.92)

Доведення. Нехай функцiя v(t, x) неперервна в областi

Π1 = {(t, x) ∈ Π

∣∣∣∣|x| < ∞, 0 ≤ t ≤ T} i ї ї модуль не пере-

вищує деякого числа M0.
Розглянемо функцiю

w(t, x) = v(t, x)−M1 −
M0

R2
0

(
|x|2 + c3t

)
,

де M1 =

∥∥∥∥∥∥ϕ
1−

N∑
j=1

|dj |e−λtj

−1∥∥∥∥∥∥
C(Rn)

+

∥∥feλt(−λ− a0(t, x))−1
∥∥
C(Π)

.
Знайдемо значення

(L1w)(t, x) = f(t, x)eλt + (a0(t, x) + λ)M1 −
M0

R2
0

(
c3−

−2

n∑
i=1

aii(t, x)− 2
n∑
i=1

ai(t, x)xi − (a0 + λ)(|x|2 + c3t)

)
.

Виберемо число c3 таким, щоб вираз, який стоїть бiля
M0

R2
0

був невiд’ємним. Тодi (L,w)(t, x) ≤ 0. Крiм того, на бiчнiй по-

верхнi i нижнiй основi цiлiндра Q = {(t, x) ∈ Π

∣∣∣∣|x| ≤ R0, 0 ≤
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t ≤ T} функцiя w(t, x) ≤ 0. Тому, повторюючи мiркування
доведення теореми 2.1, знаходимо

w(t, x) ≤ 0, (t, x) ∈ Q.

Вiзьмемо довiльну точку (t(1), x(1)) з областi 0 ≤ t ≤ T ,
x ∈ Rn. Тодi w(t(1), x(1)) ≤ 0 при |x(1)| ≤ R0. Переходячи до
границi при R0 →∞, одержимо оцiнку

v(t(1), x(1)) ≤M1.

Для оцiнки v(t, x) знизу потрiбно взяти функцiю

w1(t, x) = v(t, x) +M1 +
M0

R2
0

(|x|2 + c3t).

Для неї (L1w1)(t, x) ≥ 0 i на нижнiй основi й на бiчнiй межi Q
w1(t, x) ≥ 0. Тому для довiльної точки (t(2), x(2)) при |x(2)| ≤
R0 маємо w1(t(2), x(2)) ≥ 0. Спрямовуючи R0 до∞, одержимо
v(t, x) ≥ −M1.

Отже, |v(t, x)| ≤M1.

Теорема 2.19. За умов теореми 2.19 задача Кошi (2.90),
(2.91) має не бiльше одного класичного розв’язку в класi об-
межених функцiй.
Доведення. Нехай v1(t, x) i v2(t, x) – розв’язки задачi
(2.90), (2.91). Тодi ω(t, x) = v1(t, x) − v2(t, x) буде розв’язком
однорiдної нелокальної задачi Кошi

(L1ω)(t, x) = 0, ω(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−λtjω(tj , x) = 0.

Згiдно з теоремою 2.19 ω(t, x) ≡ 0. Отже, v1(t, x) = v2(t, x).
Зауваження. Розв’язок задачi Кошi

L1v = 0, v(0, x) = 1
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задовольняє нерiвнiсть

0 ≤
∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ)dξ ≤ 1.

Встановимо iснування розв’язку задачi (2.90), (2.91).
Правильна така теорема.

Теорема 2.20. Якщо виконанi умови 1◦, 2◦ в областi Π,
f(t, x) ∈ Hα(Π), ϕ(x) ∈ H2+α(Rn), то iснує єдиний розв’язок
задачi (2.90), (2.91) i для нього справедлива оцiнка

‖v‖C2+α(Π) ≤ c (‖ϕ;Rn‖2+α + ‖f ; Π‖α) (2.93)

Доведення. Розв’язок задачi (2.90), (2.91) шукаємо у
виглядi

v(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ +

∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x, τ, ξ)f(t, ξ)eλτdξ. (2.94)

Оскiльки

ω(t, x) =

∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x, τ, ξ)f(t, ξ)eλτdξ

розв’язок задачi Кошi

L1ω = f(t, x)eλt, ω(0, x) = ϕ(x), (2.95)

то, згiдно з теоремою, правильна оцiнка

‖ω‖C2+α(Π) ≤ c (‖f ; Π‖α + ‖ϕ;Rn‖2+α) .
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Задовольнивши нелокальну умову (2.91), маємо

v(0, x) +
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
Rn

Z(tj , x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ =

= −
N∑
j=1

dj(x)e−λtjω(tj , x) ≡ F2(x). (2.96)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (2.96) шукаємо методом
послiдовних наближень. Рекурентнi спiввiдношення для по-
слiдовних наближень мають вигляд

v(k)(0, x) = −
N∑
j=1

dj(x)e−λtj
∫
Rn

Z(tj , x, 0, ξ)v(k−1)(0, ξ)dξ+F2(x),

v(0)(0, x) ≡ F2(x), k ∈ {1, 2, . . .}.

Оскiльки Z(t, x, τ, ξ) ≥ 0 i
∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ) ≤ 1, то

N∑
j=1

|dj(x)|e−λtj
∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ)dξ ≤ λ0 < 1.

Оцiнюючи рiзницi мiж послiдовними наближеннями, одержи-
мо

|v(k)(0, x)− v(k−1)(0, x)| ≤ λ(k)
0 ‖F2; Π‖0.

Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння зображається функ-
цiональним рядом

v(0, x) = F2(x) +

∞∑
k=1

(v(k)(0, x)− v(k−1)(0, x)) (2.97)

i для нього справедлива оцiнка

|v| ≤ 1

1− λ0
‖F2‖C(Π). (2.98)
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Пiдставляючи (2.97) в (2.94), одержимо розв’язок задачi
(2.90), (2.91) i для нього правильна оцiнка

|v(0, x)| ≤ c (‖ϕ;Rn‖0 + ‖f ; Π‖0) .

Враховуючи оцiнки фундаментального розв’язку i формулу
(2.94), знаходимо

‖v; Π‖2+α ≤ c (‖f ; Π‖α + ‖ϕ;Rn‖2+α) . (2.99)

Запишемо задачу (2.90), (2.91) у виглядi

L1v = f(t, x)eλt,

v(0, x) = ϕ(x)−
n∑
j=1

dj(x)e−λtjv(tj , x) ≡ ϕ1(x). (2.100)

Тодi, використовуючи фундаментальний розв’язок, маємо
зображення розв’язку задачi (2.100)

v(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

Z(t, x, τ, ξ)f(t, ξ)eλτdξ+

∫
Rn

Z(t, x, 0, ξ)ϕ1(ξ)dξ.

Оскiльки f(τ, ξ) ∈ Hα(Π), ϕ1(ξ) ∈ H2+α(Rn), то для v(t, x)
правильна оцiнка

‖v; Π‖2+α ≤ c (‖f ; Π‖α + ‖ϕ1;Rn‖2+α) ,

де ‖ϕ1;Rn‖2+α ≤ c

‖ϕ;Rn‖2+α +

N∑
j=1

‖v; Π‖2+α

 ≤

c1 (‖ϕ;Rn‖2+α + ‖f ; Π‖α). Отже, справедлива оцiнка (2.93).
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Роздiл 3. Крайовi задачi для параболiчних
рiвнянь другого порядку з

iнтегральною нелокальною умовою
За допомогою теорiї потенцiалiв i принципу максимуму

вивчаються задача Дiрiхле, задача з косою похiдною та одно-
стороння крайова задача для параболiчних рiвнянь другого
порядку з iнтегральною умовою за часовою змiнною. Одер-
жанi результати використовуються для встановлення необ-
хiдних та достатнiх умов iснування оптимального розв’язку
систем, що описуються крайовими задачами з внутрiшнiм,
стартовим та межовим обмеженим керуванням i iнтеграль-
ними критерiями якостi.

§3.1. Задача Дiрiхле з iнтегральною умовою для
параболiчних рiвнянь

Нехай D – обмежена область в Rn з межею ∂D, T – фiк-
соване додатне число. Розглянемо в областi Q = [0, T )×D за-
дачу знаходження функцiї u(t, x), яка задовольняє при t > 0
рiвнянню

(Lu)(t, x) ≡

∂t − n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj−

−
n∑
i=1

ai(t, x)∂xi − a0(t, x)

]
u(t, x) = f(t, x) (3.1)

i iнтегральну умову за часовою змiнною

u(0, x) +

T∫
0

d(τ, x)u(τ, x)dτ = ϕ(x), (3.2)

а на бiчнiй межi Γ = (0, T )× ∂D крайову умову

(u(t, x)− ψ(t, x))|Γ = 0. (3.3)
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Нехай для задачi (3.1)–(3.3) виконуються умови:
A1. Коефiцiєнти ai ∈ Hα(Q), i ∈ {0, 1, . . .}, a0 ≤ K <

+∞, K − const , aij ∈ Hα(Q) i для довiльного вектора ξ =
(ξ1, . . . , ξn) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

aij(t, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

π1, π2 – фiксованi додатнi сталi, (t, x) ∈ Q.

A2. d(τ, x) ∈ H2+α(Q), sup
Q

T∫
0

|d(τ, x)|e−λτdτ ≤ λ0 < 1,

де λ – довiльне число, яке задовольняє нерiвнiсть λ <
inf
Q

(−a0(t, x)).

A3. Функцiї f ∈ Hα(Q), ϕ ∈ H2+α(D), ψ ∈ H2+α(Γ),ψ(0, x) +

T∫
0

d(τ, x)ψ(τ, x)dτ − ψ(x)

∣∣∣∣∣∣
∂D

= 0.

Межа ∂D належить класу C2+α.
В задачi (3.1)–(3.3) зробимо замiну

u(t, x) = v(t, x)e−λt + ψ̃(t, x),

де λ задовольняє умову A2, ψ̃(t, x) – довизначена функцiя
ψ(t, x) за змiнною z ∈ ∂D в область D так, що ψ̃(t, x) ∈
H2+α(Q).

Одержимо

(L1v)(t, x) ≡

∂t − n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj −
n∑
i=1

ai(t, x)−

−a0(t, x)− λ

]
v(t, x) = f(t, x)eλt − (Lv)(t, x) ≡ F (t, x), (3.4)
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v(0, x) +

T∫
0

d(τ, x)e−λτv(τ, x)dτ =

= ϕ(x)− ψ̃(0, x)−
T∫

0

d(τ, x)ψ̃(τ, x)dτ ≡ Φ(x), (3.5)

v|Γ = 0. (3.6)

Знайдемо оцiнку розв’язку крайової задачi (3.4)–(3.6).
Правильна така теорема.
Теорема 3.1. Нехай v – класичний розв’язок задачi (3.4)–

(3.6) в областi Q i виконанi умови A1–A3. Тодi для v(t, x)
правильна нерiвнiсть

|v| ≤ max


∥∥∥∥∥∥∥Φ

1−
T∫

0

|d(τ, x)|e−λτdτ

−1

, D

∥∥∥∥∥∥∥
0

,

‖F (−a0 − λ)−1, Q‖0

)
. (3.7)

Доведення. Можливi три випадки: v недодатний в Q, або
найбiльше додатне значення v досягається на D, або це най-
бiльше додатне значення досягається в точцi P1 ∈ Q.

В першому випадку max
Q

v(t, x) ≤ 0; в другому 0 <

max
Q

v(t, x) = max
D

v(t, x) ≡ v(0, x(1)). Тодi з нелокальної умови

(3.5) маємо

Φ(x(1)) ≥ v(0, x(1))

1−
T∫

0

|d(τ, x)|e−λτdτ

 ,
(0, x(1)) ∈ Q ∩ {t = 0}.
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Тому

v(0, x(1)) ≤ max
D

Φ(x)

1−
T∫

0

|d(τ, x)|e−λτdτ

−1
 .

В третьому випадку 0 < max
Q

v(t, x) = v(P1). Повторюючи

методику доведення теореми 2.1, маємо

v(P1) ≤ F (P1)(−a0(P1)− λ)−1.

Аналогiчно, розглядаючи точку найменшого вiд’ємного
значення функцiї v, маємо

v ≥ min

0,min
D

Φ(x)

1 +

T∫
0

|d(τ, x)|e−λτdτ

−1
 ,

min
Q

(
F (−a0 − λ)−1

)}
.

Отже, для розв’язку задачi (3.4)–(3.6) справедлива оцiнка
(3.7).

Розглянемо однорiдну задачу Дiрiхле (3.4)–(3.6). Встано-
вимо iснування розв’язку задачi. Правильна така теорема.

Теорема 3.2. Якщо виконанi умови A1–A3, то iснує єди-
ний розв’язок задачi (3.4)–(3.6) у просторi H2+α(Q) i для
нього правильна оцiнка

‖v,Q‖2+α ≤ c
(
‖F ;Q‖α + ‖Φ, D‖2+α

)
. (3.8)

Доведення. Розв’язок задачi (3.4)–(3.6) шукаємо у виглядi

v(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ + ω(t, x), (3.9)

158



де E(t, x, τ, ξ) – функцiя Грiна однорiдної задачi Дiрiхле:

(L1v)(t, x) = 0, v(0, x) = g(x), v|Γ = 0,

ω(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
D

E(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ

є розв’язок задачi Дiрiхле (3.4), (3.6) з початковою умовою

ω(0, x) = Φ(x).

Згiдно з теоремою 3.1 для ω(t, x) правильна оцiнка

|ω| ≤ max
(
‖Φ, D‖0, ‖F (−a0 − λ)−1, Q‖0

)
.

Задовольнивши iнтегральну умову (3.5), маємо

v(0, x) +

T∫
0

d(τ, x)e−λτdτ

∫
D

E(τ, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ =

= −
T∫

0

d(τ, x)e−λτω(τ, x) ≡ F1(x). (3.10)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (3.10) шукаємо методом
послiдовних наближень. Рекурентнi спiввiдношення для по-
слiдовних наближень мають вигляд

vk(0, x) = F1(x) +

T∫
0

d(τ, x)e−λτdτ

∫
D

E(τ, x, 0, ξ)vk−1(0, ξ)dξ,

v0(0, x) = F1(x).

Оскiльки E(t, x, 0, ξ) ≥ 0 i 0 ≤
∫
D

E(t, x, 0, ξ)dξ < 1, то

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

d(τ, x)e−λτdτ

∫
D

E(τ, x, 0, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤
T∫

0

|d(τ, x)|e−λτdτ ≤ λ0 < 1.
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Тому, оцiнюючи рiзницi мiж послiдовними наближеннями,
одержимо

|vk(0, x)− vk−1(0, x)| ≤ λk0‖F1;Q‖0.

Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння (3.10) зображається
рiвномiрно збiжним функцiональним рядом

v(0, x) = F1(x) +
∞∑
k=1

(vk(0, x)− vk−1(0, x))

i для нього справедлива оцiнка

|v(0, x)| ≤ 1

1− λ0
‖F1;Q‖0. (3.11)

Пiдставляючи v(0, x) у (3.9), одержуємо розв’язок задачi
(3.4)–(3.6).

Запишемо рiвнiсть (3.10) у виглядi

v(0, x) = F1(x)−
T∫

0

d(τ, x)e−λτdτ

∫
D

E(τ, x, 0, ξ)v(0, ξ)dξ.

Враховуючи оцiнку (3.11) i обмеження на функцiї d(τ, x),
ϕ(x), ψ(t, x), f(t, x) одержуємо, що v(0, x) ∈ H2+α(D). Тому,
згiдно з формулою (3.9), маємо: v(t, x) ∈ H2+α(Q) i правиль-
на нерiвнiсть (3.8).

Враховуючи обмеження λ0 < 1, визначаємо розв’язок iн-
тегрального рiвняння (3.10) у виглядi

v(0, x) = F1(x) +

∫
D

G(x, y)F1(y)dy, (3.12)

де G(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвнян-
ня

G(x, ξ) =

T∫
0

d(τ, x)E(τ, x, 0, ξ)e−λτdτ+
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+

T∫
0

d(τ, x)e−λτ
∫
D

E(τ, x, 0, y)G(y, ξ)dy,

звiдки отримуємо оцiнку∣∣∣∣∣∣
∫
D

G(x, ξ)dy

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

1− λ0
.

Пiдставивши у рiвнiсть (3.12) замiсть F1(x) значення

F1(x) = −
T∫

0

d(τ, x)

∫
D

E(τ, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ+

+

τ∫
0

dβ

∫
D

E(τ, x, β, ξ)F (β, ξ)dξ

 dτ

i змiнивши порядок iнтегрування, отримуємо

v(0, x) =

∫
D

G(τ, 0, x, ξ)Φ(ξ)dξ+

+

T∫
0

dβ

∫
D

G(τ, β, x, ξ)F (β, ξ)dξ, (3.13)

де

G(T, x, β, ξ) =

T∫
β

d(τ, x)e−λτE(τ, x, β, ξ)dξ+

+

T∫
β

dτ

∫
D

G(x, y)d(τ, u)e−λτE(τ, y, β, ξ)dy.
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Пiдставивши (3.13) у (3.9) i змiнивши порядок iнтегруван-
ня, знаходимо iнтегральне зображення розв’язку задачi (3.4)–
(3.6)

v(t, x) =

∫
D

Γ(t, x, 0, ξ)Φ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
D

Γ(t, x, τ, ξ)F (τ, ξ)dξ, (3.14)

де

Γ(t, x, τ, ξ) = E(t, x, τ, ξ) +

∫
D

E(t, x, 0, y)G(T, y, τ, ξ)dy.

§3.2. Нелокальна задача Дiрiхле для
параболiчного рiвняння з
iнтегро-диференцiальною нелокальною
умовою

Нехай D – обмежена випукла область простору Rn. Роз-
глянемо в областi Q = [0, T ) ×D нелокальну задачу Дiрiхле
для параболiчного рiвняння

Lu ≡ ∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

−
n∑
i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
− a(t, x)u = f(t, x) (3.15)

з iнтегральною нелокальною умовою

u(0, x) +

T1∫
0

(
a(τ, x)u(τ, x)+

+
n∑
k=1

bk(τ, x)Dxu(τ, x)

)
dτ = ϕ(x) (3.16)
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i однорiдною крайовою умовою

u|Γ = 0. (3.17)

Для побудови розв’язку задачi (3.15)–(3.17) використаємо
функцiю Грiна однорiдної задачi Дiрiхле G(t, x, τ, ξ)

Lu = f(t, x),
u(0, x) = ϕ(x),
u|Γ = 0.

(3.18)

Справедлива наступна теорема.
Теорема 3.3. Нехай коефiцiєнти aij(t, x), ai(t, x), a(t, x)

визначенi в областi Q = [0, T ) × D, неперервнi по t i за-
довольняють рiвномiрну умову Гельдера по x; a, bk ∈ C(Q),
поверхня ∂D ∈ C(2+α),

T1∫
0

∣∣∣∣∣a(τ, x)G(τ, x, 0, ξ) +
n∑
k=1

bk(τ, x)DxG(τ, x, 0, ξ)

∣∣∣∣∣ dτ ≤ λ0 < 1,

виконується умова рiвномiрної параболiчностi:

c1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

a2
ij(t, x)ξiξj ≤ c2|ξ|2, c1, c2 > 0.

Тодi iснує функцiя Грiна (G,Γ) задачi (3.15)–(3.17) i
розв’язок зображається формулою

u(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ +

∫
D

G(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

∫
D

Γ (T1, t, x, 0, y)ϕ(y)dy +

T1∫
0

dξ

∫
D

Γ (T1, t, x, β, y) f(β, y)dy.
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Доведення. Розв’язок задачi (3.15)–(3.17) шукаємо у
виглядi

u(t, x) =

∫
D

G(t, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ +

∫
D

G(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ. (3.19)

Оскiльки

v(t, x) =

∫
D

G(t, 0, x− ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, τ, x− ξ)f(τ, ξ)dξ

– розв’язок задачi (3.18), то згiдно з принципом максимуму

|v(t, x)| ≤ c
(
|f |C(Q) + |ϕ|C(D)

)
.

Рiвнiсть (3.19) можна переписати у виглядi

u(t, x) =

∫
D

G(t, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ + v(t, x). (3.20)

Задовольнимо тепер нелокальну умову (3.16). Отримаємо:

u(0, x) +

T1∫
0

a (τ, x)

∫
D

G(τ, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ +

n∑
k=1

bk(τ, ξ)×

×
∫
D

DxG(τ, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ

 dτ =

T1∫
0

{
a(τ, x)v(τ, x)+

+
n∑
k=1

bk(τ, x)Dxv(τ, x)

}
dτ = F (x). (3.21)
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Розв’язок iнтегрального рiвняння (3.21) шукаємо методом по-
слiдовних наближень. Рекурентнi спiввiдношення для послi-
довних наближень мають вигляд:

u(k)(0, x) = F (x) +

∫
D

T1∫
0

(
a(τ, x)G(τ, x, 0, ξ)u(k−1)(0, ξ)+

+

n∑
k=1

bk(τ, x)DxG(τ, x, 0, ξ)u(k−1)(0, ξ)

)
dτdξ,

u0(0, x) = F (x), k ∈ {1, 2, . . .}.

Оскiльки

G(τ, x, 0, ξ) ≥ 0, 0 ≤
∫
D

G(τ, x, 0, ξ)dξ ≤ 1,

∣∣∣Dk
xG(t, x, τ, ξ)

∣∣∣ ≤ c(t− τ)−
n+k

2 exp

(
−C |x− ξ|

2

t− τ

)
,

то

T1∫
0

∣∣∣∣∣a(τ, x)G(τ, x, 0, ξ) +
n∑
k=1

bk(τ, x)DxG(τ, x, 0, ξ)

∣∣∣∣∣ dτ ≤ λ0 < 1.

Тому, оцiнюючи рiзницi мiж послiдовними наближеннями,
одержуємо: ∣∣∣u(k)(0, x)− u(k−1)(0, x)

∣∣∣ ≤ λk0‖F ;Q‖0

Отже, розв’язок iнтегрального рiвняння (3.20) зображається
рiвномiрно збiжним функцiональним рядом

u(0, x) = F (x) +
∞∑
k=1

(
u(k)(0, x)− u(k−1)(0, x)

)
,
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для якого справедливою є оцiнка

u(0, x) ≤ λ0

1− λ0
‖F ;Q‖0.

Враховуючи обмеження λ0 < 1, запишемо розв’язок iнте-
грального рiвняння (3.21) у виглядi:

u(0, x) = F (x) +

∫
D

R(x, y)F (y)dy, (3.22)

де R(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвнян-
ня:

R(x, ξ) =

T1∫
0

a(τ, x)G(τ, x, 0, ξ)dτ +

T1∫
0

n∑
k=1

bk(τ, x)×

×DxG(τ, x, 0, ξ)dτ +

∫
D

dy

T1∫
0

a(τ, x)G(τ, x, 0, y)R(y, ξ)dτ+

+

∫
D

dy

T1∫
0

n∑
k=1

bk(τ, x)DxG(τ, x, 0, y)R(y, ξ)dτ,

звiдки отримаємо оцiнку:∣∣∣∣∣∣
∫
D

R(x, ξ)dξ

∣∣∣∣∣∣ ≤ λ0

1− λ0
.

В рiвностi (3.22) замiсть F (x) пiдставимо значення

F (x) =

T1∫
0

a(τ, x)

∫
D

G(τ, x, x− ξ)ϕ(ξ)dξ+
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+

τ∫
0

dβ

∫
D

G(τ, β, x− ξ)f(β, ξ)dξ

+

+

n∑
k=1

bk(τ, x)

∫
D

DxkG(τ, 0, x− ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

τ∫
0

dβ

∫
D

DxkG(τ, β, x− ξ)f(β, ξ)

 dξ

 dτ
i змiнимо порядок iнтегрування.

Отримаємо:

u(0, x) =

T1∫
0

dτ

∫
D

{
a(τ, x)G(τ, 0, x− ξ) +

n∑
k=1

bk(τ, x)Dxk×

×G(τ, 0, x− ξ) +

∫
D

R(x, y)

(
a(τ, y)G(τ, 0, y − ξ)+

+
n∑
k=1

bk(τ, y)DxkG(τ, 0, y − ξ)

)
dy

}
ϕ(ξ)dξ+

+

T1∫
0

dτ

τ∫
0

dβ

∫
D

{
a(τ, x)G(τ, β, x− ξ) +

n∑
k=1

bk(τ, x)Dxk×

×G(τ, β, x− ξ) +

∫
D

R(x, y)

(
a(τ, y)G(τ, β, y − ξ)+

+

n∑
k=1

bk(τ, y)DxkG(τ, β, y − ξ)

)
dy

}
f(β, ξ)dξ =

=

∫
D

dξ

T1∫
0

{
a(τ, x)G(τ, 0, x− ξ) +

n∑
k=1

bk(τ, x)Dxk×
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×G(τ, 0, x− ξ) +

∫
D

R(x, y)

(
a(τ, y)G(τ, 0, y − ξ)+

+

n∑
k=1

bk(τ, y)DxkG(τ, 0, y − ξ)

)
dy

}
ϕ(ξ)dτ+

+

∫
D

dξ

T1∫
0

dβ

T1∫
β

{
a(τ, x)G(τ, β, x− ξ) +

n∑
k=1

bk(τ, x)Dxk×

×G(τ, β, x− ξ) +

∫
D

R(x, y)

(
a(τ, y)G(τ, β, y − ξ)+

+
n∑
k=1

bk(τ, y)DxkG(τ, β, y − ξ)

)
dy

}
f(β, ξ)dτ =

=

∫
D

E1 (T1, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

T1∫
0

dβ

∫
D

E1 (T1, x, β, ξ) f(β, ξ)dξ.

Через E1 (T1, x, β, ξ) позначено вираз:

E1 (T1, x, ρ, ξ) =

T1∫
β

{
a(τ, x)G(τ, β, x− ξ) +

n∑
k=1

bk(τ, x)Dxk×

×G(τ, β, x− ξ) +

∫
D

R(x, y)

(
a(τ, y)G(τ, β, y − ξ)+

+

n∑
k=1

bk(τ, y)DxkG(τ, β, y − ξ)

)
dy

}
dτ.

Функцiю u(0, x) пiдставимо у формулу (3.19) i знайдемо
розв’язок задачi (3.15)–(3.17) u(t, x):

u(t, x) =

∫
D

G(t, x, 0, ξ)

∫
D

E1 (T1, ξ, 0, y)ϕ(y)dy+
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+

T1∫
0

dβ

∫
D

E1 (T1, ξ, β, y) f(β, y)dy

 dξ+
+

∫
D

G(t, x, 0, y)ϕ(y)dy +

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ =

=

∫
D

∫
D

G(t, x, 0, ξ)E1 (T1, ξ, 0, y) dξ +G(t, x, 0, ξ)

ϕ(y)dy+

+

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ +

T1∫
0

dβ

∫
D

∫
D

G(t, x, 0, ξ)×

×E1 (T1, ξ, β, y) dξ

)
f(β, y)dy =

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

∫
D

G(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ +

∫
D

Γ (T1, t, x, 0, y)ϕ(y)dy+

+

T1∫
0

dβ

∫
D

Γ (T1, t, x, β, y) f(β, y)dy, (3.23)

де

Γ (T1, t, x, β, y) =

∫
D

G(t, x, 0, ξ)E1 (T1, ξ, β, y) dξ.

§3.3. Задача оптимального керування для
параболiчних рiвнянь з iнтегральною
нелокальною умовою

Нехай D – обмежена випукла область простору Rn з ме-
жею ∂D, Γ = [0, T )×∂D. Розглянемо в областi Q = [0, T )×D
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задачу знаходження функцiй (u, p, q), на яких функцiонал

I(p, q) =

T∫
0

dt

∫
D

F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p) dx+

+

∫
D

F2 (x, u(T, x; p(T, x), q), q)

 dx (3.24)

досягає мiнiмуму у класi функцiй

(p, q) ∈ V = {p(x), q(x) ∈ Cα(D) | p1 ≤ p ≤ p2, q1 ≤ q ≤ q2} ,

iз яких u(t, x; p, q) є розв’язком рiвняння

∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

aij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

n∑
i=1

ai(t, x)
∂2u

∂xi
−

−a(t, x)u = f(t, x, p), (3.25)

яке задовольняє нелокальну умову за змiнною t

u(0, x; p, q) +

T∫
0

(a(τ, x)u(τ, x; p, q)+

+
n∑
k=1

bk(τ, x)Dxku(τ, x; p, q)

)
dτ = ϕ(x, q) (3.26)

i однорiдну крайову умову

u|Γ = 0. (3.27)

Будемо вважати, що для задачi (3.24)–(3.27) виконуються
умови:
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1) коефiцiєнти aij ∈ Hα(Q), ai ∈ Hα(Q), a ∈ Hα(Q), ∂D ∈
Cα+2 i ∀ξ = (ξ1, . . . , ξn) i довiльних (t, x) ∈ Q виконується
умова

c1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aijξiξj ≤ c2|ξ|2,

де c1, c2 > 0, |ξ|2 =

n∑
i=1

ξ2
i ;

2) функцiї f(t, x, p(t, x)) = f1(t, x) ∈ Hα(Q),

ϕ(x, q(x)) = ϕ1(x) ∈ C(D);

3) F1 (t, x, u, ux1 , . . . , uxn , p), f(t, x, p(t, x)) мають гельдеро-
вi похiднi другого порядку за змiнними (u, p) – неперервнi
як функцiї змiнних (t, x), а функцiї F2(x, u(T, x; p(T, x), q)),
ϕ(x, q) мають гельдеровi похiднi другого порядку за змiнни-
ми (u, q), якi неперервнi як функцiї змiнної x.

Hexaй G(t, x, τ, ξ), Γ(T, t, x, τ, ξ) – функцiї Грiна нелокаль-
ної задачi Дiрiхле (3.25)–(3.27).

Позначимо через

~u = (u0, u1, . . . , un, un+1) ≡ (u, ∂x1u, . . . , ∂xnu, p)

~ω = (u(T, x; p(T, x), q(x)), q) ≡ (ω1, ω2) ,

η(τ, ξ) =

T∫
τ

dt

∫
D

[
∂F1(t, x; ~u)

∂u0
G(t, x, τ, ξ) +

n∑
i=1

∂F1(t, x; ~u)

∂ui
×

×DxiG(t, x, τ, ξ)

]
dx+

T∫
0

dt

∫
D

[
∂F1(t, x; ~u)

∂u0
Γ

(
T1, t, x, τ, ξ

)
+

+
n∑
i=1

∂F1(t, x; ~u)

∂ui
DxiΓ (T1, t, x, τ, ξ)

]
dx+
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+

∫
D

∂F2(x; ~ω)

∂ω1
[G(t, x, 0, ξ) + Γ (T1, t, x, 0, ξ)] dx,

µ(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

∫
D

∂F1(t, x; ~u)

∂u0
[G(t, x, 0, ξ) + Γ (T1, t, x, 0, ξ)] dx+

+

∫
D

∂F2(x; ~ω)

∂ω
[G(T, x, 0, ξ) + Γ (T1, T, x, 0, ξ)] dx,

H1(~u, η) = η(t, x)f(t, x, p) + F1(t, x; ~u),

H2(~ω, µ) = µ(x)ϕ(x, q) + F2(x; ~ω).

При обмеженнях 1), 2) задача (3.25)–(3.27) має єдиний
розв’язок для будь-яких p(t, x), q(x).

Правильна така теорема.

Теорема 3.4. Якщо функцiї H1(u, η, p), H2(u, µ, q) моно-
тонно зростаючi за аргументами p, q ∈ V , то опти-
мальним є керування p0(x) = p1(x), q0(x) = q1(x), а оп-
тимальним розв’язком задачi (3.25)–(3.27) буде розв’язок
вигляду u0

(
t, x; p0, q0

)
= u (t, x; p1(x), q1(x)). Якщо H1(u, η, p)

монотонно зростаюча, H2(u, µ, q) – монотонно спадна за
аргументами p, q ∈ V , тo p0(x) = p1(x), q0(x) =
q2(x), а u0

(
t, x; p0, q0

)
= u (t, x; p1(x), q2(x)). Якщо H1(u, η, p)

монотонно спадна, H2(u, µ, q) – монотонно зростаюча,
то p0(x) = p2(x), q0(x) = q1(x), а вiдповiдний оп-
тимальний розв’язок задачi (3.25)–(3.27) матиме вигляд
u0
(
t, x; p0, q0

)
= u (t, x; p2(x), q1(x)). Якщо функцii H1(u, η, p),

H2(u, µ, q) монотонно спаднi за аргументами p, q ∈ V , то
оптимальним є керування p0(x) = p2(x), q0(x) = q2(x), а
оптимальним розв’язком задачi (3.25)–(3.27) буде розв’язок
вигляду u0

(
t, x; p0, q0

)
= u (t, x; p2(x), q2(x)).

Доведення. Нехай ∆p – допустимий прирiст керування
p(t, x), a ∆q – допустимий прирiст керування q(x).
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Позначимо через ∆pu i ∆q вiдповiднi частиннi прирости
розв’язку u(t, x, p, q) за змiнними p i q.

В областi Q ∆pu буде розв’язком параболiчного рiвняння

L∆pu = f(t, x, p+ ∆p)− f(t, x,∆p) ≡ ∆pf, (3.28)

що задовольняє однорiдну нелокальну умову

∆pu(0, x; p(t, x), q(x)) +

T∫
0

[
a(τ, x)∆pu(τ, x; p(τ, x), q(x))+

+
n∑
k=1

bk(τ, x)Dxk∆pu(τ, x; p(τ, x), q(x))

]
dτ = 0 (3.29)

i однорiдну крайову умову

∆pu|Γ = 0. (3.30)

За теоремою 3.3 розв’язок задачi (3.28)–(3.30) виражаєть-
ся формулою

∆pu =

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ+

+

t∫
0

dξ

∫
D

Γ(T, t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ. (3.31)

Вiдповiдний прирiст ∆qu в областi Q буде розв’язком за-
дачi з неоднорiдною нелокальною умовою

L∆qu = 0,

B∆qu = ϕ(x, q + ∆q)− ϕ(x, q) ≡ ∆qϕ, (3.32)

u|Γ = 0.
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Використовуючи теорему 3.3 для розв’язку задачi (3.32),
маємо зображення

∆qu =

∫
D

E2 (T1, t, x, 0, ξ) ∆qϕ(ξ)dξ, (3.33)

де
E2 (T1, t, x, 0, ξ) = G(t, x, 0, ξ) + Γ (T1, t, x, 0, ξ) .

Використовуючи формулу Тейлора запишемо прирiст
функцiонала I(p, q):

∆I =

T∫
0

dt

∫
D

{
∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂u
(∆pu+ ∆qu) +

+
n∑
k=1

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . uxn , p)

∂uxk

(
∆puxk + ∆quxp

)
+

+
∂F1

∂p
∆qp

}
dx+

t∫
0

dt

∫
D

E (u, ux1 , . . . , uxn , p) dx+

+

∫
D

[
∂F2

∂uT
(∆puT + ∆quT ) +

∂F2

∂qT
∆qT

]
dq +

∫
D

E1dx, (3.34)

де

E1 =

(
∂F2(x, ũ, q̃)

∂uT
− ∂F2(x, u, q)

∂uT

)
(∆puT + ∆quT ) +

+

[
∂F2(x, ũ, q̃)

∂q
− ∂F2(x, u, q)

∂q

]
∆qu+

(
∂F2(x, ũ, q̃)

∂q
−

−∂F2(x, u, q)

∂q

]
∆q,

E (u, ux1 , . . . , uxn , p) =

(
∂F1 (t, x, ũ, ũx1 , . . . , ũxn , p̃)

∂u
−
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−∂F1 (t, x, u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂u

)
(∆pu+ ∆qu) +

+

n∑
k=1

[
∂F1 (t, x, ũ, ũx1 , . . . , ũxn , p̃)

∂uk
−

−∂F1 (t, x, u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂uk

]
{∆puk + ∆quxk}+

+

(
∂F1 (t, x, ũ, ũx1 , . . . , ũxn , p̃)

∂p
−

−∂F1 (t, x, u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂p

)
∆p,

ũxk ∈ [uxk , uxk + ∆puxk + ∆quxk ] , p̃ ∈ [p, p+∆p], q̃ ∈ [q, q+∆p].

Використовуючи зображення (3.31) та (3.33) знаходимо

∆puxk =

t∫
0

dτ

∫
D

DxkG(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ+

+

t∫
0

dτ

∫
D

DxkΓ(T, t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ,

∆quxk =

∫
D

DxkE2(T, t, x, 0, ξ)∆qϕ(ξ)dξ. (3.35)

Пiдставляючи (3.31), (3.33), (3.35) y (3.34), маємо:

∆I =

T∫
0

dt

∫
D

{
∂F1(t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂u
×

×

 t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ+
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+

T∫
0

dξ

∫
D

Γ (T1, t, x, τ, ξ) ∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ

)
+

+

n∑
k=1

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂uxk
×

×

 t∫
0

dτ

∫
D

DxkG(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ+

+

T∫
0

dξ

∫
D

DxkΓ (T1, t, x, τ, ξ) ∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ

+

+
∂F1 (t, x;u, ux1, . . . , uxn , p)

∂u

∫
D

E2 (T1, t, x, 0, ξ) ∆qϕ(ξ)dξ+

+
n∑
k=1

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂uxk

∫
D

DxkE2 (T1, t, x, 0, ξ)×

×∆qϕ(ξ)dξ

}
dx+

∫
D

∂F2(x;u(T, x), p(T, x), q)

∂u
×

×


t∫

0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ

+

T∫
0

dξ

∫
D

Γ (T1, T, x, τ, ξ) ∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ+

+E2 (T1, T, x, 0, ξ) ∆qϕ(ξ)dξ} dx+
∂F2(x;u, q)

∂qT
∆qT dξ+

+

T∫
0

dτ

∫
D

E1 (u, ux1 , . . . , uxn , p) dξ +

∫
D

E2 (u, ux1 , . . . , uxn , p) dξ.
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Змiнивши порядок iнтегрування отримаємо:

∆I =

T∫
0

dτ

∫
D


T∫
τ

dt

∫
D

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂u
×

×G(t, x, τ, ξ)dx+

T∫
0

dt

∫
D

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂u
×

×Γ (T1, T, x, τ, ξ) dx+

T∫
τ

dt

∫
D

n∑
k=1

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂uxk
×

×DxkG(t, x, τ, ξ)dx+

T∫
0

dt

∫
D

n∑
k=1

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂uxk
×

×DxkΓ (T1, t, x, τ, ξ) dx+

∫
D

∂F2(x;u, q)

∂u
G(t, x, τ, ξ)dx+

+

∫
D

∂F2(x;u, q)

∂u
Γ (T1, T, x, τiξ) dx

}
∆pf(τ, ξ, p(τ, ξ))dξ+

+

 T∫
0

dt

∫
D

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂u
E2 (T1, t, x, 0, ξ) dx+

+

∫
D

n∑
k=1

∂F1 (t, x;u, ux1 , . . . , uxn , p)

∂uxk
DxkE2 (T1, t, x, 0, ξ) dx+

+

∫
D

∂F2(x;u, q)

∂uT
E2(T1, T, x, 0, ξ)dx

)
∆qϕ(ξ)+

+

∫
D

∂F2(x;u, q)

∂uT
∆qϕ(ξ)dξ =

177



=

T∫
0

dτ

∫
D

DpH1(η, u, p)∆pdx+

∫
D

DqH2(µ, u, q)∆qdx+

+

T∫
0

dτ

∫
D

E (u, ux1 , . . . , uxn , p) dx+

∫
D

E1 (u, ux1 , . . . , uxn , p) dx.

Якщо p(x) = p0(x), q(x) = q0(x) i H1(u, η, p), H2(u, µ, q)
задовольняють умови теореми 3.4, то при досить малих ∆p i
∆q маємо, що ∆I > 0.

Нехай p0(x), q0(x) – оптимальнi значення, тобто ∆I > 0.
Перевiримо виконання умов теореми 3.4.

Якщо H1(u, η, p), H2(u, µ, q) не є монотонними за ар-
гументами p, q вiдповiдно, то ∂pH1(u, η, p), ∂qH2(u, µ, q) –
знакозмiннi величини, тобто ∂pH1(u, η, p) > 0 в Q+ ⊂ Q,
∂qH2(u, µ, q) > 0 в Q+ ⊂ Q i ∂pH1(u, η, p) < 0 в Q− = Q\Q+,
∂qH2(u, µ, q) < 0 в Q− = Q\Q+.

Використовуючи теорему про середнє значення, маємо

∆I =

∫∫
Q+

∂pH1(u, η, p)∆pdtdx−
∫∫
Q−

|∂pH1(u, η, p)|∆pdtdx+

+

∫
D+

∂qH2(u, µ, q)∆qdx−
∫
D−

|∂qH2(u, µ, q)|∆qdx+

+

∫∫
Q

O (|∆u|2)+

∫∫
Q

O
(
|∆p|2

) dxdt+

∫
D

O
(
|∆q|2

)
dx =

= ∂pH1

(
u+, η+, p+

) ∫∫
Q+

∆pdtdx−
∣∣∂pH1

(
u−, η−, p−

)∣∣×
×
∫∫
Q−

∆pdtdx+ ∂qH2

(
u+, µ+, q+

) ∫∫
Q+

∆qdtdx−
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−
∣∣∂qH2

(
u−, µ−, q−

)∣∣ ∫∫
Q−

∆qdtdx+

∫∫
Q

(
O
(
|∆u|2

)
+

+O
(
|∆p|2

)
+O

(
|∆q|2

))
dxdt.

При досить малих ∆p i ∆q знак ∆I визначається першими
двома членами суми. Рiзниця перших двох доданкiв змiнює
знак в залежностi вiд величин mesQ+, mesQ−, ∆p i ∆q.

При досить малих mesQ+ i ∆p > 0,∆q > 0 маємо ∆I < 0
i навпаки, ∆I > 0, якщо мала mesQ− i ∆p,∆q > 0. Отже,
функцiонал не досягає мiнiмуму.
Теорема 3.5. Нехай H1(~u, η) i H2(~ω, µ) не є монотонни-

ми за аргументом p i q вiдповiдо. Для того, щоб керуван-
ня
(
p(0), q(0)

)
i вiдповiдний розв’язок задачi (3.24)–(3.27) бу-

ли оптимальними, необхiдно i достатньо, шоб виконувалися
умови:

а) функцiя H1(~u, η) за аргументом p в точцi p(0) досягала
мiнiмального значення;

б) функцiя H2(~ω, µ) за аргументом q в точцi q(0) досягала
мiнiмального значення;

в) для довiльного вектора (e0, . . . , en+1) 6= 0 i (t, x) ∈ Q
виконувалася нерiвнiсть

K1(e) ≡
n+1∑
ij=0

∂2F1

(
~u(0)

)
∂ui∂uj

eiej > 0;

г) для довiльного вектора (ν1, ν2) 6= 0 i x ∈ D виконува-
лася нерiвнiсть

K2(ν) ≡ ∂2F2(~ω)

ω2
1

ν2
1 + 2

∂2F2

(
~ω(0)

)
∂ω1∂ω2

ν1ν2 +
∂2F2

(
~ω(0)

)
∂ω2

2

ν2
2 > 0.

Доведення. Достатнiсть. Нехай (p0(t, x), q0(x)) задоволь-
няють умови теореми 3.5, покажемо його оптимальнiсть. На-
дамо керуванню (p0(t, x), q0(x)) деяких допустимих приростiв
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∆p i ∆q i позначимо через ∆u вiдповiдний прирiст функцiї
u(t, x; p, q): ∆u = ∆pu + ∆qu. Тодi ∆pu ∈ розв’язком зада-
чi (3.28)–(3.30), а ∆qu є розв’язком задачi (3.32) i правильнi
формули (3.31), (3.33).

За допомогою формули Тейлора знаходимо прирiст функ-
цiонала I(p)

∆I = ∆pI + ∆qI =

T∫
0

dt

∫
D

[
n+1∑
k=0

∂F1

∂uk
∆puk+

+
1

2

n+1∑
k,l=0

∂2F1

∂uk∂ul
∆puk∆pul +O

(
|∆p|2+α

) dx+

+

∫
D

[
∂F2

∂ω1
∆pω1 +

1

2

∂2F2

∂ω2
1

(∆pω1)2 +O
(
|∆p|2+α

)]
dx+

+

T∫
0

dt

∫
D

n+1∑
k=0

∂F1

∂uk
∆quk +

1

2

n+1∑
k,l=0

∂2F1

∂uk∂ul
∆quk∆qul+

+O
(
|∆q|2+α

)]
dx+

∫
D

[
∂F2

∂ω1
∆qω1 +

∂2F2

∂ω2
2

∆ω2+

+
1

2

∂2F2

∂ω2
1

(∆qω1)2 +
∂2F2

∂ω1∂ω2
∆qω1∆ω2+

+
1

2

∂2F2

∂ω2
2

(∆ω2)2 +O
(
|∆q|2+α

)]
dx (3.36)

Пiдставляючи (3.31), (3.33) в (3.36) i змiнюючи порядок
iнтегрування, одержимо

∆I =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂pH1(~u, η)∆un+1 +

1

2
K1(∆~u) + o

(
|∆p|2+α

)]
dx+
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+

∫
D

∂qH2(~u, µ)∆ω2 +
1

2
K2(∆ω) + o

(
|∆q|2+α

)
dx.

Оцiнимо ∆I знизу, враховуючи, що ∂pH1(~u, η) = 0
i ∂qH2(~u, µ) = 0. Позначимо δ1 = inf

|ξ|=1
K1(∆~u), δ2 =

inf
|v|=1

K2(∆~v). За умовою в) маємо δ1 > 0 для всiх (t, x) ∈ Q, а

за умовою 2) маємо δ2 > 0 для всiх x ∈ D. Тодi

K1(∆~u) ≥ δ1

(
|∆u|2 + |∆p|2

)
,

K2(∆ω) ≥ δ2

(
|∆ω|2 + |∆q|2

)
.

Отже,

∆pI ≥ δ1

T∫
0

dt

∫
D

[
|∆u|2 (1− o (|∆u|α)) +

+|∆p|2 (1− o (|∆p|α))
]
dx.

Враховуючи спiввiдношення (3.31), маємо, що ∆u → 0 при
∆p→ 0. Тому при досить малих ∆p таких, що 1−o (|∆p|α) >
1

2
, 1− o (|∆q|α) >

1

2
, одержимо

∆pI ≥
δ1

2

T∫
0

dt

∫
D

(
|∆u|2 + |∆p|2

)
dx > 0.

Аналогiчно одержуємо нерiвнiсть для ∆qI:

∆qI ≥ δ2

∫
D

[
|∆u|2 (1 + o (|∆ω|α)) + |∆q|2

(
1 + o

(
|∆q|2

))]
dx.

Враховуючи формулу (3.33), маємо, що ∆ω → 0 при ∆q →
0. Тому при досить малих ∆q таких, що 1 − o (|∆q|α) >

1

2
,
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1− o (|∆ω|α) >
1

2
, одержимо

∆qI ≥
δ2

2

∫
D

(
|∆ω|2 + |∆q|2

)
dx > 0.

Отже, ∆I = ∆pI + ∆qI > 0.

Необхiднiсть. Нехай p(0)(t, x) i q(0)(x) – оптимальнi, тоб-
то ∆pI > 0 i ∆qI > 0. Перевiримо виконання умов теоре-
ми 3.5. Нехай ∂pH1(~u(0), η) 6= 0. Тодi, вибираючи досить малi
рiзнi за знаком в областi Q прирости ∆p, iз формули

∆pI =

T∫
0

dt

∫
D

[
∂pH1

(
~u(0), η

)
∆p+ E

]
dx

одержимо, що ∆pI змiнює знак в залежностi вiд знаку ∆p.
Це суперечить наявностi мiнiмуму функцiоналу I(p) в точцi
p0(t, x). Отже, ∂pH1

(
~u(0), η(0)

)
= 0.

Нехай ∂qH2

(
ω(0), µ

)
6= 0. Тодi, вибираючи досить малi рiз-

нi за знаком в областi D прирости ∆q, iз формули

∆qI =

∫
D

[
∂qH2

(
ω(0), µ

)
∆q + E1

]
dx

одержимо, що ∆qI змiнює знак в залежностi вiд знаку ∆q.
Це суперечить наявностi мiнiмуму функцiоналу I(p) в точ-
цi q(0)(x). Отже, ∂qH2

(
~ω(0), µ

)
= 0. Визначимо знаки функ-

цiй ∂pH1(~u, η) i ∂qH2(~ω, µ) в околах точок p(0), q(0). Запишемо
прирости ∆pI i ∆qI, обмежившись першими похiдними функ-
цiй F1 i F2:

∆pI =

T∫
0

dt

∫
D

[∂pH1(~u, η)∆p] dx,
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∆qI =

∫
D−

[∂pH1(~ω, µ)∆q] dx.

При досить малих ∆p iз умови ∆pI > 0 випливає, що
∂pH1(~u, η)∆p > 0, тобто ∂pH1 < 0 при p < p(0) i ∂pH1 > 0
при p > p(0). Тому в точцi p(0) функцiя H1

(
~u(0), η

)
досягає

мiнiмуму за змiнною p.
При досить малих ∆q iз умови ∆qI > 0 випливає, що

∂qH2(~ω, µ)∆q > 0, тобто ∂qH2 < 0 при q < q(0) i ∂qH2 > 0 при
q > q(0). Тому в точцi q(0) функцiя H2(~ω, µ) досягає мiнiмуму
за змiнною q.

Якщо K1 (∆p~u) ≤ 0 i
∂2F2

∂ω1
≤ 0 в областi Q, то з ураху-

ванням умови а), б) одержимо ∆pI < 0. Якщо K2(∆ω) ≤ 0 в
областi D i K1 (∆q~u) ≤ 0 в областi Q по ∆qI ≤ 0, що немож-
ливо.

Нехай K1(∆~u) > 0 в областi Q+ i K1(∆~u) < 0 в областi

Q− = Q\Q+,
∂2F2

∂ω2
1

≥ 0 в D+ i
∂2F2

∂ω2
1

< 0 в D− = D\D+.

Використовуючи теорему про середнє значення, маємо

∆pI =
1

2
K1

(
~u+
)

mesQ+ − 1

2

∣∣K1

(
~u−
)∣∣mesQ−+

+
1

2

∂F+
2

∂ω2
1

mesD+ − 1

2

∣∣∣∣∂F−2∂ω2
2

∣∣∣∣mesD−+

+

T∫
0

dt

∫
D

(
o
(
|∆u|2+α

)
+ o

(
|∆p|2+α

))
dx.

При досить малих ∆p знак приросту ∆pI залежить вiд
значень mesQ+, mesD+, mesQ−, mesD−. Отже, при знакоз-

мiннiй формi K1(~u) i функцiї
∂2F2

∂ω2
2

функцiонал I(p) не дося-

гає мiнiмуму.
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Аналогiчно перевiряємо прирiст ∆qI. Нехай K2(ω) ≥ 0 в
D+ iK2(ω) ≤ 0 вD− = D\D+. Тодi, використовуючи теорему
про середне, маємо

∆qI =
1

2
K1

(
∆~u+

)
mesQ+

1 −
1

2

∣∣K1

(
∆~u−

)∣∣mesQ−1 +

+
1

2
K1

(
∆~ω+

)
mesD+ − 1

2

∣∣K2

(
∆~ω−

)∣∣mesD−+

+

∫
D

(
o
(
|∆ω|2+α

)
+ o

(
|∆q|2+α

))
dx,

де Q+
1 ∪Q

−
1 = Q.

При досить малих ∆q знак приросту ∆qI залежить вiд
значень mesQ+

1 , mesD+, mesQ−1 , mesD−1 . Отже, при знакоз-
мiннiй формi K2(~ω) функцiонал I(p) не досягає мiнiмуму.

Iснування
(
p(q), q(0), u(0)

)
встановлюється наступним чи-

ном. Якщо
(
p(0), q(0), u(0)

)
– оптимальне, то ∂pH1 = 0, ∂qH2 =

0 i ∂pH1 > 0, ∂qH2 > 0. Застосовуючи теореми про неявну
функцiю iз [10] до системи рiвнянь

∂pH1(~u, η) = 0,

∂qH2(~ω, µ) = 0,

одержимо {
p(0) = W1 (u0, u1, . . . , un, λ) ,

q(0) = W2 (ω1, µ) ,

де W1 (u0, u1, . . . , un, λ) i W2 (ω1, µ) – диференцiйовнi функцiї
за аргументом u0, u1, . . . , un, λ, ω1, µ.

Використовуючи зображення розв’язку задачi (3.25)–
(3.27) i формулу (2.57), маємо iнтегро-диференцiальну систе-
му

u =

t∫
0

dτ

∫
D

G(t, x, τ, ξ)f (τ, ξ,W1 (u0, . . . , un, λ)) dξ+
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+

T∫
0

dξ

∫
D

Γ (T1, t, x, τ, ξ) f (τ, ξ,W1 (u0, . . . , un, λ)) dξ+

+

∫
D

G(t, x, 0, ξ)ϕ (ξ,W2 (ω1, µ)) dξ+

+

∫
D

Γ (T1, t, x, 0, ξ)ϕ (ξ,W2 (ω1, µ)) dξ, (3.37)

µ(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

(
∂F1(t, x, ~u)

∂u0
E2(t, x, τ, ξ)+

+
n∑
i=1

∂F1(t, x, ~u)

ptui
DxiE2(t, x, τ, ξ)

)
dx+

η(τ, ξ) =

T∫
τ

dt

∫
D

(
∂F1(t, x, ~u)

∂u0
G(t, x, τ, ξ) +

n∑
i=1

∂F1(t, x, ~u)

ptuk
×

×DxkG(t, x, τ, ξ)

)
dx+

∫
D

∂F2 (x, ω1, q)

∂ω1
E2(T, x, τ, ξ).

Розв’язок системи (3.37) знаходимо методом послiдовних на-
ближень.

§3.4. Нелокальна задача з косою похiдною та
задача оптимального керування

Постановка задачi та основнi обмеження. Нехай D
– обмежена, випукла область з Rn, з межею ∂D. В областi
Q = [0, T ) × D розглянемо задачу знаходження функцiй
u(t, x, p(t, x), q(x), r(t, x)), p(t, x), q(x) та r(t, x), якi реалiзу-
ють мiнiмум функцiоналу

I(p, q, r) =

T∫
0

dt

∫
D

F1(t, x,−→ω )dx+
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+

∫
D

F2(T, x,−→v )dx+

T∫
0

dt

∫
∂D

F3(t, x,−→w )dxS (3.38)

на класi функцiй (u, p, q, r), iз яких (p, q, r) ∈ V , де V ≡ {p ∈
Cα(Q), p1 ≤ p ≤ p2; q ∈ C(D), q1 ≤ q ≤ q2; r ∈ C(Q), r1 ≤
r ≤ r2}, а u(t, x, p, q, r) є розв’язком рiвномiрно параболiчного
рiвняння

(Lu)(t, x) ≡ ∂u

∂t
−

n∑
ij=1

aij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

−
n∑
i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
− a0(t, x)u = f(t, x, p), (3.39)

що задовольняє нелокальну умову

u(0, x) +

T∫
0

(
n∑
i=1

ki(τ, x)Dxiu(τ, x)+

+k0(τ, x)u(τ, x)

)
dτ = ϕ(x, q), (3.40)

а на бiчнiй межi Γ = [0, T )× ∂D крайову умову

(Bu)(t, x)
∣∣∣
Γ

=
( n∑
k=1

bk(t, x)
∂u

∂xk
+ b0(t, x)u

)∣∣∣∣∣
Γ

= g(t, x, r),

(3.41)
де −→ω = (ω0, ω1, . . . , ωn+1) = (u, ux1 , . . . , uxn , p),

−→v =
(v0, v1, . . . , vn+1) = (u|t=T , ux1 |t=T , . . . , uxn |t=T , q), −→w =
(w0, w1, . . . , wn+1) = (u|Γ, ux1 |Γ, . . . , uxn |Γ, r).

Припустимо, що для задачi (3.38)–(3.41) виконуються
умови:
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1◦. Коефiцiєнти aij ∈ H(α)(Q), i, j ∈ {1, . . . , n}, ak ∈
H(α)(Q), k ∈ {0, . . . , n} i для довiльного вектора ξ =
(ξ1, . . . , ξn) виконується нерiвнiсть

π1|ξ|2 ≤
n∑

ij=1

aij(t, x)ξiξj ≤ π2|ξ|2,

де π1, π2 – фiксованi додатнi сталi, а |ξ|2 =
n∑
i=1

ξ2
i .

2◦. Коефiцiєнти ki(τ, x), k0(τ, x) ∈ C(D), i ∈ {1, . . . , n},
bk ∈ H(1+α)(Γ), k ∈ {0, . . . , n}, i виконуються умови

T∫
0

dτ

∫
D

∣∣∣ n∑
i=1

ki(τ, x)
∂E

∂xi
(t, x, 0, ξ)+k0(τ, ξ)E(t, x, 0, ξ)

∣∣∣dx ≤ µ < 1,

lim
x→∂D

ki(τ, x) ln ρ(x, ∂D) = 0,

де ρ(x, ∂D) – вiдстань вiд точки x до ∂D, µ – довiльне чис-
ло; вектор

−→
b = {b1, . . . , bn} утворює з нормаллю −→n в точцi

(t, x) ∈ Γ гострий кут, E(t, x, τ, ξ) – функцiя Грiна однорiдної
крайової задачi

(Lu)(t, x) = f(t, x, p), u(0, x) = ϕ(x, q),

(Bu)(t, x)|Γ = 0. (3.42)

3◦. Функцiї f(t, x, p) ∈ C(α)(Q), g(t, x, r) ∈ C(Γ), ϕ(x, q) ∈
C(D).

4◦. Межа ∂D належить класу C(1+α).
5◦. Функцiї f(t, x, p), ϕ(x, q), g(t, x, r), F1(t, x,−→ω ), F2(x,−→v )

i F3(t, x,−→w ) мають гельдеровi похiднi другого порядку за ар-
гументами ωk, vk та wk неперервнi як функцiї вiд (t, x).

Iснування та зображення розв’язку задачi (3.39)–
(3.41)

В областi Q розглянемо задачу (3.39)–(3.41). Правильна
така теорема.
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Теорема 3.6. Нехай виконуються умови 1◦–4◦. Тодi iснує
функцiя Грiна (G1, G2, Z1, Z2) задачi (3.39)–(3.41), за допомо-
гою якої розв’язок u(t, x, p, q, r) визначається формулою

u(t, x, p, q, r) =

t∫
0

dτ

∫
D

G1(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ, p)dξ+

+

∫
D

G1(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ +

t∫
0

dτ

∫
∂D

G2(t, x, τ, ξ)g(τ, ξ, r)dξS+

+

T∫
0

dτ

∫
D

Z1(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ, p)dξ +

∫
D

Z1(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ+

+

T∫
0

dτ

∫
∂D

Z2(t, x, τ, ξ)g(τ, ξ, r)dξS (3.43)

i для нього правильнi оцiнки

|u(t, x)| ≤ c(|ϕ|C(D) + t|f |C(Q) +
√
t|g|C(Γ)) ≡ A(t, ϕ, f, g),

|Dxu| ≤ A(t, ϕ, f, g)t−1/2Q(ρ),

|D2
xu| ≤ A(t, ϕ, f, g)(t−1 + t−1/2ρ−1(x, ∂D))|Q(ρ)|,

|Dtu| ≤ A(t, ϕ, f, g)(t−1 + t−1/2ρ−1(x, ∂D))|Q(ρ)|, (3.44)

де Q(ρ) =

 ln
1

ρ(x, ∂D)
, ρ < 1,

1, ρ ≥ 1.

Доведення. Розв’язок задачi (3.39)–(3.41) шукатимемо у
виглядi

u(t, x) =

∫
D

E(t, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ + V (t, x), (3.45)
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де V (t, x) – розв’язок задачi з косою похiдною

(LV )(t, x) = f(t, x, p(t, x)),

V (0, x) = ϕ(x, q(x)),

(BV )(t, x)|Γ = g(t, x, r(t, x)). (3.46)

Використовуючи функцiю Грiна задачi (3.42), (G1, G2),
побудовану в другому роздiлi, розв’язок V (t, x) визначається
формулою

V (t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G1(t, x, τ, ξ)f(τ, ξ, p)dξ +

∫
D

G1(t, x, 0, ξ)×

×ϕ(ξ, q)dξ +

t∫
0

dτ

∫
∂D

G2(t, x, τ, ξ)g(τ, ξ, r)dξS (3.47)

i для нього правильнi оцiнки (3.44).
Використовуючи зображення (3.45), задовольнимо нело-

кальну умову (3.40), одержимо

u(0, x) +

T∫
0

(∫
D

( n∑
i=1

ki(τ, x)
∂E

∂xi
(τ, x, 0, ξ)+

+k0(τ, x)E(τ, x, 0, ξ)
)
u(0, ξ)dξ

)
dτ =

= −
T∫

0

( n∑
i=1

ki(τ, x)
∂V

∂xi
(τ, x) + k0(τ, x)V (τ, x)

)
dτ. (3.48)

Введемо позначення

T∫
0

n∑
i=1

(
ki(τ, x)

∂E

∂xi
(τ, x, 0, ξ)+
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+k0(τ, x)E(τ, x, 0, ξ)
)
dτ ≡ K(T, x, 0, ξ),

−
T∫

0

n∑
i=1

(
ki(τ, x)

∂V

∂xi
(τ, x) + k0(τ, x)V (τ, x)

)
dτ ≡ F (x).

Тодi рiвняння (3.48) набуде вигляду

u(0, x) +

∫
D

K(T, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ = F (x). (3.49)

Розв’язок iнтегрального рiвняння (3.48) шукаємо методом
послiдовних наближень. Враховуючи умову 2◦, а саме нерiв-
нiсть

T∫
0

dτ

∫
D

∣∣∣ n∑
i=1

ki(τ, x)
∂E

∂xi
(τ, x, 0, ξ)+

+k0(τ, x)E(τ, x, 0, ξ)
∣∣∣dξ ≤ µ < 1,

одержимо розв’язок iнтегрального рiвняння (3.49), для якого
правильна нерiвнiсть

|u(0, x)| ≤ µ

1− µ
‖V ‖C(Q). (3.50)

Встановимо формулу зображення розв’язку задачi (3.39)–
(3.41). Враховуючи нерiвнiсть µ < 1 запишемо розв’язок iн-
тегрального рiвняння (3.49) у виглядi

u(0, x) = F (x) +

∫
D

R(x, y)F (y)dy, (3.51)

де R(x, y) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвнян-
ня

R(x, ξ) +

T∫
0

( n∑
i=1

ki(τ, x)DxiE(τ, x, 0, ξ)+
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+k0(τ, x)E(τ, x, 0, ξ)
)
dτ =

= −
∫
D

( T∫
0

( n∑
i=1

ki(τ, x)DxiE(τ, x, 0, y)+

+k0(τ, x)E(τ, x, 0, y)
)
R(y, ξ)dτ

)
dy,

звiдки отримуємо оцiнку
∫
D

R(x, y)dy ≤ µ

1− µ
.

Пiдставимо у рiвнiсть (3.51) замiсть F (y) вираз

F (y) = −
T∫

0

(
n∑
i=1

( τ∫
0

dβ

∫
D

DyiG1(τ, y, β, ξ)f(β, ξ, p)dξ+

+

∫
D

DyiG1(τ, y, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ+

+

τ∫
0

dβ

∫
∂D

DyiG2(τ, y, β, ξ)g(β, ξ, r)dξS

)
ki(τ, y)+

+k0(τ, y)
( τ∫

0

dβ

∫
D

G1(τ, y, β, ξ)f(β, ξ, p)dξ+

+

∫
D

G1(τ, y, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ+

+

τ∫
0

dβ

∫
∂D

G2(τ, y, β, ξ)g(β, ξ, r)dξS
))

dτ
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i змiнимо порядок iнтегрування. Отримаємо

u(0, x) =

T∫
0

dτ

∫
D

Γ1(T, x, τ, ξ)f(τ, ξ, p)dξ+

+

∫
D

Γ1(T, x, 0, ξ)ϕ(ξ, q)dξ +

T∫
0

dτ

∫
∂D

Γ2(T, x, τ, ξ)g(τ, ξ, r)dξS,

де

Γj(T, x, τ, ξ) ≡ −
T∫
τ

[ n∑
i=1

DxiGj(β, x, τ, ξ)ki(β, x)+

+k0(β, x)Gj(β, x, τ, ξ)+

+

∫
D

R(x, y)
( n∑
i=1

DyiGj(β, y, τ, ξ)ki(β, y)+

+Gj(β, y, τ, ξ)k0(β, y)
)
dy
]
dβ, j ∈ {1, 2}.

Пiдставляючи тепер значення u(0, x) в поверхневий iнте-
грал рiвностi (3.45) i змiнюючи порядок iнтегрування, отри-
маємо зображення (3.43), де

Zj(t, x, τ, ξ) ≡
∫
D

E(t, x, 0, y)Γj(T, y, τ, ξ)dy, j = 1, 2.

Враховуючи оцiнки похiдних функцiї Грiна E(t, x, 0, ξ),
оцiнки похiдних функцiї V (t, x), зображення (3.45) i нерiв-
нiсть (3.50), одержуємо оцiнки (3.44).

Побудова оптимального розв’язку задачi (3.38)–
(3.41)

Введемо такi позначення:

Ei(t, x, 0, ξ) = Gi(t, x, 0, ξ) + Zi(t, x, 0, ξ), i = 1, 2;
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{−→ν (1),−→ν (2),−→ν (3)} = {−→ω ,−→v ,−→w };

Rk,j(t, x,
−→ν (k), 0, ξ) =

∂Fk
∂ν

(k)
0

(t, x,−→ν (k))Ej(t, x, 0, ξ)+

+

n∑
i=1

∂Fk
∂ν

(k)
i

(t, x,−→ν (k))DxiEj(t, x, 0, ξ);

Wk,j(t, x,
−→ν (k), τ, ξ) =

∂Fk
∂ν

(k)
0

(t, x,−→ν (k))Gj(t, x, τ, ξ)+

+

n∑
i=1

∂Fk
∂ν

(k)
i

(t, x,−→ν (k))DxiGj(t, x, τ, ξ);

Vk,j(t, x,
−→ν (k), τ, ξ) =

∂Fk
∂ν

(k)
0

(t, x,−→ν (k))Zj(t, x, τ, ξ)+

+
n∑
i=1

∂Fk
∂ν

(k)
i

(t, x,−→ν (k))DxiZj(t, x, τ, ξ);

λ(τ, ξ) =

T∫
τ

dt

∫
∂D

W1,1(t, x,−→ω , τ, ξ)dx+

+

T∫
0

dt

∫
D

V1,1(t, x,−→ω , τ, ξ)dx+

∫
D

R2,1(T, x,−→v , 0, ξ)dx+

+

T∫
τ

dt

∫
∂D

W3,1(t, x,−→w , τ, ξ)dxS +

T∫
0

dt

∫
∂D

V3,1(t, x,−→w , τ, ξ)dxS;

µ(ξ) =

T∫
0

dt

∫
D

R1,1(t, x,−→ω , 0, ξ)dx+

+

∫
D

R2,1(T, x,−→v , 0, ξ)dx+

T∫
0

dt

∫
∂D

R3,1(t, x,−→w , τ, ξ)dxS;
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η(τ, ξ) =

T∫
τ

dt

∫
D

W1,2(t, x,−→ω , τ, ξ)dx+

+

T∫
0

dt

∫
∂D

V1,2(t, x,−→ω , τ, ξ)dxS +

∫
D

R2,2(T, x,−→v , 0, ξ)dx+

+

T∫
τ

dt

∫
∂D

W3,2(t, x,−→w , τ, ξ)dxS +

T∫
0

dt

∫
∂D

V3,2(t, x,−→w , τ, ξ)dxS;

Hλ(τ, ξ, p) ≡ λ(τ, ξ)f(τ, ξ, p) + F1(τ, ξ,−→ω );

Hµ(ξ, q) ≡ µ(ξ)ϕ(ξ, q) + F2(ξ,−→v );

Hη(τ, ξ, r) ≡ η(τ, ξ)g(τ, ξ, r) + F3(τ, ξ,−→w ).

В залежностi вiд знакiв похiдних функцiй DpHλ, DpHµ,
DrHη сформулюємо умови iснування оптимального розв’язку
задачi (3.38)–(3.41) при виконаннi умов 1◦ – 5◦.

Зокрема, правильна така теорема
Теорема 3.7. Якщо DpHλ > 0, DqHµ > 0 i DrHη > 0,

то оптимальними керуваннями будуть (p1, q1, r1), а опти-
мальним розв’язком задачi (3.38)–(3.41) є u(t, x, p1, q1, r1).
Доведення. Нехай ∆p, ∆q i ∆r – допустимi прирости ке-
рувань. Запишемо повний прирiст функцiї u(t, x, p, q, r) через
частиннi прирости

∆u(t, x) ≡ ∆pu(t, x) + ∆qu(t, x) + ∆ru(t, x).

Оскiльки цi частиннi прирости є розв’язками вiдповiдних
нелокальних задач, то використовуючи функцiю Грiна маємо
їх iнтегральнi зображення, наприклад

∆pu(t, x) =

t∫
0

dτ

∫
D

G1(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p)dξ+

194



+

t∫
0

dτ

∫
D

Z1(t, x, τ, ξ)∆pf(τ, ξ, p)dξ.

Прирiст функцiоналу I(p, q, r) теж можна подати через
частиннi прирости

∆I(p, q, r) ≡ ∆pI(p, q, r) + ∆qI(p, q, r) + ∆rI(p, q, r). (3.52)

Використовуючи формулу Тейлора, знаходимо зображен-
ня приростiв ∆pI, ∆qI та ∆rI. Зокрема, для ∆pI маємо зоб-
раження

∆pI(p, q, r) =

T∫
0

dt

∫
D

(
∂F1

∂ω0
(t, x,−→ω )∆pω0+

+
n∑
i=1

∂F1

∂ωi
(t, x,−→ω )∆pωi

)
dx+

∫
D

(
∂F2

∂v0
(x,−→v )∆pv0+

+
n∑
i=1

∂F2

∂vi
(x,−→v )∆pvi

)
dx+

T∫
0

dt

∫
∂D

(
∂F3

∂w0
(t, x,−→w )∆pw0+

+
n∑
i=1

∂F3

∂wi
(t, x,−→w )∆pwi

)
dxS + o(‖∆pω‖), (3.53)

де

‖∆pω‖ =
( n∑
i=0

(∆pωi)
2
)1/2

.

Пiдставивши iнтегральнi зображення ∆pu, ∆qu i ∆ru у
(3.53), змiнивши порядок iнтегрування i скориставшись по-
значеннями, одержимо

∆pI(p, q, r) =

T∫
0

dτ

∫
D

DpHλ(τ, ξ)∆pdξ + o(‖∆pω‖).
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Аналогiчно одержуються зображення ∆qI та ∆rI. Тодi

∆I(p, q, r) =

T∫
0

dτ

∫
D

DpHλ(τ, ξ)∆pdξ +

∫
D

DqHµ(ξ)∆qdξ+

+

T∫
0

dτ

∫
∂D

DrHη(τ, ξ)∆rdξS+o(‖∆pω‖)+o(‖∆qω‖)+o(‖∆rω‖).

Нехай (p(0), q(0), r(0)) – оптимальнi керування. Тодi запи-
шемо прирiст функцiоналу I(p, q, r) в точцi (p(0), q(0), r(0)):

∆I(p(0), q(0), r(0)) =

T∫
0

dτ

∫
D

DpHλ(τ, ξ, p(0) + θ1∆p)∆pdξ+

+

∫
D

DqHµ(ξ, q(0) + θ2∆q)∆qdξ+

+

T∫
0

dτ

∫
∂D

DrHη(ξ, r
(0) + θ3∆r)∆rdξS, θi ∈ (0, 1), i = 1, 2, 3.

Оскiльки ∆I(p(0), q(0), r(0)) ≥ 0, то необхiдно, щоб
DpHλ(τ, ξ, p(0) + θ1∆p)∆p ≥ 0, DqHµ(ξ, q(0) + θ2∆q)∆q ≥ 0
i DrHη(τ, ξ, r

(0) + θ3∆r)∆r ≥ 0. За умовою а) теореми 2
DpHλ(τ, ξ, p(0) + θ1∆p) > 0, DqHµ(ξ, q(0) + θ2∆q) > 0 i
DrHη(τ, ξ, r

(0) + θ3∆r) > 0. А оскiльки p1 ≤ p(0) ≤ p2,
q1 ≤ q(0) ≤ q2, r1 ≤ r(0) ≤ r2, то ∆p = p − p(0) ≥ 0,
∆q = q − q(0) ≥ 0, ∆r = r − r(0) ≥ 0, а звiдси випливає,
що p(0) ≡ p1, q(0) ≡ q1 i r(0) ≡ r1.

Отже, якщо виконуються умови теореми, то при досить
малих ∆p, ∆q i ∆r маємо, що ∆I(p1, q1, r1) ≥ 0. А це озна-
чає, що p1, q1, r1 – оптимальнi керування i u(t, x, p, q, r) ≡
u(t, x, p1, q1, r1) – оптимальний розв’язок задачi (3.38)–(3.41).
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Нехай p1(t, x), q1(x), r1(t, x) – оптимальнi керування зада-
чi (3.38)–(3.41), тобто ∆I(p, q, r) ≥ 0. Перевiримо виконання
умов теореми 3.7.

Якщо функцiї Hλ, Hµ i Hη не задовольняють умови теоре-
ми 3.7, то DpHλ, DqHµ i DrHη – знакозмiннi величини, тобто
DpHλ > 0 в Q+ ⊂ Q, DqHµ > 0 в D+ ⊂ D, а DrHη > 0 в
Γ+ ⊂ Γ i DpHλ < 0 в Q− ⊂ Q \Q+, DqHµ < 0 в D− ⊂ D \D+,
а DrHη < 0 в Γ− ⊂ Γ \Γ+ вiдповiдно. Використавши теорему
про середнє значення, маємо

∆I(p, q, r) = DpHλ(t+, x+, p)

∫∫
Q+

∆pdξdτ−

−|DpHλ(t−, x−, p)|
∫∫
Q−

∆pdξdτ +DqHµ(x+, q)

∫
D+

∆qdξ−

−|DqHµ(x−, q)|
∫
D−

∆qdξ +DrHη(t
+, x+, r)

∫∫
Γ+

∆rdξSdτ−

−|DrHη(t
−, x−, r)|

∫∫
Γ−

∆rdξSdτ.

При досить малих ∆p, ∆q i ∆r знак ∆I(p, q, r) визначаєть-
ся шiстьма доданками суми. Рiзницi перших двох доданкiв
змiнюють знак в залежностi вiд величин mesQ+, mesD+,
mes Γ+, mesQ−, mesD−, mes Γ−, ∆p, ∆q i ∆r. При досить
малiй mesQ+, mesD+, mes Γ+ i ∆p > 0, ∆q > 0, ∆r > 0 має-
мо, що ∆I(p, q, r) < 0 i, навпаки, ∆I(p, q, r) > 0, якщо малi
mesQ−, mesD−, mes Γ− i ∆p > 0, ∆q > 0, ∆r > 0. Отже,
функцiонал не досягає мiнiмуму.

Зауваження. Обґрунтування умов iснування оптималь-
ного розв’язку задачi (3.38)–(3.41) у всеможливих випадках,
коли DpHλ 6= 0, DqHµ 6= 0 i DrHη 6= 0 проводиться аналогiч-
но доведенню теореми 3.7.
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Встановимо умови iснування оптимального розв’язку за-
дачi (3.38)–(3.41) у випадку, коли функцiї Hλ, Hµ i Hη не є
монотонними. Справедлива така теорема.
Теорема 3.8. Нехай виконуються умови 1◦–5◦ i функ-

цiї Hλ, Hµ i Hη не є монотонними за аргумента-
ми ωn+1, vn+1, wn+1 вiдповiдно. Для того, щоб керу-
вання (ω

(0)
n+1, v

(0)
n+1, w

(0)
n+1) ∈ V i вiдповiдний розв’язок

u(t, x, ω
(0)
n+1, v

(0)
n+1, w

(0)
n+1) крайової задачi (3.39)–(3.41) були оп-

тимальними, необхiдно й досить, щоб виконувалися умови:
1) функцiя Hλ за аргументом ωn+1 має в точцi ω(0)

n+1

мiнiмальне значення;
2) функцiя Hµ за аргументом vn+1 має в точцi v(0)

n+1 мiнi-
мальне значення;

3) функцiя Hη за аргументом wn+1 має в точцi w(0)
n+1

мiнiмальне значення;
4) для довiльного ненульового вектора −→y =

(y0, y1, . . . , yn, yn+1) i (t, x) ∈ Q виконується нерiвнiсть

K1(t, x,−→y ) =
n+1∑
ij=0

∂2F1(t, x,−→y )

∂yi∂yj
yiyj > 0;

5) для довiльного ненульового вектора
−→
ξ =

(ξ0, ξ1, . . . , ξn+1) виконується нерiвнiсть

K2(x,
−→
ξ ) =

n+1∑
kl=0

∂2F2(x,
−→
ξ )

∂ξk∂ξl
ξkξl > 0;

6) для довiльного ненульового вектора
−→
β = (β0, . . . , βn+1)

правильна нерiвнiсть

K3(t, x,
−→
β ) =

n+1∑
ij=0

∂2F3(t, x,
−→
β )

∂βi∂βj
βiβj > 0.
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§3.5. Одностороння крайова задача для
параболiчних рiвнянь з iнтегральною
нелокальною умовою

Постановка задачi. Нехай T – фiксоване додатне число,
D – обмежена область у Rn з межею ∂D. Розглянемо в об-
ластi Q = (0, T )×D задачу знаходження функцiї u(t, x), яка
задовольняє при (t, x) ∈ Q рiвняння (3.1), нелокальну умову
(3.2), а на бiчнiй межi Γ = [0, T )×D крайовi умови

(Bu− g)(t, x)|Γ ≥ 0, u|Γ ≥ 0, [u(Bu− g)(t, x)]|Γ = 0. (3.54)

Нехай для задачi (3.1), (3.2), (3.54) виконанi умови:
A) Функцiї f(t, x) ∈ Hα(Q), ϕ ∈ H2+α(D), g ∈ H1+α(Γ),

вектор ~b = {b1, b2, . . . , bn} утворює з напрямком внутрiшньої
нормалi ~n до Γ у точцi P ∈ Γ кут менший за

π

2
, bk ∈ H1+α(Γ),

b0 ∈ H1+α(F ). Межа ∂D належить класу C1+α.
У задачi (3.1), (3.2), (3.54) зробимо замiну

u(t, x) = v(t, x)e−λt,

де λ = inf
Q

(−a0(t, x)). Одержимо

(L1v)(t, x) = f(t, x)eλt,

v(0, x) +

T∫
0

d(τ, x)v(τ, x)e−λτdτ = ϕ(x), (3.55)

(Bv − geλt)(t, x)|Γ ≥ 0, v|Γ ≥ 0, [v(Bu− geλt)]|Γ = 0. (3.56)

Знайдемо оцiнку розв’язку крайової задачi (3.55), (3.56).
Правильна така теорема.

Теорема 3.9. Якщо u(t, x) – класичний розв’язок задачi
(3.55), (3.56) у областi Q i виконанi умови A1, A2, A, то
для u(t, x), (t, x) ∈ Q справедлива оцiнка

|v(t, x)| ≤ max

(∥∥∥feλt(−a0 − λ)−1, Q
∥∥∥

0
,
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∥∥∥∥∥∥∥ϕ
1−

T∫
0

|d(τ, x)|e−λτdτ

−1

, D

∥∥∥∥∥∥∥
0

,
∥∥∥b−1

0 geλt,Γ
∥∥∥

0

 . (3.57)

Доведення нерiвностi (3.57) проводиться за методикою до-
ведення теореми 2.6.

Встановимо iснування розв’язку задачi (3.1), (3.2), (3.54).
Правильна така теорема.
Теорема 3.10. Якщо виконанi умови теореми 3.6, то iс-

нує єдиний розв’язок задачi (3.1), (3.2), (3.54) у просторi
H2+α(Q).
Доведення. У задачi (3.1), (3.2), (3.54) зробимо замiну
v(t, x) = ω(t, x)eRt, де R – додатна стала, яку виберемо пiзнi-
ше, i розв’язок її будемо шукати методом штрафа.

Для цього розглянемо крайову задачу

((L1 +R)ω) (ε, t, x) = f(t, x)e(λ−R)t ≡ F1(t, x),

ω(ε, 0, x) = ϕ(x)−

−
T∫

0

d(τ, x)e−(λ−R)τω(ε, τ, x)dτ ≡ ϕ1(x), (3.58)

[(Bωm)(ε, t, x)]|Γ = g(t, x)e(λ−R)t + ε−p sup(−ω(ε, t, x), 0) ≡

≡ g1(t, x), 0 < p <
1

2
.

Враховуючи оцiнки компонент функцiї Грiна (G1, G2) за-
дачi (3.58)

|Gν | ≤ c(t− τ)−
n
2 exp

{
−R(t− τ)− c |x− ξ|

2

(t− τ)

}
, ν ∈ {1, 2},

поставимо у вiдповiднiсть задачi (3.58) iнтегральне рiвняння

ω(ε, t, x) = ω0(t, x)−
T∫

0

dτ

∫
D

G1(τ, x, 0, ξ)d(τ, ξ)e−(λ−R)τ×
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×ω(ε, τ, x)dξ + ε−p
t∫

0

dτ

∫
∂D

G2(t, x, τ, y)×

× sup(−ω(ε, τ, y), 0)dyS, (3.59)

де ω0(t, x) – розв’язок крайової задачi

((L1 +R)ω) (ε, t, x) = F1(t, x), ω(ε, 0, x) = ϕ1(x),

(Bωm)(ε, t, x)|Γ = g1(t, x)e(λ−R)t.

Згiдно з теоремою 3.6 для розв’язку ω0(t, x) справедлива
оцiнка

‖ω0;Q‖2+α ≤ c (‖F1;Q‖α + ‖ϕ1;D‖2+α + ‖g1; Γ‖1+α) .

Розв’язок рiвняння (3.59) шукаємо методом послiдовних
наближень. Рекурентнi спiввiдношення для послiдовних наб-
лижень мають вигляд

ω0(ε, t, x) = ω0(t, x),

ωk(ε, t, x) = ω0(t, x)−
T∫

0

dτ

∫
D

d(τ, y)G1(t, x, 0, y)e−(λ−R)τ×

×ωk−1(ε, τ, x)dξ + ε−p
t∫

0

dτ

∫
∂D

G2(t, x, τ, y)×

× sup(−ωk−1(ε, τ, y), 0)dyS.

Оцiнимо рiзницi мiж послiдовними наближеннями. При
k = 1 маємо

|ω1(ε, t, x)− ω0(ε, t, x)| ≤ λ0‖ω0;Q‖0+

+ce−p

 t−ε∫
0

e−R(t−τ)(t− τ)−
1
2dτ +

t∫
t−ε

e−R(t−τ)(t− τ)−
1
2dτ

 ≤
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≤ ‖ω0;Q‖0 ≤ ‖ω0;Q‖0
(
λ0 + ce−p

(
e−RεT

1
2 + ε

1
2

))
.

Числа R i ε вибираємо так, щоб виконувалась нерiвнiсть

C(R, λ0, ε) ≡ λ0 + ce−p
(
e−RεT

1
2 + ε

1
2

)
< 1.

Оцiнюючи рiзницi мiж послiдовними наближеннями, зна-
ходимо

|ωk(ε, t, x)− ωk−1(ε, t, x)| ≤ Ck(R, λ0, ε)‖ω0;Q‖0.

Отже, розв’язок задачi (3.58) зображається рiвномiрно збiж-
ним функцiональним рядом

ω(ε, t, x) = ω0(t, x)−
∞∑
k=1

(ωk(ε, t, x)− ωk−1(ε, t, x))

i для нього справедлива оцiнка (3.57), де стала c не залежить
вiд ε.

Враховуючи зображення (3.59), оцiнку (3.57) i обмеження
на функцiї d, f , ϕ, g, одержимо, що ω(ε, t, x) ∈ H2+α(Q).
Видiляючи у послiдовностi ω(ε, t, x) збiжну пiдпослiдовнiсть
ω(ε(j); t, x) i переходячи до границi при ε(j) → 0, одержимо
розв’язок задачi (3.55), (3.56) у просторi H2+α(Q).

202



Роздiл 4. Крайовi задачi з iмпульсною дiєю для
параболiчних рiвнянь

Задачi для рiвнянь з частинними похiдними виникають
при моделюваннi рiзних складних явищ i процесiв у сучасно-
му природознавствi, технiцi, математичнiй фiзицi, квантовiй
механiцi тощо. Дослiдження задач теорiї автоматичного ке-
рування, теорiї ядерних реакторiв, динамiчних систем при-
водять до розв’язання перiодичних крайових задач для ди-
ференцiальних рiвнянь з iмпульсною дiєю. Зацiкавленiсть до
вивчення систем з розривними траєкторiями пов’язано з роз-
витком технiки, в якiй iмпульснi системи керування, iмпульс-
нi обчислювальнi пристрої вiдiграють важливе значення.

В цьому роздiлi вивчаються крайовi задачi для параболiч-
ного рiвняння другого порядку з iмпульсною дiєю за часовою
змiнною.

§4.1. Задача Дiрiхле з iмпульсною дiєю для
параболiчного рiвняння

Нехай D – обмежена область простору Rn з межею ∂D,
t0, t1, . . . , tN+1 – фiксованi додатнi числа, t0 < t1 < . . . <
tN < tN+1. В областi Q = [t0, tN+1) × D розглянемо задачу
знаходження функцiї u(t, x), яка при t 6= tλ, λ ∈ {1, 2, . . . , N},
x ∈ D задовольняє рiвняння

(Lu)(t, x) ≡

∂t − n∑
ij=1

aij(t, x)∂xi∂xj+

+

n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x)

]
u(t, x) = f(t, x), (4.1)

умови за змiнною t:

u(t0 + 0, x) = ϕ0(x), (4.2)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = bλ(x)u(tλ − 0, x) + ϕλ(x), (4.3)
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та крайову умову

lim
x→z∈∂D

(u(t, x)− g(t, x)) = 0. (4.4)

Нехай Q(k) = [tk, tk+1)×D, k ∈ {0, 1, . . . , N}, α, l – дiйснi
числа, α ∈ (0, 1), [l] – цiла частина числа l, {l} = l − [l],
(xr1, . . . , x

r
n) – координати точки xr в областi D, r ∈ {1, 2},

P (t, x), P1

(
t(1), x(1)

)
, P2

(
t(2), x(2)

)
– довiльнi точки областi Q.

Визначимо функцiональнi простори, в яких буде розгля-
датися задача (4.1)–(4.4).

Позначимо через H l(Q) – множину функцiй u(t, x), якi
мають неперервнi частиннi похiднi при t 6= tλ, x ∈ D, вигляду
∂it∂

r
xu, 2i+ [r] ≤ [l], для яких скiнченна норма

‖u;N,Q‖0 ≡ sup
k

{
sup
Q(k)

|u|

}
= sup

k

∣∣∣u,Q(k)
∣∣∣
0
,

‖u;N,Q‖l = sup
k

 ∑
2i+|m|≤[l]

∥∥∥u;Q(k)
∥∥∥

2i+|m|
+
〈
u;Q(k)

〉
l

 ,

де
∥∥u;Q(k)

∥∥
2i+|m| = sup

P∈Q(k)

∣∣∂it∂rxu(P )
∣∣,

〈
u;Q(k)

〉
l

= sup
(P1,P3)∈Q(k)

∑
2i+|m|=[l]

∣∣∂it∂mx u (P1)− ∂it∂mx u (P3)
∣∣×

×
∣∣x1 − x2

∣∣−{l}+ sup
(P2,P3)∈Q(k)

∑
2i+|m|=[l]

∣∣∂it∂mx u (P2)− ∂it∂mx u (P3)
∣∣×

×
∣∣t1 − t2∣∣−( l−2i−|m|

2

)
,∣∣t1 − t2∣∣ ≤ ρ0, ρ0 – довiльне додатне число, |m| = m1 + m2 +

· · ·+mn ∣∣x1 − x2
∣∣ =

 n∑
j=1

(
x

(1)
j − x

(2)
j

)2

 1
2

.
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Щодо задачi (4.1)–(4.4) вважаємо виконаними умови:
a) для довiльного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn) виконується

нерiвнiсть

Π1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

ai,j(t, x)ξiξj ≤ Π2|ξ|2,

Π1, Π2 – фiксованi додатнi числа, aij(t, x) ∈ Hα(Q), ai(t, x) ∈
Hα(Q), a0(t, x) ∈ Hα(Q), bλ(x) ∈ H2+α (Q ∩ (t = tλ)),
max [−a0(t, x)] ≡ a0 <∞;

б) функцiї f ∈ Hα(Q), ϕ0 ∈ H2+α(D), ϕλ(x) ∈
H2+α (Q ∩ (t = tλ)),

[g (tλ + 0, x)− g (tλ − 0, x)]|∂D = [bλ(x)g (tλ − 0, x) + ϕλ(x)]|∂D ,

ϕ0(x)|∂D = g (t0, x)|∂D , g(t, x)εH2+α(Γ),

∂D ∈ C2+α, Γ = [t0, tN+1)× ∂D.

Правильна така теорема.
Теорема 4.1. Нехай для задачi (4.1)–(4.4) виконанi умо-

ви а) та б). Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (4.1)–(4.4) iз
простору H2+α(Q) i справджується нерiвнiсть

‖u;N,Q‖2+α ≤ c

{
N∑
k=1

N∏
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tλ) ‖0)×

×
(
‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1) ‖2+α +

∥∥∥f ;Q(k−1)
∥∥∥
α

+

+
∥∥∥g̃, Q(k−1)

∥∥∥
α+2

)
+ ‖ϕN ;Q ∩ (t = tN )‖α+2 +

+
∥∥∥f ;Q(N)

∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(N)

∥∥∥
α+2

}
, (4.5)

де g̃(t, x) – довизначена функцiя g(t, x) за змiнною x в об-
ласть D.
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Для дослiдження задачi (4.1)–(4.4) встановимо спочат-
ку оцiнку розв’язку задачi, його єдинiсть. Використовуючи
функцiю Грiна однорiдної задачi Дiрiхле одержимо оцiнку
(4.5).

§4.2. Оцiнка розв’язку задачi Дiрiхле з
iмпульсними умовами

Позначимо через g̃(t, x) розв’язок задачi Дiрiхле в областi

Q\
(

N⋃
λ=1

Q ∩ (t = tλ)

)
∂tu = ∆u, u (t0, x) = 0, u|Γ = g(t, x). (4.6)

В задачi (4.1)–(4.4) зробимо замiну

u(t, x) = v(t, x)eµt + g̃(t, x), (4.7)

де µ > maxQ [−a0(t, x)] ≡ a. Одержимо

(L1v) (t, x) ≡

∂t − n∑
i,j=1

aij(t, x)∂xi∂xj+

+

n∑
i=1

ai(t, x)∂xi + a0(t, x) + µ

]
v(t, x) = f1(t, x), (4.8)

v (t0 + 0, x) = ψ0(x), (4.9)

v (tλ + 0, x)− v (tλ − 0, x) = bλ(x)v (tλ − 0, x) + ψλ(x), (4.10)

v(t, x)|Γ = 0, (4.11)

де f1(t, x) = f(t, x)e−µt − e−µt(Lg̃)(t, x),

ψ0(x) = ϕ0(x)e−µt0 − g̃ (t0, x) e−µt0 ,

ψλ(x) = [ϕλ(x)− g̃ (tλ + 0, x) + (1 + bλ(x)) g̃ (tλ − 0, x)] e−µtλ.

Знайдемо оцiнку розв’язку задачi (4.8)–(4.11). Правильна
така теорема.
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Теорема 4.2. Нехай v(t, x) – класичний розв’язок задачi
(4.8)–(4.11) в областi Q i виконанi умови а) та б). Тодi для
v(t, x) правильна така нерiвнiсть

|v| ≤
N∑
k=1

N∏
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)

(
‖ψk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(k−1)

∥∥∥
0

)
+ ‖ψN ;Q ∩ (t = tN )‖0 +

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(N)

∥∥∥
0
. (4.12)

Доведення. Нехай max
Q

(k) v(t, x) = v (P1). Якщо P1 ∈ Qk,
то в точцi P1 виконується спiввiдношення

∂tv (P1) 0, ∂xiv (P1) = 0,

n∑
i,j=1

aij (P1) ∂xi∂xjv (P1) ≤ 0

(4.13)
i задовольняється рiвняння (4.8).

Нерiвнiсть (4.13) правильна, оскiльки в точцi максимуму
другi похiднi ∂yk∂ykv за будь-яким напрямком

yk =
n∑
i=1

αki

(
xi − x(1)

i

)
, (det ‖αki‖ 6= 0)

недодатнi, а вираз

n∑
i,k=1

αik (P1) ∂xi∂xkv (P1) =

n∑
l,j=1

 n∑
i,k=1

aik (P1)αklαji

 ∂yj∂yk×

×v (P1) =

n∑
l=1

ηl∂yl∂ylv < 0.

Оскiльки η1, . . . , ηn – характеристичнi числа квадратич-
ної форми, то вони додатнi згiдно з обмеженням в умовi а).
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З урахуванням (4.13) i рiвняння (4.8) в точцi P1 правильна
нерiвнiсть

v (P1) ≤ f1 (P1) (a0 (P1) + µ)−1 . (4.14)

Нехай min
Q

(k)
v(t, x) = vm (P2). Якщо P2 ∈ Qk, то в точцi P2

виконується спiввiдношення

∂tv (P2) ≤ 0, ∂xiv (P2) = 0,

n∑
i,j=1

aij (P2) ∂xi∂xjv (P2) ≥ 0

(4.15)
i задовольняється рiвняння (4.8).

Нерiвнiсть (4.15) правильна, оскiльки в точцi мiнiмуму
другi похiднi ∂zk∂zkv за будь-яким напрямком

zk =

n∑
i=1

βki

(
xi − x(2)

i

)
(det ‖βki‖ 6= 0)

невiд’ємнi, а вираз

n∑
i,k=1

αik (P2) ∂xi∂xkv (P2) =
n∑

l,j=1

 n∑
i,k=1

aik (P2)βklβji

 ∂zj∂zk×

×v (P2) =

n∑
l=1

ηl∂zl∂zlv > 0.

Оскiльки η1, . . . , ηn – характеристичнi числа квадратич-
ної форми, то вони додатнi згiдно з обмеженням в умовi а).
3 урахуванням (4.15) i рiвняння (4.8) в точцi P2 правильна
нерiвнiсть

v (P2) ≤ f1 (P2) (a0 (P2) + µ)−1 . (4.16)

Нехай P1 ∈ Q∩(t = tk). Якщо k = 0, то з початкової умови
(4.9), одержимо

v (P1) = ψ0

(
x(1)

)
≤ |ψ0;D|0 . (4.17)
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Нехай P2 ∈ D. Тодi з початкової умови (4.9), одержимо

v (P2) = ψ0

(
x(2)

)
≥ − |ψ0;D|0 . (4.18)

Враховуючи нерiвностi (4.14), (4.16), (4.17), (4.18) при k = 0
одержимо∥∥∥v;Q(0)

∥∥∥
0
≤
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(0)

∥∥∥
0

+ ‖ψ0;D‖0 . (4.19)

Якщо P1 ∈ Q ∩ (t = tλ), або P2 ∈ Q ∩ (t = tλ), λ ≥ 1, то,
враховуючи умову (4.10), одержимо спiввiдношення

‖v;Q ∩ (t = tλ)‖0 ≤ (1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)×

×
∥∥∥v;Q(λ−1)

∥∥∥
0

+ ‖ψλ;Q ∩ (t = tλ)‖0 . (4.20)

Для доведення нерiвностi (4.18) використаємо метод ма-
тематичної iндукцiї. При λ = 1, враховуючи нерiвностi (4.19),
(4.20), маємо∥∥∥v;Q(1) ∪Q(0)

∥∥∥
0
≤ (1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0) (‖ψ0;D‖0 +

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(0)

∥∥∥
0

)
+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(1)

∥∥∥
0

+

+ ‖ψ1;Q ∩ (t = t1)‖0 . (4.21)

При λ = 2 одержимо∥∥∥v;Q(2) ∪Q(1) ∪Q(0
∥∥∥

0
≤ (1 + ‖b2;Q ∩ (t = t2)‖0)×

×
{

(1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0)
(
‖ψ0;D‖0 +

∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(0)
∥∥∥

0

)
+

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(1)

∥∥∥
0

+ ‖ψ1; Q ∩ (t = t1)‖0
}

+

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(2)

∥∥∥
0

+ ‖ψ2;Q ∩ (t = t2)‖0 =
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=
2∑

k=1

2∑
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tk)‖0)

(
‖ψk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(k−1)

∥∥∥
0

)
+ ‖f1 (a0 + µ)−1 ;Q(2)‖0+

+ ‖ψ2;Q ∩ (t = t2)‖0 .

Вважаємо, що при k = p правильна нерiвнiсть∥∥∥∥∥v;
P⋃
k=0

Q(k)

∥∥∥∥∥
0

≤
P∑
k=1

P∏
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)×

×
(
‖ψk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +

∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(k−1)
∥∥∥

0

)
+

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(P )

∥∥∥
0

+ ‖ψP ;Q ∩ (t = tP )‖0 .

При k = P+1, враховуючи (4.14), (4.16), (4.20), одержимо∥∥∥∥∥v;

P+1⋃
k=0

Q(k)

∥∥∥∥∥
0

≤ (1 + ‖bP+1;Q ∩ (t = tP+1)‖0)×

×

{
P∑
k=1

P∑
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tk)‖0)

(
‖ψk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(k−1)

∥∥∥
0

)
+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(P )

∥∥∥
0

+

+ ‖ψP ;Q ∩ (t = tp)‖0 +
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(P+1)

∥∥∥
0

+

+ ‖ψP+1;Q ∩ (t = tP+1)‖0 =
P+1∑
k=1

P+1∑
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tk)‖0)×

×
(
‖ψk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +

∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(k−1)
∥∥∥

0

)
+

+
∥∥∥f1 (a0 + µ)−1 ;Q(P+1)

∥∥∥
0

+ ‖ψP+1;Q ∩ (t = tP+1)‖0 .
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Отже, для розв’язку задачi (4.8)–(4.11) правильна оцiнка
(4.12).

Для знаходження оцiнки (4.5) розв’язку задачi (4.1)–(4.4)
в областях Q(k) зробимо замiну (4.7). Одержимо

∂tv −
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂xi∂xjv +
n∑
i=1

ai(t, x)∂xiv+

+ (a0(t, x) + µ) v = f1(t, x), (4.22)

v (tk + 0, x) = G(k) (tk, x) , (tk, x) ∈ Q ∩ (t = tk) , (4.23)

v|Γ(k) = 0, (4.24)

де f1(t, x) = f(t, x)e−µt − e−µt(Lg̃)(t, x),

G(0) (t0, x) = ϕ(x)e−µt0 − g̃ (t0, x) e−µt0 ,

G(k) (tk, x) = (1 + bk(x))u (tk − 0, x) +

+ [ϕk(x)− g̃ (tk + 0, x) + (1 + bk(x)) g̃ (tk − 0, x)] e−µtk ,

Γ(k) = Q(k) ∩ Γ(k).

В областiQ(k) розв’язок крайової задачi (4.22)–(4.24) iснує
i єдиний в просторiH2+α

(
Q(k)

)
i для нього згiдно теореми 3.3,

правильна оцiнка ∥∥∥u;Q(k)
∥∥∥

2+α
≤

≤
(∣∣∣f1;Q(k)

∣∣∣
α

+
∥∥∥G(k);Q(k) ∩ (t = tk)

∥∥∥
2+α

)
. (4.25)

Для доведення нерiвностi (4.5) використовуємо оцiнки
(4.25) i метод математичної iндукцiї. При k = 0, враховуючи
оцiнку (4.25), маємо∥∥∥u;Q(0)

∥∥∥
2+α
≤ c

(∥∥∥f1;Q(0)
∥∥∥
α

+
∥∥∥G(0);D

∥∥∥
2+α

)
. (4.26)
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Враховуючи зображення для функцiй f1(t, x) i G(0) (t0, x),
знаходимо оцiнки∥∥∥f1;Q(0)

∥∥∥
α
≤ c

(∥∥∥f ;Q(0)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(0)

∥∥∥
2+α

)
, (4.27)

∥∥∥G(0);D
∥∥∥

2+α
≤ c

(
‖ϕ0;D ‖2+α+‖ g̃;D‖2+α

)
.

Пiдставляючи (4.27) у (4.26), будемо мати оцiнку∥∥∥u;Q(0)
∥∥∥

2+α
<

< c

(∥∥∥f ;Q(0)
∥∥∥
α

+ ‖ϕ0;D‖2+α +
∥∥∥g̃;Q(0)

∥∥∥
2+α

)
. (4.28)

При k = 1, враховуючи нерiвнiсть (4.25), маємо оцiнку∥∥∥u;Q(1)
∥∥∥

2+α
≤

≤ c
(∥∥∥f1;Q(1)

∥∥∥
α

+
∥∥∥G(1);Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α

)
. (4.29)

Враховуючи зображення для функцiй f1(t, x) i G(1) (t1, x)
знаходимо оцiнки∥∥∥f1;Q(1)

∥∥∥
α
≤ c

(∥∥∥f ;Q(1)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(1)

∥∥∥
2+α

)
(4.30)

∥∥∥G(1);Q(1) ∩ (t = t1)
∥∥∥

2+α
≤ c

(
1 + sup

Q(1)∩(t=t1)

|b1(x)|

)
×

×
(∥∥∥u;Q(0)

∥∥∥
2+α

)
+
∥∥∥ϕ0;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α

+

+
∥∥∥g̃;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α
≤ c (1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0)×

×
(∥∥∥f ;Q(0)

∥∥∥
α

+ ‖ϕ0;D‖2+α +
∥∥∥g̃;Q(0)

∥∥∥
2+α

)
+
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+
∥∥∥ϕ1;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α

+
∥∥∥g̃;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α

. (4.31)

Пiдставляючи (4.30), (4.31) в (4.29) i враховуючи (4.28),
маємо ∥∥∥u;Q(0) ∪Q(1)

∥∥∥
2+α
≤ c (1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0)×

×
(
||f ;Q(0) ‖α+‖ϕ0;D ‖2+α+‖ g̃;Q(0)‖2+α

)
+
∥∥∥f ;Q(1)

∥∥∥
α

+

+
∥∥∥ϕ1;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α

+ ‖g̃; Q(1)
∣∣∣
2+α

. (4.32)

При k = 2 одержимо∥∥∥u;Q(2)
∥∥∥

2+α
≤

≤ c
(∥∥∥f1;Q(2)

∥∥∥
α

+
∥∥∥G(2);Q(2) ∩ (t = t2)

∥∥∥
2+α

)
. (4.33)

Для оцiнки норм функцiй f1 i G(2), враховуючи їх зображен-
ня, маємо∥∥∥f1;Q(2)

∥∥∥
α
≤ c

(∥∥∥f ;Q(2)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(2)

∥∥∥
2+α

)
, (4.34)

∥∥∥G(2);Q(2) ∩ (t = t2)
∥∥∥

2+α
≤ c (1 + ‖b2;Q ∩ (t = t2)‖0) ,{

(1 + ‖b1;Q ∩ (t = t1)‖0)
(∥∥∥f ;Q(0)

∥∥∥
α

+ ‖ϕ0;D‖2+α +

+
∥∥∥g̃;Q(0)

∥∥∥
2+α

)
+
∥∥∥f ;Q(1)

∥∥∥
α

+
∥∥∥ϕ1;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
2+α

+

+
∥∥∥g̃;Q(1)

∥∥∥
2+α

}
+
∥∥∥f ;Q(2)

∥∥∥
α

+
∥∥∥ϕ2;Q(2) ∩ (t = t2)

∥∥∥
2+α

+

+
∥∥∥g̃;Q(2)

∥∥∥
2+α

. (4.35)

213



Пiдставляючи (4.34), (4.35) в (4.33), маємо

∥∥∥u;Q(0) ∪Q(1) ∪Q(2)
∥∥∥

2+α
≤

{
2∑

k=1

2∑
λ=1

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)×

×
(
‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α +

∥∥∥f ;Q(k−1)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(k−1)

∥∥∥
2+α

)
+

+ ‖ϕ2;Q ∩ (t = t2)‖2+α +
∥∥∥f ;Q(2)

∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(2)

∥∥∥
2+α

}
. (4.36)

Вважаємо, що при k = r правильна нерiвнiсть∥∥∥∥∥u;
r⋃

k=0

Q(k)

∥∥∥∥∥
2+α

≤ c

{
r∑

k=1

r∏
λ=k

(1 + ‖bλ; Q ∩ (t = tλ)|0)×

×
(
‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α +

∥∥∥f ;Q(k−1)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(k−1)

∥∥∥
2+α

)
+

+ ‖ϕr;Q ∩ (t = tr)‖2+α +
∥∥∥g̃;Q(r)

∥∥∥
2+α

+
∥∥∥f ;Q(r)

∥∥∥
α
. (4.37)

При k = r + 1, враховуючи (4.25), маємо∥∥∥u;Q(r+1)
∥∥∥

2+α
≤ c

(∥∥∥f1;Q(r+1)
∥∥∥
α

+

+
∥∥∥G(r+1);Q(r+1) ∩

(
t = t(r+1)

)∥∥∥
2+α

)
. (4.38)

Оскiльки∥∥∥f1;Q(r+1)
∥∥∥
α
≤ c

(∥∥∥f ;Q(r+1)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(r+1)

∥∥∥
2+α

)
, (4.39)

∥∥∥G(r+1);Q(r+1) ∩
(
t = t(r+1)

)∥∥∥
2+α
≤

≤ c
(

1 +
∥∥b(r+1);Q ∩

(
t = t(r+1)

)∥∥
0

)∥∥∥∥∥u;
r⋃

k=0

Q(k)

∥∥∥∥∥
2+α

+
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+
∥∥∥f ;Q(r+1)

∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(r+1) ∩

(
t = t(r+1)

)∥∥∥
2+α

+

‖ϕr+1;Q ∩ (t = tr+1)‖2+α , (4.40)

то, пiдставляючи (4.37), (4.39), (4.40) у (4.38), одержимо∥∥∥∥∥u;

r+1⋃
k=0

Q(k)

∥∥∥∥∥
2+α

≤ c

{
r+1∑
k=1

r+1∏
λ=k

(1 + ‖bλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)×

×
(
‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α +

∥∥∥f ;Q(k−1)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g̃;Q(k−1)

∥∥∥
2+α

)
+

+ ‖ϕr+1;Q ∩ (t = tr+1)‖2+α +
∥∥∥g̃;Q(r+1)

∥∥∥
2+α

+
∥∥∥f ;Q(r+1)

∥∥∥
α
.

Отже, розв’язок задачi (4.1)–(4.4) iснує, єдиний i для нього
правильна нерiвнiсть (4.5).

§4.3. Задача з косою похiдною та iмпульсною
дiєю для параболiчних рiвнянь

Постановка задачi. Основнi обмеження. Нехай D об-
межена область простору Rn з межею ∂D, t0, t1, . . . , tN+1 –
фiксованi додатнi числа, t0 < t1 < . . . < tN+1. В областi
Q = [t0, tN+1) × D розглянемо задачу знаходження функцiї
u(t, x), яка при t 6= tλ, λ ∈ {1, . . . , N}, x ∈ D задовольняє
рiвняння

(Lu)(t, x) = f(t, x), (4.1)

умови за змiнною t:

u(t0 + 0, x) = ϕ0(x), (4.2)

u(tλ + 0, x)− u(tλ − 0, x) = dλ(x)u(tλ − 0, x) + ϕλ(x) (4.3)

та крайову умову

Bu|Γ = lim
x→z∈∂D

(
n∑
i=1

bi(t, x)
∂u

∂xi
+ b0(t, x)u

)
= g(t, x), (4.41)
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де Γ = [t0, tN+1)× ∂D.
Щодо задачi (4.1)–(4.3), (4.41) вважаємо виконаними умо-

ви:
A) рiвняння (4.1) рiвномiрно параболiчне, коефiцiєнти

aij ∈ Hα(Q), ai ∈ Hα(Q), a0 ∈ Hα(Q), dλ(x) ∈ H2+α(Q ∩ (t =
tλ));

Б) функцiї f ∈ Hα(Q), ϕ0 ∈ H2+α(D), ϕλ(x) ∈ H2+α(Q ∩
(t = tλ));

B) вектор ~b = {b1, b2, . . . , bn} утворює з напрямком
зовнiшньої нормалi ~n до ∂D в точцi P (t, x) ∈ Γ кут менший
за

π

2
, bi ∈ H1+α(Γ), b0 ∈ H1+α(Γ), ∂D ∈ C2+α, g ∈ H1+α(Γ),

g(tλ + 0, x)|∂D = [(1 + dλ(x))g(tλ − 0, x) +Bϕλ(x)] |∂D,[
n∑
i=1

bi(t, x)
∂dλ(x)

∂xi

]∣∣∣∣∣
∂D

= 0.

Побудова розв’язку крайової задачi з iмпульсною
дiєю та його оцiнка

Справедлива така теорема.

Теорема 4.3. Нехай для задачi (4.1)–(4.3), (4.41) вико-
нанi умови A) – B). Тодi єдиний розв’язок задачi (4.1)–(4.3),
(4.41) в просторi H2+α(N ;Q) визначається формулами

u(t, x) = uk(t, x), (t, x) ∈ Q(k), k ∈ {0, 1, . . . , N},

u0(t, x) =

t∫
t0

dτ

∫
D

G
(0)
1 (t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ +

∫
D

G
(0)
1 (t, t0, x, ξ)×

×ϕ0(ξ)dξ +

t∫
t0

dτ

∫
∂D

G
(0)
2 (t, τ, x, ξ)ψ(τ, ξ)dξS, (4.42)

uk(t, x) =

t∫
tk

dτ

∫
D

G
(k)
1 (t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+
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+

t∫
tk

dτ

∫
∂D

G
(k)
2 (t, τ, x, ξ)ψ(τ, ξ)dξS+

+

∫
D

G
(k)
1 (t, tk, x, ξ)(1 + dk(ξ))uk−1(tk − 0, ξ)dξ

i для розв’язку правильна нерiвнiсть

‖u;N,Q‖0 =
∥∥∥uN ;Q(N)

∥∥∥
0
≤ c

{
N∑
k=1

N∏
λ=k

(1 + ‖dλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)×

×
(
‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +

∥∥∥f ;Q(k−1)
∥∥∥

0
+
∥∥∥ψ; Γ(k−1)

∥∥∥
0

)
+

+
∥∥∥f ;Q(N)

∥∥∥
0

+
∥∥∥ψ; Γ(N)

∥∥∥
0

+ ‖ϕN ;Q ∩ (t = tN )‖0

}
. (4.43)

де (G
(k)
1 , G

(k)
2 ) – компоненти функцiї Грiна крайової задачi

з косою похiдною в областi Q(k), Q(k) = [tk, tk+1) × D, k ∈
{0, 1, . . . , N}, Γ(k) = [tk, tk+1)× ∂D.
Доведення. У цилiндрi Q(0) = [t0, t1) × D розглянемо за-
дачу знаходження розв’язку рiвняння (4.1) з умовами (4.2) i
(4.41). Розв’язок будемо шукати у виглядi суми

u0(t, x) = v0(t, x) + w0(t, x),

де v0(t, x) – розв’язок задачi Кошi

(Lv0)(t, x) = f(t, x),

v0(t0 + 0, x) = ϕ0(x),

i w – розв’язок крайової задачi

Lw0 = 0,
w0|t=t0 = 0,

Bw0|Γ(0) = g(t, x)−Bv0|Γ(0) ≡ g0(t, z).
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Розв’язок задачi Кошi визначається за формулою

v0(t, x) =

∫
D

Z0(t, t0, x, ξ)ϕ0(ξ)dξ+

+

t∫
t0

dτ

∫
D

Z0(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ ≡ Z0 ∗ ϕ0 + Z0 ∗ ∗f,

де ϕ ∈ H0(Rn), f ∈ Hα(Q(0)).
Розв’язок крайової задачi шукаємо у виглядi потенцiала

простого шару

w0(t, x) =

t∫
t0

dτ

∫
∂D

Z0(t, τ, x, ξ)µ(τ, ξ)dSξ ≡ Z0 ~ µ.

Задовольнивши крайову умову крайової задачi та скори-
ставшись рiвнянням стрибка

lim
x→Z∈∂D

(Bw0)(t, x) = ±1

2
µ(t, z)+

+

t∫
t0

dτ

∫
∂D

B(t, z)Z0(t, τ, z, ξ)µ(τ, ξ)dSξ,

отримаємо:

1

2
µ(t, z) +

t∫
t0

dτ

∫
∂D

B(t, z)Z0(t, τ, z, ξ)µ(τ, ξ)dSξ = g0(t, z),

µ(t, z) = −2

t∫
t0

dτ

∫
∂D

B(t, z)Z0(t, τ, z, ξ)µ(τ, ξ)dSξ+

+2g0(t, z). (4.44)
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Отримали iнтегральне рiвняння Фредгольма 2-го роду з
ядром

K(t, τ, z, ξ) = −2B(t, z)Z0(t, τ, z, ξ).

Побудуємо резольвенту

R(t, τ, z, ξ) =
∞∑
m=1

Km(t, τ, z, ξ),

де K1(t, τ, z, ξ) ≡ K(t, τ, z, ξ),

Km(t, τ, z, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂D

K(t, β, z, y)Km−1(β, τ, y, ξ)dSy,

m = 2, 3, . . . .

В точках поверхнi S ядро K1 задовольняє наступну нерiв-
нiсть

|K1(t, τ, z, ξ)| ≤ C1(t− τ)−
n+1−α

2 · e−C1
|z−ξ|2
t−τ , (4.45)

якщо ∂D ∈ C(2+α), а коефiцiєнти рiвняння рiвномiрно Гель-
деровi.

Оцiнимо ядро K2:

K2(t, τ, z, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂D

K1(t, β, z, y)K1(β, τ, y, ξ)dSy,

|K2(t, τ, z, ξ)| =
t∫

τ

dβ

∫
∂D

|K1(t, β, z, y)| · |K1(β, τ, y, ξ)| dSy ≤

≤ C2
1

t∫
τ

dβ

(t− β)
n+1−α

2 (β − τ)
n+1−α

2

·
∫
∂D

e
− |z−y|

2

t−β e
−C1

|y−ξ|2
β−τ dSy =
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= C2
1

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2 (β − τ)
2−α

2

·
∫

e
−C1

|z−y|2
t−β

(t− β)
n−1

2

e
−C1

|y−ξ|2
β−τ

(β − τ)
n−1

2

dSy ≡

≡ C2
1

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2 (β − τ)
2−α

2

·H(t, τ, z, ξ),

де

H(t, τ, z, ξ) =

∫
∂D

e
−C1

|z−y|2
t−β

(t− β)
n−1

2

e
−C1

|y−ξ|2
β−τ

(β − τ)
n−1

2

dSy.

В обох експонентах тип спадання C1 = (C1 − ε) + ε,
0 < ε < C1. Тодi, об’єднавши експоненти з типом (C1 − ε),
оцiнимо їх за допомогою нерiвностi

f(y) =
|z − y|2

t− β
+
|y − ξ|2

β − τ
≥ |z − ξ|

2

t− τ
, (z, ξ) ∈ S. (4.46)

Отже,

H(t, τ, z, ξ) =

∫
∂D

e
−(C1−ε)

(
|z−y|2
t−β +

|y−ξ|2
β−τ

)
e
−ε
(
|z−y|2
t−β +

|y−ξ|2
β−τ

)

(t− β)
n−1

2 (β − τ)
n−1

2

dSy ≤

≤
∫
∂D

e
−ε
(
|z−y|2
t−β +

|y−ξ|2
β−τ

)

(t− β)
n−1

2 · (β − τ)
n−1

2

dSy · e−(C1−ε) |z−ξ|
2

t−τ .

Розглянемо два випадки:
a) якщо β ∈ (τ, t1), де t1 =

t+ τ

2
, то t − β ≥ t − t1 =

t− t+ τ

2
=
t− τ

2
. Тодi

H(t, τ, z, ξ) ≤ 2
n−1

2

(t− τ)
n−1

2

e−(C1−ε) |z−ξ|
2

t−τ

∫
e−ε

|z−ξ|2
t−τ

(β − τ)
n−1

2

dSy ≤

220



≤ C∗(t− τ)−
n−1

2 e−C2
|z−ξ|2
t−τ , C2 = C1 − ε;

б) якщо β ∈ (t1, t), де t1 =
t+ τ

2
, то β − τ ≥ t1 − τ =

t+ τ

2
− τ =

t− τ
2

.
Далi оцiнюємо (β − τ) через (t − τ), а iнтеграл, що зали-

шиться – збiжний. Тобто отримаємо на цьому промiжку таку
ж оцiнку для H(t, τ, z, ξ).

Продовжимо оцiнку другого ядра:

|K2(t, τ, z, ξ)| ≤ C2
1C
∗(t− τ)−

n−1
2 e−C2

|z−ξ|2
t−τ ×

×
t∫

τ

dβ

(t− β)
2−α

2 : (β − τ)
2−α

2

.

В iнтегралi зробимо замiну:

t− β = η(t− τ)⇒ β = t− η(t− τ), dβ = −(t− τ)dη.

β τ t

η 1 0
Тодi отримаємо:

|K2(t, τ, z, ξ)| ≤ C2
1C
∗(t− τ)−

n−1
2 e−C2

|z−ξ|2
t−τ ×

×
1∫

0

(t− τ)dη

η
2−α

2 (t− τ)
2−α

2
·2 · (1− η)

2−α
2

=

= C2
1C
∗(t− τ)−

n−1
2 e−C2

|z−ξ|2
t−τ (t− τ)α−1

1∫
0

η
α
2
−1(1− η)

α
2
−1dη =

= C2
1 · C∗(t− τ)−

n+1−2α
2 e−C2

|z−ξ|2
t−τ B

(α
2

;
α

2

)
.
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Отже,

|K2(t, τ, z, ξ)| ≤ C2
1C
∗B
(α

2
;
α

2

)
(t− τ)−

n+1−2α
2 e−C2

|z−ξ|2
t−τ .

Оцiнимо третє ядро:

|K3(t, τ, z, ξ)| =
t∫

τ

dβ

∫
∂D

|K1(t, β, z, y)| · |K2(β, τ, y, ξ)| dSy ≤

≤ C3
1C
∗B
(α

2
;
α

2

) t∫
τ

dβ

(t− β)
n+1−α

2 (β − τ)
n+1−2α

2

×

×
∫
∂D

e
−C1

|z−y|2
t−β e

−C2
|y−ξ|2
β−τ dSy.

Далi, як i при оцiнцi K2(t, τ, z, ξ) в поверхневому iнтегралi
представимо C1−ε = (C1 − 2ε)+ε i скористаємося нерiвнiстю
(4.3). Будемо мати, що

|K3(t, τ, z, ξ)| = C3
1C
∗B
(α

2
;
α

2

) t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2 (β − τ)
2−2α

2

×

×
∫
∂D

e
−(C1−2ε)

(
|z−y|2
t−β +

|y−ξ|2
β−τ

)
e
−2ε

|z−y|2
t−β e

−ε |y−ξ|
2

β−τ

(t− β)
n−1

2 (β − τ)
n−1

2

dSy ≤

≤ C3
1C
∗B
(α

2
;
α

2

) t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2 (β − τ)
2−2α

2

C∗(t− τ)−
n−1

2 ×

×e−(C1−2ε)
|z−ξ|2
t−τ .

В iнтегралi по β робимо замiну: t− β = η(t− τ). Тодi

|K3(t, τ, z, ξ)| = C3
1C
∗2B

(α
2

;
α

2

)
×
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×
1∫

0

(t− τ)dη

η1−α
2 (t− τ)1−α

2
+1−α(1− η)1−α

2

(t− τ)−
n−1

2 ×

×e−(C1−2ε)
|z−ξ|2
t−τ = C3

1C
∗2B

(α
2

;
α

2

)
B

(
α

2
;
2α

2

)
×

×(t− τ)−
1+n−3α

2 e−(C1−2ε)
|z−ξ|2
t−τ .

Отже, за iндукцiєю можна встановити нерiвнiсть для
будь-якого ядра:

|Km(t, τ, z, ξ)| ≤ CmC∗m−1B
(α

2
;
α

2

)
·B
(
α

2
;
2α

2

)
· . . .×

×B
(
α

2
;
(m− 1)α

2

)
(t− τ)−

1+n−mα
2 e−(C1−mε) |z−ξ|

2

t−τ .

Якщо взяти m0 =

[
n+ 1

2

]
+ 1, то степiнь (t− τ) вже буде

невiд’ємним, тобто ядро вже не буде мати особливостi при
t = τ .

Позначимо Cm0 = C1 − (m0 − 1) ε, тодi

|Km0(t, τ, z, ξ)| ≤ Am0e
−Cm0

|z−ξ|2
t−τ .

Оцiнимо наступнi ядра Km0+k(k = 1, 2, . . .):

|Km0+1(t, τ, z, ξ)| = |K1 ·Km0 | ≤ C1Am0

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2

×

×
∫
∂D

e
−C1

|z−y|2
t−β

(t− β)
n−1

2

e
−cm0

|y−ξ|2
β−τ dSy.
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Тепер C1 = Cm0 + (C1 − Cm0) i згрупуємо з другою експо-
нентою i за нерiвнiстю (4.3) винесемо її за знак iнтегралу:

|Km0+1(t, τ, z, ξ)| ≤ C1Am0C
∗

t∫
τ

dβ

(t− β)
2−α

2

e−Cm0
|z−ξ|2
t−τ ≤

≤ [t− β = η(t− τ)] ≤

≤ C1C
∗Am0B

(α
2

; 1
)
e−Cm0

|z−ξ|2
t−τ (t− τ)

α
2 .

За iндукцiєю встановлюється нерiвнiсть:

|Km0+k(t, τ, z, ξ)| ≤

≤ C1C
∗kAkm0

k−1∏
j=0

B

(
α

2
; 1 +

jα

2

)
e−cm0

|z−ξ|2
t−τ (t− τ)

kα
2 .

Залишається довести, що числовий ряд в оцiнцi є збiж-
ним. Для цього потрiбно вiд B – функцiї перейти до Γ –
функцiї.

C1C
∗kAkm0

k−1∏
j=0

B

(
α

2
; 1 +

jα

2

)
= C1C

∗kAkm0
×

×
Γ
(
α
2

)
Γ(1)

Γ
(
1 + α

2

) · Γ
(
α
2

)
Γ
(
1 + α

2

)
Γ
(
1 + 2α

2

) · . . . ·
Γ
(
α
2

)
Γ
(

1 + (k+1)α
2

)
Γ
(
1 + kα

2

) =

= C1C
∗kAkm0

Γ
(
α
2

)k
Γ
(
1 + kα

2

) .
Отже,

|R(t, τ, z, ξ)| ≤
m0∑
m=1

Am(t− τ)−
n+1−mα

2 e−(Cm−mε) |z−ξ|
2

t−τ +
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+C1

∞∑
k=1

(
Am0C

∗Γ
(
α
2

)
(t− τ)

α
2

)k
Γ
(
1 + kα

2

) e−cm0
|z−ξ|2
t−τ ≤

≤ C(t− τ)−
n+1−α

2 E
(
Am0C∗Γ

(α
2

)
(t− τ)

α
2

)
e−Cm0

|z−ξ|2
t−τ .

При 0 < t − τ < t1 резольвента задовольняє таку нерiв-
нiсть:

|R(t, τ, z, ξ)| ≤ C(t− τ)−
n+1−α

2 e−C
|z−ξ|2
t−τ .

Розв’язок iнтегрального рiвняння (4.1) знаходимо за форму-
лою:

µ(t, z) = 2g0(t, z) + 2

t∫
t0

dτ

∫
∂D

R(t, τ, z, ξ)g0(τ, ξ)dSξ.

Пiдставимо в w(t, x):

w(t, x) = Z0 ~ (2g0 + 2R~ g0).

Тодi розв’язок набуде вигляду:

u0(t, x) = Z0 ∗ ϕ+ Z0 ∗ ∗f + Z0 ~ ∗(2g0 + 2R~ g0) =

= Z0 ∗ ϕ+ Z0 ∗ ∗f + Z0 ~ ∗(2g − 2B(Z0 ∗ ϕ+ Z0 ∗ ∗f))+

+Z0~(2R~ (g −B(Z0 ∗ ϕ+ Z0 ∗ ∗f))) = Z0∗ϕ+Z0∗∗f+2Z0~g−

−2Z0 ~ (BZ0 ∗ϕ+BZ0 ∗∗f) +Z0 ~ (2R~∗g−2R~∗(BZ0 ∗ϕ+

+BZ0 ∗ ∗f)) = Z0 ∗ ϕ+ Z0 ∗ ∗f + 2Z0 ~ g − (2Z0 ~BZ0) ∗ ϕ−

−(2Z0 ~BZ0) ∗ ∗f + (2Z0 ~R) ~ ∗g − (2Z0 ~R~BZ0) ∗ ϕ−

−(2Z0 ~R~BZ0) ∗ ∗f = (Z0− 2Z0 ~ (BZ0 +R~ ∗BZ0)) ∗ϕ+

+(Z0 − 2Z0 ~ (BZ0 +R~BZ0)) ∗ ∗f + 2(Z0 + Z0 ~R) ~ g ≡

≡
∫
D

G
(0)
1 (t, 0, x, ξ)ϕ0(ξ)dξ +

t∫
t0

dτ

∫
D

G
(0)
1 (t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+
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+

t∫
t0

dτ

∫
∂D

G
(0)
2 (t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dSξ.

Отже,

u0(t, x) =

∫
D

G
(0)
1 (t, 0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ +

t∫
t(0)

dτ

∫
D

G
(0)
1 (t, τ, x, ξ)×

×f(τ, ξ)dξ +

t∫
t(0)

dτ

∫
∂D

G
(0)
2 (t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dSξ.

u0(t1 − 0, x) =

∫
D

G
(0)
1 (t1, t0, x, ξ)ϕ(ξ)dξ+

+

t1∫
t0

dτ

∫
D

G
(0)
1 (t1, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

t1∫
t0

dτ

∫
∂D

G
(0)
2 (t, τ, x, ξ)g(τ, ξ)dξ.

У цилiндрi Q(k) = [tk, tk+1)×D розглянемо рiвняння (4.1)
з умовами (4.41) i

uk(tk + 0, x) = (1 + dk(x))uk−1(tk − 0, x) + ϕk(x) ≡ Φk(x).

Розв’язок задачi шукаємо у виглядi суми розв’язку вiдпо-
вiдної задачi Кошi

(Lvk)(t, x) = f(t, x),

vk(tk + 0, x) = Φk(x)

та розв’язку крайової задачi:

Lwk = 0,
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wk(tk + 0, x) = 0,

Bwk|Γ(k) = (g(t, x)−Bvk)|Γ(k) ≡ gk(t, x).

Вiдповiдно розв’яок задачi Кошi визначається за форму-
лою:

v(t, x) =

∫
D

Z1 (t, tk, x, ξ) (ϕ1 (t1, ξ) + (1 + dk (ξ1))×

× u (tk − 0, ξ)) dξ +

t∫
tk

dτ

∫
Ω

Z1(t, τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ.

Розв’язок крайової задачi шукаємо у виглядi:

w(t, x) =

t∫
tk

dτ

∫
D

Z1(t, τ, x, ξ)µk(τ, ξ)dSξ.

Задовольняючи крайову умову, враховуючи рiвняння
стрибка, отримаємо наступне iнтегральне рiвняння:

1

2
µk(t, z) +

t∫
tk

dτ

∫
S

B(t, z,D)Z1(t, τ, z, ξ)µk(τ, ξ)dSξ = gk(t, z),

µk(t, z) = 2gk(t, z) +

t∫
tk

dτ

∫
∂D

K(k)(t, τ, z, ξ)µk(τ, ξ)dSξ,

дe K(k)(t, τ, z, ξ) = −2B(t, z,D)Z(t, τ, z, ξ), (t, z) ∈ Γ(k) – ядро
iнтегрального рiвняння.

Резольвента має вигляд

Rk(t, τ, z, ξ) = K(k)(t, τ, z, ξ)+

+

∞∑
m=1

t∫
τ

dβ

∫
∂D

K(k)(t, β, z, y)K(k)
m (β, τ, y, ξ)dSy,

227



де τ ∈ (tk, t),

K(k)
m (t, τ, z, ξ) =

t∫
τ

dβ

∫
∂D

K(k)(t, β, z, ξ)K
(k)
m−1(β, τ, y, ξ)dSy,

m = 2, 3, . . . ,

причому K(k)
1 ≡ K(k).

Для ядер K
(k)
m (t, τ, z, ξ), m = 1, 2, . . ., та резольвенти

R(t, τ, z, ξ) правильними є нерiвностi:∣∣∣K(κ)
1 (t, τ, z, ξ)

∣∣∣ ≤ C1(t− τ)−
n+1−α

2 e−C1
|z−ξ|2
t−τ ,

∣∣∣K(k)
2 (t, τ, z, ξ)

∣∣∣ ≤ C2
1C
∗B
(α

2
;
α

2

)
(t− τ)−

n+1−2α
2 e−C2

|z−ξ|2
t−τ ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∣∣∣K(K)
m (t, τ, z, ξ)

∣∣∣ ≤ Cm1 C∗m−1B
(α

2
;
α

2

)
·. . .·B

(
α

2
;
(m− 1)α

2

)
×

×(t− τ)−
n+1−mα

2 e−cm
|z−ξ|2
t−τ ,

Rk(t, τ, z, ξ) ≤ C(t− τ)−
n+1−α

2 Eα

(
A0C0Γ

(α
2

)
(t− τ)

α
2

)
×

×e−Cm0
|z−ξ|2
t−τ .

Розв’язок iнтегрального рiвняння знаходимо за формулою:

µk(t, z) = 2gk(t, z) + 2

t∫
tk

dτ

∫
∂D

R(t, τ, z, ξ)gk(τ, ξ)dSξ.

Отже, розв’язок має вигляд:

uk(t, x) =

∫
D

G
(k)
1 (t, tk, x, µ)

(
ϕk(µ) + (1 + dk(µ))×
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×

∫
D

G
(k−1)
1 (tk, 0, µ, ξ)ϕk−1(ξ)dξ+

+

tk∫
tk−1

dτ

∫
D

G
(k−1)
1 (tk, τ, µ, ξ)f(τ, ξ)dξ+

+

tk∫
tk−1

dτ

∫
∂D

G
(k−1)
2 (tk, τ, µ, ξ)g(τ, ξ)dSξ


 dµ+

+

t∫
tk

dτ

∫
D

G
(k)
1 (t, τ, x, µ)f(τ, µ)dµ+

+

t∫
tk

dτ

∫
∂D

G
(k)
2 (t, τ, x, µ)f(τ, µ)dSµ.

Враховуючи обмеження на коефiцiєнти диференцiальних
виразiв L, B i поверхню ∂D, одержимо оцiнку компонент
функцiї Грiна∣∣∣G(k)

ν (t, τ, x, ξ)
∣∣∣ ≤ ck(t− τ)−

n
2 exp

{
−c |x− ξ|

2

t− τ

}
, (4.47)

ν ∈ {1, 2}.

Використовуючи оцiнки компонент функцiї Грiна (4.47),
знайдемо оцiнку розв’язку задачi (4.1)–(4.3), (4.41).

Маємо∥∥∥u0;Q(0)
∥∥∥

0
≤ c

(∥∥∥f ;Q(0)
∥∥∥

0
+ ‖ϕ0;Rn‖0 +

∥∥∥g; Γ(0)
∥∥∥

0

)
.

Оцiнимо розв’язок u1(t, x), (t, x) ∈ Q(1), одержимо∥∥∥u1;Q(1)
∥∥∥

0
≤
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≤ c
(∥∥∥f ;Q(1)

∥∥∥
0

+
∥∥∥(1 + d1)u0 + ϕ1;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
0

+

+
∥∥∥g; Γ(1)

∥∥∥
0

)
≤ c

{(
1 + ‖d1;Q(1) ∩ (t = t1)‖0

)
×

×
(∥∥∥f ;Q(0)

∥∥∥
0

+ ‖ϕ0;Rn‖0 +
∥∥∥g; Γ(0)

∥∥∥
0

)
+

+
∥∥∥f ;Q(1)

∥∥∥
0

+
∥∥∥ϕ1;Q(1) ∩ (t = t1)

∥∥∥
0

+
∥∥∥g; Γ(1)

∥∥∥
0

}
.

Для розв’язку u2(t, x), (t, x) ∈ Q(2) маємо оцiнку∥∥∥u2;Q(2)
∥∥∥

0
≤ c

(∥∥∥f ;Q(2)
∥∥∥

0
+ ‖(1 + d2)u1 + ϕ2;Q ∩ (t = t1)‖0 +

+
∥∥∥g; Γ(2)

∥∥∥
0

)
≤ c

(
2∑

k=1

2∏
λ=k

(1 + ‖dλ;Q ∩ (t = tλ)‖0)×

×
(∥∥∥f ;Q(k−1)

∥∥∥
0

+ ‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖0 +
∥∥∥g; Γ(k)

∥∥∥
0

)
.

Продовжуючи аналогiчним чином, отримуємо оцiнку
(4.43) розв’язку задачi (4.1)–(4.3), (4.41).

Правильна така теорема.

Теорема 4.4. Нехай для задачi (4.1)–(4.3), (4.41) вико-
нанi умови A)–B). Тодi для єдиного розв’язку задачi (4.1)–
(4.3), (4.41) в просторi H2+α(N ;Q) правильна оцiнка

‖u;N ;Q‖2+α ≤ c

{
N∑
k=1

N∏
λ=k

(
1 + ‖dλ;Q ∩ (t = tλ)‖2+α

)
×

×
(∥∥∥f ;Q(k−1)

∥∥∥
α

+ ‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α +
∥∥∥ψ; Γ(k−1)

∥∥∥
1+α

)
+

+
∥∥∥f ;Q(N)

∥∥∥
α

+
∥∥∥ψ; Γ(N)

∥∥∥
1+α

+ ‖ϕN ;Q ∩ (t = tN )‖2+α

}
.

(4.48)
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Доведення. Для знаходження оцiнки розв’язку задачi
(4.1)–(4.3), (4.41) в областях Q(k) розглянемо задачу вигля-
ду

(Lu)(t, x) = f(t, x), u(tk + 0, x) = Φk(tk, x),

(Bu)(t, x)|Γ(k) = g(t, x), (4.49)

де Φ0(t0, x) = ϕ0(x),

Φk(tk, x) = (1 + dk(x))u(tk − 0, x) + ϕk(x).

В областi Q(k) розв’язок крайової задачi (4.49) iснує i єди-
ний в просторi H2+α(Q(k)) i за теоремою 2.10, для нього пра-
вильна оцiнка ∥∥∥u;Q(k)

∥∥∥
2+α
≤

≤ c
(∥∥∥f ;Q(k)

∥∥∥
α

+ ‖Φk;Q ∩ (t = tk)‖2+α +
∥∥∥g; Γ(k)

∥∥∥
1+α

)
.

При k = 0 маємо∥∥∥u;Q(0)
∥∥∥

2+α
≤ c

(∥∥∥f ;Q(0)
∥∥∥
α

+ ‖ϕ0;D‖1+α +
∥∥∥g; Γ(0)

∥∥∥
1+α

)
.

Враховуючи зображення для функцiї Φ1(t1, x) знаходимо
оцiнку при k = 1 ∥∥∥u;Q(1)

∥∥∥
2+α
≤

≤ c
(∥∥∥f ;Q(1)

∥∥∥
α

+ ‖Φ1;Q ∩ (t = t1)‖2+α +
∥∥∥g; Γ(1)

∥∥∥
1+α

)
≤

≤

(
c
(
1 + ‖d1;Q ∩ (t = t1)‖2+α

)
×

×
(∥∥∥f ;Q(0)

∥∥∥
α

+ ‖ϕ0;D‖2+α +
∥∥∥g; Γ(0)

∥∥∥
1+α

)
+

+
∥∥∥f ;Q(1)

∥∥∥
α

+ ‖ϕ1;Q ∩ (t = t1)‖2+α +
∥∥∥g; Γ(1)

∥∥∥
1+α

)
.
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При k = 2 одержимо∥∥∥u;Q(2)
∥∥∥

2+α
≤ c

{(
1 + ‖d2;Q ∩ (t = t2)‖2+α

) ∥∥∥u;Q(1)
∥∥∥

2+α
+

+
∥∥∥f ;Q(2)

∥∥∥
α

+ ‖ϕ2;Q ∩ (t = t2)‖2+α +
∥∥∥g; Γ(2)

∥∥∥
1+α

}
≤

≤ c

(
2∑

k=1

2∏
λ=k

(
1 + ‖dλ;Q ∩ (t = tλ)‖2+α

)
×

×
(
‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α +

∥∥∥f ;Q(k−1)
∥∥∥
α

+
∥∥∥g; Γ(k−1)

∥∥∥
1+α

)
+

+ ‖ϕ2;Q ∩ (t = t2)‖2+α +
∥∥∥f ;Q(2)

∥∥∥
α

+
∥∥∥g; Γ(2)

∥∥∥
1+α

}
.

Продовжуючи оцiнювати розв’язок задачi в областях
Q(k), одержимо

‖u;N ;Q‖2+α ≤
∥∥∥u;Q(N)

∥∥∥
2+α
≤

≤ c

{
N∑
k=1

N∏
λ=k

(
1 + ‖dλ;Q ∩ (t = tλ)‖2+α

)
×

×
(∥∥∥f ;Q(k−1)

∥∥∥
α

+
∥∥∥ψ; Γ(k−1)

∥∥∥
1+α

+ ‖ϕk−1;Q ∩ (t = tk−1)‖2+α

)
+

+
∥∥∥f ;Q(N)

∥∥∥
α

+
∥∥∥ψ; Γ(N)

∥∥∥
1+α

+ ‖ϕN ;Q ∩ (t = tN )‖2+α

}
.

§4.4. Задача Кошi з iмпульсною дiєю для
параболiчного рiвняння другого порядку

В областi Π = [t0, tN+1) × Rn розглянемо задачу знаход-
ження функцiї u(t, x), яка при t 6= tλ, λ ∈ {1, 2, . . . , N}, задо-
вольняє рiвняння

ut −
n∑

ij=1

aij(x, t)uxixj +

n∑
i=1

ai(x, t)uxi+
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+a(x, t)u = f(x, t), (4.50)

умови за змiнною t:

u (t0 + 0, x) = ϕ0(x), (4.51)

u (tλ + 0, x)− u (tλ − 0, x) =

= bλ(x)u (tλ − 0, x) + ϕλ (tλ, x) , (4.52)

де t0 < t1 < t2 < · · · < tN < tN+1.
Задачу Кошi з iмпульсною дiєю для параболiчного рiвнян-

ня будемо вивчати в просторах H l(N ; Π); H l(N ; Π) – множи-
на функцiй, яка належить H l(N ;Q) для довiльної замкнутої
пiдобластi Q ⊂ Π.

Нехай Π(K) = [tK , tK+1)× Rn, k ∈ {0, 1, . . . , N}. Справед-
лива така теорема.
Теорема 4.5. Нехай u(t, x) – класичний розв’язок зада-

чi (4.50)–(4.52) i виконуються умови А), Б) для (t, x) ∈ Π,
a0(t, x) ≤ a < 0, bλ(x) ∈ H0(Rn), ϕλ(tλ, x) ∈ H0(Rn). Тодi для
u(t, x) справджується оцiнка

‖u(t, x)‖ ≤
N∑
K=1

N∏
ν=K

(1 + ‖bν ; Π ∩ (t = tν) ‖0)×

×
(
‖ϕK−1; Π ∩ (t = tK−1) ‖0 +

∥∥fa−1
0 ; ΠK−1

∥∥
0

+

+ ‖ϕN ; Π ∩ (t = tN )‖0 +
∥∥fa−1

0 ; ΠN

∥∥
0
≡M1,

де |f |(ΠK−1) = sup
Ω
|f |, Ω – довiльна замкнута пiвобласть Ω ⊂

ΠK−1.
Доведення. Нехай функцiя u(t, x) неперервна в областi
Π0 = {(t, x) ∈ Π, |x| <∞, t0 ≤ t ≤ tN+1} i ї ї модуль не пере-
вищує деякого числа M0.

Розглянемо функцiю

W (t, x) = u(t, x)−M1 −
M0

R2
0

(
|x|2 + C3t

)
.
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Знайдемо значення

LW = f(t, x)− a0M1 −
M0

R2
0

−2

n∑
i,j=1

aij(t, x)−

−2

n∑
i=1

ai(t, x)− a0

(
x3 + C3t

)
+ C3

]
.

Виберемо C3 i R0 так, щоб вираз, який стоїть бiля
M0

R2
0

був

вiд’ємний. Тодi LW ≤ 0. Крiм того, на бiчнiй межi i ниж-
нiй основi цилiндра Π(R) = {(t, x) ∈ Π, |x| ≤ R0, t0 ≤ t ≤ tN+1}
функцiя W (t, x) ≤ 0. Отже, W (t, x) ≤ 0 в цилiндрi Π(R).

Вiзьмемо довiльну точку
(
t(1), x(1)

)
∈ Π. Тодi при(

t(1), x(1)
)
∈ Π0 i при R0 →∞ одержимо оцiнку u(t, x) ≤M1.

Для оцiнки u(t, x) знизу потрiбно взяти функцiю

W1(t, x) = u(t, x) +M1 +
M0

R2
0

(
|x|2 + C3t

)
.

Для неї LW1 ≥ 0 i на нижнiй основi й на бiчнiй межi
Π(R)W1(t, x) ≥ 0. Тому W

(
t(2), x(2)

)
≥ 0 при

∣∣x(2)
∣∣ ≤ R0.

Спрямовуючи R0 →∞, одержимо

u(t, x) ≥ −M1.

Отже, |u(t, x)| ≤M1.

§4.5. Iснування розв’язку задачi Кошi з
iмпульсною дiєю для параболiчного
рiвняння

Встановимо iснування розв’язку задачi (4.50)–(4.52). Пра-
вильна така теорема.
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Теорема 4.6. Нехай виконанi умови теореми 4.5, bλ(x) ∈
Hα+2(Rn). Тодi iснує розв’язок задачi (4.50)–(4.52) у класi
Hα+2(Π), для нього правильна оцiнка

‖u;N ; Π‖2+α ≤ c
N∑
K=1

N∏
ν=K

(1 + ‖bν ; Π ∩ (t = tν) ‖2+α)×

× (‖f ; ΠK−1‖α + ‖ϕK−1; ΠK−1 ∩ (t = tK−1) ‖α+

+ ‖ϕN ; Π ∩ (t = tN )‖2+α + ‖f ; ΠN‖α . (4.53)

Доведення. Якщо (t, x) ∈ Π0 = [t0, t1) × Rn, то розв’язок
задачi

ut −
n∑

i,j=1

aij(t, x)uxixj +

n∑
i=1

ai(t, x)uxi + a(t, x)u = f(t, x),

u|t=t0 = ϕ0(x), (4.54)

за теоремою 1.11, iснує, єдиний, задається формулою

u(t, x) =

∫
Rn

Z (x, ξ, t, t0)ϕ0(ξ)dξ+

+

t∫
t0

dτ

∫
Rn

Z(x, ξ, t, τ)f(ξ, τ)dξ (4.55)

i для нього правильна оцiнка

‖u; Π‖2+α ≤ c (‖f ; Π‖α + ‖ϕ0;Rn‖2+α) . (4.56)

У випадку, коли (t, x) ∈ Π1 = [t1, t2)×Rn, розглянемо задачу
(4.50)–(4.52) у виглядi

ut −
n∑

i,j=1

aij(t, x)uxixj+
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+
n∑
i=1

ai(t, x)uxi + a(t, x)u = f(t, x), (4.57)

u|t=t1+0 = (1 + b1 (t1, x))u (t1 − 0, x) + ϕ1 (t1, x) . (4.58)

За теоремою 1.11 для розв’язку задачi (4.57), (4.58) пра-
вильна формула

u(t, x) =

t∫
t1

dτ

∫
Rn

Z(x, ξ, t, τ)f(ξ, τ)dξ+

+

∫
Rn

Z (x, ξ, t1, τ) [(1 + b1 (t1, ξ)) (u (t1 − 0, ξ) + ϕ1 (t1, ξ))] dξ

i для u(t, x) правильна оцiнка

‖u; Π1‖2+α ≤ c [‖f ; Π1‖α+

+ ‖(1 + b1)u(t1 − 0, ξ); Π1 ∩ (t = t1)‖2+α +

+ ‖ϕ1; Π1 ∩ (t = t1)‖2+α

]
=

= c
{(

1 + ‖b1; Π1 ∩ (t = t1)‖2+α

)
(‖ϕ0;Rn‖2+α + ‖f ; Π0‖α) +

+ ‖ϕ1; Π ∩ (t = t1)‖2+α + ‖f ; Π1‖α
}
.

Нехай (t, x) ∈ Π2 = [t2, t3) × Rn. Тодi u(t, x) буде
розв’язком задачi Кошi

ut −
n∑

i,j=1

aij(t, x)uxixj+

+

n∑
i=1

ai(t, x)uxi + a(t, x)u = f(t, x), (4.59)

u|t=t2+0 = (1 + b2 (t2, x))u (t2 − 0, x) + ϕ2 (t2, x) . (4.60)
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За теоремою 1.11 для розв’язку задачi Кошi (4.59)–(4.60) пра-
вильна формула

u(t, x) =

∫
Rn

Z (x, ξ, t, t2) [(1 + b2 (t2, ξ)u (t2 − 0, ξ) +

+ϕ2 (t2, ξ)] dξ +

t∫
t2

dτ

∫
Rn

Z(x, ξ, t, τ)f(ξ, τ)dξ

i для u(t, x) справедлива оцiнка

‖u; Π2‖2+α ≤ C (‖f ; Π2‖α+

+ ‖(1 + b2) |u (t2 − 0; ξ) |+ ϕ2; Π2 ∩ (t = t2) ‖2+α ≤

≤ c
{

(1 + ‖b2; Π2 ∩ (t = t2) ‖2+α)
[(

1 + ‖b1; Π1 ∩ (t = t1)‖2+α

)
×

×
(
‖ϕ0;Rn‖2+α + ‖f ; Π0‖α

)
+ ‖ϕ1; Π1 ∩ (t = t1)‖2+α +

+ ‖f ; Π1‖α] + ‖ϕ2; Π2 ∩ (t = t2)‖2+α +

+ ‖f ; Π2‖α ≤ c

{
2∑

k=1

2∏
λ=k

(1 + ‖bλ; Π ∩ (t = tλ) ‖2+α)×

× (‖ϕk−1; Π ∩ (t = tk−1) ‖2+α + ‖f ; Πk−1‖α) +

+‖ϕ2; Π ∩ (t = t2) ‖2+α + ‖f ; Π2‖α
}
.

Продовжуючи оцiнювати розв’язки вiдповiдних задач в
областях Πλ, λ ∈ {3, . . . , N}, одержимо оцiнку розв’язку за-
дачi (4.50)–(4.52) в областi Π.
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Роздiл 5. Задача керування температурним
режимом при обмеженнi на перепад

температур
Переважна бiльшiсть сучасних технологiчних процесiв в

рiзних галузях промисловостi, зокрема, у металургiйнiй, ма-
шинобудiвнiй i хiмiчнiй, пов’язана з нагрiванням i охолоджен-
ням елементiв конструкцiй або деталей. До основних фак-
торiв, що обмежують швидкiсть нагрiвання конструкцiй, є
максимальний перепад температур, величина якого визна-
чається густиною i однорiднiстю мiкроструктурних перетво-
рень тiла.

Розглянемо задачу оптимального керування нестацiонар-
ним температурним режимом при обмеженнях на керування
i максимальний перепад температур тiла.

Нехай u(ρ, t) – температурне поле, яке задовольняє рiв-
няння

α(t)
∂u

∂t
= β(t)∆u+ F (ρ, t), (1)

де ∆ =
∂2

∂ρ2
+
j

r

∂

∂ρ
(j = 0, 1, 2) i нелокальну умову за часовою

змiнною

u(r, 0) +

N∑
i=1

ai (ti)u (r, ti) = ϕ(r). (2)

Керування нагрiванням пластини i цилiндричного тiла
здiйснюється за допомогою конвентивного теплообмiну на
бiчних поверхнях

ur (R2, t) +H2 (u (R2, t)− p(t)) = 0,

ur (R1, t) +H1 (u (R1, t)− λ(t)) = 0, (3)

p(t) < λ(t).

Розглянемо задачу знаходження функцiї p(t), яка обмежена
знизу i зверху

p1(t) ≤ p(t) ≤ p2(t), (4)
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щоб при обмеженнi на максимальний перепад температури
тiла

max
r
u(r, t)−min

r
u(r, t) ≤ δ∗u, r ∈ (R1, R2) , (5)

за мiнiмально короткий час t(1) нагрiти тiло до середныої тем-
ператури

u∗
(
t(1)
)

=
(1 + j)Rj+1

2

Rj+1
2 −Rj+1

1

R2∫
R1

rju(r, t)dr. (6)

Побудова розв’язку задачi (1)–(6) вiдбувається у такiй по-
слiдовностi:

1) На першому етапi нагрiвання вiдбувається, коли

p(t) = p2(t),max
r
u(r, t)−min

r
u(r, t) ≤ δ∗u, r ∈ (R1, R2) . (7)

2) На другому етапi нагрiвання вiдбувається при обме-
женнi:

p1(t) ≤ p(t) ≤ p2(t), max
r
u(r, t)−min

r
u(r, t) = δ∗u. (8)

При вивченнi задачi керування з умовами (8) вважаємо,
що температурне поле u(r, t) являє собою монотонно неспад-
ну функцiю за координатою r. Нехай δ∗u = b(t) + cu∗(t). Тодi
умову (8) можна записати у виглядi

u (R2, t)− u (R1, t)− cu∗(t) = b(t). (9)

Отже, визначення температурного поля при виконаннi
умови (8) зводиться до розв’язання задачi (1), (2), (3), (9),
а оптимальне керування знаходиться з умови (3).
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§5.1. Задача керувания температурним режимом
при обмеженнi на перепад температур

Дослiдження поставленої задачi будемо проводити спо-
чатку у випадку виконання умови (7), тобто

p(t) = p2(t).

Отримаємо задачу вигляду:

α(t)
∂u

∂t
= β(t)∆u+ F (ρ, t), де ∆ =

∂2

∂ρ2
+
j

r

∂

∂ρ
, (5.1)

u(r, 0) +
N∑
j=1

aj (tj)u (r, tj) = ϕ(r). (5.2)

ur (R2, t) +H2 (u (R2, t)− p2(t)) = 0,

ur (R1, t)−H1 (u (R1, t)− λ(t)) = 0. (5.3)

Оскiльки умови (5.2) неоднорiднi, то розв’язок задачi (5.1),
(5.2), (5.3) шукаємо у виглядi:

u(r, t) = v(r, t) + ω(r, t), (5.4)

де ω(r, t) задовольняє крайовi умови (5.3). Нехай

ω(r, t) = x(t) + ry(t).

Пiдставимо в (5.3), маємо{
y(t) +H2 (x(t) +R2y(t)− p2(t)) = 0,
y(t) +H1 (x(t) +R1y(t)− λ(t)) = 0,

або {
y(t) (1 +H2R2) + x(t)H2 = H2p2(t),
y(t) (1−H1R1)− x(t)H1 = −λ(t)H1.

Обчислимо головний визначник даної системи:

∆ =

∣∣∣∣ 1 +H2R2 H2

1−H1R1 −H1

∣∣∣∣ = −H1 −H1H2R2 −H2 +H1H2R1.
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Оскiльки

∆1 =

∣∣∣∣ H2p2(t) H2

−H1λ(t) −H1

∣∣∣∣ = −H1H2p2(t) +H1H2λ(t),

∆2 =

∣∣∣∣ 1 +H2R2 H2p2(t)
1−H1R1 −H1λ(t)

∣∣∣∣ =

= −H1λ(t)−H1H2R2λ(t)−H2p2(t) +H1H2R1p2(t) =

= H1λ(t) (−1−H2R2)−H2p2(t) (H2R2 − 1) ,

то за теоремою Крамера маємо

y(t) =
∆1

∆
=

H1H2λ(t)−H1H2p2(t)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
,

x(t) =
∆2

∆
=
H1λ(t) (−1−H2R2)−H2p2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
.

Тодi

ω(r, t) = r
H1H2 [p2(t)− λ(t)] +H2p2(t) (H2R2 − 1)

3H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
+

+r
H1λ(t) (1 +H2R2)

3H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
=

=
rH1H2 (λ(t)− p2(t)) +H2p2(t) (H2R2 − 1) +H1λ(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
.

5.1.1. Нагрiвання пластини при обмеженнi на
перепад температур

Пiдставимо (5.4) в початкову задачу, одержимо крайову
задачу для v(r, t). Пiдставимо (5.4) в (5.1):

α(t)

[
∂v

∂t
+

rH1H2 (λ′(t)− p′2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H2p

′
2(t) (H2R2 − 1) +H1λ

′(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
=
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= β(t)

[
∂2v

∂r2
+

B′ −H1H2 (λ(t)− p2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
+ F (r, t);

α(t)
∂v

∂t
= β(t)

∂2v

∂r2
+

[
F (r, t) + β(t)

[
∂2v

∂r2
+

+
−b2H1H2 (λ(t)− p2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
−

−α(t)
rH1H2 (λ′(t)− p′2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+α(t)
H2p

′
2(t) (H2R2 − 1) +H1λ

′(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
.

Пiдставимо (5.4) в (5.2):

v(r, 0) +

N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) =

= ϕ(r) +
rH1H2 (λ(0)− p2(0)) +H2p2(0) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
rH1λ(0)(1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+

N∑
i=1

ai (ti)

[
rH1H2 (λ (ti)− p2 (ti))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H2p2 (ti) (H2R2 − 1) +H1λ

′ (ti) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
.

Пiдставимо (5.4) в (5.3):

∂v

∂r
(R2, t) +H2v (R2, t) = 0,

∂v

∂r
(R1, t)−H1v (R1, t) = 0.
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Отже, отримали таку задачу:

α(t)
∂v

∂t
= β(t)

∂2v

∂r2
+ F1(r, t), (5.5)

v(r, 0) +
N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) = ϕ1(r), (5.6)


∂v

∂r
(R2, t) +H2v (R2, t) = 0,

∂v

∂r
(R1, t)−H1v (R1, t) = 0,

(5.7)

де

F1(r, t) = F (r, t) + β(t)

[
H1H2 (λ(t)− p2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
+

+α(t)
rH1H2 (λ′(t)− p′2(t)) +H2p

′
2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+α(t)
H1λ

′(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
;

ϕ1(r) = ϕ(r) +
rH1H2 (λ(0)− p2(0)) +H2p2(0) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ

′(0)(1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
N∑
i=1

ai (ti)

[
rH1H2 (λ (ti)− p2 (ti))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H2p2 (ti) (H2R2 − 1) +H1λ

′ (ti) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
.

Розв’язок задачi (5.5)–(5.7) шукаємо у виглядi

v(r, t) =
∞∑
n=1

vn(t)Xn(r),
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де vn(t) – невiдома функцiя, Xn(r) – власнi функцiї задачi

X ′′(r) + µ ·X(r) = 0,

X ′ (R2) +H2X (R2) = 0,

X ′ (R1)−H1X (R1) = 0.

Знайдемо цi власнi функцiї:

X(r) = C1 cos
√
µr + C2 sin

√
µr.

Пiдставимо X(r) в крайовi умови. Для цього окремо об-
числимо X ′(r):

X ′(r) = −C1
√
µ sin

√
µr + C2

√
µ cos

√
µr.

Пiдставимо X(r) в першу крайову умову:

X ′ (R2) +H2X (R2) = −C1
√
µ sin

√
µR2 + C2

√
µ cos

√
µR2+

+H2C1 cos
√
µR2 +H2C2 sin

√
µR2 = C1 (H2 cos

√
µR2−

−√µ sin
√
µR2) + C2 (H2 sin

√
µR2 +

√
µ cos

√
µR2) .

Пiдставимо X(r) в другу крайову умову:

X ′ (R1)−H1X (R1) = −C1
√
µ sin

√
µR1 + C2

√
µ cos

√
µR1+

+H1C1 cos
√
µR1 −H1C2 sin

√
µR1 = C1 (H1 cos

√
µR1−

−√µ sin
√
µR1) + C2 (−H1 sin

√
µR1 +

√
µ cos

√
µR1) .

Отримаємо систему рiвнянь:
C1

(
H2 cos

√
µR2 −

√
µ sin

√
µR2

)
+

+C2

(
H2 sin

√
µR2 +

√
µ cos

√
µR2

)
= 0,

C1

(
H1 cos

√
µR1 −

√
µ sin

√
µR1

)
+

+C2

(
−H1 sin

√
µR1 +

√
µ cos

√
µR1

)
= 0.
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Знайдемо головний визначник даної системи:

∆ = H2
√
µ cos

√
µR2 cos

√
µR1 −H1H2 cos

√
µR2 sin

√
µR1−

−µ sin
√
µR2 cos

√
µR1 +H1

√
µ sin

√
µR2 sin

√
µR1+

+H2
√
µ sin

√
µR2 sin

√
µR1 +H1H2 cos

√
µR1 sin

√
µR2+

+µ cos
√
µR2 sin

√
µR1 +H1

√
µ cos

√
µR1 cos

√
µR2 =

= H1H2 (H2
√
µ+ cos

√
µR1 sin

√
µR2 − cos

√
µR2 sin

√
µR1) +

+H2
√
µ (cos

√
µR2 cos

√
µR1 + sin

√
µR2 sin

√
µR1) +

+H1
√
µ (sin

√
µR2 sin

√
µR1 + cos

√
µR2 cos

√
µR1) +

+µ (cos
√
µR2 sin

√
µR1 − sin

√
µR2 cos

√
µR1) =

= H1H2 sin
√
µ (R2 −R1) +H2

√
µ cos

√
µ (R2 −R1) +

+H1
√
µ cos

√
µ (R2 −R1) + µ sin

√
µ (R2 −R1) .

Прирiвняємо ∆ до нуля:

sin
√
µ (R2 −R1) (H1H2 + µ) +

+ cos
√
µ (R2 −R1) (H2

√
µ+H1

√
µ) = 0,

ctg
√
µ (R2 −R1) = − H1H2 + µ

√
µ (H1 +H2)

.

Отримали трансцендентне рiвняння, розв’язок якого шу-
каємо графiчним методом. Нехай

y1 = ctg
√
µ (R2 −R1) , y2 = − H1H2√

µ (H1 +H2)
+

√
µ

H1 +H2
,
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де η2k+1 =

(
(2k + 1)π

2(R2−R1)

)2

.

Нехай µn – розв’язки трансцендентного рiвняння, тобто
власнi числа задачi Штурма-Лiувiлля,

Вiдповiднi власнi функцiї:

Xn(r) =
√
µn cos

√
µn (r −R1) +H1 sin

√
µn (r −R1) .

Розвинемо функцiї F1(r, t) та ϕ1(r) за власними функцiя-
ми Xn(r):

F1(r, t) =
∞∑
n=1

fn(t)Xn(t)ϕ1(r) =
∞∑
n=1

dnXn(r),

де fn(t) =
1

‖Xn‖2

R2∫
R1

F1(r, t)Xn(r)dr, dn(t) =

1

‖Xn‖2

R2∫
R1

ϕ1(r, t)Xn(r)dr.
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Пiдставимо у (5.5)–(5.7). Отримаємо:

α(t)
dvn
dt

+ β(t)µnvn(t) = fn(t), (5.8)

vn(0) +
N∑
i=1

ai (ti) vn (ti) = dn. (5.9)

Розглянемо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

α(t)
dv0
n

dt
+ β(t)µnv

0
n(t) = 0,

Загальний розв’язок має вигляд

v0
n(t) = Ane

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо методом
варiацiї довiльної сталої:

v0
n(t) = An(t)e

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Пiдставимо в рiвняння (5.8)

α(t)A′n(t)e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
= fn(t).

Одержимо

An(t) =

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +Bn.

Отже,

vn =

Bn +

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.
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Задовiльнимо умову (5.9):

Bn

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 = dn −
N∑
i=1

ai (ti)×

×
ti∫

0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ.

Звiдси знаходимо Bn, а отже i vn:

vn(t) =

 t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ+

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Тому

u(r, t) =
rH1H2 (λ(t)− p2(t)) +H2p2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+

∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ

+

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
×
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× cos
√
µn (r −R1) +H1 sin

√
µn (r −R1) .

Теорема 5.1. (про iснування розв’язку задачi) Нехай ви-
конуються такi умови:

F1(r, t) ∈ C(0,2) ([0,∞)× [R2, R1]) , ϕ1(r) ∈ C(2)[R2, R1]

i задовольняють крайовi умови (5.7),

βα−1 ∈ L1(0, T ),

N∑
j=1

|a (tj)| ≤ λ0 < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (5.1)–(5.3), який зобра-
жується у виглядi:

u(r, t) =
rH1H2 (λ(t)− p2(t)) +H2p2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)
d
τ
dξ

+

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

tiβ(τ)∫
0

dτ

e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
×

× cos
√
µn (r −R1) +H1 sin

√
µn (r −R1) .

5.1.2. Задача керування температурою
нагрiвання цилiндричного тiла

Розглянемо випадок виконання умови (7). У цьому випад-
ку оптимальне керування p(t) = p2(t). Тому для знаходження
оптимальної температури потрiбно знайти розв’язок рiвнян-
ня

α(t)
∂u

∂t
= β(t)

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂ρ

)
+ F (t, r), (5.10)
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що задовольняє нелокальну умову

u(ρ, 0) +

N∑
j=1

aj (tj)u (r, tj) = f(ρ) (5.11)

крайовi умови

ur (R2, t) +H2u (R2, t) = H2p2(t),

ur (R1, t)−H1u (R1, t) = −H1λ(t),

r ∈ [R2, R1] , k ≥ 0. (5.12)

Розв’язок задачi (5.10)–(5.12) шукаємо у виглядi

u(r, t) = v(r, t) + ω(r, t),

де ω(r, t) – довiльна двiчi непереревно диференцiйована
функцiя, для якої виконуються крайовi умови (5.12). Функцiя
ω(r, t) має вигляд:

ω(r, t) =
R2H1H2λ(t) +H1λ(t) +H2p2(t)

H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
+

+
rH1H2 (p2(t)− λ(t)) +R2H1H2λ(t)

H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
.

Функцiя v(r, t) задовiльняє однорiдну крайову задачу

α(t)
∂v

∂t
= ρ(t)

(
∂2v

∂ρ2
+

1

ρ

∂v

∂ρ

)
+ F2(t, r), (5.13)

v(r, 0) +

N∑
j=1

aj (tj)V (r, tj) = f2(r), (5.14)

vr (R2, t) +H2v (R2, t) = 0,
vr (R1, t)−H1v (R1, t) = 0,

(5.15)
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де

F2(t, r) = F1(t, r)− 2

r

H1H2λ(t)−H1H2p2(t)

H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
β(t).

f2(r) = ϕ1(r).

Справедлива така теорема
Теорема 5.2. Нехай H1 + H2 + H1H2 6= 0, функцiї

F3(t, r) ∈ C(0,2) ([0,∞)× [R2, R1]), f1(r) ∈ C(2) ([R1, R2]) i за-
довольняють крайовi умови (5.15),

βα−1 ∈ L1(0, T ),
N∑
j=1

|aj (tj)| ≤ λ0 < 1.

Тодi iснує оптимальний розв’язок задачi (5.10)–(5.12),
який визначається формулою:

u(r, t) =
H1H2(t) +H1(t) +H2p2(t) + rH1H2 (p2(t)− (t))

H1 +H2 +H1H2
+

+

∞∑
n=1


an −

N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

ϕn(β)e−λ
2
n(ti−β)dβ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−λ2

n

ti∫
0

β(τ)
dτ

+

+

t∫
0

ϕn(τ)e−λ
2
n(t−τ)dτ

Znρ, (5.16)

де

ϕn(τ) =
1

‖Zn‖2

R2∫
R1

ρF3(t, ρ)Zn(ρ)dρ,

an =
1

‖Zn‖2

R2∫
R1

ρf1(ρ)Zn(ρ)dρ
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Zn(ρ) =
[
λnY

′
0 (λn) +H2Y0 (λn)

]
0

(λn, ρ)−

−
[
λnJ

′
0 (λn) +H2J0 (λn)

]
Y0 (λn, ρ) .

Доведення. Роз’язок задачi (5.13)–(5.15) шукатимемо у
виглядi,

v(r, t) =

∞∑
n=1

vn(t)Zn(r), (5.17)

де vn(t) – невiдомi функцiї, а Zn(r) – власнi функцiї, тобто
нетривiальнi розв’язки задачi

r2Z ′′(r) + rZ ′(r) + λ2r2Z(r) = 0, (5.18)

Z ′ (R2) +H2Z (R2) = 0,
Z ′ (R1)−H1Z (R1) = 0.

(5.19)

Загальний розв’язок рiвняння (5.18) має вигляд

Z(r) = C1J0(λ, r) + C2Y0(λ, r), (5.20)

де J0(λ, r), Y0(λ, r) – функцiї Бесселя першого та другого роду
вiдповiдно. Тодi задовольняючи умови (5.19), маємо:

λ (C1J
′
0 (λ,R2) + C2Y

′
0 (λ,R2)) +H2 (C1J0 (λ,R2) +

+C2Y0 (λ,R2)) = 0,
λ (C1J

′
0 (λ,R1) + C2Y

′
0 (λ,R1))−H1 (C1J0 (λ,R1) +

+C2Y0 (λ,R1)) = 0,

або
C1 (λJ ′0 (λ,R2) +H2J0 (λ,R2)) + C2 (λY ′0 (λ,R2) +

+H2Y0 (λ,R2)) = 0,
C1 (λJ ′0 (λ,R1)−H1J0 (λ,R1)) + C2 (λY ′0 (λ,R1)−

+H1Y0 (λ,R1)) = 0.

(5.21)

Знайдемо визначник ∆ системи (5.21) i прирiвняємо його
до нуля

∆ =
[
λJ ′0 (λ,R2) +H2J0 (λ,R2)

] [
λY ′0 (λ,R1)−H1Y0 (λ,R1)

]
−
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−
[
λY ′0 (λ,R2) +H2Y0 (λ,R2)

]
×

×
[
λJ ′0 (λ,R1)−H1J0 (λ,R1)

]
= 0. (5.22)

Звiдси знаходимо власнi значення задачi (5.17), (5.19).
Нехай {λn}∞n=1 – власнi значення. Тодi власнi функцiї мають
вигляд:

Zn(r) =
[
λnY

′
0 (λn) +H2Y0 (λn)

]
J0 (λn, r)−

[
λnJ

′
0 (λn) +

+H2J0 (λn)]Y0 (λn, r) . (5.23)

Розвинемо в ряд за власними функцiями вiльний член рiв-
няння (5.13)

F3(t, r) =
∞∑
n=1

ϕn(t)Zn(r), (5.24)

де

ϕn(t) =

R2∫
R1

ρF3(t, ρ)Zn(ρ)dρ.

Пiдставляючи (5.17), (5.24) в (5.13), отримаємо рiвняння

v′n(t) + λ2
nvn(t) = fn(t). (5.25)

Розкладаючи за власними функцiями в ряд функцiю
f1(ρ), маємо

f1(ρ) =

∞∑
n=1

anZn(ρ), (5.26)

де

an =
1

‖Zn‖2

R2∫
R1

ρf1(ρ)Zn(ρ)dρ.

Пiдставляючи (5.26), (5.17) в (5.14), отримаємо

vn(0) +
N∑
i=1

ai (ti) vn (ti) = an. (5.27)
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Повторюючи мiркування першого параграфа, знаходимо
розв’язок задачi (5.25), (5.27). Маємо

vn(t) =

an −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(β)e−λ
2
n(τ−β)dβ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e−λ
2
nti

+

+

t∫
0

fn(τ)e−λ
2
n(t−τ)dτ. (5.28)

.
Пiдставляючи (5.28) в (5.17) i враховуючи значення функ-

цiї ω(ρ, t), знаходимо розв’язок задачi (5.10)–(5.12):

u(ρ, t) =
R2H1H2λ(t) +H1λ(t) +H2p2(t)

H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
+

+
rH1H2 (p2(t)− λ(t)) +R2H1H2λ(t)

H1 +H2 +H1H2 (R2 −R1)
+

+

∞∑
n=1


an −

N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

ϕn(β)e
−λ2

n

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dβ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−λ2

n

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

+

+

t∫
0

fn(τ)e−λ
2
n(t−τ)dτ

Zn(ρ),

де

ϕn(τ) =
1

‖Zn‖2

1∫
k

ρF3(t, ρ)Zn(ρ)dρ,
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an =
1

‖Zn‖2

1∫
k

ρf1(ρ)Zn(ρ)dρ,

Zn(ρ) =
[
λnY

′
0 (λn) +H2Y0 (λn)

]
J0 (λn, ρ)−

−
[
λnJ

′
0 (λn) +H2J0 (λn)

]
Y0 (λn, ρ) .

5.1.3. Задача про нагрiвання сферичного тiла
Пiдставимо (5.4) в початкову задачу i одержимо крайову

задачу для v(r, t).

α(t)

[
∂v

∂t
+
rH1H2 (λ′(t)− p′2(t)) +H2p

′
2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ

′(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
= β(t)

[
∂2v

∂r2
+

+
2

r

∂v

∂r
+

2

r

H1H2 (λ(t)− p2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
+ F (r, t);

α(t)
∂v

∂t
= β(t)

(
∂2v

∂r2
+

2

r

∂v

∂r

)
+

+

[
F (r, t) + β(t)

[
2

r

H1H2 (λ(t)− p2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
−

−α(t)
rH1H2 (λ′(t)− p′2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H̄2p

′
2(t) (H2R2 − 1) +H1λ

′(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
.

Пiдставимо (5.4) в (5.2). Одержимо:

v(r, 0) +

N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) =

= ϕ(r) +
rH1H2 (λ(0)− p2(0))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+
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+
H2p2(0) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ(0) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
N∑
i=1

ai (ti)

[
rH1H2 (λ (ti)− p2 (ti))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H2p2 (ti) (H2R2 − 1) +H1λ

′ (ti) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
.

Пiдставимо (5.4) в (5.3):

∂v

∂r
(R2, t) +H2v (R2, t) = 0,

∂v

∂r
(R1, t)−H1v (R1, t) = 0.

Отже, отримали таку задачу:

α(t)
∂v

∂t
= β(t)

(
∂2v

∂r2
+

2

r

∂v

∂r

)
+ F1(r, t), (5.29)

v(r, 0) +
N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) = ϕ1(r), (5.30)


∂v

∂r
(R2, t) +H2v (R2, t) = 0,

∂v

∂r
(R1, t)−H1v (R1, t) = 0,

(5.31)

де

F1(r, t) = F (r, t) + β(t)

[
2

r

H1H2 (λ(t)− p2(t))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
−

−α(t)
rH1H2 (λ′(t)− p′2(t)) +H2p

′
2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+
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+α(t)
H1λ

′(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
.

ϕ1(r) = ϕ(r) +
rH1H2 (λ(0)− p2(0)) +H2p2(0) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ

′(0) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
N∑
i=1

ai (ti)

[
rH1H2 (λ (ti)− p2 (ti))

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H2p2 (ti) (H2R2 − 1) +H1λ

′ (ti) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)

]
.

Розв’язок задачi (5.29)–(5.31) шукаємо у виглядi

v(r, t) =
∞∑
n=1

vn(t)Xn(r),

де vn(t) – невiдома функцiя, Xn(r) – власнi функцiї задачi

r2X ′′(r) + 2rX ′(r) + µr2X(r) = 0,

X ′ (R2) +H2X (R2) = 0,

X ′ (R1)−H1X (R1) = 0.

Знайдемо цi власнi функцiї, для цього зробимо замiну:

η =
√
µr, X(r) = X

(
η
√
µ

)
= Z(η).

Тодi воно набуде вигляду:

η2Z ′′ + 2ηZ ′ + η2Z = 0

– це рiвняння Бесселя, загальний розв’язок якого має вигляд:

Z(η) = η−
1
2

(
C1J 1

2
(η) + C2J 1

2
(η)
)

=
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=

√
1

π

1

η
(C1 sin

√
µr + C2 cos

√
µr) .

Тобто

X(r) =

√
1

πµ

1

r
(C1 cos

√
µr + C2 sin

√
µr) .

Пiдставимо X(r) в крайовi умови. Для цього окремо об-
числимо X ′(r):

X ′(r) = −
√

1

πµ

1

r2
(C1 sin

√
µr + C2 cos

√
µr) +

+

√
1

πµ

1

r

√
µ (C1 cos

√
µr − C2 sin

√
µr) =

=

√
1

πµ

1

r

[
C1

(
−

sin
√
µr

r
+
√
µ cos

√
µr

)
+

+C2

(
−

cos
√
µr

r
−√µ sin

√
µr

)]
.

Отримаємо систему рiвнянь:

C1

(
− sin

√
µR2

R2
+
√
µ cos

√
µR2 +H2 sin

√
µR2

)
+

+C2

(
− cos

√
µR2

R2
−√µ sin

√
µR2 +H2 cos

√
µR2

)
= 0,

C1

(
− sin

√
µR1

R1
+
√
µ cos

√
µR1 −H2 sin

√
µR1

)
+

+C2

(
− cos

√
µR1

R1
−√µ sin

√
µR1 −H2 cos

√
µR1

)
= 0.

Обчислимо головний визначник даної системи:

∆ =

(
1

R1R2
+
H2

R2
+ µ− H2

R1
−H2

2

)
sin
√
µ (R2 −R1) +

+

(√
µ

R2
−
√
µ

R1
− 2H2

√
µ

)
cos
√
µ (R2 −R1) .
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Прирiвняємо ∆ до нуля:(
1

R1R2
+
H2

R2
+ µ− H2

R1
−H2

2

)
sin
√
µ (R2 −R1) +

+

(√
µ

R2
−
√
µ

R1
− 2H2

√
µ

)
cos
√
µ (R2 −R1) = 0.

Отримали трансцендентне рiвняння

ctg
√
µ (R2 −R1) = −

µ+ 1
R1R2

+H2

(
1
R2
− 1

R1

)
−H2

2

√
µ
(

1
R2
− 1

R1

)
− 2H2

√
µ

,

розв’язок якого шукають графiчним методом.
Нехай µn – розв’язки цього рiвняння, тобто власнi числа

задачi Штурма–Лiувiлля.
Вiдповiднi власнi функцiї мають вигляд:

Xn(r) =

√
1

πµn

1

r
(R1
√
µn cos

√
µn (r −R1) +

+ (1 +H2R1) sin
√
µn (r −R1)) .

Розкладемо функцiї F1(r, t) та ϕ1(r) за власними функцiями
Xn(r):

F1(r, t) =

∞∑
n=1

fn(t)Xn(t), ϕ1(r) =

∞∑
n=1

dnXn(r),

де

fn(t) =
1

‖Xn‖2

R2∫
R1

r2F1(r, t)Xn(r)dr,

dn(t) =
1

‖Xn‖2

R2∫
R1

r2ϕ1(r, t)Xn(r)dr.
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Пiдставимо в (5.29)–(5.31) F1(r, t) i ϕ1(r), отримаємо:

α(t)
dvn
dt

+ β(t)µnvn(t) = fn(t), (5.32)

vn(0) +
N∑
i=1

bni (ti) vn (ti) = dn. (5.33)

Розглянемо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

α(t)
dv0
n

dt
+ β(t)µnv

0
n(t) = 0,

v0
n(t) = Ane

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

За методом варiацiї довiльної сталої

v0
n(t) = An(t)e

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Пiдставимо в рiвняння (5.32):

α(t)A′n(t)e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
= fn(t),

An(t) =

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +Bn.

Отже,

vn =

Bn +

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

tβ(τ)
α(τ)

dτ
dξ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Задовольнимо умову (5.14):

Bn

1 +
N∑
i=1

ani (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 =
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= dn −
N∑
i=1

ai (ti)

ti∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ.

Звiдси знаходимо Bn, а, отже, i vn:

vn(t) =

 t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ+

+

dn −
N∑
i=1

bNi (ti)
ti∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ani (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Тому

u(r, t) =
rH1H2 (λ(t)− p2(t)) +H2p2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
√

1

πµn
×

×1

r
(R1
√
µn cos

√
µn (r −R1) + (1 +H2R1) sin

√
µn (r −R1)) .

Теорема 5.3. (про iснування розв’язку задачi). Нехай ви-
конуються такi умови:

F1(t, r) ∈ C(0,2) ([0,∞)× [R2, R1]) , ϕ1(r) ∈ C(2) ([R1, R2])
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i цi функцiї задовольняють крайовi умови (5.31),

βα−1 ∈ L1(0, T ),

N∑
j=1

|a (tj)| ≤ λ0 < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (5.1)–(5.3), який зобра-
жується у виглядi:

u(r, t) =
rH1H2 (λ(t)− p2(t)) +H2p2(t) (H2R2 − 1)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
H1λ(t) (1 +H2R2)

−H1 −H2 −H1H2 (R2 −R1)
+

+
∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)α(τ)dτ
dξ +

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
√

1

πµn
×

×1

r
(R1
√
µn cos

√
µn (r −R1) + (1 +H2R1) sin

√
µn (r −R1)) .

§5.2. Задача керування температурним режимом
при обмеженнi на керування

Нехай виконуються обмеження:

p1(t) ≤ p(t) ≤ p2(t),

max
r
u(r, t)−min

r
u(r, t) = δ∗u(t),

де
δ∗u = cu∗ + b(t).
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Отримаємо задачу вигляду:

α(t)
∂u

∂t
= β(t)∆u+ F (ρ, t), де ∆ =

∂2

∂ρ2
+
j

r

∂

∂ρ
,

u(r, 0) +
N∑
j=1

aj (tj)u (r, tj) = ϕ(r),

ur (R1, t) +H1 (u (R1, t)− λ(t)) = 0,

u (R2, t)− u (R1, t)− c
(1 + j)Rj+1

2

Rj+1
2 −Rj+1

1

R2∫
R1

rju(r, t)dr = b(t).

5.2.1. Задача керування температурним
режимом пластини

α(t)
∂u

∂t
= β(t)∆u+ F (ρ, t), де ∆ =

∂2

∂ρ2
, (5.34)

u(r, 0) +

N∑
j=1

aj (tj)u (r, tj) = ϕ(r), (5.35)

ur (R2, t) +H1 (u (R1, t)− λ(t)) = 0,

u (R2, t)− u (R1, t)− c
R2

R2 −R1

R2∫
R1

u(r, t)dr = b(t). (5.36)

Оскiльки умови (5.36) неоднорiднi, то розв’язок задачi (5.34)–
(5.36) шукаємо у виглядi:

u(r, t) = v(r, t) + ω(r, t), (5.37)

де ω(r, t) задовольняє крайовi умови (5.36)

ω(r, t) = rη(t) + µ(t).
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Пiдставимо в (5.36)
η(t)−H1 (R1η(t) + µ(t)− λ(t)) = 0,
R2η(t) + µ(t)−R1η(t)− µ(t)−

− cR2

R2 −R1

R2∫
R1

(rη(t) + µ(t))dr = b(t),
⇔

⇔
{
η(t) (1−H1R1)−H1µ(t) = −H1λ(t),
η(t)

(
R2 −R1 − cR2

2 − cR1R2

)
− cR2µ(t) = b(t).

Обчислимо головний визначник даної системи:

∆ =

∣∣∣∣ 1−H1R1 −H1

R2 −R1 − cR2
2 − cR1R2 −cR2

∣∣∣∣ =

= 2CH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2) .

За теоремою Крамера:

∆1 =

∣∣∣∣ −H1λ(t) −H1

b(t) cR2

∣∣∣∣ = cH1R2λ(t) +H1b(t),

∆2 =

∣∣∣∣ 1−H1R1 −H1λ(t)
R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2 b(t)

∣∣∣∣ =

= b(t) (1−H1R1) +H1λ(t)
(
R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
.

Отримаємо, що

η(t) =
∆1

∆
=

cH1R2λ(t) +H1b(t)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
,

µ(t) =
∆2

∆
=

b(t) (1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
H1λ(t)

(
R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

.
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Тодi

ω(r, t) =
b(t) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ(t)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

.

Пiдставимо (5.37) в (5.34)–(5.36). Одержимо крайову за-
дачу для v(r, t). Пiдставимо (5.37) в (5.34):

α(t)

[
∂v

∂t
+

b′(t) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ′(t)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

]
= β(t)

[
∂2v

∂r2
+

+
cH1R2λ(t) +H1b(t)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

]
+ F (r, t);

Пiдставимо (5.37) в (5.35):

v(r, t) +

N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) =

= ϕ(r)− b(0) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ(0)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

−

−
N∑
i=1

ai (ti)

[
b(ti) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ(ti)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

]
.
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Пiдставимо (5.37) в (5.36):

∂v

∂r
(R1, t) +H1v(R1, t) = 0,

v (R2, t)− v (R1, t)−
cR2

R2 −R1

R2∫
R1

v(r, t)dr = 0.

Отже, отримали таку задачу:

α(t)
∂v

∂t
= β(t)

∂2v

∂r2
+ F1(r, t), (5.38)

v(r, 0) +

N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) = ϕ1(r), (5.39)


∂v

∂t
(R1, t) +H1v(R1, t) = 0,

v (R2, t)− v (R1, t)−
cR2

R2 −R1

R2∫
R1

v(r, t)dr = 0,
(5.40)

де

F1(r, t) = F (r, t) + β(t)

[
∂2v

∂r2
+

+
cH1R2λ(t) +H1b(t)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

]
− α(t)×

b′(t) (rH1 + 1−H1R1) + λ′(t)
(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

ϕ1(r) = ϕ(r)− b(0) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ(0)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

−
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−
N∑
i=1

ai (ti)

[
b (ti) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ (ti)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

]
.

Розв’язок задачi (5.38)–(5.40) шукаємо у виглядi

v(r, t) =
∞∑
n=1

vn(t)Xn(r),

де vn(t) – невiдома функцiя, Xn(r) – власнi функцiї задачi

X ′′(r) + µX(r) = 0,

X ′ (R1) +H1X (R1) = 0,

X (R2)−X (R1)− cR2

R2 −R1

R2∫
R1

X(r)dr = 0.

Знайдемо цi власнi функцiї:

X(r) = C1 cos
√
µr + C2 sin

√
µr.

Пiдставимо X(r) в крайовi умови. Отримаємо:

C1

(
H1 cos

√
µR1 −

√
µ sin

√
µR1

)
+ C2

(
H1 cos

√
µR1+

+
√
µ cos

√
µR1

)
= 0,

C1

(
cos
√
µR2 − cos

√
µR1 −

cR2√
µ (R2 −R1)

×

×
(
sin
√
µR2 − sin

√
µR1

))
+ C2

(
sin
√
µR2 − sin

√
µR1−

− CR2√
µ (R2 −R1)

(cos
√
µR2 − cos

√
µR1)

)
= 0.

Позначимо

A = cos
√
µR2 − cos

√
µR1 −

cR2

R2 −R1
(sin
√
µR2 − sin

√
µR1) ,
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B = sin
√
µR2 − sin

√
µR1 −

cR2

R2 −R1
(cos
√
µR2 − cos

√
µR1) .

Знайдемо головний визначник даної системи:

∆ =∣∣∣∣ H1 cos
√
µR1 −

√
µ sin

√
µR1, H1 cos

√
µR1 +

√
µ cos

√
µR1

A B

∣∣∣∣ =

=
√
µ+

cR2

R2 −R1
sin
√
µ (R2 −R1)−√µ cos

√
µ (R2 −R1) +

+
cR2H1√

µ (R2 −R1)

(
cos2√µR2 +

sin 2
√
µR1

2

)
+H1

(
cos2√µR1−

−
sin 2
√
µR1

2

)
+
cH1 cos

√
µR1√

µ (R2 −R1)
(−R2 cos

√
µR2+

+R1 sin
√
µR2) +H1 cos

√
µR1 (sin

√
µR2 − cos

√
µR2) .

Прирiвнявши ∆ до нуля отримаємо трансцендентне рiв-
няння, розв’язок якого знаходимо графiчним методом. Нехай
µn – розв’язки цього рiвняння, тобто власнi числа задачi
Штурма–Лiувiлля. А вiдповiднi власнi функцiї:

Xn(r) = (H1 cos
√
µnR1 −

√
µn sin

√
µnR1) cos

√
µnr+

+ (H1 cos
√
µnR1 +

√
µn cos

√
µnR1) sin

√
µnr.

Розкладемо функцiї F1(r, t) та ϕ1(r) за власними функ-
цiями Xn(r):

F1(r, t) =
∞∑
n=1

fn(t)Xn(t), ϕ1(r) =
∞∑
n=1

dnXn(r),

де

fn(t) =
1

‖Xn‖2

2∫
R1

r2F1(r, t)Xn(r)dr,
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dn(t) =
1

‖Xn‖2

2∫
R1

r2ϕ1(r, t)Xn(r)dr.

Пiдставимо у (5.38)–(5.40) отримаємо:

α(t)
dvn
dt

+ β(t)µnvn(t) = fn(t), (5.41)

vn(0) +
N∑
i=1

bni (ti) vn (ti) = dn. (5.42)

Розглянемо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

α(t)
dv0
n

dt
+ β(t)µnv

0
n(t) = 0,

v0
n(t) = Ane

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

За методом варiацiї довiльної сталої:

v0
n(t) = An(t)e

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Пiдставимо в рiвняння (5.41):

α(t)A′n(t)e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
= fn(t),

An(t) =

t∫
0

a−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +Bn.

Отже,

vn =

Bn +

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.
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Задовольнимо умову (5.42):

Bn

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 =

= dn −
N∑
i=1

ai (ti)

ti∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ.

Звiдси знаходимо Bn, а, отже, i vn:

vn(t) =

 t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ+

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Тому

u(r, t) =
b(t) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ(t)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

+

+
∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

bni (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
×
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× (H1 cos
√
µnR1 −

√
µn sin

√
µnR1) cos

√
µnr+

+ (H1 cos
√
µnR1 +

√
µn cos

√
µnR1) sin

√
µnr.

Теорема 5.4. (про iснування розв’язку задачi). Нехай ви-
конуються такi умови: функцiї

F1(t, r) ∈ C(0,2) ([0,∞)× [R1, R2]) , ϕ1(r) ∈ C(2) ([R1, R2])

задовольняють умови (5.40),

βα−1 ∈ L1(0, T ),

N∑
j=1

|a (tj)| ≤ λ0 < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (5.1)–(5.3), який зобра-
жується у виглядi:

u(r, t) =
b(t) (rH1 + 1−H1R1)

2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)
+

+
λ(t)

(
crR2 +R2 −R1 − cR2

2 + cR1R2

)
2cH1R1R2 +H1 (R2 −R1)− cR2 (1 +R2)

+

+

∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ

+

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
×

× (H1 cos
√
µnR1 −

√
µn sin

√
µnR1) cos

√
µnr+

+ (H1 cos
√
µnR1 +

√
µn cos

√
µnR1) sin

√
µnr.
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5.2.2. Задача керування температурним
режимом цилiндра

Розглянемо задачу

α(t)
∂u

∂t
= β(t)∆u+ F (ρ, t); де ∆ =

∂2

∂ρ2
+

1

r
+

∂

∂ρ
, (5.43)

u(r, 0) +
N∑
j=1

aj (tj)u (r, tj) = ϕ(r), (5.44)

ur (R2, t) +H1 (u (R1, t)− λ(t)) = 0,

u (R2, t)− u (R1, t)− c
2R2

2

R2
2 −R2

1

R2∫
R1

ru(r, t)dr = b(t). (5.45)

Оскiльки умови (5.45) неоднорiднi, то розв’язок задачi (5.43)–
(5.45) шукаємо у виглядi:

u(r, t) = v(r, t) + ω(r, t), (5.46)

де ω(r, t) задовольняє крайовi умови (5.2):

ω(r, t) = rη(t) + µ(t).

Пiдставимо в (5.45)
η(t)−H1 (R1η(t) + µ(t)− λ(t)) = 0,
R2η(t) + µ(t)−R1η(t)− µ(t)−

− 2cR2
2

R2
2 −R2

1

R2∫
R1

(rη(t) + µ(t))dr = b(t),

⇔

 η(t) (1−H1R1)−H1µ(t) = −H1λ(t),

η(t)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
− cR2

2µ(t) = b(t).
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Обчислимо головний визначник даної системи:

∆ =

∣∣∣∣∣ 1−H1R1 −H1

R2 −R1 − 2
3c

R2
2(R2

2+R1R2+R2
1)

R1+R2
−cR2

2

∣∣∣∣∣ = cH1R1R
2
2+

+H1(R2 −R1)− cR2
2 −

2

3
c
H1R

2
2

(
R2

2 +R1R2 +R2
1

)
R1 +R2

.

За теоремою Крамера:

∆1 =

∣∣∣∣ −H1λ(t) −H1

b(t) cR2
2

∣∣∣∣ = cH1R
2
2λ(t) +H1b(t);

∆2 =

∣∣∣∣∣ 1−H1R1 −H1λ(t)

R2 −R1 − 2
3c

R2
2(R2

2+R1R2+R2
1)

R1+R2
b(t)

∣∣∣∣∣ =

= b(t)(1−H1R1)+H1λ(t)

(
R2 −R1 −

2

3
c
R2

2

(
R2

2 +R1R2 +R2
1

)
R1 +R2

)
.

Отримаємо, що

η(t) =
∆1

∆
=

=
cH1R

2
2λ(t) +H1b(t)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

) ;

µ(t) =
∆2

∆
=

=

b(t) (1−H1R1) +H1λ(t)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

) .

Тодi

ω(r, t) =
rcH1R

2
2λ(t) + rH1b(t)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)+
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+

b(t) (1−H1R1) +H1λ(t)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

) .

Пiдставимо (5.46) в (5.43)–(5.45). Одержимо крайову за-
дачу для v(r, t). Пiдставимо (5.46) в (5.43):

α(t)

∂v∂t +
rcH1R

2
2λ
′(t) + rH1b

′(t)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)+

+

b′(t) (1−H1R1) +H1λ
′(t)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
 =

= β(t)

[
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r
+

+
1

r

cH1R
2
2λ(t) +H1b(t)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
+

+F (r, t).

Пiдставимо (5.46) в (5.44):

v(r, t) +

N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) = ϕ(r)−

− rcH1R
2
2λ(0) + rH1b(0)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)−
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−
b(0) (1−H1R1) +H1λ(0)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

) −

−
N∑
i=1

ai (ti)
rcH1R

2
2λ (ti) + rH1b (ti)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)−

−
b (ti) (1−H1R1) +H1λ (ti)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
≡ ϕ1(r).

Пiдставимо (5.46) в (5.45):

∂v

∂r
(R1, t) +H1v (R1, t) = 0,

v (R2, t)− v (R1, t)−
cR2

2

R2
2 −R2

1

R2∫
R1

rv(r, t)dr = 0.

Отже, отримали таку задачу:

a(t)
∂v

∂t
= β(t)

(
∂2v

∂r2
+

1

r

∂v

∂r

)
+ F1(r, t), (5.47)

v(r, 0) +
N∑
i=1

ai (ti) v (r, ti) = ϕ1(r), (5.48)


∂v

∂r
(R1, t) +H1v (R1, t) = 0,

v (R2, t)− v (R1, t)−
cR2

2

R2
2 −R2

1

R2∫
R1

rv(r, t)dr = 0.
(5.49)
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Розв’язок задачi (5.47)–(5.49) шукаємо у виглядi

v(r, t) =

∞∑
n=1

vn(t)Xn(r),

де vn(t) – невiдома функцiя, Xn(r) – власнi функцiї задачi

r2X ′′(r) + rX ′(r) + µr2X(r) = 0,

X ′ (R1) +H1X (R1) = 0,

X (R2)−X (R1)− cR2
2

R2
2 −R2

1

R2∫
R1

rX(r)dr = 0.

Знайдемо цi власнi функцiї, для цього зробимо замiну:

η =
√
µr, X(r) = X

(
−1
√
µ

)
= Z(η).

Тодi воно набуває вигляду:

η2Z ′′ + ηZ ′ + η2Z = 0

– це рiвняння Беселля, загальний розв’язок якого має вигляд:

Z(η) = C1J0(η) + C2Y0(η),

де

J0(x) =

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(x
2

)2k
,

Y0(x) =
2

π
J0(x)

(
ln
x

2
+ C

)
−

− 2

π

∞∑
k=1

(−1)k

(k!)2

(x
2

)2k
[
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

k

]
.
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Виконуються такi рiвностi:

x∫
0

tJ0(t)dt = xJ1(x),

x∫
0

tY0(t)dt = xY1(x).

Тодi

X(r) = C1

∞∑
k=0

(−1)k

(k!)2

(√
µr

2

)2k

+

+C2

( ∞∑
k=0

2

π

(−1)k

(k!)2

(√
µr

2

)2k
(

ln

√
µr

2
+ C −

∞∑
k=0

1

k

))
.

Позначимо:

Nk =
(−1)k

(k!)2

(√
µ

2

)2k

.

Тодi

X(r) = C1

∞∑
k=0

Nkr
2k+C2

( ∞∑
k=0

2

π
Nkr

2k

(
ln

√
µr

2
+ C −

∞∑
k=0

1

k

))
.

Пiдставимо X(r) в крайовi умови. Для цього окремо обчис-
лимо X ′(r):

X ′(r) = C1

∞∑
k=0

Nkr
2k+

+C2

( ∞∑
k=0

2

π
Nkr

2k−1

(
2k

(
ln

√
µr

2
+ C −

∞∑
k=1

1

k

)
− 1

))
.

Пiдставимо в першу крайову умову:

X ′ (R2) +H2X (R2) = C1

∞∑
k=0

NkR
2k
2 (1 +H2) +

+C2

( ∞∑
k=1

2

π
NkR

2k−1
2

(
ln

√
µR2

2
+ c+

∞∑
k=1

1

k

)
(1 +H2R2)

)
.
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Пiдставимо в другу крайову умову:

X (R2)−X (R1)− cR2
2

R2
2 −R2

1

R2∫
R1

rX(r)dr = C1

∞∑
k=0

Nk

(
R2k

2 −R2k
1

)
+

+C2

∞∑
k=0

2

π
Nk

(
ln

√
µR2

2
+ C −

∞∑
k=1

1

k

)
R2k+2

2 −R2k+2
1

2k + 2
.

Позначимо:

A1 =
∞∑
k=1

2

π
NkR

2k−1
2

(
ln

√
µR2

2
+ C +

∞∑
k=1

1

k

)
(1 +H2R2) ;

A2 =
∞∑
k=1

2

π
NkR

2k−1
2

(
ln

√
µR2

2
+ C +

∞∑
k=1

1

k

)
×

×

(
R2k+2

2 −R2k+2
1

2k + 2

)
.

Отримаємо систему рiвнянь:
C1

∞∑
k=1

NkR
2k
2 (1 +H2) + C2A1 = 0,

C1

∞∑
k=1

Nk

(
R2k

2 −R2k
1

)
+ C2A2 = 0.

Обчислимо головний визначник даної системи:

∆ = A2

∞∑
k=1

NkR
2k
2 (1 +H2)−A1

∞∑
k=1

Nk

(
R2k

2 −R2k
1

)
.

Прирiвнюємо ∆ до нуля. Нехай µn – розв’язки цього рiвнян-
ня, тобто власнi числа задачi Штурма–Лiувiлля.
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Позначимо Mkn =
(−1)k

(k!)2

(√
µn

2

)2k

. Вiдповiднi власнi

функцiї:

Xn(r) =

∞∑
k=1

MknR
2n
2 (1 +H2) J0(r)+

+
∞∑
k=1

2

π
MknR

2n−1
2

(
ln

√
µR2

2
+

∞∑
k=1

1

k

)
(1 +H2R2)Y0(r).

Розкладемо функцiї F1(r, t) та ϕ1(r) за власними функ-
цiями Xn(r):

F1(r, t) =

∞∑
n=1

fn(t)Xn(t), ϕ1(r) =

∞∑
n=1

dnXn(r),

де

fn(t) =
1

‖xn‖2

R2∫
R1

r2F1(r, t)Xn(r)dr,

dn(t) =
1

‖xn‖2

R2∫
R1

r2ϕ1(r, t)Xn(r)dr.

Пiдставимо у (5.47)–(5.49), отримаємо:

α(t)
dvn
dt

+ β(t)µnvn(t) = fn(t), (5.50)

vn(0) +

N∑
i=1

ai (ti) vn (ti) = dn. (5.51)

Розглянемо вiдповiдне однорiдне рiвняння:

α(t)
dv0
n

dt
+ β(t)µnv

0
n(t) = 0,
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v0
n(t) = Ane

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

За методом варiацiї довiльної сталої:

v0
n(t) = An(t)e

−µn
t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Пiдставимо в рiвняння (5.50):

α(t)A′n(t)e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
= fn(t),

An(t) =

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +Bn.

Отже,

vn =

Bn +

t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Задовiльнимо умову (5.51):

Bn

1 +

N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 =

= dn −
N∑
i=1

ai (ti)

ti∫
0

α−1(ξ)bn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ.

Звiдси знаходимо Bn, а отже i vn:

vn(t) =

 t∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ+
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+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

α−1(ξ)fn(ξ)e
−µn

ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
.

Тому
u(r, t) =

=
rcH1R

2
2λ(t) + rH1b(t)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)+

+

b(t) (1−H1R1) +H1λ(t)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

) +

+

∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µn

ξ∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
dξ +

+

dn −
N∑
i=1

ai (ti)
ti∫
0

fn(ξ)
α(ξ) e

−µn
ti∫
ξ

β(τ)
α(τ)

dτ

dξ

1 +
N∑
i=1

ai (ti) e
−µn

ti∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ

 e
−µn

t∫
0

β(τ)
α(τ)

dτ
×

×
∞∑
n=1

NnR
2n
2 (1 +H2) J0(r) +

∞∑
n=1

2

π
NnR

2n−1
2 ×

×

(
ln

√
µR2

2
+ C +

∞∑
n=1

1

n

)
(1 +H2R2)Y0(r).
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Теорема 5.5. (про iснування розв’язку задачi). Нехай ви-
конуються такi умови: F1 ∈ C(0,2)(0, T ) × [R2, R1], ϕ1 ∈
C(2) ([R1, R2]) i задовольняють умови (5.49),

βα−1 ∈ L1(0, T ),
N∑
j=1

|a (tj)| ≤ λ0 < 1.

Тодi iснує єдиний розв’язок задачi (5.1)–(5.3), який зобра-
жується у виглядi:

u(r, t) =

− rcH1R
2
2λ(t) + rH1b(t)

cR2
2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)+

+

b(t) (1−H1R1) +H1λ(t)

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

)
cR2

2 (H1R1 − 1) +H1

(
R2 −R1 − 2

3c
R2

2(R2
2+R1R2+R2

1)
R1+R2

) +

+
∞∑
n=1

 t∫
0

fn(ξ)

α(ξ)
e
µnξ

ξ
0
β(τ)
α(τ)

dτ
dξ

+
∞∑
n=1

NnR
2n
2 (1 +H2) J0(r)+

+

∞∑
n=1

2

π
NnR

2n−1
2

(
ln

√
µR2

2
+ C +

∞∑
n=1

1

n

)
(1 +H2R2)Y0(r).

Зауваження. Аналогiчний результат одержується при
керуваннi температурним режимом сферичного тiла.

§5.3. Побудова оптимального керування нагрiвом
тiла при обмеженнях на керування i
максимальний перепад температур

Розв’язення задачi оптимального керування нагрiвом тi-
ла (1)–(8) складається iз окремих етапiв, на кожному з яких
виконується умова (7) або (8). Перший етап нагрiвання тiла
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здiйснюється при умовi (7), тобто керування p(t) = p2(t) до
того часу, поки не буде досягнуто максимально допустимий
перепад температур

u (R2, t1)− u (R1, t1)− cT ∗ (t1) = b (t1) . (5.52)

З (5.52) визначається час t1 перемикання температурного
режиму, що здiйснюється при умовi (7), на гранично допусти-
мiй режим, який характеризується максимально допустимим
перепадом температур (8). Оптимальне керування знаходить-
ся з крайової умови (3).

Нагрiвання тiла на другому етапi здiйснюється до тих
пiр, поки не буде досягнута умова кiнцевої мети нагрiван-
ня u∗ (t1) = u1, або керування знову перейде на допустиму
величину p (t2) = p2 (t2).

Отже, побудова оптимального керування повторюється до
того часу, поки не буде виконана умова (6).
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