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Нехай D обмежена область в Rn з межею ∂D, dimD = n, Ω – деяка
обмежена область, Ω ⊂ D, dimΩ ≤ n− 1. Розглянемо в областi D задачу
знаходження функцiй (u(x; q(x)), q(x)) на яких функцiонал

I(q) =

∫
D

F (x;u(x, q(x)), q(x))dx (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй q ∈ V = {q|q ∈ Cα(D), ν1(x) ≤ q(x) ≤
ν2(x)} iз яких u(x, q(x)) задовольняє при x ∈ D\Ω рiвняння з параметром
λ

(Lu)(x) ≡
[ n∑
i,j=1

Aij(x)∂xi∂xj +

n∑
i=1

Ai(x)∂xi +A0(x)+λ
]
u(x, q) = f(x, q(x)),

(2)
а на межi областi ∂D крайову умову

lim
x−→z∈∂D

[
u(x, q(x))− φ(x)

]
= 0. (3)

Порядок особливостей коефiцiєнтiв рiвняння (2) i крайової умови (3)
у точцi P (x) ∈ D характеризуватимуть функцiї s(βi, x): s(βi, x) = ρβi(x)
при ρ(x) ≤ 1, s(βi, x) = 1 при ρ(x) ≥ 1, βi ∈ (−∞,∞), β = (β1, . . . , βn),
ρ(x) = inf

z∈Ω
|x− z|.

Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(3). Cl(γ;β; a;D) – мно-
жина функцiй u: x ∈ D, якi мають неперервнi частиннi похiднi в областi
D\Ω вигляду ∂k

x , |k| ≤ [l], для яких скiнченна норма

||u; γ;β; a;D||l =
∑

|k|≤[l]

||u; γ;β; a;D||k + ⟨u; γ;β; a;D⟩l,

1



де

||u; γ;β; a;D||k = sup
P∈D

s((a+ |k|)γ;x)|∂k
xu(P )|

n∏
i=1

s(−kiβi, x),

∂k
x = ∂k1

x1
, ..., ∂kn

xn
, |k| = k1 + · · ·+ kn.

Щодо задачi (1)–(3) вважаємо виконаними умови:
a) коефiцiєнти рiвняння (1) Aij(x)s(βi, x)s(βj , x) ∈ Cα(γ;β; 0;D),
Ai(x)s(µi, x) ∈ Cα(γ;β; 0;D), µi ≥ 0, A0(x)s(µ0;x) ∈ Cα(γ;β; 0;D), µ0 ≥ 0,
A0(x) < λ, 0 < λ < ∞ i виконується умова рiвномiрної елiптичностi

C1|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

Aij(x)s(βi, x)s(βj , x)ξiξj ≤ C2|ξ|2,

б) функцiї f(x, q) ∈ Cα(γ;β; 2γ;D), φ(x) ∈ C2+α(γ;β; 0;D),
γ = max{max

i
βi,max

i
(µi − βi),

µ0

2 }, ∂D ∈ C2+α.

Теорема 1. Нехай для задачi (2) – (3) виконанi умови а), б). То-
дi iснує єдиний розв’язок задачi (2) – (3) iз простору C2+α(γ;β; 0;D) i
справджується нерiвнiсть

∥u; γ;β; 0;D∥2+α ≤ c∥f ; γ;β; 2γ;D∥α + ∥φ; γ;β; 0;D∥2+α. (4)

Якщо f ∈ Cα(γ;β; 0;D), (Lφ)(x) ∈ Cα(γ;β; 0;D) i для задачi виконую-
ться умови а)–б), то єдиний розв’язок задачi (2), (3) в областi D ви-
значається iнтегралом Стiлтьєса з борелiвською мiрою

u(x) = φ(x) +

∫
D

Z(x, dξ)[f(ξ, q(ξ))− (Lφ)(ξ)]dξ

Необхiднi i достатнi умови iснування розв’язку задачi (1) – (3) вста-
новлюються за допомогою методики працi [1].
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OPTIMAL CONTROL IN A DIRICHLE PROBLEM FOR
ELLIPTICAL EQUATIONS WITH DEGENERATION

The problem of optimal control of the system described by the Dirichle problem
for the elliptic equation of the second order is studied. Cases of internal and
boundary management are considered. The quality criterion is given by the sum
of volume and surface integrals. The coefficients of the equation and the boundary
condition allow power singularities of arbitrary order in any variables at some
set of points. The necessary and sufficient conditions for the existence of the
optimal solution of the system described by the boundary value problem for the
elliptic equation with degeneracy have been established.
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