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Анотація 

 Вперше строго обгрунтовано умови розв’язності задачі оптимального 

керування для стохастичної динамічної системи випадкової структури з 

марковськими перемиканнями.  

 Результати також є правильними для задачі оптимальної стабілізації 

вказаних систем. 
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Вступ 

 Кілька проблем, що стосуються властивостей розв’язків матричних 

диференціальних рівнянь Ріккаті досліджувались дослідниками як в теорії 

керування, так і галузі диференціальних рівнянь. Існування глобальних 

розв’язків рівнянь Ріккаті давно пов'язані з достатніми умовами Якобі 

варіаційному численні. 

 У 1960 р. Р. Калман [27] отримав умови існування глобального 

розв’язку системи матричних диференціальних рівнянь Ріккаті в так званих 

умовах керованості та спостережливості в теорії керування; результат був 

пов'язаний з так званою лінійно-квадратичною задачею оптимізації.  

 У розділі 1 роботі розглянемо клас зв’язних матричних нелінійних 

диференціальних рівнянь, включаючи частиниий випадок матричних 

диференціальних рівнянь. 

 Наша увага зосереджена на проблемі існування та єдиності 

стабілізуючих та обмежених розв’язків та існування максимального 

розв’язку (або мінімального розв’язку) стосовно деякої сім’ї глобальних 

розв’язків рівнянь, які розглядаються. 

 Показано, що якщо коефіцієнти рівнянь є періодичними функціями, 

то як стабілізуючі, так і обмежені розв’язки, максимальні та мінімальні 

розв’язки теж є періодичними функціями. 

 Результати цього розділу пропонують новий погляд на відомі 

результати, що стосуються розв'язків матричних диференціальних рівнянь 

Ріккаті. 

 Також наводиться детальний перелік посилань на основні праці, де 

розглядаються результати існування та інші властивості розв’язків для 

диференціальних рівнянь Ріккаті як у детермінованому, так і в 

стохастичному випадках [1–3,13,14,22,25,28,34,36,42]. 
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Розділ 1.  Системи матричних диференціальних рівнянь, 
які виникають при дії марковських перемикань 

1. Постановка задачі 

 1.1. Позначення та попередні зауваження 
 Використовуватимемо наступні позначення 

 A.  Z  – це множина невід’ємних дійсних чисел. Z  – множина 

усіх дійсних T  – матриць. T  – одинична T  – матриця. 

 Якщо T  – матриця (або вектор), то T  – це транспонована ! ; якщо T  

– матриця, то T є операторною нормою T , тобто ! , 

T  є слід матриці T . 

 Також !  

 Якщо Н матриця, тоді  !  означає, що !  є симетричною додатно 

визначеною матрицею. 

 Б.  Позначимо через !  простір усіх T  симетричних матриць і 

!  (d разів). !  це простір Гільберта зі скалярним 

добутком  

    T    (1.1) 

 Норма, породжена цим скалярним добутком, є T  для 

всіх T  . На !  ми вважаємо також нормою 

 !  

 Маємо, що  

     T  

 Якщо !  є лінійним оператором, тоді T  є оператором 

норми ! , індукований нормою T  на ! . Якщо !  – лінійний оператор на 

! , то !  позначає його спряжений оператор. 

 Якщо T , то !  є невід’ємно визначеною T , якщо  T  

R+ Rn×m

n × m In n × n

X XT X A

|A | A |A | = [λmax (A*A)]1/2

TrA A

D = {1,2,...,d}

H ⩾ 0 H

Sn n × n

Sd
n = Sn ⊕ Sn ⊕ ⋯ ⊕ Sn Sd

n

⟨H, G⟩ =
d

∑
i=1

Tr(H(i)G(i)) .

∥H∥ = ⟨H, H⟩1/2

H ∈ Sd
n Sd

n

|H | = max{ |H(i) | ; 1 ⩽ i ⩽ d}, H ∈ Sd
n .

|H | ⩽ ∥H∥ ⩽ nd |H | .

T:Sd
n→Sn

d | |T | |

T | ⋅ | Sd
n T

Sd
n T*

H ∈ Sd
n H H ⩾ 0 H(i) ⩾ 0
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для всіх ! . !  називається додатним оператором, якщо T  

означаєT . 

 Для ! , T  є рівномірно додатною, і запишемо T , якщо 

існує T  такe, що T  для всіх ! , де ! . 

 В. T  позначає лінійний простір !  де   

T . На T  розглянемо норму! . Таким 

чином T  є скінченовимірним простором Банаха. Часто будемо 

позначати T . Очевидно, що T . 

 Якщо T  

 ! , тоді через T  ми розуміємо наступний 

елемент  
  T . 

 Якщо ! , то через T  позначимо 

елемент ! , визначений так: !  якщо всі 

матриці !  оборотними. Якщо !  

тоді T  визначається як ! . 

 1.2. Системи раціональних матричних диференціальних рівнянь 
 У цьому розділі досліджується декілька властивостей класу 

розв’язків для систем матричних диференціальних рівнянь виду 

 T  

 T  

i ∈ D T:Sd
n→Sn

d H ⩾ 0

TH ⩾ 0

H:I→Sn
d H H(t) ≫ 0

δ > 0 H(t) ⩾ δJn t ∈ I Jn = (InIn . . . In) ∈ Sd
n

Md
n,m A = (A(1), A(2), . . . , A(d ))

A(i) ∈ Rn×m Md
n,m |A | = ma xi∈D{ |A(i) |}

(Md
n,m, | ⋅ | )

Md
n Sd

n ⊂ Md
n

C ∈ Md
p,n, B ∈ Md

n,m, C = (C(1)C(2)⋯C(d )),

B = (B(1)B(2)⋯B(d )) D = CB

Md
p,m, D = (D(1), D(2), . . . , D(d )), D(i) = C(i)B(i), i ∈ D

A ∈ Md
n , A = (A(1), A(2), . . . , A(d )) A−1

Md
n A−1 = (A−1(1), A−1(2), . . . , A−1(d ))

A(i), i ∈ D B ∈ Md
n,m, B = (B(1), B(2), . . . , B(d ))

B* ∈ Md
m,n B* = (B*(1), B*(2), . . . , B*(d ))

d
dt

X(t, i) + A*0 (t, i)X(t, i) + X(t, i)A0(t, i) +
r

∑
k=1

A*k (t, i)X(t, i)Ak(t, i)+

+
d

∑
j=1

qijX(t, j ) + M(t, i) − [X(t, i)B0(t, i) +
r

∑
k=1

A*k (t, i)X(t, i)Bk(t, i)+
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 T   

   T   (1.2) 

де ! !

!  !  є обмеженими та неперервними 

функціями на І. Системи матричних диференціальних рівнянь типу (1.2) 

з'являються у зв’язку з декількома проблемами надійного керування 

лінійними стохастичними системами з марковськими стрибками, які 

описуються системою 

T   

  T    (1.3) 

з функціоналом якості 

T  

    T     (1.4) 

де T – математичне сподівання, !  – вектор стану, !  – 

вектор керуанння, !  є стандартним r-

вимірним процесом Вінера на заданому ймовірнісному просторі [19]. 

!  – неперервний справа рівномірний ланцюг Маркова з простором 

станів D і матрицею перехідних ймовірностей !  

тут T  і 

     T     (1.5)  

T , якщо !  [9]. 

+L(t, i)][R(t, i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(t, i)Bk(t, i)]
−1

[B*0 (t, i)X(t, i)+

+
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(t, i)Ak(t, i) + L*(t, i)] = 0,

i ∈ D, t ∈ I, Ak : I → Md
n , Bk : I → Md

n,m, k = 0,1,…, r,

L : I → Md
n,m, M : I → Sd

n R : I → Sd
m

d x(t) = [A0(t, η(t))x(t) + B0(t, η(t))u(t)] dt+

+
r

∑
k=1

[Ak(t, η(t))x(t) + Bk(t, η(t))u(t)] dwk(t)

J(u) = E∫
∞

t0
[x*(t)M(t, η(t))x(t) + 2x*(t)L(t, η(t))u(t)+

+u*(t)R(t, η(t))u(t)] dt,

E[ ⋅ ] x(t) ∈ Rn u(t) ∈ Rm

w(t) = (w1(t), …, wr(t))*, t ∈ R+

η(t), t ≥ 0

P(t) = [pij(t)] = eQt, t > 0

Q = [qi, j]
d

∑
j=1

qij = 0, i ∈ D

qij ≥ 0 i ≠ j
T7



Припустимо, що T  для всіх !  і процеси !  та 

!  є незалежними. 

 Система (1.2) містить, зокрема, кілька типів матричних  

диференціальних рівнянь Ріккаті, які досліджуються у зв'язку з деякими 

задачами керування як у детермінованому, так і в стохастичному випадках. 

 Таким чином, якщо ! , то 

(1.2) є відомою системою матричних диференціальних рівнянь Ріккаті, 

широко дослідженою в детермінованому випадку. Якщо !  і 

T  , то система (1.2) стає системою матричних диференціальних 

рівнянь, яка виникає у зв'язку з лінійною-квадратичною задачею 

оптимізації для стохастичної системи Вінера-Іто [23], [44], [46].  
 В працях [4], [40], [41] розглядається лінійна задача квадратичної 

оптимізації з невизначеним знаком T , пов'язана з лінійною 

стохастичною системою, залежного від стану шуму, та від регульованого 

шуму. У вищезгаданих роботах було показано, що максимальний розв’язок 

матричного диференціального рівняння Ріккаті (1.2) з !  відіграє 

вирішальну роль для розв’язування задачі лінійно-квадратичної оптимізації 

з невизначеним знаком. 

 Для ! і ! , (1.2) стає раціональним 

диференціальним рівнянням, дослідженим в [7], [24], і пов’язане з 

проблемою загасання збурень для лінійних стохастичних систем Вінера-

Іто. 

 У випадку ! , система (1.2) вивчалася в [35] у 

зв’язку з лінійно-квадратичною задачею для лінійної стохастичної системи 

з марковськими стрибками; для T  система (1.2) була розглянута в 

[15] у зв’язку з проблемою надійоної стабілізації для лінійної стохастичної 

системи з марковським стрибками. 

 Якщо ! , система (1.2) була вивчена у 

зв'язку з декількома проблемами надійного керування, пов'язаними з 

P{η(0) = i} > 0 i ∈ D {w(t), t ≥ 0}

{η(t), t ≥ 0}

D = {1}, q11 = 0,Ak(t) = 0,Bk(t) = 0,1 ≤ k ≤ r

D={1}

R(t,1) > 0

R(t,1)

d = 1

D = {1}, q11 = 0 R = D*D − γ2I

Bk = 0,k ≥ 1,R(t, i) > 0

R(t, i) = y2I

Ak(t, i) = 0,Bk(t, i) = 0,k = 1,...,r

T8



лінійною системою, на яку впливають марковські стрибки ([26], [30], [31], 

[32] та посилання у них). 

 Наша мета – вказати на деякі якісні властивості деяких спеціальних 

розв’язків систем диференціальних рівнянь типу (1.2). У пункті 1.4 

наведено необхідні та достатні умови існування максимального розв’язку, 

необхідні та достатні умови для існування обмеженого та стабілізуючого 

розв’язку та достатніх умов для існування мінімального невід’ємного 

розв’язку. Доведення єдиності обмеженого та стабілізуючого розв’язку. 

 У пункті 1.5 наведемо періодичний випадок. Метою цього розділу є 

вивчення систем (1.2) у більш загальних умовах, ніж якщо б вони 

відповідали системам (1.3) та функціональним за витратами (1.4). Точніше 

ми розглянемо випадок, коли елементи матриці T  задовольняють лише 

умову ! . Умова (1.5) потрібна лише для доведення леми 1.5 та 

теореми 1.7, де задіяні деякі методи стохастичних систем. 

 1.3. Деякі попередні результати 

 У цьому пункті наведемо деякі означення та допоміжні результати, 

які будуть використані в подальших викладках. 

A. Оператор !  визначемо як   

 T  

    T   (1.6) 

!  для всіх !  де !  

є неперервними та обмеженими, а для елементів матриці

T  виконується умова 

      T  для T .    (1.7) 

 Очевидно, що !  є неперервною функцією на !  і !  є 

лінійним обмеженим оператором на ! . 

Q

qij ≥ 0; i = j

L(t) : Sd
n → Sd

n

[L(t)H ](i) = A0(t, i)H(i) + H(i)AT
0 (t, i)+

+
r

∑
k=1

Ak(t, i)H(i)AT
k (t, i) +

d

∑
j=1

qjiH,

i ∈ D H = (H(1), H(2), . . . , H(d )) ∈ Sd
n Ak : I → Md

n

Q = {qij}i, j∈{1,2,…,d}

qij ≥ 0 i ≠ j

t → L(t) I H → (L(t)H )

Sd
n

T9



 Оператор !  є оператором типу Ляпунова, визначеним на  

T . Зауважимо, що якщо !  і ! , то 

(1.6) набуває відомого оператора Ляпунова для детермінованованої 

системи. 

 Розглянемо лінійне диференціальне рівняння на ! : 

    T    (1.8) 

 Нехай !  є розв’язком рівняння (1.8) з початковою умовою 

!  

 Через !  позначимо лінійний оператор на !  у силу системи (1.8) 

 !  

 Очевидно, !  для всіх !  

 Якщо оператор !  є спряженим до оператора !  відносно 

скалярного добутку (1.1), то 

    T ,   (1.9) 

де !  є спряженим оператором оператора T . Це легко перевірити: 

T  

T , 

 !  

 Наступний результат доведений у роботі [15]. 

 Лема 1.1. Для кожного !  оператори ! та !  є 

доданими операторами на ! . 

 Означення 1.1. Ми говоритимемо, що рівняння (1.8) визначає 

експоненціально стійку еволюцію або що система T  стійка, 

L(t)

(A0, A1, . . . , Ar; Q) Ak = 0,k ≥ 1 D = {1}, q11 = 0

Sd
n

d
dt

S(t) = L(t)S(t), t ∈ I .

S(t, t0, H )

S (t0, t0, H) = H ∈ Sd
n .

T(t, t0) Sd
n

T (t, t0) H = S (t, t0, H), H ∈ Sd
n , t, t0 ∈ I .

T(t, s)T (s, t0) = T (t, t0) t, s, t0 ∈ I

T*(t, s) T(t, s)

d
ds

T*(t, s) + L*(s)T*(t, s) = 0

L*(s) L(s)

[L*(s)H](i) = A*0 (s, i)H(i) + H(i)A0(s, i) +
r

∑
k=1

A*k (s, i)H(i)Ak(s, i)+

+
d

∑
j=1

qijHj i ∈ D

H = (H(1), H(2), …, H(d )) ∈ Sd
n .

t, t0 ∈ I, t ⩾ t0 T(t, t0) T*(t, t0)

Sd
n

(A0, A1, …, Ar; Q)
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якщо існують T  такі, що  

   T . 

 Необхідні та достатні умови для експоненціальної стійкості для 

системи (1.8) встановлено в [15]. Тут ми наведемо лише деякі окремі 

результати. 

 Твердження 1.1. Якщо система !  стійка, то для 

кожного !  неперервного та обмеженого, лінійне диференціальне 

рівняння 

    T       (1.9) 

має єдиний обмежений розв’язок, який задається формулою   

 T , 

причому, якщо всі коефіцієнти рівняння (1.9) є періодичними функціями з 

періодом θ, тоді його єдиний обмежений розв’язок є також θ-періодичною 

функцією. 

 Нехай T  є неперервними та  

обмеженими функціями. Ми можемо визначити лінійні оператори на !  у 

вигляді 

 T  

     T , 

де !  виконується нерівність (1.7). 

 Розглянемо наступне розширення лінійного оператора 

! : 

T  

β ⩾ 1, α > 0

T (t, t0) ⩽ βe−α(t − t0), ( ∀)t ⩾ t0, t, t0 ∈ I

(A0, A1, …, Ar; Q)

H : I → Sd
n

d
dt

K(t) + L*(t)K(t) + H(t) = 0

K(t) = ∫
∞

t
T*(s, t)H(s)ds, t ∈ I

Ak, j : I → Md
n , k = 0,1,…, r; j = 1,2

Sd
n

(Lj(t)H)(i) = A0, j(t, i)H(i) + H(i)A*0, j(t, i) +
r

∑
k=1

Ak, j(t, i)H(i)A*k, j(t, i)+

+
d

∑
p=1

qpiH(p)

i ∈ D, H ∈ Sd
n , j = 1,2; Q = (qij)

Le(t) : Sd
2n → Sd

2n

(Le(t)H)(i) = A0,e(t, i)H(i) + H(i)A*0,e(t, i) +
r

∑
k=1

Ak,e(t, i)H(i)A*k,e(t, i)+
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 T , 

де T T , ! . 

 Твердження 1.2 За розглянутими припущеннями наступні 
твердження еквівалентні: 

(i) Системи !  є стійкі. 

(ii) Розширена система ! є стійкою. 

Доведення. 

(i) → (ii) З твердження 4.6 в [15] робимо висновок, що існують  – 

функції!  які обмежені і задовольняють лінійні  

(ii) диференціальні рівняння  

 T . 

 Покладемо T T . Неважко помітити, що !  є 

розв’язком лінійного диференціального рівняння на T , 

   T .  (1.10) 

 Застосовуючи знову твердження 4.6 з [15], робимо висновок, що 

розширена система T  є стійкою. 

(ii) → (i) Якщо розширена система T  стійка, то існує 

 – функція , яка є обмеженою та рівномірно додатною, яка 

задовільняє лінійне диференціальне рівняння (1.9). 

 Нехай T  є розбиттям, породженим  

+
d

∑
j=1

qjiH( j ), i ∈ D, H ∈ Sd
2n

Ak,e(t, i) = (
Ak,1(t, i) 0

0 Ak,2(t, i)) k=0,1,…,r

(A0, j, A1, j, …, Ar, j; Q), j = 1,2

(A0,e, A1,e, …, Ar,e; Q)

C−1

Kj : I → Sd
n , Kj(t) ≫ 0

d
dt

Kj(t) + L*j (t)Kj(t) + Jn = 0, j = 1,2

Ke(t) = (K1(t) 0
0 K2(t)) Ke(t)

Sd
2n

d
dt

Kj(t) + L*j (t)Kj(t) + Jn = 0, j = 1,2

(A0,e, A1,e, …, Ar,e; Q)
(A0,e, A1,e, …, Ar,e; Q)

C−1 Ke : I → Sd
2n

Ke(t, i) = (K11(t, i) K12(t, i)
K*12(t, i) K22(t, i))
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розбиттям матриці ! . 

 Покладемо ! .  

Прямим підрахунком отримуємо, що !  є обмеженим і рівномірним 

додатним розв’язком рівняння 

 T . 

Таким чином, із твердження 4.6 з [15] можна зробити висновок, що 

системи стійкі. □ 

 Б. Нехай !  

!  є неперервними 

та обмеженими функціями. T  – матриця, для якої виконується (1.7). 

 Означення 1.2. (a) Трійка !  стабілізується, якщо існує 

неперервна обмежена функція T , така , що система 

!  є стійкою. 

 (б) Ми говоримо, що трійку T  можна визначити, якщо існує 

неперервна обмежена функція ! , така , що система 

T  є стійкою. 

 Функцію ! з попередніми властивостями будемо  

називатимемо "стабілізуючим посиленням зворотного зв'язку", а функцію 

!  називатимемо "стабілізуючою ін’єкцією". 

 Ми припускаємо, що якщо !  є періодичними 

функціями з періодом θ, а якщо T  стабілізується T  

визначена відповідно), то існує стабілізуюче посилення зворотного зв'язку, 

яке є періодичною функцією з періодом θ (існує стабілізуюча ін'єкція, яка є 

періодичною функцією з періодом θ). Крім того, якщо  

!  і T стабілізується (можна 

виявити), то існує стабілізуюче посилення зворотного зв'язку, яке є сталим 

(існує стабілізуюча ін'єкція, яка є сталою). 

Ak,e(t, i)

Kj(t) = (Kjj(t,1), Kjj(t,2), …, Kjj(t, d )), j = 1,2

t → Kj(t)

d
dt

Kj(t) + L*j (t)Kj(t) + Jn = 0, t ∈ I, j = 1,2

A = (A0, A1, . . . , Ar), (B0, B1, . . . , Br),

(C0, C1, . . . , Cr), Ak : I → Md
n Bk : I → Md

n,m, Ck : I → Md
p,n

Q = (qij)

(A; B; Q)

F : I → Md
m,n

(A0 + B0F, A1 + B1F, …, Ar + BrF; Q)

(C; A; Q)

L:I→Mn,p
d

(A0 + LC0, A1 + LC1, …, Ar + LCr; Q)

F : I → Md
m,n

L : I → Md
n,p

Ak( ⋅ ), Bk( ⋅ ), Ck( ⋅ )

(A, B; Q) ((C, A, Q)

Ak(t) = Ak, Bk(t) = Bk, Ck(t) = Ck, t ∈ R (A, B; Q)
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 Визначимо ! , де  

T  

T  

    T   (1.11) 

 Нехай T  є лінійним еволюційним або, іншими словами, 

слабким інфінітезимальним оператором у силу системи 

T  

 Очевидно, що трійка T  стабілізується, якщо існує неперервна 

і обмежена функція ! , така, що 

T , і для деяких  

 T . 

 В. У випадку, коли матриця Q задовольняє (1.5) і (1.7), то із системою 

(1.2), ми можемо пов'язати таке лінійне стохастичне диференціальне 

рівняння: 

 T . (1.12) 

 Позначимо через !  – фундаментальний (випадковий) 

матричний розв’язок, пов'язаний з рівнянням (1.12). 

 Наведемо результат, доведений в роботі [15], який встановлює 

формулу представлення оператора !  в термінах розв’язку рівяння 

(1.12). 

 Лема 1.2.  Якщо !  й елементи матриці Q задовoльняють (1.5) 

і (1.7), то 

!  

LF(t) : Sd
n → Sd

n

(LF(t)H)(i) = [A0(t, i) + B0(t, i)F(t, i)] H(i) + H(i)[A0(t, i) + B0(t, i)F(t, i)]*

+
r

∑
k=1

[Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)] H(i)[Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)]*

+
d

∑
j=1

qjiH( j ), i ∈ D, H ∈ Sd
n

TF(t, t0)

d
dt

S(t) = LF(t)S(t)

(A, B; Q)

F : I → Md
m,n

TF (t, t0) ⩽ βe−α(t − t0), ∀t ⩾ t0, t, t0 ∈ I

β ≥ 1,α > 0

d x(t) = A0(t, η(t))x(t)dt +
r

∑
k=1

Ak(t, η(t))x(t)dwk(t), t ⩾ 0

Φ (t, t0)

T ∗(t,t0 )

I=[0,∞)

(T ∗(t,t0 )H)(i)=E[Φ∗(t,t0 )H(η(t))Φ(t,t0 )|η(t0 )=i], i∈D,H∈Sn
d, t⩾t0⩾s.
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 Висновок 1.1. Якщо виконуються умови леми 1.2, то наступні 

твердження є еквівалентними  

 (а) Система !  стійка; 

 (б) нульовий розв'язок системи (1.12) є експоненціально стійким у 

середньому квадратичному, тобто існуть !  такі, що 

 T  

для всіх ! . T  – умовне математичне 

сподівання x, за умови що T .  Необхідні та достатні умови 

експоненціальної стійковсті в середньому квадратичному тривіального 

розв’язку рівнянь типу (1.12) можна знайти в [15], [29].  

 В останній частині цього розділу ми розглянемо керовану 

стохастичну систему вигляду 

  T   (1.13) 

! , що мають входи !  та виходи ! . 

 Означення 1.3. (а) Ми говоримо, що система (1.13) стохастично 

стабілізується, якщо існує обмежена і неперервна функція ! , 

така, що нульовий розв’язок системи 

T  

є стійким у середньому квадратичному. 

(A0, A1, …, Ar; Q)

α>0,β⩾1

E [ Φ (t, t0) x0
2
|η (t0) = i] ⩽ βe−α(t − t0) x0

2

t ⩾ t0 ⩾ 0,i ∈ D, x0 ∈ Rn E[x |η(t0) = i]

η(t0) = i

d x(t) = [A0(t, η(t))x(t) + B0(t, η(t))u(t)] dt

+
r

∑
k=1

[Ak(t, η(t))x(t) + Bk(t, η(t))u(t)] dwk(t)

dy(t) = C0(t, η(t))x(t)dt +
r

∑
k=1

Ck(t, η(t))x(t)dwk(t)

t ⩾ 0 u ∈ Rm y ∈ Rp

F : [0,∞) → Md
m,n

d x(t) = [A0(t, η(t)) + B0(t, η(t))F(t, η(t))] x(t)dt

+
r

∑
k=1

[Ak(t, η(t)) + Bk(t, η(t))F(t, η(t))] x(t)dwk(t), t ⩾ 0
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 (б) Ми говоримо, що система (1.13) є стохастично стійкою, якщо існує 

обмежена і неперервна функція !  , така, що нульовий розв’язок 

системи 

 T  

 T  

є стійким у середньому квадратичному. 

 Зауваження 1.1. З леми 1.2 та твердження 1.3 у [15] випливає, що 

система (1.13) є стохастично стійкою, тоді і тільки тоді, коли трійка !  

стабілізується, а система (1.13) є стохастично визначеною, тоді і тільки тоді, 

якщо трійку T можна визначити. 

 1.4. Глобальні розв’язки систем матричних раціональних 

диференціальних рівнянь 

 Систему нелінійних матричних диференціальних рівнянь (1.2) можна 

переписати як нелінійне диференціальне рівняння !  у вигляді 

 T ,  (1.14) 

де !  спряжений оператор оператора ! , визначений у (1.6) за 

умови (3.2) !  , є афінним оператором, визначеним 

T , 

T  – афінний оператор, визначений 

 T , 

L : I → Md
n,p

d x(t) = [A0(t, η(t)) + L(t, η(t))C0(t, η(t))x(t)dt

+
r

∑
k=1

[Ak(t, η(t)) + L(t, η(t))Ck(t, η(t))] x(t)dwk(t),

(A, B; Q)

(C, A; Q)

Sd
n

dX(t)
dt

+ L*(t)X(t) + M(t) − P*(t, X(t))B−1(t, X(t))P(t, X(t)) = 0

L*(t) : Sd
n → Sd

n L(t)

X → P(t, X ) : Sd
n → Md

m,n

(P(t, X ))(i) = B*0 (t, i)X(i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(i)Ak(t, i) + L*(t, i)

i ∈ D i X → R(t, X ) : Sd
n → Sd

m

(A(t, X ))(i) = R(t, i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(i)Bk(t, i)
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!  

 Означення 1.4. Функція ! , ! , що є інтервалом), 

!  є розв’язком рівняння (1.14), якщо для кожного 

!  та !  матриця !  обернена і відношення (1.2) виконується 

для всіх !  і ! . У цьому пункті ми дослідимо декілька властивостей 

розв’язків рівняння (1.14), які визначаються у всьому просторі та мають деякі 

додаткові властивості. 

 Означення 1.5. Розв’язок рівняння T  (1.14) називається 

"стабілізуючим розв’язком", якщо він має такі властивості: 

 (а) 

 T .  (1.15) 

 (б) Система T  є стійкою де 

 T  

T  

   T .   (1.16) 

 Зауваження 1.2. (а) Умова (1.15) накладається для того, щоб бути 

впевненим, що стійкість посилення зворотного зв'язку в (1.16) є обмеженим. 

 (б) Якщо в (1.14) ((1.2) відповідно) беремо 

T  тоді рівняння (1.14) зводиться до 

лінійного диференціального рівняння на ! ; 

i ∈ D, M(t) = (M(t,1), M(t,2), …, M(t, d )) ∈ Sd
n

C1 X : I1 → Sd
n (I1 ⊆ I

X(t) = (X(t,1), . . . , X(t, d ))

t ∈ I1 i ∈ D R(t, X(t))(i)

t ∈ I1 i ∈ D

X̃ : I → Sd
n

inf
t∈H

det [R(t, i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X̃(t, i)Bk(t, i)] > 0, i ∈ D

(A0 + B0F̃, A1 + B1F̃, …, Ar + BrF̃; Q)

F̃(t) = (F̃(t,1), F̃(t,2), …, F̃(t, d ))

F̃(t, i) = − [R(t, i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X̃(t, i)Bk(t, i)]
−1

[B0(t, i)X̃(t, i)+

+
r

∑
k=1

B*k (t, i)X̃(t, i)Ak(t, i) + L*(t, i)]

Bk(t, i) = 0, k = 0,1,…r, L(t, i) = 0

Sd
n
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 T , 

яке будемо називати диференціальним рівнянням типу Ляпунова на ! . У 

цьому випадку стабілізуючий розв’язок означає, що система T  

є стійкою. 

 Теорема 1.1. Диференціальне рівняння (1.14) має максимум один 

стабілізуючий та обмежений  розв’язок на ! . 

 Доведення. Припустимо, що диференціальне рівняння (1.14) має два 

обмежених та стабілізуючих розв’язки; отже, системи стійкі, стабілізуючий 

коефіцієнт посилення зворотного зв'язку визначається як у (1.16). Шляхом 

прямого обчислення ми отримуємо, що: 

T  

T  

T  

T . 

 Покладемо T  і отримаємо, що 

T  є обмеженим розв’язоком системи 

T  

T  

   T .   (1.17) 

dX(t)
dt

+ L*(t)X(t) + M(t) = 0

Sd
n

(A0, A1, . . . Ar; Q)

I

d
dt

Xl(t, i) + [A0(t, i) + B0(t, i)F1(t, i)]* Xl(t, i) + Xl(t, i)[A0(t, i) + B0(t, i)F2(t, i)]+

+
r

∑
k=1

[Ak(t, i) + Bk(t, i)F1(t, i)]* Xl(t, i)[Ak(t, i) + Bk(t, i)F2(t, i)]+

+
d

∑
j=1

qijXl(t, j ) + F*1 (t, i)R(t, i)F2(t, i) + M(t, i) + L(t, i)F2(t, i) + F*1 (t, i)L*(t, i) = 0,

l = 1,2,i ∈ D, t ∈ I

X̂(t, i) = X1(t, i) − X2(t, i), i ∈ D, t ∈ I

X̂(t) = (X̂(t,1), . . . , X̂(t, d ))
d
dt

X̂(t, i) + [A0(t, i) + B0(t, i)F1(t, i)]* X̂(t, i) + X̂(t, i)[A0(t, i) + B0(t, i)F2(t, i)]+

+
r

∑
k=1

[Ak(t, i) + Bk(t, i)F1(t, i)]* X̂(t, i)[Ak(t, i) + Bk(t, i)F2(t, i)]+

+
d

∑
j=1

qij X̂(t, j ) = 0, i ∈ D, t ∈ I
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 Неважко помітити, що (1.17) еквівалентне наступному лінійному 

рівнянню на ! : 

    T ,   (1.18) 

де T  

T  

T  

T , 

T  T , 

T  

T . 

 Застосовуючи  твердження 1.2,  отримаємо, що система 

T  є стійкою і з твердження 1.1 отримуємо, що рівняння 

(1.18) має єдиний обмежений розв’язок. Тому T , а, отже, 

T  для всіх T . □ 

 Проблема існування стабілізуючого та обмеженого розв’язку для 

системи (1.2), або рівнозначно для рівняння. (1.4) є складною проблемою. 

 Наступний  допоміжний  результат,  який буде неодноразово  

використаний у наступних пунктах, легко отримується алгебраїчними 

обчисленнями: 

 Лема 1.3. Функція !  є розв’язком рівняння (1.14), 

тоді і тільки тоді, якщо вона є розв’язком модифікованого рівняння

Z  

Sd
2n

d
dt

X̂e(t) + L*e (t)X̂e(t) = 0

Le(t) : Sd
2n → Sd

2n

[Le(t)X](i) = A0,e(t, i)X(i) + X(i)A*0,e(t, i) +
r

∑
k=1

Ak,e(t, i)X(i)A*k,e(t, i)+

+
d

∑
j=1

qjiX( j )

i ∈ D, t ∈ I

Ak,e(t, i) = (
Ak,1(t, i) + Bk(t, i)F1(t, i) 0

0 Ak,1(t, i) + Bk(t, i)F2(t, i))
k = 0,1,…r .

X̂e(t, i) = ( 0 X̂(t, i)
X̂(t, i) 0 )

(A0,e, A1,e, …, Ar,e; Q)
X̂e(t) = 0

X1(t, i) = X2(t, i) (t, i) ∈ I × D

t → X(t) : I1 ⊂ I → Sd
n

d
dt

X(t, i) + [A0(t, i) + B0(t, i)F(t, i)]* X(t, i) + X(t, i)[A0(t, i) + B0(t, i)F(t, i)]+
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T  

T  

T  

T  

T , 

!  для кожного підсилення зворотного зв’язку ! . 

 Тепер ми представляємо результат, що стосується існування 

обмеженого та максимального розв’язку рівняння (1.14). Доведення 

ґрунтується на деяких ідеях Пандольфі [37]. 

 Теорема 1.2. Припустимо, що: 

 (a) !  є стабілізуєчим ! ; 

 (б) диференціальна нерівність 

 T  (1.19) 

з обмеженою похідною ! , для якого  

     T      (1.20) 

 Тоді диференціальне рівняння (1.14) має обмежений розв’язок 

! , такий, що !  для кожного розв’язку !  

нерівності (1.19), який задовольняє (1.20). 

 Доведення. Оскільки T  стабілізується, існує посилення 

зворотнього зв’язку T  обмежена та неперервна функція, така що 

система T  є стійкою. Нехай T  буде 

+
r

∑
k=1

[Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)]* X(t, i)[Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)]+

+
d

∑
j=1

qijX(t, j ) − {X(t, i)B0(t, i) +
r

∑
k=1

[Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)]* X(t, i)Bk(t, i)+

+L(t, i) + F*(t, i)R(t, i)} {R(t, i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(t, i)Bk(t, i)}
−1

{B*0 (t, i)X(t, i)+

+
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(t, i)[Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)] + L*(t, i) + R(t, i)F(t, i)}+

+M(t, i) + F*(t, i)L*(t, i) + L(t, i)F(t, i) + F*(t, i)R(t, i)F(t, i) = 0

i ∈ D, t ∈ I F : I1 → Md
m,n

(A, B; Q) A = (A0, A1, …, Ar), B = (B0, B1, …, Br)

d
dt

X(t) + L*(t)X(t) − P*(t, X(t))R−1(t, X(t))P(t, X(t)) + M(t) ⩾ 0

X̂ : I → Gd
n

R(t, X̂(t)) ⩾ 0

X̃ : I → Sd
n X̃(t) ⩾ X̂(t) X̂ : I → Sd

n

(A, B; Q)

F̃ : I → Md
m,n

(A0 + B0F̃, A1 + B1F̃, …, Ar + BrF̃; Q) X̂
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обмежений розвязок із обмеженою похідною (1.19), який підтверджує 

(1.20). Встановлено, що 

T . 

 Очевидно T  і T  є розв’язком нелінійного рівняння 

T  

 T    (1.21) 

 Нехай T  буде фіксовано і визначимо T  

– єдиний обмежений розв'язок лінійного рівняння на: 

    T  (1.22) 

T  де T  

T , 

і T  визначається як у (1.11). Покажемо, що існує T  таких, що: 

T  

для всіх T . 

 Дійсно, за лемою 1.3 екв. (1.21) буде записано: 

T  

 T ,       (1.23) 

де T  з 

T . 

 Віднімаючи (1.23) від (1.22), отримуємо, що T   

задовольняє наступне лінійне диференціальне рівняння на T : 

 T  

   T     (1.24) 

де T , 

M̂(t) = P*(t, X̂(t))R−1(t, X̂(t))P(t, X̂(t)) − M(t) − L*(t)X̂(t) −
d
dt

X̂(t)

M̂(t) ⩽ 0,t ∈ I X̂( ⋅ )
d
dt

X̂(t) + L*(t)X̂(t)−

−P*(t, X̂(t))R−1(t, X̂(t))P(t, X̂(t)) + M(t) + M̂(t) = 0

ε > 0 X ε
0(t) = (X ε

0(t,1), …, X ε
0(t, d ))

d
dt

X(t) + L*̃
F

(t)X(t) + MF̃(t) + εJn = 0

t ∈ I MF̃(t) = (MF̃(t,1), …, MF̃(t, d ))
MF̃(t, i) = (InF̃*(t, i))(M(t, i) L(t, i)

L*(t, i) R(t, i)) ( In

F̃(t, i))
LF̃(t) μ > 0

X ε
0(t) − X̂(t) ⩾ μJn

(t, i) ∈ I × D

l
d
dt

X̂(t) + Q*̃
F

(t)X̂(t) + MF̃(t) − (F̃(t) − ̂F(t))*R(t, X̂(t))(F̃(t)

− ̂F(t)) + M̂(t) = 0
̂F(t) = ( ̂F(t,1), …, ̂F(t, d ))

̂F(t, i) = − [R(t, X̂(t))(i)]−1P(t, X̂(t))(i), i ∈ D, t ∈ I

t → X ε
0(t) − X̂(t)

Sd
n

d
dt [X ε

0(t) − X̂(t)] + L*̃
F

(t)[X ε
0(t) − X̂(t)]+

+εJn + Δ0(t) = 0, t ∈ J

Δ0(t) = (Δ0(t,1), …, Δ0(t, d ))
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T , 

T . 

 Нехай T  буде оператор лінійної еволюції на T  пов’язаної з 

диференціальним рівнянням 

T  

 Оскільки T  – стабілізуючий коефіцієнт зворотного зв’язку, ми маємо 

T  це (для деяких T ). 

 З (1.24) i (1.9) ми отримуємо формулу представлення 

 T . 

 Оскільки T  лінійний додатний оператор ми отримуємо 

 T . 

 З твердження 1.6 в [15] виводимо, що існує T  таких, що 

T . 

 Тому 

    T .   (1.25) 

 Об’єднуючи (1.25) з (1.20), робимо висновок, що  

T   

для деякої додатної константи ν. 

 Покладемо  

T . 

 Доведемо, що T  є стабілізуючим 

коефіцієнтом зворотнього зв’язку. 

 Переписуємо (1.22) і (1.21) як 

Δ0(t, i) = (F̃(t, i) − ̂F(t, i))*R(t, X̂(t))(i)(F̃(t, i) − ̂F(t, i)) − M̂(t, i) ⩾ 0

i ∈ D, t ∈ I

TF̃(t, t0) Sd
n

d
dt

S(t) = LF̃(t)S(t)

F̃

∥T*̃
F (t, t0) ∥ ⩽ βe−α(t − t0), ∀t ⩾ t0 β ⩾ 1,α > 0

X ε
0(t) − X̂(t) = ∫

∞

t
T*̃

F
(s, t)[εJn + Δ0(s)] ds

T*̃
F

(s, t)

X ε
0(t) − X̂(t) ⩾ ε∫

∞

t
T*̃

F
(s, t)Jnds, t ∈ I

γ > 0

T*̃
F

(s, t)Jn ⩾ e−γ(s−t)Jn

X ε
0(t) − X̂(t) ⩾

ε
γ

Jn, ∀t ∈ I

R (t, X ε
0(t))(i) ⩾ vIn > 0, ∀t ∈ I, i ∈ D

Fε
0(t, i) = − (R (t, X ε

0(t))(i))
−1

P (t, X ε
0(t))(i), t ∈ I, i ∈ D

Fε
0(t) = (Fε

0(t,1), Fε
0(t,2), …, Fε

0(t, d ))
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T  

T , 

T  

 T . 

 Ми отримуємо  

T  

T  

   T  (1.26) 

 З (1.25) та (1.26) виводимо, що T  це обмежений і 

рівномірно додатний розв’язок диференціальної нерівності на T : 

 T . 

 T  таке ж як у (1.11) з F, заміненим на T . 

 Застосовуючи твердження 1.3 з [15], приходимо до висновку, що 

система T  є стійкою. 

 Використовуючи T  в якості початкового кроку, ми 

побудуємо ітеративно обмежені функції  

T , 

із властивостями: 

 (а) T , 

для довільного T , яка задовольняє (1.19), (1.20). 

 (б) Система T  є стійкою 

T  

 (в) T . 

d
dt

X ε
0(t) + L*Fε

0
(t)X ε

0(t) + MFε
0
(t) + εJn + (Fε

0(t) − F̃(t))* R (t, X ε
0(t)) (Fε

0(t)−

−F̃(t)) = 0
d
dt

X̂(t) + L*F*0
(t)X̂(t) + MFe

0
(t) − (Fε

0(t) − ̂F(t))
*

R(t, X̂(t))(Fε
0(t)−

− ̂F(t)) + M̂(t) = 0

d
dt (X ε

0(t) − X̂(t)) + L*Fc
0
(t)(X ε

0(t) − X̂(t)) + εJn − M̂(t)+

+(Fε
0(t) − F̃(t))* R (t, X ε

0(t)) (Fε
0(t) − F̃(t))+

+(Fε
0(t) − ̂F(t))

*
ℜ(t, X̂(t))(Fε

0(t) − ̂F(t)) = 0

t → X ε
0(t) − X̂(t)

Sd
n

d
dt

X(t) + L*F*0
(t)X(t) + εJn ⩽ 0

LFε
0
(t) Fε

0

(A0 + B0Fε
0, A1+ B1Fε

0, …, Ar + BrFε
0; Q)

(X ε
0(t), Fε

0(t))

Xε
p(t) = (Xε

p(t,1), …, Xε
p(t, d )), Fε

p(t) = (Fε
p(t,1), …, Fε

p(t, d )), p = 0,1

Xε
p(t) ≫ X̂(t), t ∈ X

X̂(t)

(A0 + B0Fε
p−1, A1 + B1Fε

p−1, …, Ar + BrFε
p−1; Q)

∀p=0,1,2…

Xε
p−1(t) ⩾ Xε

p(t), t ∈ I
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 Якщо система T  – 

стійка, то побудуємо T  як єдиний 

обмежений  

розв’язок на І наступного лінійного диференціального рівняння на T : 

   T  (1.27) 

T . Покажемо, що T  для додатної константи T  

рівняння (1.21) може бути переписане у вигляді 

T  

   T . (1.28) 

 Віднімаючи (1.28) від (1.27), отримуємо, що T  є  

обмеженим на I розв’язком лінійного рівняння на T : 

   T ,  (1.29) 

де T  визначено як у (1.11), F замінюється на T і  

T , 

T  

T . 

 Нехай T  є лінійний еволюційний оператором на T  

визначений лінійним диференціальним рівнянням 

T  

 Оскільки система T  є  

стійкою, маємо 

(A0 + B0Fε
p−1, A1 + B1Fε

p−1, …, Ar + BrFε
p−1; Q)

Xε
p(t) = (Xε

p(t,1), Xε
p(t,2), …, Xε

p(t, d ))

Sd
n

d
dt

Xε
p(t) + L*

F2
p−1

(t)Xε
p(t) + MF*p−1

(t) + εJn = 0

t ∈ I Xε
p(t) − X̂(t) ⩾ μpJn μp

d
dt

X̂(t) + L*Fs
p−1

(t)X̂(t) + MFe
p−1

(t) − (Fε
p−1(t)

− ̂F(t))*R(t, X̂(t))(Fε
p−1(t) − ̂F(t)) + M̂(t) = 0

t → Xε
p(t) − X̂(t)

Sd
n

d
dt

X(t) + L*Fc
p−1

(t)X(t) + εJn + Δp−1(t) = 0

LFε
p−1

(t) Fε
p−1

Δp−1(t) = (Δp−1(t,1), …, Δp−1(t, d ))
Δp−1(t, i) = − M̂(t, i) + (Fε

p−1(t, i) − ̂F(t, i))
*

R(t, X̂(t))(i)(Fε
p−1(t, i) − ̂F(t, i)),

Δp−1(t, i) ⩾ 0,∀i ∈ D, t ∈ I

Tp−1(t, t0) Sd
n

d
dt

S(t) = LFε
p−1

(t)S(t)

(A0 + B0Fε
p−1, A1 + B1Fε

p−1, …, Ar + BrFε
p−1; Q)

T24



T , 

T  (для деяких T , можливо залежних від ! ). 

 На основі твердження 1.1 отримаємо, що рівняння (1.29) має єдиний 

обмежений на I розв’язок, тобто 

 T  

 Застосовуючи знову твердження 4.4 з [15], ми робимо висновок, що 

існує T  (можливо залежне від p) таке, що: 

     T    (1.30) 

 Таким чином ми довели, що T  задовольняє умову (a). 

 З (1.30) та (1.20) випливає, що 

 T , 

T , для деяких T . 

 Визначимо T  за  

T .  

Ми показуємо, що T  є стабілізуючим посиленням зворотнього зв'язку. 

 Дійсно, ми повинні перевірити, що система  

T  є стійкою. З цією метою ми переписуємо 

(1.27) та (1.28) у вигляді 

T  

T , 

T  

T . 

 Звідси, 

Tp−1 (t, t0) ⩽ βe−α(t − t0)

∀t ⩾ t0, t, t0 ∈ S β ≥ 1,α > 0 p

Xε
p(t) − X̂(t) = ∫

∞

t
T*p−1(s, t)[εJn + Δp−1(s)] ds

γ > 0

Xε
p(t) − X̂(t) ⩾

ε
γ

Jn

Xp(t)

R (t, Xε
p(t)) ⩾ ̂γJn

∀t ∈ I ̂γ > 0

Fε
p(t) = (Fε

p(t,1), …, Fε
p(t, d ))(i)

Fε
p(t, i) = − [R(t, Xε

p(t))(i)]−1P(t, Xε
p(t)

Fε
p(t,1)

(A0 + B0Fε
p, …, Ar + BrFε

p; Q)

d
dt

Xε
p(t) + L*Fep

(t)Xε
p(t) + εJn + MFεp

(t) + (Fε
p(t) − Fε

p−1(t))
*

× R (t, Xε
p(t)) (Fε

p(t) − Fε
p−1(t)) = 0

d
dt

X̂(t) + L*
Fip

(t)X̂(t) + MFip
(t) − (Fε

p(t) − ̂F(t))
*

R(t, X̂(t))(Fε
p(t)

− ̂F(t)) + M̂(t) = 0
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T  

T . 

 Тоді T  є обмеженим розв’язком лінійної  

диференціальної нерівності: 

 T . 

 Враховуючи (1.30) та положення 1.3 у [15], ми отримуємо, що 

система T  є стійкою. Таким чином 

ми  

показали, що (б) виконується. 

 Запис лінійного диференціального рівняння (1.27), що відповідає 

T , у формі 

T  

T . 

ми виводимо 

T  

T  

Оскільки система T  є стійкою, 

випливає, що і (в) виконується. 

 З (a) і (в) випливає, що послідовність T  є збіжною. 

 Встановимо T . 

 За допомогою стандартних аргументів ми отримуємо, що 

d
dt [Xε

p(t) − X̂(t)] + L*Fsp
(t)(Xε

p(t) − X̂(t)) + εJn + (Fε
p(t) − Fε

p−1(t))
*

R (t, Xε
p(t)) ×

× (Fε
p(t) − Fε

p−1(t)) + (Fε
p(t) − ̂F(t))

*
R(t, X̂(t))(Fε

p(t) − ̂F(t)) − M̂(t) = 0

t → Xε
p(t) − X̂(t)

d
dt

X(t) + L*Fεp
(t)X(t) + εJn ⩽ 0

(A0 + B0Fε
p, A1 + B1Fε

p, …, Ar + BrFε
p; Q)

Xε
p−1(t)

d
dt

Xε
p−1(t) + L*Fε

p−1
(t)Xε

p−1(t) + MFε
p−1

(t) + εJn + (Fε
p−1(t)

−Fε
p−2(t))

*
R (t, Xε

p−1(t)) (Fε
p−1(t) − Fε

p−2(t)) = 0

d
dt (Xε

p−1(t) − Xε
p(t)) + L*Fε

p−1
(t)(Xε

p−1(t) − Xε
p(t))

+(Fε
p−1(t) − Fε

p−2(t))
*

R (t, Xε
p−1(t)) (Fε

p−1(t) − Fε
p−2(t)) = 0

(A0 + B0Fε
p−1, A1 + B1Fε

p−1, …, Ar + BrFε
p−1; Q)

{Xε
p(t)}

Xε(t) = lim
p→∞

Xε
p(t)
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 T  є обмеженим розв’язком системи  

раціональних диференціальних рівнянь: 

T  

T  

T  

 T  (1.31) 

T . Більше того, 

   T .  (1.32) 

 Оскільки побудова T  не залежить від вибору T , ми робимо 

висновок, що (1.32) виконується, якщо T  замінити будь-яким обмеженим 

розв’язком (1.19), який підтверджує (1.20). 

 З (1.32) отримуємо T  і тому добре визначено 

посилення зворотного зв’язку T , по  

 T  

 Тепер ми покажемо, що T  – це зростаюча функція. Візьмемо 

T . Прямим розрахунком ми отримуємо, що система (1.31) для T  

може бути записана 

T  

   T    (1.33) 

З (1.33) та (1.27) для T  ми отримаємо 

t → Xε(t) = (Xε(t,1), …, Xε(t, d ))

d
dt

X(t, i) + A0(t, i)X(t, i) + X(t, i)A0(t, i) +
r

∑
k=1

A*k (t, i)X(t, i)Ak(t, i) ×

+
d

∑
j=1

qijX(t, j ) − [X(t, i)B0(t, i) +
r

∑
k=1

A*k (t, i)X(t, i)Bk(t, i) + L(t, i)] ×

× [R(t, i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(t, i)Bk(t, i)]
−1

[B*0 (t, i)X(t, i)+

+
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(t, i)Ak(t, i) + L*(t, i)] + M(t, i) + εIn = 0

i ∈ D

Xε(t, i) ⩾ X̂(t, i), i ∈ D, t ∈ I, ε > 0

Xε
p(t, i) X̂

X̂(t)

R (t, Xε(t))(i) ≫ 0

Fε(t) = (Fε(t,1), …, Fε(t, d ))

Fε(t, i) = − [[R (t, Xε(t))](i)]
−1

P (t, Xε(t))(i)

ε → Xε(t)

ε1 < ε2 ε = ε1

d
dt

Xε1(t) + L*
Fε2

p−1
(t)Xε1(t) + MFε2

p−1
(t) + (Fε2

p−1(t) − Fε1(t))
*

R (t, Xε1(t))

× (Fε2
p−1(t) − Fε1(t)) + ε1Jn = 0

ε = ε2
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T  

T , 

що призводить до T . Взявши межу для p → ∞, 

отримаємо, що 

    T     (1.34) 

 Нехай T  буде послідовністю додатних дійсних чисел, 

T  та  

T . 

 З (1.32) та (1.34) маємо, що T . 

 Тому функція T  є визначена T . 

 Очевидно, що  

T  є обмеженим розв’язком рівняння (1.14), і 

доведення теореми 1.2 є повним. □ 

 Висновок 1.2. Припустимо: 

 (а) T   є стабілізуючою. 

 (б) ! . 

 (в) ! . 

 За цих умов рівняння (4.1) має обмежений розв’язок ! . Більше 

того ! , для будь-якого обмеженого і невід’ємного розв’язку !  

рівняння (1.14). 

 Доведення. Згідно з розглянутими припущеннями T   

розв’язується диференціальна нерівність (1.19) та умова (1.20), і таким 

чином твердження теореми 1.2 виконуються. □ 

 За допомогою тієї ж методики, що і в доведенні теореми 1.2, ми 

можемо довести такий результат: 

 Теорема 1.3. Припустимо, що: 

 (a) !  є стабілізуючою; 

d
dt (Xε2

p (t) − Xε1(t)) + L*
Fε2

p−1
(t)(Xε2

p (t) − Xε1(t)) + (Fε2
p−1(t) − Fε1(t))

*

× R (t, Xε1(t)) (Fε2
p−1(t) − Fε1(t)) + (ε2 − ε1) Jn = 0

Xε2
p (t) − Xε1(t) ⩾ 0,t ∈ I, p ∈ N

Xε2(t) ⩾ Xε1(t), ∀t ∈ I

εk, k ∈ N

εk > εk+1

lim
k→∞

εk = 0

Xεk(t) ⩾ Xεk+1(t) ⩾ X̂(t), ∀t ∈ I, k ∈ N

X̃(t) X̃(t) = lim
k→∞

Xεk(t), t ∈ I

X̃(t) = (X̃(t,1), X̃(t,2), …, X̃(t, d ))

(A, B; Q)

R(t, i) ⩾ ρ2In, (t, i) ∈ I × D

M(t, i) − L(t, i)R−1(t, i)L*(t, i) ⩾ 0, (t, i) ∈ I × D

X̃(t) ⩾ 0

X̃(t) ⩾ X̂(t) X̂(t)

X̂(t) = 0

(A, B; Q)
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 (б) диференціальна нерівність 

 T  (1.35) 

має обмежений (з обмеженою похідною) розв’язком ! , для якого 

     T .    (1.36) 

 За цих умов диференціальне рівняння (4.1) має обмежений розв’язок 

! , для якого справедлива нерівність !  для всіх обмежених 

розв’яків !  нерівності (1.35), для яких виконується (1.36). 

 Теорема 1.4. Наступні твердження є еквівалентними: 

 (і) Трійка !  є стабілізуючою і диференціальна нерівність 

! , 

     ! ,       (1.37) 

має обмежений на І розв’язок X, для якого виконується (1.20). 

 (іі) Диференціальне рівняння на !  (1.14) має обмежений та 

стабілізуючий розв’язок ! , для якого виконується !  

 Доведення. (i) T (ii) Нехай T  буде обмежений на T  розвязок з 

обмеженою похідною (4.11), яка підтверджує (1.20). На підставі теореми 

1.2 виводимо, що рівняння (1.14) має обмежений розв’язок T , яке 

підтверджує T . Покажемо, що T  це стабілізуючий розв’язок 

рівняння (1.14). 

 Покладемо 

T  

та T  

 Очевидно, що T  

 Прямим розрахунком отримуємо, що 

T . 

 Оскільки T  задовольняє (1.23), отримується 

d
dt

X(t) + L*(t)X(t) − P*(t, X(t))R−1(t, X(t))P(t, X(t)) + M(t) ⩽ 0

X̂(t)

R(t, X̂(t)) ≪ 0

X̃(t) X̃(t) ⩽ X̂(t)

X̌(t)

(A, B; Q)
d
dt

X(t) + L*(t, X(t)) − P*(t, X(t))R−1(t, X(t))P(t, X(t)) + M(t) ≫ 0

t ∈ I

Sd
n

X̃(t) R(t, X̃(t)) ≫ 0,t ∈ I

→ X̂ I

X̃ : I → Sd
n

X̃(t) ⩾ X̂(t) X̃(t)

M̂(t) = P*(t, X̂(t))R−1(t, X̂(t))P(t, X̂(t)) − M(t) − L*(t)X̂(t) −
d
dt

X̂(t)

F̃(t) = − R−1(t, X̃(t))P(t, X̃(t))

M̂(t) ≪ 0

d
dt

X̃(t) + L*̃
F

(t)X̃(t) + MF̃(t) = 0

X̂
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T  

     T    (1.38) 

 Оскільки T , то 

за результатами розділу 4 у [15] ми робимо висновок про стійкість системи 

T . Отже , T  є стаб іл і зуючим 

розв’язком рівняння (1.14). 

 (ii) → (i) Якщо рівняння (1.14) має стабілізуючий розв’язок T , тоді 

трійка T  є стабілізуючою. Нехай T  буде обмежений 

стабілізуючий розв’язок (1.14), який задовольняє T . Нехай 

!  – стабілізуючий коефіцієнт посилення зворотного зв'язку, визначений

T . 

 Визначимо 

 T  по T  

T  

T , 

T  

T , де T  

 Нехай T  – лінійний еволюційний оператор, визначений 

рівнянням 

T  

 Оскільки F – стабілізуючий коефіцієнт зворотного зв'язку, то для 

всіх, з деякими, маємо T , для всіх T  

та деяких T . 

 Нехай T  буде простір Банаха всіх обмежених і неперервних 

функцій, визначених на І значеннях в T . З тих пір T  існує 

d
dt

[X̃(t) − X̂(t)] + L*̃
F

(t)(X̃(t) − X̂(t)) + (F̃(t) − ̂F(t))*R̃(t, X̂(t))(F̃(t)−

− ̂F(t)) − M̂(t) = 0

(F̃(t) − ̂F(t))*R(t, X̂(t))(F̃(t) − ̂F(t)) − M̂(t) ≫ 0

(A0 + B0F̃, A1 + B1F̃, …, Ar + BrF̃; Q) X̃(t)

X̃(t)

(A, B; Q) X̃ : I → Sd
n

R(t, X̃(t) ≫ 0,t ∈ I

F(t)

F(t) = − R−1(t, X̃(t))P(t, X̃(t))

PF(t, X ) : Sd
n → Md

m,n PF(t, X )(i) = B*0 (t, i)X(i) +
r

∑
k=1

B*k (t, i)X(i)

(Ak(t, i) + Bk(t, i)F(t, i)) + L*(t, i) + R(t, i)F(t, i), i ∈ D і MF(t) = (MF(t,1), …

MF(t, d ))

MF(t, i) = M(t, i) + L(t, i)F(t, i) + F*(t, i)L*(t, i) + F*(t, i)R(t, i)F(t, i)

i ∈ D, t ∈ I F(t, i) = F(t)(i)

TF(t, t0)

d
dt

S(t) = LF(t)S(t)

TF (t, t0) ⩽ βe−α(t − t0) t ⩾ t0, t0 ∈ I

α > 0,β ⩾ 1

C(I, Sd
n )

Sd
n R(t, X̃(t)) ≫ 0,t ∈ I
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відкритий набір T , такий, що T  та T  для 

всіх T  

 Розглянемо оператора T , визначеного у вигляді 

T  

 Ми застосуємо теорему про неявну функцію до рівняння 

     T      (1.39) 

щоб показати, що існує така функція T , що 

T  

для досить малого T . 

 Неважко переконатися, що !  є розв’язком (1.39). 

 Покажемо, що  ізоморфізм, D1Ψ є 

похідною Ψ за першим аргументом. 

 Тоді 

T  і T . 

 Можна легко перевірити T  i тому T  

будучи оператором ідентифікації на T  є 

неперервним.  Застосовуючи теорему неявної функції, виводимо, що 

існує T  і неперервна функція T , яка розв’язує 

T . Легко помітити, що для T  буде розв’язком 

нерівності (1.37) з необхідними властивостями. 

 Наслідок 1.1. Якщо рівняння (1.14) має стабілізуючий і обмежений 

на І розв’язок ! , для якого (1.20), то !  для кожного розв’язку !  

нерівності (1.19), для якого справедлива (1.20). 

 Доведення. Припустимо, що (1.14) має стабілізуючий і обмежений 

на І розв’язок T  . Тоді з теореми 1.4 випливає, що умови теореми 1.2 

виконані. Тому існує обмежений розв’язок з властивістю максимальності T  

U ⊂ C (I, Sd
n) X̃ ∈ U R(t, X(t)) ⩾ 0,t ∈ I

X ∈ U

Ψ : U × R → C (I, Sd
n)

Ψ(X, δ )(t) = ∫
∞

t
T*F (s, t)[MF(s) + δJn − P*F (s, X(s))R−1(s, X(s))PF(s, X(s))] ds − X(t)

Ψ(X, δ ) = 0

Xδ ∈ U

Xδ(t) = ∫
∞

t
T*F (s, t)[MF(s) + δJn − P*F (s, Xδ(s)) R−1 (s, Xδ(s)) PF (s, Xδ(s))] ds,

|δ |

(X̂,0)

D1Ψ(X̃,0) : C (I, Sd
n) → C (I, Sd

n)

D1Ψ(X̃,0)Y = lim
ε→0

1
ε

(Ψ(X̃ + εY,0) − Ψ(X̃,0)) PF(t, X̃(t)) = 0

D1Ψ(X̃,0)Y = − Y D1Ψ(X̃,0) = − ĨC, ĨC

C (I, Sd
n .  Також D1Ψ(X, δ )

δ̃ > 0 δ → Xδ : (−δ̃, δ̃ ) → U

Ψ (Xδ, δ) = 0 δ ∈ (−δ̃,0), Xδ(t)

X̃ X̃(t) ⩾ X̂(t) X̂(t)

X̃

X̂

T31



(1.14). З доведення теореми 1.4 випливає, що є T  стабілізуючим. Звідси, за 

теоремою 1.1 ми маємо T , що і треба було довести. □ 

 В останній частині цього пункту ми звернемо увагу на випадок, коли 

коефіцієнти системи (1.2) (і, що еквівалентно, рівняння (1.14)) 

задовольняють додаткові умови: 

T  

    T   (1.40) 

для всіх T  не залежить від T . 

 Умови (1.40) виконуються, коли система (1.2) пов'язана з лінійно-

квадратичною задачею з певним знаком, пов’язаним з лінійною 

стохастичною системою (1.3) і функціоналом вартості (1.4). 

 Розглянемо більш загальну ситуацію, коли елементи матриці T  

задовольняють умову (1.7). 

 Лема 1.4. Припустимо, що нерівності (1.40) мають місце. Тоді 

 (а) Нехай !  є розв’язком рівняння (1.14). Якщо існує 

!  т а к е , щ о ! , т о д і !  д л я в с і х 

! . 

 (б) Нехай !  – два розв’язки рівняння 

(1.14). 

 Якщо існує !  таке ! , тоді !  для всіх  

! . 

 Доведення. а) Нехай !  

T  

 З леми 1.3 випливає, що рівняння (1.14), відносно T  може бути 

записанe наступним чином: 

   T    (1.41) 

T , де T  

T  

X̂

X̃ = X̂

R(t, i) ⩾ ρIn > 0

M(t, i) − L(t, i)R−1(t, i)L*(t, i) ⩾ 0

(t, i) ∈ I × D, ρ > 0 (t, i)

Q

X : I1 ⊂ I → Sd
n

τ ∈ I1 X(τ, i) ⩾ 0, i ∈ D X(t, i) ⩾ 0

t ∈ I1 ∩ (−∞, τ]

X̂ : I1 ⊂ I → Sd
n , X̌ : I1 ⊂ I → Sd

n

τ ∈ I1 X̌(τ) ⩾ X̂(τ) ⩾ 0 X̃(t) ⩾ X̂(t)

t ∈ I1 ∩ (−∞, τ]

F(t) = (F(t,1), F(t,2), …, F(t, d )),

F(t, i) = − (R(t, X(t))(i))−1P(t, X(t))(i), t ∈ I1, i ∈ D

X(t)

d
dt

X(t) + L*F (t)X(t) + M̃(t) = 0

t ∈ I1 M̃(t) = (M̃(t,1), . . . M̃(t, d ))

M̃(t, i) = M(t, i) − L(t, i)R−1(t, i)L*(t, i) + [R(t, i)F(t, i)
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T  

 З (1.41) випливає, що T , T . Якщо T  – лінійний 

еволюційний оператор на ! , визначений лінійним диференціальним 

рівнянням 

T , 

то з (1.41) і (1.9) отримуємо 

 T , 

T  Оскільки T  є додатним оператором, то 

робимо висновок, що T . 

 б) Покладемо T  i 

T , де 

 T  

та 
 T  

 Нехай T  визначено як T .  

 З леми 1.3 випливає, що T  є розв’язком афінного диференціального 

рівняння на !  

   T   (1.42) 

де T  визначено у (1.11) з T , заміненим на T , T  

T . 

 Грунтуючись на частині (а) цієї леми, отримуємо, що T . 

 Оскільки T . Нехай T  є 

лінійним  

еволюційним оператором на ! , визначеним лінійним диференціальним 

рівнянням 

+L*(t, i)]* R−1(t, i)[R(t, i)F(t, i) + L*(t, i)], (t, i) ∈ I1 × D

M̃(t) ⩾ 0 t ∈ I1 TF(t, t0)

Sd
n

d
dt

S(t) = LF(t)S(t)

X(t) = T*F (τ, t)X(τ) + ∫
τ

t
T*F (s, t)M̃(s)ds

( ∀)t ∈ I1 ∩ (−∞, τ] T*F (s, t) : Sd
n → Sd

n

X(t) ⩾ 0

F̌(t) = (F̌(t,1), F̌(t,2), . . . , F̌(t, d ))
̂F(t) = ( ̂F(t,1), ̂F(t,2), . . . , ̂F(t, d ))

F̌(t, i) = − (R(t, X̌(t))(i))−1P(t, X̌(t))(i)

̂F(t, i) = − (R(t, X̂(t))(i))−1P(t, X̂(t))(i)

Y(t) Y(t) = X̌(t) − X̂(t), t ∈ I1

Y(t)

Sd
n

d
dt

Y(t) + L*̃
F

(t)Y(t) + M̆(t) = 0, t ∈ I1

LF̌(t) F F̌ M̌(t) = (M̌(t,1), . . . , M̌(t, d ))

M̃(t, i) = [F̃(t, i) − ̂F(t, i)]*R(t, X̂(t))(i)[F̆(t, i) − ̂F(t, i)], (t, i) ∈ I1 × D

X̂(t) ⩾ 0

R(t, X̂(t))(i) ⩾ 0,t ∈ I1 ∩ (−∞, τ], i ∈ D T(t, t0)

Sd
n
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T . 

Отримуємо формулу 

 T . 

 Висновок випливає з урахуванням того, що T  додатним 

оператором на T . □ 

 Для кожного T  позначимо через !  розв’язок рівняння (1.14), 

для якого виконується умова ! . 

 Твердження 1.4. Припустимо, що T  є стабілізуючою і (1.40) 

виконується. Тоді: 

 (i) для кожного T  розв’язок !  визначено на T . Більш 

того, існує T , таке що T . 

 (ii) T . 

 Доведення. (i) Нехай T  буде максимальний інтервал, 

на якому визначено ! . 

 З частини (а) леми 1.4 маємо, що ! . Оскільки T  є 

стабілізуючою, то існує неперервна і обмежена функція ! , така 

що система T  є стійкою. Нехай T

– єдиний обмежений на T  розв’язок афінного диференціального рівняння 

типу Ляпунова: 

T ,  

де T , 

T  

 Оскільки (1.40) виконується, то отримуємо, що T . 

 Отже, існує T таке, що T  для всіх T . Прямими 

обчисленнями отримаємо, що T  задовольняє афінне  

d
dt

S(t) = LF̌(t)S(t)

Y(t) = T̆*(τ, t)Y(τ) + ∫
τ

t
T̆(s, t)M̆(s)ds

Ť*(s, t)

Sd
n

τ ∈ I Xτ( ⋅ )

Xτ(τ, i) = 0, i ∈ D

(A, B; Q)

τ ∈ I Xτ( ⋅ ) I ∩ (−∞, τ]

c > 0 0 ⩽ Xτ(t) ⩽ cJn, ∀t ⩽ τ, t ∈ I

Xτ1
(t) ⩽ Xτ2

(t)∀t ⩽ τ1 < τ2, t ∈ I

Iτ ⊂ (−∞, τ] ∩ I

Xτ( ⋅ )

Xτ(t)⩾0, t∈Iτ (A, B; Q)

F 0 : I→Mm,n
d

(A0 + B0F0, A1 + B1F0, …, Ar + BrF0; Q) X0(t)

I

d
dt

X0(t) + L*
F0(t)X

0(t) + M0(t) = 0

M0(t) = (M0(t,1), M0(t,2)…M0(t, d ))
M0(t, i) = M(t, i) + L(t, i)F0(t, i) + (F0(t, i))* L*(t, i) + (F0(t, i))* R(t, i)F0(t, i)

M0(t) ⩾ 0, t ∈ I

c > 0 0 ⩽ X0(t) ⩽ cJn t ∈ T

X0(t) − Xτ(t)
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диференціальне рівняння типу Ляпунова 

 T ,  (1.43) 

T , де T  

T , 

T  Оскільки T  отримуємо T  . 

 З (1.43) отримуємо 

    T ,     (1.44) 

T , звідки T . 

 Тому T  обмежений і, таким чином, робимо висновок про те, 

що ! . 

 (ii) випливає з леми 1.4 □ 

 Тепер ми можемо довести наступне твердження: 

 Теорема 1.5. Припустимо, що !  є стабілізуючoю і умова 

(1.40) виконується. За цими припущеннями рівняння (1.14) має два 

о бм еж е н и х р о з в ’ я з к и !  з в л а с т и в і с т ю 

!  для будь-якого обмеженого та невід’ємного 

розв’язку рівняння (1.14). 

 Доведення. Існування максимального розв’язку T  гарантується 

наслідком 1.19. Залишається довести існування мінімального розв’язку 

T . Для цього ми використаємо результати твердження 1.4. Визначимо 

T . Звертаючись до результату твердження 1.4,  

отримуємо, що ця межа існує. 

 Оскільки !  – обмежений розв’язок (1.14) за теоремою Лебега, 

робимо висновок, що T  є розв’язком рівняння (1.14). 

 Перевіряти мінімальність T  в класі невід’ємних розв’язків рівняння 

(1.14) ми будемо використовуючи лему 1.4. Якщо T  є невід’ємним і 

обмеженим розв’язком рівняння (1.14), то для кожного T  маємо, шо  

d
dt (X0(t) − Xτ(t)) + L*

F0(t)(X0(t) − Xτ(t)) + M̃0(t) = 0

t ∈ Iτ M̃0(t) = (M̃0(t,1), M̃0(t,2), …, M̃0(t, d ))
M̃0(t, i) = (F0(t, i) − Fτ(t, i))* R (t, Xτ(t))(i)(F0(t, i) − Fτ(t, i))

(t, i) ∈ Jτ × D Xτ(t) ⩾ 0 M̃0(t) ⩾ 0,t ∈ Iτ

X0(t) − Xτ(t) ⩾ 0

∀t ∈ Iτ 0 ⩽ Xτ(t) ⩽ X0(t) ⩽ cJn, ∀t ∈ Iτ

t → Xτ(t)

Iτ=(−∞,τ]∩I

(A, B; Q)

X̃ : I → Sd
n , ˜̃X : I → Sd

n

X̃(t) ⩾ X̂(t) ⩾ X̃(t) ⩾ 0

X̃(t)

˜̃X(t)
˜̃X(t) = lim

τ→∞
Xτ(t), t ∈ I

Xτ(t)
˜̃X

˜̃X

X̂( ⋅ )

τ ∈ I
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T . 

 Тому T  для всіх T . 

Розглянувши границю при τ → ∞, робимо висновок, що T  □ 

З теореми 1.4 (i) → (ii) легко виводимо: 

 Твердження 1.5. Якщо існує !  така, що 

   T   (1.45) 

то будь-який невід'ємний і обмежений розв’язок рівняння (1.14) рівномірно 

дотатним і стабілізуючим. 

 Доведення. Нехай T  буде невід’ємним і обмеженим 

розв’язком рівняння (1.14). На основі леми 1.3 рівн. (1.14) на T  може бути 

переписане у формі (1.41). Якщо (1.45) виконується, то T  в (1.41) 

рівномірно додатним. Тепер, застосовуючи твердження 1.3 в [15] до 

рівняння (1.41) ми робимо висновок, що T  рівномірно додадтним, а 

система  

T  стійка. □ 

 Теорема 1.6. Припустимо, що !  є стабілізуючою і (1.45) 

виконується. Тоді рівняння (1.14) має стабілізуючий і обмежений на !  

розв’язок ! , який є рівномірно додадтним. 

 Доведення. Якщо (1.45) виконується, то рівність (1.14) є правильною 

□ 
 З теореми 1.5 отримуємо, що рівняння (1.14) має два обмежених та 

невід’ємних розв’язків T  та T . 

 З твердження 1.5 випливає, що T  i T  є стабілізуючими та 

рівномірними додатними розв’язками рівняння (1.14) на основі теореми 

1.1, T . □ 

 Для отримання ще однієї достатньої умови, що забезпечує існування 

стабілізуючого розв’язку рівняння (1.14), для якого (1.40) виконо, 

виконаємо факторизацію 

X̂(τ) ⩾ 0 = Xτ(τ)

Xτ ⩽ X̂(t) t ⩽ τ, t ∈ I
˜̃X(t) ⩽ X̂(t)

μ > 0

(M(t, i) L(t, i)
L*(t, i) R(t, i)) ⩾ μIn+m, ( ∀)(t, i) ∈ I × D

X̃ : I → Sd
n

X̃

M̃(t)

X̃

(A0 + B0F̃, A1 + B1F̃, . . . , Ar + BrF̃; Q)

(A, B; Q)

I

X̃(t)

X̃(t) ˜̃X(t)

X̃(t) ˜̃X(t)

X̃(t) = X̃(t), ∀t ∈ I
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  T   (1.46) 

 Введемо позначення 

T  для всіх T . 

 Розглянемо таку лінійну систему: 

  T , 

    T .    (1.47) 

 Правильне твердження: 

 Лема 1.5. Розглянемо !  і припустимо: 

 (а) (1.40) виконується; 

 (б) система (1.47) є стохастично визначеною; 

 (в) елементи матриці !  задовольняють (1.5) та (1.7). 

 За цими припущеннями будь-який невід’ємний та обмежений 

розв’язок рівняння (1.14) є стабілізуючим. 

 Доведення. Нехай T  буде обмеженим і 

невід’ємним розв’язком рівняння (4.1). Прямим розрахунком ми 

отримуємо: 

T

T  

T  

   T ,   (1.48) 

T . 

 Нехай T  і позначимо T  розв’язком задачі: 

T  

M(t, i) − L(t, i)R−1(t, i)L*(t, i) = C*0 (t, i)C0(t, i)

Ak(t, i) = Ak(t, i) − Bk(t, i)R−1(t, i)L*(t, i) t, i, k

x(t) = A0(t, η(t))x(t)dt +
r

∑
k=1

Ak(t, η(t))x(t)dwk(t), t ⩾ 0

y(t) = C0(t, η(t))x(t)

I=R+

Q

X̃(t) = (X̃(t,1), X̃(t,2), …, X̃(t, d ))

d
dt

X̃(t, i) + [A0(t, i) + B0(t, i)F̃(t, i)]* X̃(t, i) + X̃(t, i)[A0(t, i) + B0(t, i)F̃(t, i)]+

+
r

∑
k=1

(Ak(t, i) + Bk(t, i)F̃(t, i))* X̃(t, i)(Ak(t, i) + Bk(t, i)F̃(t, i))+

+
d

∑
j=1

qij X̃(t, j ) + C*0 (t, i)C0(t, i) + (L*(t, i) + R(t, i)F̃(t, i))* R−1(t, i)+

× (L*(t, i) + R(t, i)F̃(t, i)) = 0

F̃(t, i) = − R−1(t, X̃(t))(i)P(t, X̃(t))(i), (t, i) ∈ I × D

(t0, x0) ∈ R+ × Rn x̃(t)

d x(t) = [A0(t, η(t)) + B0(t, η(t))F̃(t, η(t))] x(t)dt+
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  T  (1.49) 

T . 

 Розглянемо функцію ! , визначену ! . 

Застосування формули типу Iто (див. теорему 1.12 в [15]) до функції T  та до 

системи (1.49), та використання рівняння (1.32) дозволить отримати 

T  

T  

 T , 

для всіх T . 

 Оскільки T  є невід’ємним обмеженим розв’язком, ми отримуємо, 

що існує T  такий, що: 

T   

   T  .(1.50) 

 З умови виявлення системи (1.47) виводимо, що існує T  

обмежена і неперервна функція, така, що нульовий розв’язок системи 

T  

є експоненціально стійким у середньому квадратичному. 

 Легко помітити, що (1.49) може бути записана у вигляді 

T  

+
r

∑
k=1

[Ak(t, η(t)) + Bk(t, η(t))F̃(t, η(t))] x(t)dwk(t), t ⩾ t0

x(t0) = x0

v:R+×Rn×D→R v(t, x, i) = x*X̃(t, i)x

v

E [ ̂x*(τ)X̃(τ, η(τ))x̃(τ) |η (t0) = i] − x*0 X̃ (t0, i) x0 =

= − E [∫
τ

t0
{ C0(t, η(t))x̃(t)

2
+ |R

−1
2 (t, η(t))(L*(t, η(t))+

+R(t, η(t))F̃(t, η(t)))x̃(t) |2 }dt |η(t0) = i], i ∈ D

τ ⩾ t0
X̃(t)

c1 > 0

E [∫
∞

t0
{ C0(t, η(t))x̃(t)

2
+ |R

−1
2 (t, η(t))(L*(t, η(t))+

+R(t, η(t))F̃(t, η(t)))x̃(t) |22
dt |η(t0) = i] ⩽ c1 |x0 |2

H : R+ → Md
n,p

d x(t) = [A0(t, η(t)) + H(t, η(t))C0(t, η(t))] x(t)dt

+
r

∑
k=1

Ak(t, η(t))x(t)dwk(t)

d x̃(t) = [(A0(t, η(t)) + H(t, η(t))C0(t, η(t))) x̃(t) + f0(t)] dt

+
r

∑
k=1

(Ak(t, η(t))x̃(t) + fk(t)) dwk(t)
,
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дe 

T  

T  

 Як і в доведенні теореми 1.13 в [15], ми робимо висновок, що 

нульовий розв’язок системи (1.49) є середньоквадратичним 

експоненціально стійким у середньому квадратичному. □ 

 Зауваження 1.3. Результат попередньої леми все ще зберігається, 

якщо результат системи (1.47) замінити на систему вигляду 

T , 

де матриці T  такі, що: 

 T . 

 Теорема 1.7. Припустимо , що ! стабілізується , і 

твердження леми 1.5 мають місце. Тоді рівняння (1.14) має обмежений 

стабілізуючий і невід’ємний розв’язок. 

 Доведення Доведення безпосередньо випливає з теореми 1.5 та леми 

1.5. □ 

 1.5. Періодичний випадок 

 У цьому пункті наша увага зосереджена на тому випадку, коли 

коефіцієнти системи (1.2) є θ-періодичними функціями. 

 Лекго перевірити, що в цьому випадку ми маємо 

 ! , 

 ! , 

 ! , 

для всіх !  

f0(t) = −H(t, η(t))C0(t, η(t))x̃(t)
+B0(t, η(t))R−1(t, η(t))(L*(t, η(t)) + R(t, η(t))F̃(t, η(t))) x̃(t)

fk(t) = Bk(t, η(t))R−1(t, η(t))(L*(t, η(t)) + R(t, η(t))F̃(t, η(t))) x̃(t),
k = 1,2,…, r

dy(t) = C0(t, η(t))x(t)dt +
r

∑
k=1

Ck(t, η(t))x(t)dwk(t)

Ck(t, i)

M(t, i) − L(t, i)R−1(t, i)L*(t, i) =
r

∑
k=0

C*k (t, i)Ck(t, i), (t, i) ∈ R+ × D

(A, B; Q)

L(t + θ )X = L(t)X

P(t + θ, X ) = P(t, X )

R(t + θ, X ) = R(t, X )

t ∈ I, X ∈ Sd
n
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 Тому можна сказати, що коефіцієнти диференціального рівняння на 

T  (1.14) є θ-періодичними функціями. 

 Більше того, якщо !  це θ-періодична функція, то 

! , ! . 

 Також у нас є !  для всіх ! . Спочатку ми 

доведемо: 

 Теорема 1.8 За розглянутих припущень обмежений і стабілізуючий 
розв’язок рівняння (1.14) (якщо вона існує) є θ-періодичною функцією. 

 Доведення . Нехай T  є обмежений і 

стабілізуючий розв’язок рівняння (1.14). Нехай T  

визначається через T . Неважко помітити, що T  є 

обмеженим розв’язком рівняння (1.14). 

 Нехай T  

визначається як: 

 T  

T  

 Позначимо через T  і T  відповідно, оператори лінійної 

еволюції над T , визначеними лінійними диференціальними рівняннями 

T  

T  

відповідно. 

 З єдиності отримуємо 

    T    (1.51) 

для усіх ! , !  . Так як T  стабілізуючий розв’язок рівняння (1.14) 

маємо T   для всіx T , T  з деякими 

T . 

 З (1.35) виводимо 

Sd
n

F : I → Md
m,n

LF(t + θ )X = LF(t)X t ∈ I, X ∈ Sd
n

T(t + θ, t0 + θ ) = T(t, t 0) t0, t ∈ I

X̃(t) = (X̃(t,1), …, X̃(t, d ))

X̂(t) = (X̂(t,1), …, X̂(t, d ))

X̂(t) = X̃(t + θ, i) t → X̂(t)

F̃(t) = (F̃(t,1), …, F̃(t, d )) ̂F(t) = ( ̂F(t,1), …, ̂F(t, d ))

F̃(t, i) = − (R(t, X̃(t))(i))−1P(t, X̃(t))(i)
̂F(t, i) = − (R(t, X̂(t))(i))−1P(t, X̂(t))(i), i ∈ D, t ∈ I

T̃(t, t0) ̂T(t, t0)

Sn
d

d
dt

S(t) = LF̃(t)S(t),

d
dt

S(t) = L ̂F(t)S(t),

̂T (t, t0) = T̃ (t + θ, t0 + θ)
t ⩾ t0 t, t0 ∈ I X̃(t)

T̃ (t, t0) ⩽ βe−α(t − t0) t ⩾ t0 t, t0 ∈ I

β ⩾ 1,α > 0
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T  , 

 що показує, що T , що це також стабілізуючий розв’язок 

рівняння (1.14). 

 Застосовуючи теорему 1.4, ми отримуємо T  для всіх T . 

Отже, T  □ 

 Висновок 1.3. Припустимо,  що  ! !

! , !  i ! . Тоді 

стабілізуючий розвязок системи (1.2), якщо він існує, є сталим розв’язком 

наступної системи нелінійних алгебраїчних рівнянь: 

T  

T  

 T  

 Щодо існування періодичного розв’язку рівняння. (1.14) маємо: 

 Теорема 1.9. Припустимо, що коефіцієнти рівняння (1.14) є θ-

періодичними функціями і твердження теореми 1.2 виконуються. За цих 

умов рівняння (1.14) має періодичний розв’язок !  із властивістю 

максимальності в теоремі 1.2. 

 Доведення. Згідно з твердженням 3.3 випливає, що для кожного  

T , що розглядається у доведенні теореми 1.2, є θ-

періодичними функціями. 

 Отже T  є θ-періодичною функцією і, нарешті 

T , є θ-періодичною функцією. □ 

 Результат попередньої теореми поширюється на випадок рівняння 

(1.14) відповідний результат доведений в роботі [5], де розглянуто 

матричне диференціальне рівняння Ріккаті у детермінованому випадку. 

̂T (t, t0) ⩽ βe−α(t − t0), t ⩾ t0

t → X̂(t)

X̂(t) = X̃(t) t ∈ I

X̃(t + θ ) = X̃(t)

Ak(t, i) = Ak(i), Bk(t, i) = Bk(i),

k = 0,1,…, r M(t, i) = M(i), L(t, i) = L(i) R(t, i) = R(i), t ∈ I, i ∈ D

A*0 (i)Xi + Xi A0(i) +
r

∑
k=1

A*k (i)Xi Ak(i) +
d

∑
j=1

qijXj − [XiB0(i)+

+
r

∑
k=1

A*k (i)XiBk(i) + L(i)] [R(i) +
r

∑
k=1

B*k (i)XiBk(i)]
−1

[B*0 (i)Xi+

+
r

∑
k=1

B*k (i)Xi Ak(i) + L*(i)] + M(i) = 0, i ∈ D

X̃(t)

p = 0,1,2,...,t → Xε
p(t)

Xε(t) = lim
p→∞

Xε
p(t)

X̃(t) = lim
ε→0

Xε(t)
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 Зауваження 1.4. Розглянемо афінне диференціальне рівняння 

   T ,   (1.52) 

T  будучи θ-періодичними функціями. 

 Нехай T  є θ-періодичним розв’язком рівняння (1.52). Нехай T  є 

фіксованим виправлено. Маємо: 

 T ,  (1.53) 

T . 

 !  – оператор лінійної еволюції над ! , визначений лінійним 

диференціальним рівнянням 

    T  ,    (1.54) 

 Умова періодичності призводить до 

 T , 

де !  є одиничним оператором. 

 Якщо оператор T  має обернений, то 

 T . 

 Таким чином (1.53) стає T , де 

 T (1.55) 

для ! . !  – функція Гріна, пов'язана з рівнянням 

(1.52). 

d
dt

K(t) + L*(t)K(t) + H(t) = 0

t ∈ I, H( ⋅ ) та L( ⋅ )

K̃(t) t0 ∈ I

K̃(t) = T* (t0 + θ, t) K̃ (t0 + θ) + ∫
t0+θ

t
T*(s, t)H(s)ds

t ≤ t0 + θ, t ∈ I

T(s, t) Sd
n

d
dt

S(t) = L(t)S(t)

[J̃ − T* (t0 + θ, t0)] K̃ (t0 + θ) = ∫
t0+θ

t0

T* (s, t0) H(s)ds

J̃ : Gd
n → Gd

n

J̃ − T* (t0 + θ, t0)

K̃ (t0 + θ) = (J̃ − T* (t0 + θ, t0))
−1

∫
t0+θ

t0

T* (s, t0) H(s)ds

K̃(t) = ∫
t0+θ

t0

G(t, s)H(s)ds, t0 ⩽ t ⩽ t0 + θ

G(t, s) = T* (t0 + θ, t) [J̃ − T* (t0 + θ, t0)]
−1

T* (s, t0) + T*(s, t)

t0 ⩽ t < s ⩽ t0 + θ

G(t, s) = T* (t0 + θ, t) [J̃ − T* (t0 + θ, t0)]
−1

T* (s, t0)

t0 ⩽ s ⩽ t ⩽ t 0 + θ G(t, s)
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 Якщо рівняння (1.54) не має θ-періодичного розв’язку, окрім 

нульового розв’язку, то для кожного T  оператора T  є 

ін'єкційним, отже, він є зворотнім і тому T  є зворотним. Так 

відбувається, наприклад, якщо нульовий розв’язок рівняння (1.54) є 

експоненціально стійким. 

 Тепер ми доведемо результат теореми 1.4 у періодичному випадку: 

 Теорема 1.10. Припустимо, що коефіцієнти рівняння (1.14) є θ-
періодичними функціями. Тоді еквівалентні наступні твердження: 

 (i) !  стабілізується, а диференціальна нерівність (1.23) має 

θ-періодичний розв’язок, який підтверджує (1.20). 

 (ii) Рівння (1.14) має стабілізуючий θ-періодичний розв’язок !  , 

який зодовольняє (1.20). 

 Доведення. (i) → (ii) Застосовуючи теорему 1.4, виводимо, що 

рівняння (1.14) має стабілізуючий і обмежений на І розвязок T , який 

перевіряється (1.20). Використовуючи теорему 1.8, робимо висновок, що 

T  і θ-періодична функція. 

 (ii) → (i) Якщо рівняння (1.14) має стабілізуючий розвязок T , 

звідси випливає, що трійка T  є стабілізуючою. 

 Нехай T  буде стабілізуючим і θ-періодичним розв’язком (1.14), який 

зодовольняє (1.20). Ми знаємо, що T  -  

стабілізуючим і θ-періодичним посиленням зворотного зв’язку. 

 Розглянемо !  простір неперервних функцій,  

визначений на [t0, t0 + θ] із звичайною нормою . 

 Нехай !  – набір неперервних функцій  

! , для яких ! . 

 Очевидно, що обмеження T  інтервалу T  належить U і U є 

відкритим набором. Розглянемо оператор  

t0 ∈ I J̃ − T (t0 + θ, t0)
J̃ − T* (t0 + θ, t0)

(A, B; Q)

X̃(t)

X̃(t)

X̃(t)

X̃(t)

(A, B; Q)

X̃

F(t) = R−1(t, X̃(t))P(t, X̃(t))

C {[t0, t0 + θ], Sd
n}

∥X∥ = sup
t∈[t0, t0 + θ]

|X(t) |

U ⊂ C {[t0, t0 + θ], Sd
n}

Z : [t0, t0 + θ] → Sd
n R(t, Z(t))(i) ≫ 0,t ∈ [t0, t0 + θ], i ∈ D

X̃ [t0, t0 + θ ]
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T , визначений: T , де 

T  

де функція Гріна !  визначена як у (1.55), оператор лінійної еволюції  

 замінюється на  і  і  визначаються як у доведенні 

теореми 1.4. 

 Грунтуючись на доведенні теореми 1.4, отримуємо, що рівняння 

T  має розв’язок T . Легко 

перевірити, що T  – це розв’язок 

(1.14), в якому !  замінюється ! . Взявши !  отримуємо 

потрібне твердження. 

 Теорема 1.11. Припустимо, що: 

 (а) коефіцієнти системи (1.2) є θ-періодичними функціями і 

виконується умова (1.40). 

 (б) Трійка !  стабілізується. Тоді система (1.2) має два θ-

періодичні розв’язки ! , для яких  

!  для будь-якого обмеженого розв’язку !  

системи (1.2). 

 Доведення. Існування максимального розв’язку T  гарантується 

теоремою 1.9. 

 Зараз залишається показати існування періодичного розв’язку T , яке 

є мінімальним у класі обмежених та невід’ємних розв’язків. 

 З цією метою ми розглянемо для кожного !  розв’язок 

системи (1.2), який відповідає термінальній умові ! . 

 Покладемо T . 

 Ми маємо T . 

 З єдиності випливає, що T . 

λ : U × (−1,1) → C {[t0, t0 + θ], Sd
n} λ(X, δ ) = Y

Y(t) = ∫
t0+θ

t0

GF(t, s)[MF(s) + δJn − P*F (s, X(s))R−1(s, X(s))PF(s, X(s))] ds − X(t)

GF(t, s)

T( ⋅ , ⋅ ) TF( ⋅ , ⋅ ) MF PF

λ(X, δ ) = 0 Xδ(t), t ∈ [t0, t0 + θ], δ ∈ (−δ̃, δ̃ ), Xδ ∈ U

Xδ (t0) = Xδ (t0 + θ), Xδ(t), t ∈ [t0, t0 + δ]
M(t) M(t) + δJn δ ∈ (−δ̃,0)

(A, B; Q)

X̃ : I → Sd
n , ˜̃X : I → Sd

n

X̃(t) ⩾ X̂(t) ⩾ ˜̃X(t) ⩾ 0,t ∈ I X̂( ⋅ )

X̃(t)

˜̃X

τ ∈ I, Xτ(t)

Xτ(τ, i) = 0,i ∈ D

X̂τ(t) = Xτ+θ(t + θ )

X̂τ(τ, i) = 0 = Xτ(τ, i), i ∈ D

X̂τ(t) = Xτ(t), t ⩽ τ, t ∈ I
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 Як і у доведенні теореми 1.5, ми можемо визначити  

T  за T ,  

який є мінімальним невід’ємним розв’язком рівняння (1.14) і еквівалентно 

системі (1.2). Ми маємо, що  

T  

з якого видно, що T  є θ-періодичним. □ 

˜̃X(t) = ( ˜̃X(t,1), ˜̃X(t,2), …, ˜̃X(t, d )) ˜̃X(t, i) = lim
τ→∞

Xτ(t, i), (t, i) ∈ I × D

X̃(t, i) = lim
τ→∞

Xτ(t, i) = lim
τ→∞

X̃τ(t, i) = lim
τ→∞

Xτ+θ(t + θ, i) = ˜̃X(t + θ, i)

˜̃X
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 Розділ 2. Синтез оптимального керування стохастичними 

динамічними системами випадкової структури  

2.1. Проблема синтезу оптимального керування 

 Розглядається стохастична система випадкової структури, яка задана 

стохастичним диференціальним рівнянням Іто  

T    (2.1) 

з марковськими перемиканнями  

  T ,   (2.2) 

T  

і початковими умовами 

  T   (2.3) 

Тут T  − марковський процес зі значеннями в просторі  

T , , з генератором T ,  − ланцюг 

Маркова зі значеннями у вимірному просторі T  і перехідною 

ймов і р н і с тю н а k -ому к роц і  T   

T ;   T   −  m-вимірний 

стандартний вінерів процес [52]; процеси T  незалежні. 

Траєкторії процесу T  належать простору Скорохода T  [57], 

керування T  − m-вимірна функція з 

класу допустимих керувань [48]; коефіцієнти  

T  і 

функція T  вимірні за сукупністю змінних і за 

фазовою змінною задовольняють умову Ліпшиця. 

Розглянемо послдовність функцій  

T ; позначимо  

T .  

d x(t) = a(t, ξ(t), x(t), u(t))dt + b(t, ξ(t), x(t), u(t))dw(t), t ∈ R+\K

Δx(t)
t=tk

= g (tk − ,ξ (tk−), ηk, x (tk−))
tk ∈ K = {tk ⇑ }, k = 0,1,2,…, lim

n→∞
tn = + ∞

x (t0) = x0 ∈ Rm, ξ (t0) = y ∈ Y, η0 = h ∈ H

ξ(t)

(Y, y), Y := {y1, …, yN} Q, {ηk, k ≥ 0}
(H, ℋ)

Pk(h, Z ) = P (ηk ∈ Z /ηk−1 = h),

h ∈ H, Z ⊂ ℋ x : [0, + ∞) × Ω → Rm; w(t)

ξ, η i w

x(t), t ≥ 0 D
u(t) := u(t, x(t)) : [0; T ] × Rm → Rm

a : R+ × Y × Rm × Rm → Rm; b : R+ × Y × Rm × Rm → Rm × Rm

g : R+ × Y × H × Rm → Rm

vk(t, x) : [t0, T] × Rm → R1, k ≥ 0

V := {f (t, x) : f ∈ C1,2 (R+ × Rm)}
T46



На функціях T визначимо слабкий інфінітезимальний 

оператор (СІО) [51] 

T  (2.4) 

де T  − сильний розв’язок (2.1) на T  при керуванні 

T , яке побудовано на тому ж проміжку  

T  . 

Задача оптимального керування полягає в знаходженні керування 

T  з множини допустимих керувань  такого, яке би мінімізувало 

функціонал якості [48] 

T  (2.5) 

де T . 

В [53] сформульовані умови існування оптимального керування для 

задачі керування (2.1)–(2.3), (2.5) у вигляді теореми. 

Теорема 2.1 (достатні умови оптимальності). Нехай: 

1) існує єдиний сильний розв’язок задачі (2.1)-(2.3); 

2) існують послідовність функцій ! , та керування  

! , які задовольняють при всіх !  і всіх допустимих 

керуваннях !  рівняння 

   !     (2.6) 

з крайовою умовою 

    T ;    (2.7) 

 3) T , правильна нерівність 

 T  

vk(t, x) ∈ V

Lvk(t, x) = lim
Δ→0+

1
Δ {Et,xvk (t + Δ, x (t + Δ, tk, y, h, u)) − vk(t, x)}

x (t, tk, y, h, u) t ∈ [tk, tk+1)
u = uk ∈ U

[tk, tk+1), Et,x{ f } = E{ f /x(t) = x}

u0
k , k ≥ 0

I (uk) := Iuk(t, x) :=
N̄

∑
k=0

Etk,xk {F(x(T )) + ∫
T

t
G(s, x, u(s, x))ds}

F(x) ≥ 0; G(t, x, u) ≥ 0

vk ∈ V, k ≥ 0

u0
k ∈ U, k ≥ 0 t ∈ [tk, T ]

uk ∈ U, k ≥ 0

Lvk(t, x) + G (t, x, u0
k (t, x)) = 0

vk(T, x) = F(x(T ))

∀t ∈ [0,T ], ∀uk ∈ U, k ≥ 0

Lvk(t, x) + G (t, x, uk(t, x)) ≥ 0
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де T  − СІО (2.4) на розв’язках задачі (2.1)-(2.3). Тоді керування T  є 

оптимальним у розумінні критерія якості T , тобто T  

маємо  

 T  

Послідовність функцій T  назвемо ціною керування, або функцією 

Беллмана, а рівняння (2.6) можна записати у вигляді рівняння Беллмана 

T  

Далі постає питання про знаходження явного вигляду для 

оптимального керування T  і функцій T  

2.2. Загальне рішення задачі оптимальної стабілізації 
 Слідуючи [54, 55], СІО (2.4) в силу системи (2.1)–(2.3) має вигляд 

T  

  T    (2.8) 

де T  – скалярний добуток T , 

T , T  – знак транспонування, T  – слід матриці, 

T  – умовна щільність  
T  

в припущенні, що в момент T  зміни параметра T  системи (2.1) відбувається 

випадкова стрибкоподібна зміна фазового вектора  

T . 

 Перше рівняння для T , в точках T , отримується 

шляхом підстановки (2.8) в (2.6):  

L u0
k (t, x)

Iu0
k (0,x0) ∀t ∈ [0,T ]

Iu0
k (t, x) = inf

u∈U
Iu(t, x) = vk(t, x)

vk(t, x)

inf
u∈U [ℒ (t, xk, u) vk (t, xk) + G (t, xk, u)] = 0

u0
k ∈ U, k ≥ 0 v0

k ∈ U, k ≥ 0

Lvk(t, x) =
∂vk(t, x)

∂t
+ (∇vk(t, x), a(t, y, x, h)) +

1
2

Sp (bT(t, y, x, u) ⋅ ∇2vk(t, x) ⋅ b(t, y, x, u))+

+
N

∑
j=i [∫Rm

vj(t, x)pij(t, z /x)dz − vi(t, x)] qij

( ⋅ , ⋅ ) (∇vk) := ( ∂vk

∂x1
, …,

∂vk

∂xm )
T

(∇2vk) := [ ∂2vk

∂xi∂xj ]
m

i, j=1

k ≥ 0 Sp

pij(t, z /x)
P{x(τ) ∈ [z, z + dz]/x(τ − 0) = x} = pij(τ, z /x)dz + o(dz)

τ ξ

x(τ − 0) = x, x(τ) = z i yi → yj

v0
k (t, x), k ≥ 0 (tk, yi, x, h)
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T  

T  (2.9) 

з крайовою умовою 

T  

 Друге рівняння для оптимального керування T  одержується з 

(9) диференціюванням за змінною T , оскільки T , забезпечує 

мінімум лівої частини (2.9): 

T  (2.10) 

де T -матриця Якобі, складена з елементів  

T , T  

2.3. Оптимальне керування лінійних стохастичних динамічних систем 

випадкової структури з  марковськими перемиканнями 

 Розглянуто задачу оптимального керування лінійною стохастичною 

динамичною системою випадкової структури, заданою стохастичним 

диференціальним рівнянням  

T  

    T        (2.11) 

з марковськими перемиканнями  

  T    (2.12) 

і початковими умовами 

∂v0
k (t, x)
∂t

+ ( ∂v0
k (t, x)
∂x )

T

⋅ a (t, yi, x, u) +
1
2

Sp (bT (t, yi, x, u) ⋅
∂2v0

k (t, x)
∂x2

⋅ b (t, yi, x, u))+

+
N

∑
j≠i [∫Rm

v0
j (t, x)pij(t, z /x)dz − v0

i (t, x)] qij + G(t, x, u) = 0

v0
k (T, x) = F(x(T ))

u0
k (t, x)

u u = u0
k , k ≥ 0

( ∂v0
k (t, x)
∂x )

T

⋅ (
∂a (t, yi, x, u)

∂u ) + ( ∂G(t, x, u)
∂u )

T

u=u0
k

= 0

∂a
∂u

− m × m

{ ∂an

∂us
, n = 1,m, s = 1,m} ( ∂G

∂u ) ≡ ( ∂G
∂u1

, …,
∂G
∂ur ), k ≥ 0

d x(t) = [A(t, ξ(t))x(t) + B(t, ξ(t))u(t)]dt + C(t, ξ(t))x(t)dw(t),

t ∈ R+\K

Δx(t)
t=tk

= g (tk − ,ξ (tk−), ηk, x (tk−))
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  T   (2.13) 

Тут T  – кусково-неперервні та інтегровні матричні функції. 

Задача оптимального керування системою (2.11) – (2.13) полягає в 

знаходженні керування T  з множини допустимих 

керувань T  такого, яке б мінімізувало функціонал 

 T  

T , (2.14) 

де T -матриця T  рівномірно додатно визначена за 

T , T -матриці T   – невід’ємно 

визначені. 

 Для спрощення записів введено позначення 

 T  

 T  

 Теорема 2.2. Оптимальне керування для задачі (2.11)–(2.14) 
знаходиться за формулою 

   T .   (2.15) 

де невід’ємно визначена T -матриця T  входить в 

функціонал Беллмана  

   T     (2.16) 

2.4. Побудова рівняння Беллмана. 

 Підставивши (2.15) і (2.16) в (2.17), отримаємо наступні рівняння для  
T : 

T  

x(0) = x0 ∈ Rm, ξ(0) = y ∈ Y, η0 = h ∈ H

A, B, C

u0
ik, i ∈ {1,…N}, k ≥ 0

U

I (uik) := Iuk(t, x) :=
N̄

∑
k=0

Etk,xk {xT(T )M0 (ξ(t), ηk) x(T )+

+∫
T

t
[uT(s)M1 (s, ξ(s), ηk) u(s) + xT(s)M2 (s, ξ(s), ηk) x(s)] ds}

m × m M1 (t, ξ(t), ηk)
t ∈ [0,T ] m × m M0 (ξ(t), ηk), M2 (t, ξ(t), ηk)

Ai(t) := A (t, yi), Bi(t) := B (t, yi), Ci(t) := C (t, yi)
M0ik := M0 (yi, ηk), M1ik(t) := M1 (t, yi, ηk), M2ik(t) := M2 (t, yi, ηk)

u0
ik(t, x) = − M−1

1ik(t)BT
i (t)Pik(t)x(t)

m × m Pik(t) := P (t, ξ(t), ηk)

v0
ik(t, x) = xT(t)Pik(t)x(t),

v0
ik(T, x) = xT (tk) M0ik x (tk) .

∀t ∈ [tk, tk+1)
xT(t)

dPik(t)
dt

x(t) + 2 [Ai(t)x(t) − Bi(t)M−1
1ik(t)BT

i (t)x(t)] Pik(t)x(t)+
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T  

T . 

 Прирівнявши до нуля квадратичну форму відносно T  і вирази, які не 

залежатьвід T , враховуючи матричну рівність  

T ,  

в результаті отримаємо систему диференціальних рівнянь для знаходження 

матриць 

T : 

T  

 T     (2.20) 

   T     (2.21) 

з крайовими умовами  

     T      (2.22) 

 Таким чином має місце наступне твердження 

 Теорема 2.3. Якщо вартість керуванння знаходимо у вигляді (2.14) 
для системи (2.11)–(2.13), то система диференціальних рівняннь для 

знаходження матриць !  має вигляд 

(2.20)–(2.22). 
Далі слід вирішити питання про існування розв’язку крайовоі задачі (2.20)–

(2.22). 

 Скористаємось методом ітерацій Беллмана [49]. 

 Для спрощення, розглянемо інтервал ! , на якому ! , а 

індекси типу «ik» в записах опустимо, ввівши біля !  і !  індекс, який 

позначає порядок наближення. 

 Спочатку задамо нульове наближення 

   !     (2.23) 

+Sp (CT
i (t)Pik(t)Ci(t)) +

N

∑
j≠i

(xT(t)Pjk(t)x(t) − xT(t)Pik(t)x(t)) qij+

+[M−1
1ik(t)BT

i (t)Pik(t)x(t)]T M1ik(t)M−1
1ik(t)BT

i (t)Pik(t)x(t) + xT(t)M2ik(t)x(t) = 0

x

x

2xT Pik Aix = xT (Pik Ai + AT
i Pik) x

Pik(t), t ∈ [tk, tk+1), i ∈ {1,…N}, k ≥ 0

dPik(t)
dt

+ AT
i (t)Pik(t) + Pik(t)Ai(t) − Bi(t)M−1

1ik(t)BT
i (t)Pik(t) +

N

∑
j≠i

(Pjk(t) − Pik(t)) qij+

+[M−1
1ik(t)BT

i (t)Pik(t)]T BT
i (t)Pik(t) + M2ik(t) = 0

Sp (CT
i (t)Pik(t)Ci(t)) = 0

Pik(T ) = M0ik

Pik(t), t ∈ [tk, tk+1), i ∈ {1,…N}, k ≥ 0

[tk, tk+1) ξ(t) = yi

u, v P

u0(t, x) = − M−1
1 (t)BT(t)P0(t)x(t)
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де матриця T  обмежена і кусково-неперервна. Підставимо (2.23) в 

(2.10) і для отриманого рівняння обчислимо значення T , що відповідає 

керуванню (2.23). 

Далі, підставляючи T  в рівняння Беллмана (2.17), знайдемо 

керування T , при якому в (2.17) досягається мінімум. Продовжуючи 

цей процес, можна побудувати послідовність керувань T  і 

функціоналів   T  вигляду 

 !  

 !     

   !     (2.24) 

де ! – розв’язок крайової задачі (2.20)–(2.22) при ! . 

 Для !  справедлива очевидна оцінка 

   T   (2.25) 

 З допомогою (2.25) можна довести збіжність функціоналів !  

до ! , збіжність керувань !  до ! , збіжність послідовності 

матриць !  до !  [48]. При цьому має місце оцінка  

  !   (2.26) 

 Правильне наступне твердження. 

 Теорема 2.4. Наближений розв’язок задачі синтеза оптимального 

керування для задачі (2.11)–(2.14) здійснюється з допомогою метода 
послідовних наближеннь Беллмана, при якому n-е наближення керування і 

функціонала Беллмана для кожного інтервала ! , знаходять за 

формулами (2.24), причому похибка оцінюється нерівністю (2.26). 

 Теорема 2.5. Система (2.20) - (2.21) має єдиний розв’язок, який, крім 
того, є стабілізуючим. 

P0(t) ≥ 0

v1(t, x)

v1(t, x)

u1(t, x)

un(t, x)

vn(t, x)

un(t, x) = − M−1
1 (t)BT(t)Pn(t)x(t)

vn(t, x) = xT(t)Pn(t)x(t)

vn(T, x) = xT (tk) M0x (tk)
Pn(t), t ∈ [tk, tk+1) T := tk+1

∀n ≥ 1

vn−1(t, x) ≥ vn(t, x) ≥ 0, ∀t ∈ [tk, tk+1)

vn(t, x)

v0(t, x) un(t, x) u0(t, x)

Pn(t) P(t)

max
i∈tk,tk+1}

P(t) − Pn(t) ≤
C
n!

, C < ∞, k ≥ 1

[tk, tk+1), k ≥ 0
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 Доведення. Рівняння (2.20) відповідає диференціальному рівнянню 

(1.2), яке вивчене у розділі 1. Згідно з теоремою 1.1 рівняння (2.20) має 

максимум один розв’язок. Ураховуючи, що згідно з теоремою 2.4 розв’язок 

(2.20) можна знайти методом послідовних наближень Беллмана, що цей 

розв’язок є єдиним. 

 Згідно з теоремою 1.1 цей розв’язок є стабілізуючим. 

 Зауваження. Теорема 2.5 дає відповідь також на питання існування 

розв’язку задачі оптимальної стабілізації для системи (2.11) - (2.14), для 

якої у праці [54] отримано наближений розв’язок. 
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Висновки 

 У розділі 1 розглянуто клас нелінійних матричних диференціальних 

рівнянь, що містить у якості конкретних випадків системи матричних 

диференціальних рівнянь Ріккаті, що виникають у зв'язку з деякими 

задачами  керування лінійними стохастичними системами, які перебувають 

під дією збурень типу вінерового процесу і марковських глобальних 

перемикань. 

 Метою 1 розділу було дослідити умови, які гарантують існування 

глобальних розв’язків такого класу диференціальних рівнянь, як: 

максимальний розв’язок, обмежений та стабілізуючий розв’язок, 

мінімальний розв’язок. 

 Розглянуті у розділі 1 системи матричних диференціальних рівнянь 

були переписан і як нел ін ійне диференціальне рівняння у 

скінченновимірному просторі Гільберта. 

 Це представлення дозволяє оперувати властивостями лінійних 

еволюційних операторів, визначених лінійними диференціальними 

рівняннями типу Ляпунова. 

 Найважливішою та найпотужнішою властивістю є додатність 

операторів лінійної еволюції, пов'язаних з диференціальними рівняннями 

типу Ляпунова, що дозволяє довести деякі результати порівняння як для 

розв’язків лінійних диференціальних рівнянь, так і нелінійних  

диференціальних рівнянь. 

 Використавши результати розділу 1 та праці Дас А., Лукашив Т.О., 

Малык И.В. Синтез оптимального управления стохастическими 

динамическими системами случайной структуры с марковскими 

переключениями // Проблемы управления и информатики. – 2017. – № 2. – 

С. 17–26., сформульовано теорему 2.5 про розв’язність задачі 

оптимального керування для стохастичної динамічної системи випадкової 

структури з марковськими перемиканнями. 

 Твердження теореми також є актуальним і для задачі оптимальної 

стабілізації вказаних систем.  
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 Результат є новим і доповідався на міжнародній науковій 

конференції.  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